Insertion Sort
Algoritmo:

1. Seleciona-se a cabeca da lista.

2. Ordena-se a cauda da lista.

3. Insere-se a cabeca da lista na cauda ordenada, de forma a que a lista resultante
continue ordenada.

isort [] = []
isort (x:xs) = insert x (isort xs)

insert x [] = [x]
insert x (y:ys) = if x<y then x:y:ys
else y:(insert x ys)

A funcdo insert (que faz a insercdo ordenada) é o niicleo deste algoritmo.

isort [3,5,6,2,7,5,8] = insert 3 (isort [5,6,2,7,5,8])
= ... = insert 3 [2,5,5,6,7,8]
= .= [2,3,5,5,6,7,8]

Quick Sort

Algoritmo:
1. Seleciona-se a cabeca da lista (como pivol) e parte-se o resto da lista em duas sublistas:
uma com os elementos inferiores ao pivot, e outra com os elementos nao inferiores.

2. Estas sublistas sdo ordenadas.

3. Concatena-se as sublistas ordenadas, de forma adquada, conjuntamente com o pivot.

gsort [] = []
gsort (x:xs) =qgsort [ v | v <- XS, y<x ]
++ [x] ++ gsort [ v | v <- XS, y>=x ]

Esta versao do gsort é pouco eficiente ...
Quantas travessias da lista se estdo a fazer para partir a lista ?

gsort [5,3,4,8,3,7,1,9] =
. = (gsort [3,4,3,1])++[5]++(gsort [8,7,9])
= ... = [1,3,3,4] ++ [5] ++ [7,8,9]
= ..= [1,3,3,4,5,7,8,9]
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Insertion Sort Quick Sort
Exemplo: Esquema do cdlculode (gsort [5,3,4,8,3,1,9])
Exemplo: Esquema do célculo de (isort [5,3,4,8,3,1,91) [5.3.4.8,3,7,1,9]
_— o~
a ¢ \\
[3,4,3,1] 5 [8,7,9]
[5!3!4181317!1!9] qSOI‘t i /
~ gsort
T [1,3,3,41 (5]  [7,8,9]
[3!4!813!7!119] \++ i ++/
isort
[1!3!3’415!7!8!9]
5 [1,3,3,4,7,8,9]
\insert‘/ Uma versdo mais eficiente (fazendo a parti¢do da lista numa sé passagem), pode ser:
parte _ []1 = ([1,[D
[1,3,3,4,5,7,8,9] parte x (y:ys) | v < x = (y:as,bs)
| otherwise = (as,y:bs)
where (as,bs) = parte x ys
quicksort [] = []
quicksort (x:xs) = let (11,12) = parte x Xs
in (quicksort 11)++[x]++(quicksort 12)
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Merge Sort
Algoritmo:

1. Parte-se a lista em duas sublistas de tamanho igual (ou quase).
2. Ordenam-se as duas sublistas.
3. Fundem-se as sublistas ordenadas, de forma a que a lista resultante fique ordenada.

merge [] 1 =1
merge 1 [] =1

merge a@(x:xs) b@(y:ys) | x <y x: (merge xs b)

| otherwise = y:(merge a ys)
msort [] = []
msort [x] = [x]
msort xs = merge (msort xsl) (msort xs2)
where -- pouco eficiente

k = (lenght xs) ‘div’ 2

xsl = take k xs

xs2 = drop k xs

Esta versdo do msort é muito pouco eficiente ...

Quantas travessias da lista se esta a fazer para partir a lista em duas ?
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Acumuladores

Considere a definicdo da funcao factorial. fact 0 = 1
fact n | n>0 = n * fact (n-1)

O cdlculo da factorial de um ndmero positivo n é feito multiplicando n pelo factorial de (n-1).

A multiplicacdo fica em suspenso até que o valor de fact (n-1) seja sintetizado.

fact 3 = 3*(fact 2) = 3*(2*(fact 1)) = 3*(2*(1*(fact 0)))
= 3-}:(2*(1*1)) = 6
Uma outra estratégia para resolver o mesmo problema, consiste em definir uma funcdo auxiliar

com um parametro extra que serve para ir guardando os resultados parciais — a este parametro
extra chama-se acumulador.

fact n | n >=0 = factAc 1 n
where factAc ac 0 = ac
factAc ac n = factAc (ac*n) (n-1)

fact 3 = factAc 13 = factAc (1*3) 2 = factAc (1*3*2) 1
= factAc (1%*2%3%1) 0 => 1%*2%3%*1 => 6
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Merge Sort

Exemplo: Esquema do calculo de (msort [5,3,4,8,3,1,9])
[5!3!4!8!3!71119]

<N

[5,3,4,8] [3,7,1,9]

msort imsort

[3,4,5,8] [1,3,7,9]
merge

[1!313!4!5!71819]
Uma versdo mais eficiente (fazendo a particdo da lista numa sé passagem), pode ser:

split [1 = ([1,[D
split (x:xs) = let (1,r) = split xs
in (x:r,1)
mergesort [] [1]
mergesort [x] [x]
mergesort 1 merge (mergesort 11) (mergesort 12)
where (11,12) = split 1
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Dependendo do problema a resolver, o uso de acumuladores pode ou ndo trazer vantagens.
Por vezes, pode ser a forma mais natural de resolver um problema.
Exemplo:

Considere as duas versdes da funcao que faz o calculo do valor maximo de uma lista.

Qual lhe parece mais natural ?

maximum [x] = x
maximum (x:y:xXs) | x >y = maximum (X:yS)
| otherwise = maximum (y:Xs)

maximo (xX:xS) = maxAc X XS
where maxAc ac [] = ac
maxAc ac (y:ys) = if y>ac then maxAc y ys
else maxAc ac ys

Em maximo o acumulador guarda o valor maximo encontrado até ao momento.

Em maximum a cabeca da lista esta a funcionar como acumulador.
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Considere a funcdo que inverte uma lista.

reverse [] = []
reverse (x:xs) = (reverse xs) ++ [x]

reverse [1,2,3] = (reverse [2,3])++[1] = ((reverse [3])++[2])++[1]
= (((reverse [D)++[3D)++[2D)++[1] = (([1++[3])++[2])++[1]
= ([31++[2D)++[1] = (B:([1++[2]1))++[1] = (3:[2D++[1]
= 3:([2]++[1]) = 3:(2:([1++[1])) = 3:2:[1] = [3,2,1]

Este € um exemplo tipico de uma funcao que implementada com um acumulador é
muito mais eficiente.

reverse 1 = revAc [] 1
where revAc ac [] = ac
revAc ac (x:xs) = revAc (x:ac) xs

reverse [1,2,3] = revAc [] [1,2,3] = revAc [1] [2,3]
= vrevAc [2,1] [3] = revAc [3,2,1] [] = [3,2,1]
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Uma versdo mais eficiente dos nimeros de Fibonnacci utiliza um parametro de acumulagao.

Neste caso o acumulador é um par que regista os dois Ultimos nimeros de Fibonnacci
calculados até ao momento.

fib n = fibAc (0,1) n
where fibAc (a,b) 0 = a
fibAc (a,b) 1 =b

fibAc (a,b) (n+l) = fib (b,a+b) n

fib 5 = fibAc (0,1) 5 = fibAc (1,1) 4 = fibAc (1,2) 3
= fibAc (2,3) 2 = fibAc (3,5) 1 = 5

A sequéncia de Fibonnacci pode ser definida por

seqFib = 0 : 1 : [ a+b | (a,b) <- zip seqFib (tail seqFib) ]

Note que é a lazy evaluation que faz com que este género de definicao seja possivel.
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Sequéncia de Fibonacci
O n-ésimo niimero da sequéncia de Fibonacci define-se matematicamente por
fibn=20 ,se n=0

fibn=1 ,se n=1
fib n =fib (n-2) +fib (n-1) ,se n>2

fib 0 = 0
fib1 =1
fib n | n>=2 = fib (n-2) + fib (n-1)

O calculo do fib de um nimero pode envolver o calculo do fib de nimeros mais pequenos,
repetidas vezes.

fib 5 = (fib 3)+(fib 4) = ((fib 1)+(fib 2))+((fib 2)+(fib 3))
= (I+((fib 0)+(fib D)) +((fib 2)+(fib 3)) = ... = ... =5

A sequéncia de Fibonnacci pode ser definida por

seqFibonnacci = [ fib n | n <- [0,1..] ]

78

Funcoes de Ordem Superior

Em Haskell, as funcdes sdo entidades de primeira ordem, isto é, as funcdes podem
ser passadas como parametro efou devolvidas como resultado de outras fun¢des

Exemplo: A fungdo app tem como argumento uma fungdo f de tipo a->b.

app :: (a->b) -> (a,a) -> (b,b) app fact (5,4) = (120,24)
app f (x,y) = (£ x, £y)
app chr (65,70) = ('A','F")
Exemplo:

A funcdo mult pode ser entendida como tendo dois argumentos de tipo Int e devolvendo
um valor do tipo Int. Mas, na realidade, mult é uma funcao que recebe um argumento do
tipo Int e devolve uma funcao de tipo Int->Int.

mult :: Int -> Int -> Int = Int -> (Int -> Int)
mult x y = X *y
Em Haskell, todas a funcées sao unarias !
mult 2 5 = (mult 2) 5 :: Int
(mult 2) :: Int -> Int

80




Assim, mult pode ser usada para gerar novas funcées.

Exemplo: dobro = mult 2 5 ;
Qual é o seu tipo ?

triplo = mult 3

Os operadores infixos também podem ser usados da mesma forma, isto é, aplicados a
apenas um argumento, gerando assim uma nova funcao.
Exemplo: (+) :: Integer -> Integer -> Integer

(<=) :: Integer -> Integer -> Bool

(*) :: Double -> Double -> Double

map
Podemos definir uma funcdo de ordem superior que aplica uma funcao ao longo de uma lista:
map :: (a —> b) -> [a] —-> [b]

map £ [] = []
map f (x:xs) = (f x) : (map f xs)

Note que (map f lista) éequivalentea [ f x | x <- lista ]

Podemos definir as funcdes do slide anterior a custa da funcao map, fazendo:
distancias lp = map distOrigem 1p
minusculas s = map toLower s
triplica xs = map (3*) xs

factoriais ns = map fact ns

(5+) (+) 5 :: Integer -> Integer
(0<=) Qual é o tipo destas funcdes ? Ou entdo, distancias = map distOrigem
(3%) Qual o valor das expressdes: (0<=) 8 Porqué ? minusculas = map toLower
(3*%) 5.7 triplica = map (3*)
81 factoriais = map fact 83
map filter
Considere as seguintes funcgoes: Considere as seguites fungdes:

distancias :: [Ponto] -> [Float] aprov :: [Int] -> [Int]

distancias [] = [] aprov [] = []

distancias (p:ps) = (distOrigem p) : (distancias ps) aprov (x:xs) = if (10<=x) then x:(aprov xs)

else (aprov xs)

minusculas :: String -> String

minusculas [] = [] filtraDigitos :: String -> String

minusculas (c:cs) = tolower c : minusculas cs filtraDigitos [] = []

filtraDigitos (c:cs)
[ | isDigit ¢ = c:(filtraDigitos cs)

triplica :: [Double] -> [Double] | otherwise = filtraDigitos cs

triplica [] = []

triplica (x:xs) = (3*x) : triplica xs

primQuad :: [Ponto] -> [Ponto]
i primQuad [] = []

factoriais :: [Integer] -> [Integer] primQuad ((x,y):ps) | x>0 && y>0 = (x,y):(primQuad ps)

factoriais [] = [] o | otherwise = primQuad ps

factoriais (n:ns) = fact n : factoriais ns

A . . Todas estas funcdes tém um padrdo de computacdo comum:
Todas estas funcdes tém um padrdo de computacdo comum:
aplicam uma funcéo a cada elemento de uma lista, gerando deste modo dada uma lista, geram uma nova lista com os elementos da lista que
uma nova lista. satisfazem um determinado predicado.
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filter

filter é uma funcdo de ordem superior que filtra os elementos de uma lista que verificam
um dado predicado (i.e. mantém os elementos da lista para os quais o predicado é verdadeiro).

filter :: (a -> Bool) -> [a] -> [a]
filter p [] = []
filter p (x:xs)
[ (p %)
| otherwise

x : (filter p xs)
filter p xs

Note que (filter p lista) éequivalentea [ x | x <- lista , p x ]
Podemos definir as funcdes do slide anterior a custa da funcdo filter, fazendo:

aprov xs = filter (10<=) xs

filtraDigitos s = filter isDigit s

primQuad ps = filter aux ps

where aux (x,y) = 0<x && O<y
Ou entdo, aprov = filter (10<=)
filtraDigitos = filter isDigit

primQuad = filter aux
where aux (x,y) = 0<x && O<y

Funcoes anénimas

E possivel utilizar funcdes anénimas na definicao de outras funcdes.

Exemplos: dobro = \X->X+x iodobro 5
> cauda [9,3,4,5]
cauda = \(_:xS) —> XS [3,4,5]

As funcdes andnimas sdo Uteis para evitar a declaragdo de funcdes auxiliares.

Exemplos: i, opares xs = map troca xs

where troca (x,y) = (V,X)
trocaPares xs = map (\(x,y)->(y,x)) XS

primQuad = filter (\(x,y) -> 0<x && O<y)

Os operadores infixos aplicados apenas a um argumento sdao uma forma abreviada de
escrever fungdes andnimas.

Exemplos: (+y) = \x > x+y
(x+) = \y > x+y
(*5) = \x —> x*5
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Funcoes anonimas foldr
Em Haskell, é possivel definir novas funcdes através de abstracées lambda (1) da forma: Considere as seguintes fungées:
\x -> e representando uma fungdo com argumento formal x e corpo da fungao e sum [] = 0 sum [3,5,8] = 3 + (5 + (8+0))
(a notacdo é inspirada no A-calculus aonde isto se escreve Ax.e) sum (x:xs) = x + (sum xs) T
Exemplos: (\X -> x+x) 5 > (\y => y*3) 4 > (\x —> x:x72:x73:[]) 2
10 12 [2,4,8] product [] =1
product (x:xs) = x * (product xs)
Fungdes com mais do que um argumento podem ser definidas de forma abreviada por: a0 T
an = True
\pl..pn->e Além disso, os argumentos p1 ... pn podem ser padrdes. and (b:bs) = b & (and bs)
Exemplos: > (\Xy => x+y) 5 3 > (\(x:xs) y -> y:xs) [3,4,5,2] 7 concat [] = []
8 (7,4,5,2] concat (l:1s) = 1 ++ (concat 1s)
> (\(x1,y1) (x2,y2) -> (x1*x2,yl*y2)) (0,3) (5,2) . . . .
(0,6) Todas estas funcdes tém um padrdo de computacdo comum:
Note que: \X v —> x4y = \x > (\y -> x4v) i b i aplicar um operador binario ao primeiro elemento da lista e ao
que: Y v = Y Y Justifique com base no tipo. resultado de aplicar a funcdo ao resto da lista.
Como ao definir estas funcées ndo lhes associamos um nome, elas dizem-se anonimas. O que se esta a fazer é a extensio de uma operacio binaria a uma lista de operandos.
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foldr

Podemos capturar este padrdo de computagdo fornecendo a funcao foldr o operador
bindrio e o resultado a devolver para a lista vazia.

foldr :: (@a->b ->Db) ->b ->[a] > b
foldr £ z [] = z
foldr f z (x:xs) = £ x (foldr £ z xs)

Note que (foldr f z [x1,...,xn]) éiguala (f x1 (... (f xn z)...))
ouseja, (x1 ‘f° (x2 ‘£ (... (xn ‘£ 2)...))) (associa a direita)

Podemos definir as funcdes do slide anterior a custa da funcao foldr, fazendo:

sum xs = foldr (+) 0 xs

product xs = foldr (*) 1 xs
and bs = foldr (&&) True bs

concat 1s = foldr (++) [] 1s
Exemplos:
(product [4,3,5]) = 4 * (3 * (5 * 1)) = 60
(concat [[3,4,5],[2,1]1,[7,81]) = [3,4,5] ++ ([2,1] ++ ([7,8]1++[1))
= [3,4,5,2,1,7,8]

foldr vs foldl

Note que (foldr f z xs) e (foldl f z xs) sé dardo o mesmo resultado se
afuncdo f for comutativa e associativa, caso contrario dao resultados distintos.

Exemplo:
foldr (-) 8 [4,7,3,5] = 4-(7-B3-(-8)) = 3

foldl (-) 8 [4,7,3,5] = (((8-4)-7)-3)-5 = -11

As funcdes foldr e foldl estdo formemente relacionadas com as estratégias para
contruir funcdes recursivas sobre listas que vimos atras.

foldr esta relacionada com a recursividade primitiva.
foldl esta relacionada com o uso de acumuladores.

Exercicio:  Considere as fun¢des  gymR xs = foldr (+) 0 xs
sumL xs = foldl (+) O xs

Escreva a cadeia de reducdo das expressées (sumR [1,2,3]) e (sumL [1,2,3])
e compare com o funcionamento da fungdo somatério definida sem e com e acumuladores.
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foldl Outras funcoes de ordem superior
Podemos usar um padrao de computa¢do semelhante ao do foldr, mas associando o B
a esquerda, através da funcdo foldl. Composicao de funcdes (.) ::(b->¢c) > (a->b) >a->c
(.) fgx=1Ff (g x)
foldl :: (a ->b ->a) > a > [b] -> a
foldl £ z [] = z Trocar a ordem dos L _ _ _ _ _
foldl f z (x:xs) = foldl £ (f z x) xs argumentos E—Lig %-X(s =>fby ; ol e et
Note que (foldl f z [x1,...,xn]) éiguala (f (...(f z x1) ...) xn) Obter a versio ey 32 QAR = @) = 8 o B o> @
ouseja, ((...((z £ x1) £ x2)...) ‘£ xn) (associa a esquerda) curried de uma funcio curry £ x y i f (%,V)
Exemplos: _ .
sum xs = foldl (+) 0 xs Obter _a(\j/(ejrsao funca uncurry :: (a -=> b -> ¢) -> (a,b) > c
concat 1s = foldl (++) [] 1s uncurried de uma funcdo  yncurry £ (x,y) = £ x vy
= foldl h —> h: :
Teverse xs RN > hit) 11 xs Exemplos: sextuplo = dobro . triplo
sum [1,2,3] = ((0 +1) +2)+3 = 6
reverse xs = foldl (flip (:)) [] xs
concat [[2,3],[8,4,71,[11] = (([1++[2,3]) ++ [8,4,7]) ++ [1] quocientes pares = map (uncurry div) pares
= [2,3,8,4,7,1]
= i = =
reverse [3,4] = C((\t h -> h:t) ((\t h -> h:t) [1 3) 4) sextuplo 5 dobro (triplo 5) dobro 15 30
= 4 :(0\th->h:t) [13) = 4:3:[] = [4,3] 9% quocientes [(3,4),(23,5),(7,3)] = [0,4,2] %




