u Classificacao de Algoritmos u

Para além da classe de complexidade e das propriedades de correccao, os
algoritmos podem também ser estudados — e classificados — relativamente a
categoria de problemas a que dizem respeito:

e Pesquisa

e Ordenacao — varios algoritmos serdo estudados com detalhe
e Processamento de strings (parsing)

e Problemas de grafos — segundo capitulo do programa

e Problemas combinatoriais

e Problemas geométricos

e Problemas de calculo numérico.
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n Classificacao de Algoritmos (cont.) m

Uma outra forma de classificar os algoritmos é de acordo com a estratégia que
utilizam para alcancar uma solucao:

e Incremental (iterativa) — veremos como exemplo o insertion sort.

e Divisdo e Conquista (divide-and-conquer) — veremos como exemplos os algo-
ritmos mergesort e quicksort.

e Algoritmos Gananciosos (glreedy) — veremos alguns algoritmos de grafos e.g.
Minimum Spanning Tree (Arvore Geradora Minima).

e Programacao Dinamica — veremos o algoritmo de grafos All-Pairs-Shortest-
Path.

e Algoritmos com aleatoriedade ou probabilisticos — veremos uma versao modi-
ficada do algoritmo quicksort.
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n Caso de Estudo 1: Algoritmo “Insertion Sort” n

Problema: ordenacdo (crescente) de uma sequéncia de nimeros inteiros. O
problema sera resolvido com a sequéncia implementada como um vector ( “array”)
que serd reordenado (# construgcdo de uma nova sequéncia).

Tempo de execucao depende dos dados de entrada:

e dimensao

e “grau” prévio de ordenacao

Utiliza uma estratégia incremental ou iterativa para resolver o problema:

® comeca com uma lista ordenada vazia,

e onde sao gradualmente inseridos, de forma ordenada os elementos da lista original.
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n “Insertion Sort”

A sequéncia a ordenar esta disposta entre as posicoes 1 e N do vector A.

void insertion_sort(int A[]) {
for (j=2 ; j<=N ; j++) {

key = A[j];

i = 3j-1;

while (i>0 && A[i] > key) {
Ali+1] = A[i];
i--;

+

A[i+1] = key;
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m Analise de Correccao — Invariante de Ciclo n

Invariante de ciclo: no inicio de cada iteracao do ciclo for, o vector contém
entre as posicoes 1 e 5 — 1 os valores iniciais, ja ordenados.

= Verificacdo da Preservacido obrigaria a estabelecer e demonstrar a
validade de um novo invariante para o ciclo while:

No inicio de cada iteragdo do ciclo interior, a regido Ali + 2, ...,j| contém,
pela mesma ordem, os valores inicialmente na regido Ali + 1,...,5 — 1]. O valor
da varidvel key é inferior a todos esses valores.

= Terminagdo [j=n+1] corresponde ao objectivo desejado: vector estd
ordenado.
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u Analise do Tempo de Execucao u

Custo n. Vezes
void insertion_sort(int A[]) {
for (j=2 ; j<=N ; j++) { cl N
key = A[j]; c2 N-1
i= j-1; c3 N-1
while (i>0 && A[i] > key) A c4 S1
Ali+1] = A[i]; ch S2
1——; c6 S2
+
Ali+1] = key; c7 N-1
+
+

N o N .
onde Sy =) ;_,nj; S2 =) ;_o(n; —1) onde n; é o nimero de vezes que o

teste do ciclo while é efectuado, para cada valor de j
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u Tempo Total de Execucao u

T(N) = c1N + CQ(N — 1) + Cg(N — 1) + 451 + ¢559 + ¢S + C7(N — 1)

Para determinado tamanho N da sequéncia a ordenar — o input do algoritmo — o
tempo total T'(n) pode variar com o grau de ordenacdo prévia da sequéncia:

Melhor Caso: sequéncia estd ordenada a partida

nj=1paraj=2...,N;logo S =N —-1e S =0;

T(N)=(c14+ca+cz+ca+c7)N — (ca+c3+cqg+c7)

T(N) é fungao linear de N.

No melhor caso, temos entdo um tempo de execucdo em O(N).
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u Tempo Total de Execucao u

Pior Caso: sequéncia previamente ordenada por ordem inversa (decrescente)

n; =g paraj=2,...,N; logo

N N
. N(N+1) . N(N —1)
Slzé j = 5 —1 e 52:.5 (j—1)= 5
Jj=2 71=2
cy C5 C cy ¢c5 cC
T(N) = (§4+§5+§6)N2+(Cl+62—|—03—|—§4—§5—§6—|—07)N—(62—|—03—|-C4—|-C7)

T(N) é funcao quadrdtica de N

O tempo de execucdo no pior caso estd pois em O(N?).

= Alternativamente, podemos dizer que o tempo de execucao do
algoritmo estd (em qualquer caso) em Q(N) e em O(N?).
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n Caso de Estudo 2: Algoritmo “Merge Sort”

Utiliza uma estratégia do tipo Divisdo e Conquista:

. Divisao do problema em n sub-problemas

. Conquista: resolucao dos sub-problemas:

e trivial se tamanho muito pequeno.
e utilizando a mesma estratégia no caso contrario.

. Combinacao das solucoes dos sub-problemas

implementac3o tipica é recursiva (= porqué?)
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n Divisao e Conquista — “Merge Sort” n

1. Divisao do vector em dois vectores de dimensdes similares

2. Conquista: ordenacao recursiva dos dois vectores usando merge sort. Nada a
fazer para vectores de dimensao 1!

3. Combinacao: fusiao dos dois vectores ordenados. Sera implementado por uma
funcao auxiliar merge.

Funcao merge recebe as duas sequéncias A[p..ql e A[g+1l..r] ja ordenadas.

No fim da execucao da funcao, a sequéncia A[p..r] estd ordenada.
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u Funcao Auxiliar de Fusao:

void merge(int A[], int p, int g, int r) {
int L[MAX], R[MAX];
int nl = q-p+1;
int n2 = r-q;
for (i=1 ; i<=nl1 ; i++) L[i] = A[p+i-1];
for (j=1 ; j<=n2 ; j++) RI[j] = Alg+jl;
L[ni1+1] = MAXINT; R[n2+1] = MAXINT;
i=1; j =1,
for (k=p ; k<=r ; k++)
if (L[i] <= R[j]) A
Alk] = L[i]; i++;
} else {
Alk] = R[j]; j++;
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Funcao merge: Observacoes

Passo basico: comparacao dos dois valores contidos nas primeiras posicoes de

ambos os vectores, colocando o menor dos valores no vector final.

Cada passo basico é executado em tempo constante (= porqué?)

A dimensao do input é n = r — p+ 1, e nunca poderd haver mais do que n

passos basicos.

Este algoritmo executa entdo em tempo linear: merge = O(n).

= Poderd ser demonstrado com mais rigor?

= Qual o papel das sentinelas de valor MAXINT?
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m Exercicio — Correccao de merge m

O terceiro ciclo for implementa os n passos bdsicos mantendo o seguinte
invariante de ciclo:

1. No inicio de cada iteracao, o subvector A[p..k-1] contém, ordenados, os
k — p menores elementos de L[1..n1+1] e R[1..n2+1];

2. L[i] e R[j] sao os menores elementos nos respectivos vectores que ainda nao
foram copiados para A.

= Verifique as propriedades de inicializacdo, preservacao, e terminacao
deste invariante

A ultima propriedade deve permitir provar a correccao do algoritmo, i.e, no
fim da execucao do ciclo o vector A contém a fusao de L e R.
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u “Merge Sort” n

void merge_sort(int A[], int p, int r)

{
if (p < r) {
q = (p+tr)/2;
merge_sort(A,p,q);
merge_sort(A,q+l,r);
merge(A,p,q,r);

= Qual a dimensao de cada sub-sequéncia criada no passo de divisao?

Invocacao inicial:
merge_sort(A,1,n);

em que A contém n elementos.
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n Analise de Pior Caso m

Simplificacao da andlise de “merge sort”: tamanho do input é uma poténcia de
2. Em cada divisao, as sub-sequéncias tém tamanho exactamente = n/2.

Seja T'(n) o tempo de execugao (no pior caso) sobre um input de tamanho n.
Se n =1, esse tempo é constante, que escrevemos T'(n) = ©(1). Sen3o:

1. Divisao: o cilculo da posicao do meio do vector é feita em tempo constante:
D(n) =06(1)

2. Conquista: s3o resolvidos dois problemas, cada um de tamanho n/2; o tempo
total para isto é 27'(n/2)

3. Combinacao: a fungcdo merge executa em tempo linear: C(n) = O(n)

Entao:
O(1) sen=1

T(n) — { @(1) + QT(n/Q) -+ @(n) sen > 1
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n Equacoes de Recorréncia (Fibonacci, 1202!) n

A analise de algoritmos recursivos exige a utilizacao de um instrumento que
permita exprimir o tempo de execucao sobre um input de tamanho n em funcao
do tempo de execucao sobre inputs de tamanhos inferiores.

Em geral num algoritmo de divisao e conquista:

[ e@) sen <k
T(n)= { D(n)+aT(n/b) +C(n) sen>k

Em que cada divisao gera a sub-problemas, sendo o tamanho de cada
sub-problema uma frac¢do 1/b do original (pode ser b # a).
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m Construcao da Arvore de Recursao — 1° Passo u

Reescrevamos a relacao de recorréncia:

C sen =1
Tn) = { 2I'n/2) +cn sen > 1

em que c¢c é o maior entre os tempos necessdrio para resolver problemas de
dimensao 1 e o tempo de combinacao por elemento dos vectores.

cn

T(n/2)  T(n/2)
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m Construcao da Arvore de Recursao — 2° Passo

T(n/2) =2T(n/4) + cn/2:

cn

T

cn /2 cn/2

T(n/4) T(n/4) T(n/4)  T(n/4)
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n Arvore de Recursao

cn /2 = enj2
Cn/4 777777777777 Cn/ ””””””” cn/4 ************* cn/4----------------

e arvore final tem lgn + 1 niveis (= provar por indugao)
e custo total de cada nivel é constante, = ¢cn

e entdo o custo total é (Ign + 1)en = cnlgn + cn

Ent3o o algoritmo “merge sort” executa no pior caso em T'(n) = O(nlgn)
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n Um Pormenor . .. n

Admitimos inicialmente que o tamanho da sequéncia era uma poténcia de 2.

Para valores arbitrarios de n a recorréncia correcta é:

[ e@) sen =1
T(n) = { Tn/2]+T|n/2]|+6(n) sen>1

A solucao de uma recorréncia pode ser verificada pelo Método da Substituicdo,
que permite provar que a recorréncia acima tem também como solucao

T(n) =06(nlgn)

55



u Método da Substituicao n

e Utiliza inducido para provar limites inferiores ou superiores para a solucao de
recorréncias

e Implica a obtengdo prévia de uma solugdo por um método aproximado (tipica-
mente por observacdo da arvore de recurs3o)

Exemplo: seja a recorréncia
T(n)=2T|n/2| +n
Pela sua semelhanca com a recorréncia do “merge sort” podemos adivinhar:
T(n) =06(nlgn)
Utilizemos o método para provar o limite superior T'(n) = O(nlgn).
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u Método da Substituicao

Para T'(n) = 2T'|n/2| + n desejamos provar T'(n) = O(nlgn), i.e,
T(n) <cnlgn
para um determinado valor de ¢ > 0.

1. Assumimos que o limite superior se verifica para |n/2]:

T|n/2] < c[n/2]1g|n/2]

2. Substituindo na recorréncia, obtemos um limite superior para T'(n):

T(n) < 2(c[n/2]1g[n/2]) +n
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3. Simplificagdo: |n/2| < n/2, e lg é uma funcdo crescente, logo:

IA

T(n) 2¢(n/2)1g(n/2) +n
= cnlg(n/2)+n
= cn(lgn —1g2) +n

= cnlgn—cn—+n

4. Para ¢ > 1, terminamos o caso indutivo:

T(n) <cnlgn

5. Falta provar o caso de base.
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Observe-se que a recorréncia que estamos a analisar foi definida sem um caso
limite. Admitamos a seguinte definicao completa:

1 sen =1
T(n) = { T(n)=2T|n/2|+n sen>1

Esta definicao nao parece fornecer um caso de paragem adequado para a nossa
prova indutiva de T'(n) < cnlgn:

T(1) <cllgl=0 < Falso!!

No entanto a notacdo assimptética [pg. 31] permite contornar o problema.
Para provar T'(n) = O(nlgn) basta provar que existem c¢,ng > 0 tais que
T'(n) < cnlgn se verifica para n > ny.

Tentemos ent3o substituir o caso-base n = 1 por outro, comecando por
considerar ng = 2. Temos que T'(2) =4 < ¢21g2 = 2¢. Basta escolher ¢ > 2.
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Mas teremos que ser cuidadosos. Calculemos:

T|2/2] +2=2T(1)+2 =4
T|3/2] +3=2T(1)+3=5
T|4/2] +4 =2T(2) + 4 = 12
T|5/2] +5=2T(2) + 5 = 13
T|6/2] + 6 = 27(3) + 6 = 16

Vemos que T'(2) e T'(3) dependem ambos de T'(1), pelo que n = 1 n3o pode ser
simplesmente substituido por n = 2 como caso-base do raciocinio indutivo, mas
sim pelos dois casos n = 2, n = 3. Verifiquemos entao para n = 3:

T(3)=5<c3lg3 =4.8c
Escolhendo ¢ > 2 verifica-se também esta condicao, pelo que terminamos assim

a prova indutiva.
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u Mudancas de Variavel u

Permitem transformar recorréncias por forma a torna-las “reconheciveis”. Seja:

T(n) =2T|+v/n| +l1gn
E efectuemos a mudanca de varidvel m = Ign:
T(2™) = 2T(V2™) +m = 2T(2™/?) +m
E seja T'(m) = T(2™):
T'(m) =2T"(m/2) +m
Reconhecemos uma recorréncia com solucdo 7’(m) = O(mlgm), ou seja:

T(n) =0(mlgm)= 0O(gn.lg(lgn))
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u “Adivinhar Solucoes”

A recorréncia T'(n) = 2T (|n/2] + 100) + n é também O(nlgn)
= Porqué? Provar.

= Provar solucao da recorréncia exacta do “merge sort" .
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u Caso de Estudo 3: Algoritmo “Quicksort” m

Usa também uma estratégia de divisao e conquista:

1. Divisao: particao do vector A[p..r] em dois sub-vectores A[p..q-1] e
A[g+1..r] tais que todos os elementos do primeiro (resp. segundo) sdo <

Alq] (resp. > Alql)

e 0s sub-vectores sao possivelmente vazios
e cilculo de q faz parte do processo de particao

Funcao partition recebe a sequéncia A[p..r], executa a sua particao “in
place” usando o ultimo elemento do vector como pivot e devolve o indice q.

2. Conquista: ordenacao recursiva dos dois vectores usando quicksort. Nada a
fazer para vectores de dimensao 1.

3. Combinacao: nada a fazer!
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u Funcao de Particao

int partition (int A[], int p, int 1)

x = Alr];
i = p-1;
for (j=p ; j<r ; j++)
if (A[j] <= x) {
1++;
swap(A, i, j);
+
swap(A, i+1, r);
return i+1;

+

void swap(int X[], int a, int b)
{ aux = X[al; X[a]l] = X[bl; X[b] = aux; }

Func3do de particdo executa em tempo linear D(n) = ©(n).
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m Analise de Correccao — Invariante u
No inicio de cada iteracao do ciclo for tem-se para qualquer posicao £ do vector:
1. Sep <k <ientiao Alk| < x;

2. Sei+1<k<j—1entiao Alk] > x;

3. Se k =r entao Alk] = .

p { J r
SHEBdEHHEBEHE UML)
<x >x 77 -

= Verificar as propriedades de inicializacdo (j = p, i = p — 1),
preservagdo, e terminagdo (j =)

= o0 que fazem as duas ultimas instrucoes?
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u Algoritmo “Quicksort”

void quicksort(int A[], int p, int r)
{
if (p < r) A
q = partition(A,p,r)
quicksort(A,p,q-1);
quicksort(A,q+l,r);
by
+

A recorréncia correspondente a este algoritmo é:
T(n)=D(n)+T(k)+ Tk +C(n)
sendo D(n) =0(n)eC(n)=0;k'=n—k—1

Tn)=0n)+Tk)+Tn—k—1)
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n Analise de Pior Caso m

T(n) =06(n) +I71;1E1§<(T(k) +T(n—k—1)), comkentreOen—1

Admitamos T'(n) < cn?; temos por substituicdo:

T(n)

A

O(n) + max (ck? + ¢(n — k — 1)?)

O(n) + cmax (k% + (n — k — 1)?)

O(n) + cmax(gk2 +(2—-2n)k+ (n — 1)%)
P(k)

por andlise de P(k) conclui-se que os maximos no intervalo 0 < k < n —1 se
encontram nas extremidades, com valor P(0) = P(n—1) = (n — 1)

O pior caso ocorre entao quando a particao produz um vector com 0 elementos
e outro com n — 1 elementos.
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Continuando o raciocinio:
T(n) < O(n) +c(n*—2n+1) = O(n) + cn’

logo temos uma prova indutiva de 7'(n) = O(n?). Mas serd isto apenas um limite
superior para o pior caso ou serd também neste caso T'(n) = O(n?)?

Basta considerar o caso em que em todas as invocacoes recursivas a particao
produz vectores de dimensoes 0 e n — 1 para se ver que este tempo de pior caso
ocorre mesmo na pratica:

Ty(n) =06(n)+Ty(n—1)+T,(0 Z@ n?)
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Analise de Tempo de Execucao de “quicksort” u

No pior caso “quicksort” executa em ©(n?), tal como “insertion sort”, mas
este pior caso ocorre quando a sequéncia de entrada se encontra ja ordenada
= (Porqué?), caso em que “insertion sort” executa em tempo O(n)!

Andlise de melhor caso: particdo produz vectores de dimens3ao |n/2]| e

[n/2] -1
T(n) < O(n) + 2T (n/2)

com solucdo T,,(n) = O(nlgn).

Contrariamente a situacao mais comum, o caso médio de execucao de “quick-
sort” aproxima-se do melhor caso, e nao do pior.

Basta construir a arvore de recursao admitindo por exemplo que a funcao de
particdo produz sempre vectores de dimensdo 1/10 e 9/10 do original.

Apesar de aparentemente m3, esta situagdo produz T,,(n) = O(nlgn).
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Anadlise de Caso Médio de “quicksort” u

Numa execucao de “quick sort” s3o efectuadas n invocacoes da funcao de
particdo. = (porqué?)

Em geral o tempo total de execucdo é T'(n) = O(n+ X), onde X é o nliimero
total de comparacoes efectuadas.

7/

E necessdria uma analise detalhada, probabilistica, do caso médio, para deter-
minar o valor esperado de X.

Numa situacao “real” a funcao de particao nao produzird sempre vectores com
as mesmas dimensoes relativas . . .
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Analise de Caso Médio n

Analise Probabilistica implica a utilizacao de uma distribuicio sobre o input.

Por exemplo no caso da ordenacao, deveriamos conhecer a probabilidade de
ocorréncia de cada permutacao possivel dos elementos do vector de entrada.

Quando ¢ irrealista ou impossivel assumir algo sobre os inputs, pode-se impor
uma distribuicao uniforme, por exemplo permutando-se previamente de forma
aleatdria o vector de entrada.

Desta forma asseguramo-nos de que todas as permutacoes sao igualmente
provaveis.

Num tal algoritmo com aleatoriedade, nenhum input particular corresponde ao

pior ou ao melhor casos; apenas o processamento prévio (aleatério) pode gerar
um input pior ou melhor.
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u Algoritmo “quicksort” com aleatoriedade u

Em vez de introduzir no algoritmo uma rotina de permutacao aleatéria do vector
de entrada, usamos a técnica de amostragem aleatoria.

O pivot é (em cada invocacdo) escolhido de forma aleatdéria de entre os
elementos do vector. Basta usar a seguinte versao da funcao de particao:

int randomized-partition (int A[], int p, int r)
{

i = generate_random(p,r) /* nimero aleatério entre p e r */
swap(A,r,i);
return partition(A,p,r);

+

Este algoritmo pode depois ser analisado com ferramentas probabilisticas (fora
do dmbito deste curso).
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