OpcË Äao 6 Ð Complementos de EspeciőcacË Äao e SemÃantica 5oÅ Ano da LMCC (7009O4) Ano Lectivo de 1995/96

Exame (1aÅ chamada) Ð 25 de Janeiro de 1996 9h30 Sala 2013

NB: sempre que os seus cÂalculos utilizarem resultados, leis, teoremas etc. disponÂõveis no material pedagÂogico desta disciplina nÄao os copie para a sua folha de exame Ð limite-se a citar a sua referÃencia (e.g. lei (A.68), exercÂõcio 8.16, etc.).

PROVA COM CONSULTA (3 horas) QuestÄao 1 Demonstre ou refute os seguintes factos, em Sets: 2^{A→B} ∼= A → (2^B + 1) (1) A^2 + 1 + 2 × A ≤ 3 → A (2) para A e B quaisquer.

RESOLUCË ÄAO: Comecemos por refutar (1) fazendo A = 0 e simpliőcando: 2^{0→B} ∼= 0 → (2^B + 1) ↕ (8.39) 2^{((B+1)0)} ∼= ((2^B + 1) + 1)^0 ↕ (8.33) 2^1 ∼= 1

↕ (8.35) 2 ≁= 1 Passando ao facto (2), mostra-se a seguir que ele Âe verdadeiro: A^2 + 1 + 2 × A ≤ 3 → A ↕ (8.90) (A + 1)^2 ≤ 3 → A

↕ (8.39) (A + 1)^2 ≤ (A + 1)^3 ↕ (A + 1)^2 ≤ (A + 1)^2 × (A + 1) ↕ (8.59) V 2

QuestÄao 2 Seja i : A −→ C uma bijeccËÄao e deőna-se a funcËÄao i → B como se segue: i → B : (A → B) −→ (C → B) (i → B)(σ)^{def}= ( i(a) σ(a) ) a∈dom(σ) (NB: PoderÂa ver em i → B a aplicacËÄao do functor λX.X → B a i.)

1. Mostre que, para (i → B)(σ) ser uma construcËÄao bem deőnida, nÄao Âe necessÂario que i seja bijectiva, bastando que se veriőque o facto seguinte, entre i e σ: ∀a, a^′ ∈ dom(σ) : i(a) = i(a^′) ⇒ σ(a) = σ(a^′) 2. Veriőque se a funcËÄao de abstraccËÄao

1n (σ, τ )^{def}= a ⟨σ(a), ( π2(p) τ (p) ) p∈sel(a,τ) ⟩ a∈dom(σ) referente Áa lei (8.72) se pode redeőnir como se segue:

1n (σ, τ )^{def}= ( a ⟨σ(a), (π2 → C)(τ | ({a} × B))⟩ ) a∈dom(σ) isto Âe, recorrendo Áa construcËÄao estudada na alÂõnea anterior.

RESOLUCË ÄAO:

1. Para (i → B)(σ) ser uma funcËÄao (őnita) em C → B Âe necessÂario que, vista como uma relacËÄao r, r = {⟨i(a), σ(a)⟩ | a ∈ dom(σ)} esta fatisfacËa fdp (C.31), i.Âe que ∀p, p^′ ∈ r : π2(p) ≠ π2(p^′) ⇒ π1(p) ≠ π1(p^′) ↕ ∀p, p^′ ∈ r : π1(p) = π1(p^′) ⇒ π2(p) = π1(p^′) ↕ ∀a, a^′ ∈ dom(σ) : i(a) = i(a^′) ⇒ σ(a) = σ(a^′) como o exercÂõcio sugere. Em suma, a situacËÄao seguinte nÄao pode acontecer:

œ_B

σ(a^′) σ(a) œ

œ_a′

A a C

i(a) = i(a^′)

    -
XXXXX
    Xz
¸¸¸¸¸

    ¸:

σ i

i.Âe łi nÄao pode uniőcar mais do que σž. 2. Basta trabalhar (π2 → C)(τ | ({a} × B)

τ^0

). Antes de mais, tem-se:

τ^′ = τ | ({a} × B) = ( p τ (p) ) p∈(dom(τ)∩({a}×B)) = ( p τ (p) ) p∈{x∈dom(τ)| π_1(x)=a∧π_2(x)∈B} = ( p τ (p) ) p∈{⟨a^0 ,b⟩∈dom(τ)| a^0 =a} = ( p τ (p) ) p∈sel(a,τ)

Vamos agora veriőcar se (π_2 → C)(τ^′) estÂa bem deőnida: ∀x, x^′ ∈ dom(τ^′) : π2(x) = π2(x^′) ⇒ τ^′(x) = τ^′(x^′) ↕ ∀x, x^′ ∈ sel(a, τ ) : π2(x) = π2(x^′) ⇒ τ^′(x) = τ^′(x^′) ↕ ∀x, x^′ ∈ sel(a, τ ) : x = x ⇒ τ^′(x) = τ^′(x^′) ↕ V Calculando, entÄao, (π2 → C)(τ^′): π2 → C)(τ^′) = ( π2(p) τ (p) ) p∈sel(a,τ) que Âe exactamente o que encontramos na deőnicËÄao de 1n (8.74). Logo, o facto em causa Âe verdadeiro. 2

QuestÄao 3 Demonstre ou refute os factos seguintes, em que ocorre a construcËÄao introduzida na questÄao 2, e que lhe poderÄao ser Âuteis em raciocÂõnios envolvendo funcËÄoes de abstraccËÄao obtidas por composicËÄao estrutural de saltos de reőnamento: dom((i → B)(σ)) = 2^i(dom(σ)) (3) 2^f ∘ elems ∘ g^∗ = 2^{(f∘g)} ∘ elems (4)

RESOLUCË ÄAO: A prova de (3) Âe imediata, uma vez que se tem: dom((i → B)(σ)) = dom( ( i(a) σ(a) ) a∈dom(σ) ) = {i(a) | a ∈ dom(σ)} = i[{a | a ∈ dom(σ)}] = 2^i(dom(σ)) Prova de (4): (2^f ∘ elems ∘ g^∗)(l) = 2^f (elems(g^∗(l))) = 2^f (elems(<g(a) | a ← l>))

= (A.70) 2^f (g[elems(l)]) = 2^f (2^g(elems(l)))

= (2^f ∘ 2^g)(elems(l)) = 2^{f∘g}(elems(l)) = (2^{f∘g} ∘ elems)(l) NB: A justiőcacËÄao de 2^f ∘ 2^g = 2^{(f∘g)} nÄao carece de prova por λX.2^X ser um functor. 2

QuestÄao 4 Relembre o exercÂõcio 8.16, onde a estrutura de informacËÄao Equip ∼= #Equip → (#Unid → IN)+ #Unid ∼= #Comp + #Equip

(que Âe parte do modelo de DP P ) se implementa sob a forma de duas tabelas EC e EE: DP P 1 ∼= · · · × EC : 2^{Row3} × /*tabela de decomposicËÄao de */ /*equipamentos em seus componentes */ EE : 2^{Row4} /*tabela de decomposicËÄao de */ /*equipamentos em sub-equipamentos */ onde Row3 ∼= Eq : #Equip × Co : #Comp × Nr : IN Row4 ∼= Eq : #Equip × Se : #Equip × Nr : IN ÂE a estas tabelas que se refere o seguinte S_{QL} embebido em Pro-C, extraÂõdo de um anexo do relatÂorio de um grupo do ano passado:

EXEC SQL CREATE TABLE EC
     ( Eq VARCHAR(15), Co VARCHAR(15), Nr NUMBER, PRIMARY KEY (Eq,Co), . . . );

e

EXEC SQL CREATE TABLE EE
     ( Eq VARCHAR(15), Se VARCHAR(15), Nr NUMBER, PRIMARY KEY (Eq,Se), . . . );

Transcreve-se agora da mesma fonte o diagrama de reőnamento de uma operacËÄao x sobre Equip, que se deixa propositadamente incompleto,

(2^{Row3} × 2^{Row4}) × . . .

Equip × . . .

6

. . . × id . . .

. . .

  6_f

-_y

-^x

e onde apenas se sabe que f(⟨r, s⟩) = j_1(mkf(r)) ∪ j_2(mkf(s)) (onde j_{k=1,2} = i_k → IN, sendo i_{k=1,2} os operadores de injeccËÄao no co-produto), e que y Âe da forma y(⟨ec, ee⟩, a)^{def}= let r = . . . ec . . . a . . . s = . . . ee . . . a . . . in ⟨r, s⟩ Pesquisando o mesmo anexo, vem a descobrir-se que o cÂodigo SQL embebido em Pro-C que codiőca y inclui:

EXEC SQL SELECT Co,Nr FROM EC WHERE Eq=a INTO r;
EXEC SQL SELECT Se,Nr FROM EE WHERE Eq=a INTO s;

1. Preencha as reticÃencias do diagrama, indicando que leis dos Sets estÄao em jogo. 2. Qual lhe parece ser a especiőcacËÄao formal de x? Justiőque convenientemente

RESOLUCË ÄAO:

1. Sejam α, β, etc. identiőcadores das reticÃencias a preencher em:

(2^{Row3} × 2^{Row4}) × ω

Equip × α

6

γ × id

δ β

  6_f

-_y

-^x

Obviamente, α = ω. HÂa entÄao que inferir α, β, γ, δ. Antes de mais, vamos completar y: y(⟨ec, ee⟩, a)^{def}= let r = {⟨Co(t), Nr(t)⟩ | t ∈ ec ∧ Eq(t) = a} s = {⟨Se(t), Nr(t)⟩ | t ∈ ee ∧ Eq(t) = a} in ⟨r, s⟩ Daqui, infere-se: a ∈ #Equip cf. Eq : #Equip r ∈ 2^{#Comp×}IN cf. Co : #Comp × Nr : IN . . . s ∈ 2^{#Equip×}IN cf. Se : #Equip × Nr : IN . . . Logo α = #Equip e δ = 2^{#Comp×}IN × 2^{#Equip×}IN. Vejamos agora que se pode inferir de f o seguinte: mkf(r) ∈ #Comp → IN e mkf(s) ∈ #Equip → IN cf. (8.63): (i_1 → IN)(mkf(r)) ∪ (i_2 → IN)(mkf(s)) ∈ (#Comp + #Equip) → IN Assim, o co-domÂõnio de f Âe β = #Unid → IN.

Falta apenas γ, que Âe uma parte da funcËÄao de abstraccËÄao entre DP P 1 e DP P , cf. resolucËÄao do exercÂõcio 8.16: γ = h ∘ (i → IN) ∘ f_{(8.63)} ∘ λ⟨ρ4, ρ5⟩.⟨ρ4, ρ5⟩ ∘ (2^j × 2^j) ∘ (mkf × mkf) ∘ (id × id) = h ∘ (i → IN) ∘ f(_{8.63}) ∘ λ⟨ρ_4, ρ_5⟩.⟨ρ_4, ρ_5⟩ ∘ ((mkf ∘ 2^j ) × (mkf ∘ 2^j )) = h ∘ (i → IN) ∘ f(_{8.63}) ∘ ((mkf ∘ 2^j) × (mkf ∘ 2^j)) 2. Conjectura-se que seja:

x(σ, a)^{def}= { a ∈ dom(σ) ⇒ σ(a) ¬(a ∈ dom(σ)) ⇒ ( ) Vejamos que, de facto, x Âe implementada por y. A equacËÄao de reőnamento Âe: x(γ(r1, r2)) = f(y(r1, r2)) JustiőcacËÄao informal: Âe fÂacil de ver que as duas tabelas r e s contÃem exactamente as quantidades de componentes ou subequipamentos de a. O que f faz Âe transformar essas tabelas em multiconjuntos (mkf), aőxar as estiquetas 1 e 2 nos elementos dos domÂõnios dessas funcË Äoes e assim garantir uma boa uniÄao, que vem a ser o multicomjunto em #Unid → IN que descreve a expansÄao de a. No caso de a nÄao ser um equipamento conhecido, essas tabelas serÄao vazias, daÂõ resultando, por y, a funcËÄao őnita vazia, tal como x devolve.

NB: A justiőcacËÄao formal nÄao Âe difÂõcil se őzermos f_{(8.63)}(σ1, σ2) = (i1 → A)(σ1) ∪ (i2 → A)(σ2) no desenvolvimento da equacËÄao de reőnamento. 2

QuestÄao 5 Pretende-se simular a funcËÄao sum : 2IN^0 −→ IN0 sum(S)^{def}= ∑ n∈S n no contexto do reőnamento łclÂassicož de conjuntos para sequÃencias (listas) que Âe estabelecido pela funcËÄao elems:

IN_0^⋆

2IN^06 elems IN0

IN0

  6_{id}
-

sums

-

sum

Suponha que alguÂem jÂa fez o cÂalculo de sums e chegou a: sums : IN0^⋆ −→ IN0 sums(l)^{def}= { l = <> ⇒ 0 ¬(l = <>) ⇒ head(l) + sums(tail(l)) TerÂa o cÂalculo de sums sido bem feito? Justiőque convenientemente a resposta.

RESOLUCË ÄAO: ÁA primeira vista parece mal feito, pois + nÄao Âe idempotente, i.Âe a + a ≠ a. Logo, eventuais repeticËÄoes na lista que Âe argmento de sums vÄao distorcer o resultado, nÄao se veriőcando a equacËÄao de reőnamento: sum(elems(l)) = sums(l) Contra-exemplo (l = <a, a>): sum(elems(<a, a>)) = a enquanto que: sums(<a, a>) = a + sums(<a>) = a + (a + sums(<>)) = a + (a + 0) = 2a Qual foi o vÂõcio de raciocÂõnio, entÄao? Vamos tentar inspeccionar o cÂalculo feito: sums(l) = sum(elems(l)) = ∑ n∈elems(l) n

= { l = <> ⇒ ∑ n∈elems(<>) n ¬(l = <>) ⇒ ∑ n∈{head(l)}∪elems(tail(l)) n ≠ { l = <> ⇒ 0 ¬(l = <>) ⇒ ∑ n∈{head(l)} + ∑ elems(tail(l)) n = { l = <> ⇒ 0 ¬(l = <>) ⇒ head(l) + sums(tail(l)) O vÂõcio ocorreu em ≠, pois: Θa∈A∪Bx(a) ≠ Θa∈Ax(a)θΘa∈Bx(a) em geral. 2

QuestÄao 6 O seguinte diagrama de reőnamento,

2^{A×B} × A

(A → B) × A

6

mkf × id

2^B

B ∪ {NIL}

    6_y
-_x

-^{ap}

representa o exercÂõcio de implementacËÄao relacional da funcËÄao de aplicacËÄao de uma funcËÄao őnita a um argumento, ap(σ, a)^{def}= { a ∈ dom(σ) ⇒ σ(a) a /∈ dom(σ) ⇒ NIL em que, para simpliőcar, se supÄoe sempre NIL ∉ B e assim se pode escrever B ∪ {NIL} em lugar de B + 1.

Suponha que quem calculou o reőnamento acabou por codiőcar x(r, a), em SQL, da forma que se segue

SELECT π2 FROM r WHERE a = π1;

mas perdeu o documento que continha todo o processo de cÂalculo. Deduza a funcËÄao de abstraccËÄao y que se ajusta a tal raciocÂõnio.

RESOLUCË ÄAO: Do SQL proposto infere-se x(r, a)^{def}= {π2(t) | t ∈ r ∧ a = π1(t)} Ter-se-Âa: ap(mkf(r), a) = y({π2(t) | t ∈ r ∧ a = π1(t)}) ↕ { a ∈ dom(mkf(r)) ⇒ mkf(r)(a) ¬(a ∈ dom(mkf(r))) ⇒ NIL = y({π^2(t) | t ∈ r ∧ a = π^1(t)}) ↕ { a ∈ π1[r] ⇒ the({b ∈ B | a r b}) ¬(a ∈ π1[r]) ⇒ NIL = y({π^2(t) | t ∈ r ∧ a = π^1(t)}) ↕ { a ∈ π1[r] ⇒ the({π2(t) | t ∈ r ∧ a = π1(r)}) ¬(a ∈ π1[r]) ⇒ NIL = y( { a ∈ π1[r] ⇒ {π2(t) | t ∈ r ∧ a = π1(r)} ¬(a ∈ π1[r]) ⇒ ∅ ) Assim, podemos inferir:

y(S)^{def}= { S = ∅ ⇒ NIL ¬(S = ∅) ⇒ the(S) 2