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NB: Esta prova consta d&0 alineas que valem, cada uma, 2 valores.

PrROVA SEM CONSULTA (3 horas)

Questio 1 Partindo da defingo do “combinador condicional” de McCarthy e da propriedade
p?t-f = (f+)- N7 1)
prove a validade de

= fig)-h = (@-h)—=(fh)(g-h) @

RESOLUGAO:

P—f9)h

{ definigdo do combinador condicional de McCarthy
(If,91-p7) -
{ composi@oé associativh
[f,9]- (07 h)
{ propriedade (1}
[f,g]- (h+h)-(p-h)?
{ absor@o-+ (17)}
[f-hg-hl-(p-h)?
{ definicdo do combinador condicional de McCarthy

(p-h)— (f h),(g-h)

Questio 2 Dadas as defin@es

f o= (h-m)-swap
g = 7r1-(h><(idA~ap))

representg e g sob a forma de diagramas evidenciando o seu tipo, e mostrg¢ gue, para todo cu.




REsoLUGAO: Partindo de C' < B, infere-se C <f— B x D , cf.o diagrama
BxD
lswap
T2
DxB——B

lh

C
e O <—>— B x (FA)F x E) , cf.o diagrama

B x (FA)F x E)

hxapl

C x (F4)

idxidAl

C<TC><FA

Os dois tipos unificam par® = (F4)F x E, o que abre caminha prova da igualdade:
f=g
= { substitui@o}

(h-ma) - swap = w1 - (h x (id® - ap))

{ composi@oé associativa, defirép deswap e (26)}

h (w2 - (w2, m1)) = 71 - (h X ap))

{ cancelamento< (7) em; € natura}

h-m =h-m

{ igualdadee reflexivg

Vv

Questio 3 Na programago funcionalé vulgar a ocogncia de fun@es parciaisi.&, fungdes indefinidas para algum dos seus argumentos. Por
exemplo, a dividoé parcial pois:/0 & um valor indefinido, oexcepéo. A excep@es §o vulgarmente assinaladas aésde mensagens de erro,
estendendo-se o codamo da fun@o por forma a fornecer ‘strings’ explicativos. EmAsKELL, por exemplo,

(/) :: Double -> Double -> Double
pode ser estendida a

dv :: (Double,Double) -> Error Double
dv(n,0) = Err "Nem pense em dividir por O!"
dv(h,m) = Ok (n / m)

onde
data Error a = Err String | Ok a deriving Show
Outro exemplo ocorre no processamento de listas

hd [] = Err "Lista vazia!"
hd (a:) = Ok a



Para evitar a prolifer&p arbitéria de condiges de teste de excdjEs e seu processamento pode definir-se um combinador de coaepdsic
fungdes parciais da forma seguinte:

() = (@ -> Error b) -> (c -> Error a) -> ¢ -> Error b
g. f=-errh. (fmap g) . f

assumindo um combinador de excépserrh (=‘error handler’)

errh (Err e) = Err e
errh (Ok a) = a

e

instance Functor Error where
fmap f (Ok a) = Ok (f a)
fmap f (Err ) = Err e

1. Qual o tipo deerrh? Escreva a mesma fuiag em notago sem vadéveis, acompanhada de um diagrama explicativo, com base no isomor-
fismo

out

Error a = String +a
\_/
ondein = [Err, Ok].
2. Calcule a definigo em HhskELL defmap a partir da interpreté@p do diagrama que se segue:

Error a <—— String + a

a
lf fmap fl lidJrf
b

Error b <~ String + b

3. Preencha as regocias “...A..” a“...F... " na seguinte prova de functorialidadéndap :

fmap (f - g) = (fmap f) - (fmap g)

= {...A...}

(fmap (f - g)) - in = (fmap f) - (fmap g) - in
= {...B...}

(fmap (f - g)) -in = (fmap f) - in - (id + g)
= {...C..}

(fmap (f - g)) -in =in- (id + f) - (id + g)
= {...D...}

(fmap (f - g)) -in=in- (id+ f - g)
= {...E...}

(fmap (f - g)) - in = (fmap (f - 9)) - in
= {...F...}

RESOLUGAO:
1. Nadefini@o de(.!) tem-se

f
Error a <=——c¢



g
Error b<=——a

logo tem-se
fmap ¢
Error (Error b)) <—— Error a
e
fmap g-f
Error (Error b) Pas
Como
g-'f

Error b<— ¢

tera que ter o mesmo tipo querh - fmapg - f, conclui-se

Error b<—="" Ermor (Error b)

Conver$io para notso sem vaéveis:

errh(Erre) = Erre
errh(Oka) = a

{ composi@o de fun@es e introdugo da identidade

(errh - Err)e = Erre
(errh - Ok)a =ida

{ remo@o de vaidveis

errh - Err = Err
errh - Ok = id

{ juncdo das equdies via “either}
lerrh - Err,errh - Ok] = [Err,id]

{ fusdo—+ (16) em sentido inverso e defidig dein }
errh - in = [Err,id]
2. Tem-se:

fmap f-in =in- (id + f)
= { definicio dein}

fmap f - [Err, Ok] = [Err,Ok] - (id + f)

{ fusdo-+ (16), absorgo-+ (17) e (4)}
[fmap f - Err,fmap f - Ok] = [Err, Ok - f]

= { igualdade estrutural de “eithefs”

fmap f - Err = Err
fmap f-Ok =0k - f

= { introdugo de varaveis

fmap f(Erre) = Erre
{ fmap f(Oka) = Ok(f a)

3. Tem-se:
fmap (f - g) = (fmap f) - (fmap g)
= { in & isomorfism¢
(fmap (f - g)) - in = (fmap f) - (fmap g) - in
= { diagrama da &hea anteriof
(fmap (f - 9)) -in = (fmap f) -in - (id + g)
{ diagrama da &hea anteriof



(fmap (f - g)) -in =in- (id + f) - (id + g)
{ leis functor-+ (18) e (4}
(fmap (f - g)) -in =in- (id+ f - g)

{ diagrama da &hea anteriof

(fmap (f - g)) - in = (fmap (f - g)) - in

= { igualdadee reflexivg

Questio 4 Antes de resolver as duasradas desta quégt analize com ate&@ a seguinte arquitectura para a famg

mde < fpc- (fp x fp)

que calcula o raximo divisor comum entre doigimeros naturaisf. o diagrama

N x N fpxfp IN* x IN* fpe N mul N

onde
e fp calcula os factores primos de uramero listados por ordem crescerdd. fp 60 = [2,2,3,5] e fp42 = [2,3,7];

e fpcintersecta duas listas de factores primeog, fpc([2, 2, 3, 5], [2, 3, 7]) = [2, 3] (fpc abrevia “factores primos comuns”);
e mul multiplica os factores da lista produzida pfysc, inferindo assim o raximo divisor comum —ef. mde(60,42) = 2% 3 = 6.

1. Complete a seguinte defigig, em FhSKELL, da fun@o

fpc I r= ...

fpc' I [] = e

fpc’ (@l) (br) | a == b = ...
la< b= ....
la> b= ....

queé a ver&o “curried” defpc (i.& fpc’ = fpe):
2. Escrevafpc como um hilomorfismo enul como um catamorfismo (de listas).

RESOLUGAO:
1. Tem-se:
foc 0 r=1
fpc' 11 =11
fpc’ (@l) (br) | a ==b =a : (fpc’ | 1)
| a<b=fpc | (br)
| a>b =fpc (al) r

2. mul & o catamorfismo bem conhecido que multiplica todos os elementos de ureacaguul = (|[1, *]|).
Exprimir fpc como um hilomorfismo de listas significa encontgrg e h do diagrama que se segue:

Nt <=—2 14 AxN*

T(Ig) Tid-&-idX(hI)

fpc A*-<L1+A><A*

T[(h)] TidJrz‘dx @)

W*x]N*—h>1+A><(W*><IN*)



Devemos pensar em encontr&primeiro que tudo. As &s primeiras éusulas degpc’ sugeremA = IN, mas parar < bea > b nao
existe nenhum valor do tipd para construir a listal* intermédia, o que sugerd = 1 + IN. Assim, o diagrama fica:

N*<—2 14+ (1+N)x N*

T(Isﬂ Tid+id><(|h)

fre|(14+ N)* =<2 14 (14 IN) x (1+ N)*

T[(h)] Tid+id><[(h)]

W*xll\f*—h>1+(1+17\/)><(17\7*></7\/*)

Podemos agora decaldar partir defpc’, usanddVlaybe A para representdr+ A:

h(l.,n = i1()
h(,0) = 10
h(a:lLbb:r) | a == b = i2(Just a,(l,r))
| a < b = i2(Nothing,(l,b:r))
| a > b = i2(Nothing,(a:l,r))
Quanto &, sef sempre da formg ], g’ ondeg’ apenas tem que ignorar os valores nuMsthing ):

g'Qust al) = al B
g'(Nothing,l) = |

Se recorrermos ao@duloRList , teremos fpc = hyloRList (either (const []) g’) h

Questio 5
O desenho ao lado pretende descrever graficamente um al-

I goritmo de orden@p A* — = A* que conhece:

A 1. Identifiquea, bem como as suas fases A,Be Cea

! ! fungdo f. Codifique estailtima em HASKELL.
1 2

2. Descreva 0 mesmo algoritmo sob a forma de um
hilomorfismo de um particular tipo indutivo estu-

al alz dado nas aulas desta disciplina.

LAAL

[ lal) (al2)

RESOLUGAO:

1. a =mSort (‘merge sort’) ef & a fun@omerge da bibliotecaL Tree.hs . Fases do algdmo: A — arélise da lista argumento e sua
representao em duas sublistas de igual (ou quase igual) compriméhte; passo recursiva,é ordenago das duas sublistas conétias
emA; C — sintese do resultado por fais de duas listas ordenadas.

2. VermSort emLTree.hs
O hilomorfismo impicito em ‘mSort’ exclui listas &o-vazias, que &b trivialmente ordenadas. Listas singulares @ambséo trivialmente

" sep . s ~ .
ordenadas e como takno oferecem problemas. Na fade uma fun@o A* —— A* x A* vai partir listas @o singulares em pares
de listas @o vazias, sem ‘pivot'f esta a principal diferenca entre o ‘quick sort’ e 0 ‘merge sort’). Isto sugere, em conjunto com o caso
singular, a seguinte estrutura de dados inégtia para o hilomorfismo:

LTreeA = A+ LTreeA X LTree A

conhecida pelo nome davore com folhasSurge assim o anamorfismo “de sepacdc
LTree A S =\ + LTree A X LTree A

[(h)]T Tidﬂ(h)]x{(h)]

A* A+ A* x A*



ondeh (designaddsplit emLTree.hs ) tem o propsito de bilinearlizar o algémo (tal como o seu equivalente no ‘quick sort’). A

estrutura de dados inteédia sed agora consumida por um catamorfismo baseado n&dungx < 4 oA que funde listas
ordenadas. Basta constr{i|) parag = [singl, merge] e adiciora-lo ao diagrama:

A J A4 A* x A*

(9)T Tidﬂgl)x(lg)

ITreeA<—— " A4 LTree A x LTree A

[(h)]T Tidﬂ(h)]x[(h)]

A* A+ A* x A*

Questio 6 A seguinte vergo linear do algoritmo de Fibonacci,

fib n = snd (f n)

fo = (0,1)
f (n+1) = let (a,b) = f n
in (b,atb)

€ uma codificago em FASKELL cuja fun@o auxiliarf & o catamorfismo de naturais representado no diagrama que se segue:

[0,succ]
N 1+ IN 3
fl/ l/id+f
IN x IN <—g 1+ IN x IN

Caracterize o “genej do catamorfismo em causa.

REsOLUCAO: Comega-Se por re-escrevesem varaveis:

f'Q:<0»1>
fsucc = (ma,+) - f

Daqui resulta

f- [Qv S“cc] = [<07 1>7 <7T2, +> ) f]

= { absor@o- (17) em sentido invergo
f- [Qv succ] = [<07 1>7 <7T2, +>} . (Zd + f)

Logo,g = [<07 1)7 <7r27 +>} o




Anexo—Calculo de Fun@es

COMPOSICAO

PrRODUTO

COPRODUTO

EXPONENCIACAO

INDUCAO

Natural-id
Associatividade

Universal-x

Cancelamentox
Reflexao-x
Fusao-x
Absor¢ao-x
Functor- x
Functor-id- x

Universal-+

Cancelamento-+
Reflexdo—+
Fusdo-+
Absorcdo-+
Functor-+
Functor-id-+

Universal
Cancelamento
Reflexao
Fusao
Absorcao
Functor

Functor-id

Universal-cata
Cancelamento-cata
Reflexao-cata
Fusdo-cata

. m-k=f
k=the = { TR
m-{fog=f , m-(fg)=g
(m1,m2) = idaxn

(g h) - f=(g-f,h-f)
(in)-<g,h)=<’i-g,j-h>

(g-h)x(@-j) = (gx4)-(hXxj)
idg X idp = idaxB

i k-ir=f
k=lng & {5027
[gvh]'ilzg ) [gvh]'iQZh
[i1,i2] = idatB

flgM=1f9,f H
l9,h]- (i +3) =lg-i,h-]]
(g-h)+@-j)=(g+%) - (h+7)
ida +idp =ida+B

k=(a) & k-in=a-Fk
(a) -in=a-F(a)
Jin) = idr

f-la)=(B) i f-a=pB-Ff

4
®)

(6)

@)
®)
(©)
(10)
(11
(12)

(13)
(14
(15)
(16)
1
(18)
(19)

(20)
1)
(22)
(23)
24
(25)
(26)

@7
(28)
(29)
(30)



Misc.

Lei da troca [<fvg>7 <h’ k>] = <[f’ h]7 [gka (31)






