
Métodos de Programaç̃ao I

2.o Ano da LMCC (701055) + LESI (531316)
Ano Lectivo de 2000/2001

Exame (́epoca de recurso) — 3 de Setembro de 2001
14h30

Salas 2203 a 2206

NB: Esta prova consta de10alı́neas que valem, cada uma, 2 valores.

PROVA SEM CONSULTA (3 horas)

Quest̃ao 1 Partindo da definiç̃ao do “combinador condicional” de McCarthy e da propriedade

p? · f = (f + f) · (p · f)? (1)

prove a validade de

(p→ f, g) · h = (p · h)→ (f · h), (g · h) (2)

RESOLUÇÃO:

(p→ f, g) · h

≡ { definiç̃ao do combinador condicional de McCarthy}

([f, g] · p?) · h

≡ { composiç̃aoé associativa}

[f, g] · (p? · h)

≡ { propriedade (1)}

[f, g] · (h+ h) · (p · h)?

≡ { absorç̃ao-+ (17)}

[f · h, g · h] · (p · h)?

≡ { definiç̃ao do combinador condicional de McCarthy}

(p · h)→ (f · h), (g · h)

2

Quest̃ao 2 Dadas as definiç̃oes

f = (h · π2) · swap
g = π1 · (h× (idA · ap))

representef eg sob a forma de diagramas evidenciando o seu tipo, e mostre quef = g, para todo oh.
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RESOLUÇÃO: Partindo deC B
hoo , infere-seC B ×D

foo , cf. o diagrama

B ×D

swap

��
D ×B

π2 // B

h

��
C

e C B × ((FA)E × E)
goo , cf. o diagrama

B × ((FA)E × E)

h×ap

��
C × (FA)

id×idA

��
C C × FAπ1

oo

Os dois tipos unificam paraD = (FA)E × E, o que abre caminhòa prova da igualdade:

f = g

≡ { substituiç̃ao}

(h · π2) · swap = π1 · (h× (idA · ap))

≡ { composiç̃aoé associativa, definição deswap e (26)}

h · (π2 · 〈π2, π1〉) = π1 · (h× ap))

≡ { cancelamento-× (7) eπ1 é natural}

h · π1 = h · π1

≡ { igualdadée reflexiva}

V

2

Quest̃ao 3 Na programaç̃ao funcionalé vulgar a ocorr̂encia de funç̃oes parciais,i.é, funções indefinidas para algum dos seus argumentos. Por
exemplo, a divis̃aoé parcial poisn/0 é um valor indefinido, ouexcepç̃ao. A excepç̃oes s̃ao vulgarmente assinaladas através de mensagens de erro,
estendendo-se o codomı́nio da funç̃ao por forma a fornecer ‘strings’ explicativos. Em HASKELL, por exemplo,

(/) :: Double -> Double -> Double

pode ser estendida a

dv :: (Double,Double) -> Error Double
dv(n,0) = Err "Nem pense em dividir por 0!"
dv(n,m) = Ok (n / m)

onde

data Error a = Err String | Ok a deriving Show

Outro exemplo ocorre no processamento de listas

hd [] = Err "Lista vazia!"
hd (a:_) = Ok a
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Para evitar a proliferação arbitŕaria de condiç̃oes de teste de excepções e seu processamento pode definir-se um combinador de composição de
funções parciais da forma seguinte:

(.!) :: (a -> Error b) -> (c -> Error a) -> c -> Error b
g .! f = errh . (fmap g) . f

assumindo um combinador de excepçõeserrh (=‘error handler’)

errh (Err e) = Err e
errh (Ok a) = a

e

instance Functor Error where
fmap f (Ok a) = Ok (f a)
fmap f (Err e) = Err e

1. Qual o tipo deerrh? Escreva a mesma função em notaç̃ao sem varíaveis, acompanhada de um diagrama explicativo, com base no isomor-
fismo

Error a

out

**
∼= String + a

in

jj

ondein = [Err,Ok].

2. Calcule a definiç̃ao em HASKELL defmap a partir da interpretação do diagrama que se segue:

a

f

��

Error a

fmap f

��

String + a

id+f

��

inoo

b Error b String + b
in

oo

3. Preencha as reticências “...A...” a “...F...” na seguinte prova de functorialidade defmap :

fmap (f · g) = (fmap f) · (fmap g)

≡ { . . . A . . .}

(fmap (f · g)) · in = (fmap f) · (fmap g) · in

≡ { . . . B . . .}

(fmap (f · g)) · in = (fmap f) · in · (id+ g)

≡ { . . . C . . .}

(fmap (f · g)) · in = in · (id+ f) · (id+ g)

≡ { . . . D . . .}

(fmap (f · g)) · in = in · (id+ f · g)

≡ { . . . E . . .}

(fmap (f · g)) · in = (fmap (f · g)) · in

≡ { . . . F . . .}

V

RESOLUÇÃO:

1. Na definiç̃ao de(.!) tem-se

Error a c
foo
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e

Error b a
goo

logo tem-se

Error (Error b) Error a
fmap goo

e

Error (Error b) c
fmap g·foo

Como

Error b c
g·!foo

teŕa que ter o mesmo tipo queerrh · fmap g · f , conclui-se

Error b Error (Error b)
errhoo

Convers̃ao para notaç̃ao sem varíaveis: {
errh(Err e) = Err e
errh(Ok a) = a

≡ { composiç̃ao de funç̃oes e introduç̃ao da identidade}{
(errh · Err)e = Err e
(errh ·Ok)a = id a

≡ { remoç̃ao de varíaveis}{
errh · Err = Err
errh ·Ok = id

≡ { junção das equaç̃oes via “either”}

[errh · Err, errh ·Ok] = [Err, id]

≡ { fusão-+ (16) em sentido inverso e definição dein}

errh · in = [Err, id]

2. Tem-se:

fmap f · in = in · (id+ f)

≡ { definiç̃ao dein}

fmap f · [Err,Ok] = [Err,Ok] · (id+ f)

≡ { fusão-+ (16), absorç̃ao-+ (17) e (4)}

[fmap f · Err, fmap f ·Ok] = [Err,Ok · f ]

≡ { igualdade estrutural de “eithers”}{
fmap f · Err = Err
fmap f ·Ok = Ok · f

≡ { introduç̃ao de varíaveis}{
fmap f(Err e) = Err e
fmap f(Ok a) = Ok(f a)

3. Tem-se:

fmap (f · g) = (fmap f) · (fmap g)

≡ { in é isomorfismo}

(fmap (f · g)) · in = (fmap f) · (fmap g) · in

≡ { diagrama da alı́nea anterior}

(fmap (f · g)) · in = (fmap f) · in · (id+ g)

≡ { diagrama da alı́nea anterior}

4



(fmap (f · g)) · in = in · (id+ f) · (id+ g)

≡ { leis functor-+ (18) e (4)}

(fmap (f · g)) · in = in · (id+ f · g)

≡ { diagrama da alı́nea anterior}

(fmap (f · g)) · in = (fmap (f · g)) · in

≡ { igualdadée reflexiva}

V

2

Quest̃ao 4 Antes de resolver as duas alı́neas desta questão analize com atenção a seguinte arquitectura para a função

mdc
def
= mul · fpc · (fp× fp)

que calcula o ḿaximo divisor comum entre dois números naturais,cf. o diagrama

IN × IN
fp×fp // IN? × IN?

fpc // IN? mul // IN

onde

• fp calcula os factores primos de um número listados por ordem crescente,e.g.fp 60 = [2, 2, 3, 5] efp 42 = [2, 3, 7];

• fpc intersecta duas listas de factores primos,e.g.fpc([2, 2, 3, 5], [2, 3, 7]) = [2, 3] (fpc abrevia “factores primos comuns”);

• mul multiplica os factores da lista produzida porfpc, inferindo assim o ḿaximo divisor comum —cf.mdc(60, 42) = 2 ∗ 3 = 6.

1. Complete a seguinte definição, em HASKELL, da funç̃ao

fpc’ [] r = .........
fpc’ l [] = .........
fpc’ (a:l) (b:r) | a == b = .........

| a < b = .........
| a > b = .........

queé a vers̃ao “curried” defpc (i.éfpc′ = fpc):

2. Escrevafpc como um hilomorfismo emul como um catamorfismo (de listas).

RESOLUÇÃO:

1. Tem-se:

fpc’ [] r = []
fpc’ l [] = []
fpc’ (a:l) (b:r) | a == b = a : (fpc’ l r)

| a < b = fpc’ l (b:r)
| a > b = fpc’ (a:l) r

2. mul é o catamorfismo bem conhecido que multiplica todos os elementos de uma sequência:mul = (|[1, ∗]|).
Exprimir fpc como um hilomorfismo de listas significa encontarA, g eh do diagrama que se segue:

IN? 1 +A× IN?
goo

A?

(|g|)

OO

1 +A×A?inoo

id+id×(|h|)

OO

IN? × IN?

h
//

[(h)]

OOfpc

FF

1 +A× (IN? × IN?)

id+id×[(h)]

OO
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Devemos pensar em encontrarA primeiro que tudo. As tr̂es primeiras cĺausulas defpc′ sugeremA = IN , mas paraa < b e a > b não
existe nenhum valor do tipoA para construir a listaA? intermédia, o que sugereA = 1 + IN . Assim, o diagrama fica:

IN? 1 + (1 + IN)× IN?
goo

(1 + IN)?

(|g|)

OO

1 + (1 + IN)× (1 + IN)?
inoo

id+id×(|h|)

OO

IN? × IN?

h
//

[(h)]

OO
fpc

BB

1 + (1 + IN)× (IN? × IN?)

id+id×[(h)]

OO

Podemos agora decalcarh a partir defpc′, usandoMaybeA para representar1 +A:

h([],r) = i1()
h(l,[]) = i1()
h(a:l,b:r) | a == b = i2(Just a,(l,r))

| a < b = i2(Nothing,(l,b:r))
| a > b = i2(Nothing,(a:l,r))

Quanto ag, seŕa sempre da forma[[ ], g′] ondeg′ apenas tem que ignorar os valores nulos (Nothing ):

g’(Just a,l) = a:l
g’(Nothing,l) = l

Se recorrermos ao ḿoduloRList , teremos fpc = hyloRList (either (const []) g’) h .

2

Quest̃ao 5

f (α l1) (α l2)

α l1 α l2

l1 l2

l

C

B

A

�
�
�
�
�
�

�

�

�

O desenho ao lado pretende descrever graficamente um al-

goritmo de ordenaç̃ao A?
α // A? que conhece:

1. Identifiqueα, bem como as suas fases A, B e C e a
funçãof . Codifique estáultima em HASKELL.

2. Descreva o mesmo algoritmo sob a forma de um
hilomorfismo de um particular tipo indutivo estu-
dado nas aulas desta disciplina.

RESOLUÇÃO:

1. α = mSort (‘merge sort’) ef é a funç̃ao merge da bibliotecaLTree.hs . Fases do algorı́tmo: A — ańalise da lista argumento e sua
representaç̃ao em duas sublistas de igual (ou quase igual) comprimento;B — passo recursivo,i.é ordenaç̃ao das duas sublistas construı́das
emA; C — śıntese do resultado por fusão de duas listas ordenadas.

2. Ver mSort emLTree.hs .
O hilomorfismo impĺıcito em ‘mSort’ exclui listas ñao-vazias, que estão trivialmente ordenadas. Listas singulares também est̃ao trivialmente

ordenadas e como tal não oferecem problemas. Na faseA, uma funç̃ao A?
sep // A? ×A? vai partir listas ñao singulares em pares

de listas ñao vazias, sem ‘pivot’ (́e esta a principal diferença entre o ‘quick sort’ e o ‘merge sort’). Isto sugere, em conjunto com o caso
singular, a seguinte estrutura de dados intermédia para o hilomorfismo:

LTreeA ∼= A+ LTreeA× LTreeA

conhecida pelo nome déarvore com folhas. Surge assim o anamorfismo “de separação”

LTreeA A+ LTreeA× LTreeA
inoo

A?

[(h)]

OO

h
// A+A? ×A?

id+[(h)]×[(h)]

OO
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ondeh (designadalsplit em LTree.hs ) tem o proṕosito de bilinearlizar o algorı́tmo (tal como o seu equivalente no ‘quick sort’). A

estrutura de dados intermédia seŕa agora consumida por um catamorfismo baseado na função A? A? ×A?
mergeoo que funde listas

ordenadas. Basta construir(|g|) parag = [singl,merge] e adiciońa-lo ao diagrama:

A? A+A? ×A?
goo

LTreeA

(|g|)

OO

A+ LTreeA× LTreeA
inoo

id+(|g|)×(|g|)

OO

A?

[(h)]

OO

h
// A+A? ×A?

id+[(h)]×[(h)]

OO

2

Quest̃ao 6 A seguinte vers̃ao linear do algoritmo de Fibonacci,

fib n = snd (f n)

f 0 = (0,1)
f (n+1) = let (a,b) = f n

in (b,a+b)

é uma codificaç̃ao em HASKELL cuja funç̃ao auxiliarf é o catamorfismo de naturais representado no diagrama que se segue:

IN

f

��

1 + IN
[0,succ]oo

id+f

��
IN × IN 1 + IN × IN

g
oo

(3)

Caracterize o “gene”g do catamorfismo em causa.

RESOLUÇÃO: Começa-se por re-escreverf sem varíaveis:{
f · 0 = 〈0, 1〉
f · succ = 〈π2,+〉 · f

Daqui resulta

f · [0, succ] = [〈0, 1〉, 〈π2,+〉 · f ]

≡ { absorç̃ao-+ (17) em sentido inverso}

f · [0, succ] = [〈0, 1〉, 〈π2,+〉] · (id+ ·f)

Logo,g = [〈0, 1〉, 〈π2,+〉]. 2
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Anexo–Cálculo de Funç̃oes

COMPOSIÇÃO

Natural-id f · id = id · f = f (4)

Associatividade (f · g) · h = f · (g · h) (5)

PRODUTO

Universal-× k = 〈f, g〉 ⇔
{

π1 · k = f
π2 · k = g

(6)

Cancelamento-× π1 · 〈f, g〉 = f , π2 · 〈f, g〉 = g (7)

Reflex̃ao-× 〈π1, π2〉 = idA×B (8)

Fusão-× 〈g, h〉 · f = 〈g · f, h · f〉 (9)

Absorção-× (i× j) · 〈g, h〉 = 〈i · g, j · h〉 (10)

Functor-× (g · h)× (i · j) = (g × i) · (h× j) (11)

Functor-id-× idA × idB = idA×B (12)

COPRODUTO

Universal-+ k = [f, g] ⇔
{

k · i1 = f
k · i2 = g

(13)

Cancelamento-+ [g, h] · i1 = g , [g, h] · i2 = h (14)

Reflex̃ao-+ [i1, i2] = idA+B (15)

Fusão-+ f · [g, h] = [f · g, f · h] (16)

Absorção-+ [g, h] · (i+ j) = [g · i, h · j] (17)

Functor-+ (g · h) + (i · j) = (g + i) · (h+ j) (18)

Functor-id-+ idA + idB = idA+B (19)

EXPONENCIAÇÃO

Universal k = f ⇔ f = ap · (k × id) (20)

Cancelamento f = ap · (f × id) (21)

Reflex̃ao ap = idBA (22)

Fusão g · (f × id) = g · f (23)

Absorção fA · g = f · g (24)

Functor (g · h)A = gA · hA (25)

Functor-id idA = id (26)

INDUÇÃO

Universal-cata k = (|α|) ⇔ k · in = α · F k (27)

Cancelamento-cata (|α|) · in = α · F (|α|) (28)

Reflex̃ao-cata (|in|) = idµF (29)

Fusão-cata f · (|α|) = (|β|) if f · α = β · F f (30)



M ISC.

Lei da troca [〈f, g〉, 〈h, k〉] = 〈[f, h], [g, k]〉 (31)
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