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Capitulo 1

Fundamentosde Especifica@o
Algéebrica

1.1 Intr oducdo

A vidarealest povoadade“coisas”aquechamamosemlinguagemcomum,ob-
jectos Algunsobjectosgstruturalmentenaiselaboradospodemmereceio nome
(mais“ambicioso”) de sistemas A nossanterac@o comascoisaspressupeal-
gumaformade “linguagem” de comunica&o com elas. Tal linguagemdevera,
no minimo, sercapazde descreer a estrutua dascoisasde quedesejamosalar.
Tecnicamentejaremo® nomede sintaxea essagstruturas.

Poroutrolado, & precisoter umaideiado queascoisasassimdescritassig-
nificamparanos. A estasegundacomponentéepistomobgica” danossantera-
ccaocomo mundorealchamaremosenéntica(dascoisas). Temosen&o:

Sintaxe

Objecto{ Senaéntica
Porexemplo,aFigural.l descrge a estruturasintaticadafrase

f = “Maria gostadequemgostadela”

A senénticade frasescomo esta, tirada da nossalinguagemnatural, podeser
bastantalificil de descreer. Maspodemogent-lo, no quediz respeitaafrasef:
asuasenanticarefere-sea umarela@obinariagostadefirivel entrepessoas,

gosta C Pessoas x Pessoas

aquef acrescenta seguintefacto,ou propriedade:

1
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f
(Sujeitg ~ (Predicad9 (Complementp

ST TN

Maria gostade  (Sujeitd  (Predicadg (Complementp

quem gostade ela

Figural.l: Estruturasintaticade umafrase.

gosta(z, Maria) = gosta(Maria, )

Historicamentefoi a Linguisticaa primeiraciéncia(humanayuesededicou
ao estudoda linguagem(natural) e da suacaracteriza@o sintaticae senantica.
Como adwentodalnformatica,tornou-senecesarioavan@rparaumacaracteriza-
caodosobjectosmuito maisprecisano sentidode transportaconhecimentogo
nivel humanoparao nivel da maquina. Isto porqueum computador— como
qualqueroutramaquina— naotemintuicdesneminteligéncia® e, portanto,nao
consguelidar como discurscambguo.

Porexemplo,comoensinara um computadogr organiza@o e funcionamento
deumainstituicioband@ria?Teremosdelhe falarde coisascomoquantiasde di-
nheim, contasdeclientes seuditulares chequestc.Portantogssasoisafazem
parteda“sintaxe” de um banco. Masteremosaindaquelhe dizer, por exemplo,
guenao faz sentidodepositadinheironumacontaque aindanaofoi aberta! Ou
maisainda.ensinaflhe queo balan® deumacontaapobso depbsitodex escudo
x + y, ondey é o balano dacontaantesdessalepbsito. Claramentegstefactos
tém agoraa ver com a “semantica” do servi@ prestadgoelo dito banco. E que
dizerguantoao mododefuncionamentalasportasdo edificio band@rio? Seade

Linteligéncia< inter+legere (=“ler nasentrelinhas”).
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dizeralgumacoisa?Seo fizermos alguiempodea dizer queestamos sermuito
“espedficos”, ou seja,a “especificapormenoresrelevantes”.E 6bvio queano-
caode “pormenorirrelevante” € relativa: o queé irrelevantenum contexto pode
serrelevantenoutro. No exemplodado,o0 modode funcionamentaasportasdo
edificio bané@rio sed semduvidaum pormenormelevanteno respectio projecto
de constry@o civil. Querdizer, especificarsignifica@ sempre“ter umavisao
intensionalmentparcial”do mundoguenosrodeia.
Somosassimconduzidosao conceitode especificago. Um dicionario? diz:

- especifica@o (substantio feminino)— actoou efeitode especificar;

- especificaverbotransitvo) — indicar a esgecie de; particularizar;men-
cionar

Em resumo,especificaum objecto,sistemaetc. significaparticulariza-lo (tanto
sintaticacomosemanticamenteasnaodemasiado!

Outroaspecta discutirquantoa especificaestemaver comoutradassuas
dimen$es,a daredundincia Vamossuporque algueém nos aparececom um
programaem PASCAL queimplementao problemado sistemabandrio acima
referido. Pode& esseprogramaser consideradaumaboaespecificago do pro-
blema?Facilmentesevé quenao,masagoranumaoutradimensio: esserograma
esh “sobre-especificado’i, & cheio de informado redundante.Por exemplo, 0
programgpodei definirumaestruturade informa@o global queregistetodasas
contaspaseada.g. notipo dedados?

type contas = Tregisto;
registo = record
Nr:  Numero de conta;
St Estado de conta;
Next: “registo
end;

ou noutroqualquerquelhe sejaequivalente.

Paraalém de exigir algum conhecimentale pormenoresie codifica@o em
PascaL — e.g. aimplementaao delistasde x por apontadore$§’x) — estepro-
gramaimpde umaordemde acessasobrecontas. Trata-sede umaredundincia
pois,abstractamentaenhunclientedobancd'vemprimeiroqueoutro”, ou“tem
prioridadesobreoutro” (comigual statug. Porconterestaredundincia(e talvez
outras)a referidacodifica@o diz-seumaimplementa&o (e nao umaespecifica-
cao) doproblema.

2Pag.581do Dicionario deLinguaPortuguesal975,PortoEditora,por J.A.Costee A.S. Melo.
3Trata-sede solu@oaca@micaimpensvel numasituaé@oreal,0 quecontudondo prejudicaa sua
eficaciaenquantanerailustrado.
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Temos.emresumoum binbmio

especificaio— O QUE o sistemadeve fazer
implementado— comO o sistemao faz

Como € previsivel que haja mais do que uma implementago parauma dada
especificago (e.g. porescolhadediferentesestruturasledadosdediferentedin-
guagenslecodifica@oetc), temosumarelac@odeumpara muitosentreespecifica-
¢cOese suasmplementades.Essarelag@oé umarelag@odeabstracao:

umaespecificago

/ \ (abstracgio)

assuasmplementades

A maiorpartedaredundnciaemimplementadeseé introduzidaporrazdesde
eficiéncia,i.€ no sentidode tornar os programasnais curtose/ou mais rapidos.
O quese ganhaem eficiéncia(em ‘run-time’) perde-seem clareza(de leitura).
Em grandessistemadie ‘software’ essaperdade clarezapodevir a ser ao fim
e ao cabo,anti-ecordmica, ja que podedificultar (se nao inviabilizar) a fasede
manutendo do sistemaa maisonerosae importantede todasasfasesdo ciclo
devidadeum produtode ‘software’. Seacrescentarmasesteestadale coisaso
factodeo ‘software’ poderter errospor detectar—isto porquenaoé, tradicional-
mente feito qualqueresfor® no sentidodejustificarasimplementades— temos
identificadaa crise de produtividadeque se instalouna indistriado ‘software’,
criseessacujoscontornosforamdeterminadoa, pelomenosduasdécadas.

E hojedoconsensgeralaideiadequeo ‘software’deve serconcebidapartir
de especificadestao abstractagjuantopossvel, que captemapenasa es&ncia
dossistemas construir queconstituana basedasuadocumenta@o (querparao
utilizador, querparaa equipade manutenao)e quesejamo pontode partidapara
asuaimplementago.

O principal objectvo & que as especificabesse possamescreer numalin-
guagemnao-amliguaparaevitar errosde interpretado. Esteobjectivo conduz
ao conceitode especificago formal, isto &, a especifica@o de sistemasisandoa
linguagemmatendtica. Alémde sernao-amligua,a linguagemmatenéticaabre
caminhoparaa justificag@o de correc@o dasimplementac@es, impossvel de
outraforma“. Nesteconteto, o desemolvimentode umaimplementa&o pode

4Paraumaintrodugo mais detalhadaa esteassuntoporventurao maisimportantedos métodos
formaisde programa@o, podemserconsultadasiapartelll destetexto, assecdes7.1e7.2.
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serfeito em simultineocom a demonstra@o matenaticada suacorrec@o facea
suaespecificago:

especificaio — O0QUE
justificagio 0 — O PORQUE (1.1
implementaggo — 0O cComMO

Osmétodosditos formaisde programago tém por objectivo fazercumpriro
desideratalo diagramal.l. Desdeja se anunciaque ha variadasmaneirasde o
fazercumprir, sobretudalependentedateoriamatenaticaqueseadoptgoorbase
5. Come@-senestecagtulo por fazerumaintrodug@o ao estudodastécnicasde
especificagode ‘software’ (nassuasvertentesintaticae senéntica) usandauma
linguagembaseadaanotagomatenatica“convencional™.

1.2 A Sintaxe

Voltemosaoproblema-gemploda“informatiza@odeumsistemébandrio” referido
na sec@o anteriore comecemopor enumerarlgumasentidadesintaticasque
porventuranosocorramsobreele”:

Quantia— dedinheiro

Titular — o donodeumaconta

IdConta— aidentifica@o(e.g. um nUmero)deumaconta
Sistema— o conjuntodetodasascontas

abertua— deumanova contano sistemajndicandoo seutitular
fecho— deumacontaquesepretendesliminardo sistema
depbsito— deumadeterminad@uantianumacontado sistema
levantamente— inversadaanterior

co-titular — adicdgode maisum titular aumacontado sistema

balan@m — inquérito aosaldode umadadacontado sistema.

5Porexemplo,aLogica,a Algebra,a MatenéticaDiscretaa TeoriadasCateorias,etc.

8Sugere-s@ livro de texto [AKM81] como posével refe@nciade consultaparaos conceitos
matenaticoselementarequeo presentgexto assume partidacomosendado conhecimentaloleitor.

”Naturalmentguetemosem menteum sistemade gestio bandriaa escaldbrinquedo”,ja queo
problemanasuaextensiorealseriaimpraticavel comoexemplointrodubrio.
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depbsito

balan® levantamento

Sistema IdConta

abertum,
co-titular

Figural.2: Rela@oentreesficiese operadores.

E intuitiva a constatago de que as entidadesacimaexplicitadassio de duas
naturezapossveis. As quatroprimeirassao designadesde classesle objectos
presentesio problema.Mais correctamentesio nomesde tipos ou eseciesde
objectos As restantegntidadesaonomesde “coisas”quepodemacontecenum
banco.Darlhe-emoo nometécnicode operagdes ou operadores Emresumo,

esfecies

entidadesintéticas{
operadores

Notemosaindaqueasesyeciese osoperadoregstorelacionadogntresi, poisé
pos$vel identificaro conjuntode esgeciesquecadaoperadoernvolve;

abertua — {Titular, IdConta, Sistema}
fedho — {IdConta, Sistema}

deposito —  {Quantia, IdConta, Sistema}
levantamento — {Quantia, IdConta, Sistema}
co-titular — {Titular, IdConta, Sistema}
balan® — {IdConta, Sistema, Quantia}

o queserepresentaio grafodaFigural.2.
E poss$vel melhoraro relacionamentacima,senosapercebermogueo con-
junto de esgiciesmanipuladapor um operadorse podedesdobranum par que
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exprimea suafuncionalidade ou seja,o conjuntodassuasesficies-agumentoe
asuaesyecie-resultado:

balanm —  ({IdConta, Sistema}, Quantia)

co-titular —  ({IdConta, Titular, Sistema}, Sistema)
levantamento — ({IdConta, Quantia, Sistema}, Sistema) (1.2)
deposito —  ({IdConta, Quantia, Sistema}, Sistema) '
fecho — ({IdConta, Sistema}, Sistema)

abertura —  ({IdConta,Titular, Sistema}, Sistema)

SejamsS e 2 osnomesdadosaosconjuntos:

S = {Quantia, IdConta, Sistema, Titular}
Q {balan®, co-titular, levantamentodepbsito,fecho,abertun}

Entao o sistema(1.2) podesercaracterizadonatematicamenteomosendouma
aplicagode() — 2° x S. Porqueaordemdosargumentosieumoperador €
é relevantee podeenvolver repeti@o de esficies,somoscorvidadosa substituir
osconjuntog{...}) de(1.2) porseq&nciag<. ..>) deespeciese.g.

balan® — (<IdConta, Sistema>, Quantia)
TeremosenBioqueajustaraaplica@o(1.2)a
N—->85*%x8
obtendo

balan® — (<IdConta, Sistema>, Quantia)

(
co-titular — (<IdConta, Titular, Sistema>, Sistema)
levantamento — (<IdConta, Quantia, Sistema>, Sistema)
deposito — (<IdConta,Quantia, Sistema>, Sistema)
fecho — (<IdConta, Sistema>, Sistema)

abertura — (<IdConta,Titular, Sistema>, Sistema)

A todaaaplica@odestetipo chamaremoassinatua.

1.2.1 Assinaturas

Definicdo 1.1 (Assinatura) SejaS um conjuntofinito ndo vaziode simbolosde
especie e 2 um conjuntofinito de simbolosde opera@o. Daremoso nomede
assinatura todaa aplicacio

Y:Q0—=38%xS
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levantamento
depbsito

Quantia balan®

IdConta

Sistema

abertua
co-titular

Figural.3: DiagramaADJ paraXsgrs

Paratodoo o € 2, dizemosjueX (o) &€ o valordasuafuncionalidade

Notagdo 1.1 (Funcionalidade) Dadaumaassinatua X, & vulgar esceversea
expressio

0181 X...X 8, =>S§ (1.3)

para exprimir o factodequeX (o) = (<s1,...,8,>,8). O

De acordocom a nota@o acima, podemodinalmenteescreer a assinatura

Yserp do nosso“sistema-brinquedoparagestio de uma instituicio bandria

comosesgue:
balan® 1 IdConta x Sistema —  Quantia
co-titular : IdConta x Titular x Sistema  — Sistema
» levantamento : IdConta X Quantia X Sistema — Sistema (1.4)
SGIB depbsito : IdConta X Quantia x Sistema — Sistema '
fecho : IdConta x Sistema —  Sistema
abertuma : IdConta x Titular x Sistema  — Sistema

o quepodeserilustradopelodiagramd'em aranha’daFigural.3. A estetipo de
diagramasambkeémseda, naliteratura,0 nomede “diagramaADJ” &.

8Designado derivadado grupo de investigado que tornou popularo uso destesdiagramascgf.

Sec@ol.5.
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Definicdo 1.2 (Constantes) Dadaumaassinatua ¥, o conjuntoC; detodasas
constantesle Y, deespecies, define-seor

C, ¥ ioeq| S(o) = (<>,3)}

Reparemosjueumaconstanter & declaradamumaassinaturascreendoo :
<> — s ou, simplesmenteg :— s. Querdizer, umaconstantgpodesercon-
sideradaum operadorzero-adico”® ou seja,adesignaédodeum “valor’ deuma
algebra.

Porexemplo,consideremosmaestruturaalgébricaconhecida— o monbide
— etentemosaracterizaa correspondentassinaturaEm Algebra,dizemosjue
éummondidetodoo conjuntoM munidodeumaopergé@obinariad : M x M —
M, associatia, e comum elementaeutroe. Notemosqueso existeumaesgecie
numaalgebradestetipo. Logo .S = {M} naassinaturaleum monbide. Comoé
ébinéria,escreeremost (0) = (<M, M >, M). A especificagodeum mondide
exige, ainda,a presena do elementoneutroe; trata-sede umaconstantdal que
Y (e) = (<>, M). Emresumoteremos

s = {M}

Q = {b,e}
@) = (<M,M>,M)
X)) = (<>, M)

ou, usandaa nota@omaisvulgar(1.3):

> O0: MxM-—-M
e:—> M

Note-sequenemaassociatiidadeded nemaneutralidadele e shoreflectidasa
assinaturaja quesao propriedadesenainticasdossimbolosde opera@of ee, e
umaassinaturab especificaa suaestrutua sintatica.

Exercicio 1.1 Especifiquea assinaturale um espao vectorial, e represent® respectio diagrama
ADJ.
O

Definicdo 1.3 (AssinaturasHomogéneasHeterogéneas)Uma assinatua X :
Q2 — S* x S tal que|S| = 1 diz-sehomognea sempe que|S| > 1, a assi-
natura diz-sehetero@nea O

9Um operadodiz-semoradicoou urario setemapenasim agumentodiadicoou binario setem
dois,etc.
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Claramentea assinaturale um mondide & homogenea'?; ja a nossaassinatura
Y sgrp acimaé hetepgénea A maiorpartedosproblemasiavida real,quando
especificadog;onduzena assinaturaketerogneasDai a necessidaddestaex-
tensioaalgebra‘classica”.

Exercicio 1.2 Suponhague os requisitosdo sistemade gesio de umainstituicdo band@ria acima
estudadqSGIB) sealteramno seguintesentido:

- todasastransacdessobrecontaspassanafazerseapenagpor cheque;
- a‘“historia” de cadaconta(i.e todosos chequegjue foram movimentadosiesdeque ela foi
criada)ficaregistadanabasededados.
Faca asalterg@esa assinatur& sy g guejulgue,comoconseqgancia,convenientes.
O

Exercicio 1.3 O Departamentale Planeamentda Produéo (DpPP) de umafabricade equipamento
electbnico pretendeumabasede dadoscontendanforma@o sobrea estruturade qualquerequipa-
mentoem produ@o, e niveisdo ‘stock’ existente. Cadaequipamentalevera serregistadocom base
nosseushlocosestruturaisi.&, seguindoos esquematecnicosdefinidospelosdepartamentode ‘de-
sign’ e manutenéo. Segundoestesgualquerequipament@ um blococonstitido porumdeterminado
nimerode:

- circuitosintegrados;
- outroscomponenteslectbnicos(diodos,transistoresiesisénciasconectoregtc.);

- outros(sub)blocos.

O ppp pretendausarabasepararelacionamiveis futurosde produ@&ocominvestimentos fazer face
aosniveisde‘stock’ existentesDevera, assim serregistadoo custounitario (de produ@oou compra)
de todosos componenteglectbnicos elementares.Em particulay pretende-seer disporivel uma
opera@oquedeterminea “explosio emcomponentes(relagiocomponentelementar— nimen) de
qualguerdosequipamentoguea fabricaproduz.

Escrea umaassinaturajue especifiquede forma detalhada camadasintaticadaaplica@o queo
DPP acimapretendever deseriolvida.
O

1.2.2 GramaticasversusAssinaturas

E agorarelevantemostrarcomo, por detras de todaa gramaticageneratia dita
independentele contexto ou de contexto livre (‘context-free’) — exprimivel na
classicanota@o BNF, por exemplo— estiumaassinaturalgébrica,heterog@nea
namaiorpartedoscasos.

SejaG = (N, T, S, P) umagramaticaindependentée contexto, ondeN €0
conjuntodosseussimbolosndo-terminais7’ € umconjuntodesimbolosterminais

10E nao sb: em Algebra, grupos, gruposabelianos,aréis etc. continuama ter assinaturaso-
mogeneas.
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(disjuntode N), S € N & o seusimboloinicial e P C N x (NUT)* €0
conjuntodasprodu@®esou regrassintaticasde G. A inferénciadaassinatur&s
determinadgor G seguedoiscritériosbasicos:

1. acadasimbolondo-terminaldagramaticaGG correspondeimaespecie na
assinatur&y;

2. a cadaprodu@o da graméticaG correspondeim operdor na assinatura
Ya;

(a) esseperadoconstbi-sedaseguinteforma: sejaaprodu@oemcausa
daforma

(NT) 2= o(NT)B(NT,) ... (NT,)y

ondeos simbolosnao-terminaiserepresentarentre(...) ea, 3, v,
... saoseq@nciagesimbolosterminais enfioo operadorcorrespon-
denteaessgprodu@otema funcionalidade

o (NT)) x (NTy) x ... x (NT,)) — (NT)

Obsenades:

- osimboloo queseescolhegor produ@oé arbitrario, desdequeprodudes
diferentescorrespondara simbolosdiferentes;

- aassinaturgueseconstbi “perdeinforma@o” quantoaossimbolostermi-
naisdagramatica,quesaoignorados;

- emborao simboloinicial S € N se possaconsideraruma“especie dis-
tinguida”, issonaotem qualquerimplicagdo formal na constry&o da assi-
natura.

Emresumo.a assinaturaettm a es&€nciageneratra da gramatica,de forma
abstiacta— abstractamosentidoemque“filtra” asintaxeconcieta, i.eossimbolos
guesb estonagramaticapor umade duasrazbes: ou desambiguana gramatica
paraefeitodereconhecimentporumau®mato(e.g. daclassd_L(1), LR(0) etc),
ou sao simbolosque presunvelmenteaumentana “legibilidade” da linguagem
geradgpelagramaticall.

Vejamosum exemplo:sejadadaa gramaticaG deumapequendinguagende
comandogujossimbolosndo-terminaisao: (Cmd (comando){Var) (variavel)

11 A estacomponentele umagramaticaé vulgardaro nomesugestio de“acglicarsinttico”. Esteé
particularment@otorio emlinguagensomerciaissomo,por exemplo,0 COBOL.
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e (Natg) (nUmerosaturaisncluindoo zero).As suagprodudessdoassauintes:

(Natg := 0 |suc( (Nata) |{Var)
(Vary == x|y
(Cmd == skip |
(Cmg; (Cmdg | (1.5)

(Var):= (Nato |
if (Nato) then (Cmd else (Cmd |
while (Nato) do (Cmd

NotemosquecadaclausulaBNF daforma

(NT) :=p1 |p2|--.|Pn

abrevia defacton produdes:

(NT) == p
(NT) = o
(NT) == pn

Isto permite-nosadiantarque a assinaturaorrespondenta gramatica(1.5) tera
trésoperadoresomresultadcem (Natg), outrosdois comresultadoem (Var), e
cincocomresultadeem (Cmd. Seguindoa ordemdasprodu@es,teremos:

o1 Nato)
o2 : (Nato Nato)
og : (Var) Nato)
04 : Var)
05

J¢g Cm @

or : (Cmd x (Cmd
og : (Var) x (Nato
: (Nato) x {Cmd x (Cmd
(Natg) x (Cmd

09

N A A A
AAAAAgAAAA

g10
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ou, adoptandsmomesmaissugestios:

zero : — (Nato
incremente : (Nato — (Nato

valor : (\Var) — (Nato

z : —  (Var)

y - (Var)

nada — {(Cmd (1.6)
seq {Cmd x (Cmd — {(Cmd

atrib : (Var) x (Nato) — {(Cmd

se : (Nato) x (Cmd x (Cmd — (Cmd

ciclo : (Nato) x (Cmd - (Cmd

G« [T 1]

Note-seque se escolheranmos nomes*z” e “y” comooperadoressendox ey
simbolosterminais,0 quenaoconstituiincorvenientenenhum.

Exercicio 1.4 Dadaaseguintegranmaticaindependentee contexto:

G = (NT,T,(pilhay, P)
NT = {(pilha),(elem,(bool)}
T = {push,pop,onto ,empty,top ,true ,false ,(,),?}
(pilhay == pop(pilha) | push (elemonto (pilha) |
p = empty
- (elem = top (pilha)
(bool) == true |false |empty( (pilha))?

construirumaassinatur& correspondente.
m]

Vamosagorasuporqueumadadagramaticadeconteto-livre G conémprodu-
¢cOesdaforma

(NT) == afty (1.7)

ondea, ey saosequenciasde simbolosterminaisou nao-terminais{NT) & um
simbolo ndo-terminale 3+ designa‘uma ou maisocoriénciasde 3”. Comose
traduza produ@oacimanaassinatur&.¢ correspondente?

Reparemosjue, em Teoria das Linguagens,3T apresenta-seomo “abre-
viatura” do parde produ®es

(L) == B A(L) (1.8)

Bastaé assimacrescentaa G um novo ndo-terminakL) e substituira produ@o

(1.7)por
(NT) afl)y
(L) B B(L)

construindo-s@a assinaturd. apartirdagramaticaassimestendida.
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Estaexten@omerecealgunscomenérios.Primeiro,asprodu®esa acrescen-
tar poderiamter sido

(L) ==pg[{L)B

em lugar de (1.8), 0 que apenasalterariaa ordemdos argumentosdo segundo
construtordaesgecie(L) emXs. Mastambem podefamoster introduzidouma
infinidadede produdes,

(L) == B1881888]...18...8]...
=
1 vezes

gerandoem X.i; um operadori-ario (: > 0) por cadaniimerode vezesque 3 se
repeteemgt 12,

Exercicio 1.5 Suponhajue,em(1.7),8* (=“nenhumapumaou variasocoriénciasde 3") aparecem
lugarde 8+. Fagaum tratamentcaralogo ao anteriorcom vista a construira assinaturaorrespon-
dente.

O

Exercicio 1.6 Considereasprodu®esseguintesde umagranmaticaindependentee conteto G.

(A a(B)| b(A) a(B)
By == abl|a{@tc

Construaa assinatur& g correspondente.
O

Exercicio 1.7 O quadroqueseseguedescree duastransformadesconhecidapararesoher conflitos
LL(1) emgramaticasindependentede contexto:

| Transformacdo (G — G’) | Antes (G) | Depois(G’) |
Factoriza@oa esquerda A == af|ay <(AA§ i a<|'°:;>
Eliminacdoderecursiidadeaesquerda| (A) == (Aa|pg é@ f §§2§ P

Caracterizes comenteascorrespondentasansformadesentreasassinataurasg e X - .
O

1256 no Cayitulo 2 se estudah a teoriamaten@ticaque explica estamultiplicidadede extenges.
Quandodizemosque 8t & “abreviatura” de (1.8) estamosa escondeessegorocessoguenoslevara a
encaral(1.8) comoumaequado daqual 3+ & umasolugo.
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1.2.3 TermosversusArvoresSintaticas

P&e-seagorauma quesio de fundo: a qualquergramaticaG de contexto livre
correspond@malinguagem L, queé o conjuntodetodasasfrasesgeradagpor
G; quandosubstituimosG pelasuacorrespondentassinatur&, 0 queé que
obtemosparaL? Porexemplo,dadaafrase

x:=0; while x do skip (1.9

de Lg, cf. (1.5),comoarepresentaaonivel de X;? Veremosle sgguidaqueo
conjuntode todasas arvores sintaticasdasfrasesgeradasgpor G € a constryéo
gue,partindode X, corresponda L. Paraisso,precisamosle umadefinicao
basica:

Definicdo 1.4 (E-termo) E dadaumaassinatua ¥ : Q@ — $* x S. Paracada
esfecies € S, é poss$vel construiro conjuntodetodosos” X -termos” deesgecie
s, quesera o menorconjuntoquesatisfazasseguintesclausulas:

1. todaa constanter :— s @umX-termode esfecies;

2. paratodooopem@doro : sy X ... X s, = s,separal <i <n,t; eum
Y -termodeesyecies;, enBo

U(tl,...,ti,...,tn)
éumX-termodeesyecies.

O conjuntodetodosos X-termosdeesecies designa-s@or Wy, ;. Um X-termo
tamkemsedesignaX-palavra (‘word’) ou X-frase O

E facil fazercorrespondea definicio indutiva anteriora seyuinte expres$io
recursva:

. oceN A
Wse & CU{o(ts,.. . tn)| | Z(0) = (<51,...,5.>,8) A |} (1.10)
Vi<i<n:t; € Ws,,

Querdizer, acadaespecies; € S correspondeimadefinigao:
def
WE,Sl =
def
WE,sz =

def
Wx, Sn
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t= seq

t1 to tn

X

(@) (b)
Figural.4: Representd@mdetermospor arvores

Uma maneirapraticade entendeio conceitode X-termoé encararcadaX:-
termoo(t1,...,t,) OUcCcOmoo ‘string’ de texto 'o(t1,...,t,)", OU COMOUMa
anwresimhblica, tal comoseilustranaFigural.4(a).

Porexemplo,a arvore desenhadaaFigural.4(b)representaim X-termoda
assinatur& g correspondentilinguagem’ acimareferida.Escritolinearmente,
teremos:

t = seq(atrib(x, zero), ciclo(valor(x), nada)) (1.11)

E imediatoverno diagramalaFigural.4(b)— ounaexpres&o(1l.11)— aanwore

sintatica(sintae abstracta) dafraseconcieta(1.9).
Emresumoamaneiranaisabstractdi.&ecorbmica,sempormenoresesnecessios)

dedescreeraestruturasintaticade um objectocomplicadadavidareal(e.g. uma

instituicdo bandria),de umalinguagem(de comunicades,de programagaoetc)

etc.é atravésdaconstryéodeumaassinaturd.

Exercicio 1.8 Dadaumaassinatur& : Q@ — S* x S onde

S = {sr}

Q = {1,0,0,2}
20) = (<>,s)
N(1) = (<>,s)
2(2) = (<>,71)
(o) = (<s,s>,71)

construao respectio diagrama-ADX enumergodosostermosdacorrespondent® -linguagem.
O
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Exercicio 1.9 Estudou-sexcimacomoumagramaticade conteto livre G podeserabstractamente
caracterizadporumaassinatur& ¢, bemcomoarela@oqueexisteentreL g — alinguagemgerada
por G — eo conjuntodetodosostermosemWy,, .

E sabidodaTeoriadasLinguagensjuea mesmdinguagenpodesercaracterizadpor maisdo que
umagrandtica,i.e
Lg, = Lg, # G1 = G2
Em quemedidasepodeafirmarque

WEGl = W)]G2 =G =Gy ?

Justifique.
O

Exercicio 1.10 Construaa assinaturalgébricacorrespondentao seguinte fragmentoda granttica
dalinguagemde programa@o PASCAL, expressosobrea formade um grafo de sintaxe, ondelnst &
0 nao-terminabarainstru@®ese Exp € 0 nao-terminaparaexpres®es

Inst > until Expr —>:
Inst i
(D —() |

Paraterminar refira-sequetodaa esgecies € S semconstrutoresiumaassi-
naturaX conduzaWsy, ; = §, cf. (1.10).Issocorrespondeemtermosgramaticais,
anaoapresentarmoguaisqueprodu®esparaum dadonao-terminal.Porexem-
plo,emXsgrp teremos

WESGIB,IdConta, = WESGIB,TitulCL‘I‘ = WESGIB,Quantz'a = @

Querdizer, paraaespecificagode SG I B ficarcompletase@necesarioenrique-
cero diagramadaFigural.3comosconstrutoreslessagspecies.Massubsistem
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problemaemXsg p: tamEmWy,,,, sistema = 0. ISSOACONtEC@OrqUENOS
esquecemode umaconstante

inic :— Sistema

gue correspondeao “banco vazio”, i.é aindasem contas,ou seja, a primeira
configura@odeumbancoespecificadpor X sgrp. A razopelaqual,semquais-
guerconstantes esgecieSistema ficavaziadetermosentendersearesolhendo
0 exerdcio quesesegue.

Exercicio 1.11 Com basena formula(1.10), concordaou discordada seguinte afirma@o: “Numa
assinatua, & vaziadetermostodaa esgeciepara a qual ndo sdo fornecidasgquaisquerconstante’s. ?
O

1.2.4 Representa@ode Termospor Expres®es-S

Vamosagoraver umaestraégiasimplespara“programarmos’directamentana
linguagemabstractaquenosé transmitidapor Wy, 0 quefaremosomrecursca
linguagenL 1sp paracomputa@osimbdlica.

Em LisP existe um (nico suportepararepresentgio de informago, desig-
nadopor expres$§io-S— abreviaturade “expres§o simholica” — de acordocom
asintae sgguinte;

(Expres&io-§ == (Atomo) | ( (Expres#&io-§*) (1.12)

ondese consideraum (Atomo) todaa unidadede informagio indivisivel, néo-
estruturaddi.é “atbmica”). Por exemplo, sdo &tomosos inteiros e 0s ‘strings’
alfanurréricos,e.g. 10, -5, x12, Sun3@16Q Dao-sea seguir exemplosde
(Expres&io-S naoatbmicas:

0

1)

(1 um 2 dois)
1 @2 G @)

Vejamosagoracomoé simplesrepresentaqualquertermot € Wy poruma
expres§io-S,paraumadadaassinaturd : Q@ — S* x S. Em primeiro lugar,
todoo simbolode operag@o f € 2 & representadpelo correspondentatomof .
Vamosdesignarpor {t} arepresentgin em expres§io-Sdo termot. Sejaagora
t= f(t1,--.,t,). Teremosaseguinteregradetradu@o:

{Ft,- )y = {t1}---{tn} )
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Porexemplo,

{sqrt(17)} = (srqt 17)
2x@B+a)} = ¢ 2 (+ 3 )

e arepresentgimemexpresio-Sdotermo(1.11)atrassea
(seq (atrib X zero) (ciclo (valor  x) nada))

Capitalizanddudoo queaté aquiseviu, podemosglizerquequalquerfrasede
gualquetinguagem(independentdeconteto) podeserrepresentadaor umaex-
pres8io-S.Estapropriedadeéuniversal”’ dasexpres®es-Sé exploradano proprio
L1sP, cujosprogramasao— elesproprios— expres®es-SPorexemplo,a ex-
pres§o-S

(defun fac (n) (f (eg n 0 1 (* n (fac (- n 1))

designagemLisP, adefinicdorecursvadafunciaofactorial:

def [ n=0 = 1
fac(n):{n>0 = n X fac(n—1)

Daquiresultaumaeconomiaconceptuabprecawvel: umalinguagem,umadnica
estruturade dados,a quenao € alheioo sucessa@rescentelalinguagemnosdias
dehoje.

1.3 A Senmantica

Em tudo o que acimase exp0s, a especificago que fazemosde um sistema—
atribuindo-lheumaassinatura, por ineréncia,definindo-lheumalinguagem—
€ meramentesimbblica, ou seja, carecede “significado”. O termo“semantica”
costumaserusadoparadesignam fasede atribuicao de significadosasentidades
sintaticas'®. E nestafasequeseprocuraumaconstryéodaforma

sintaae ——— senantica
significado

Comosevera, ha variasformasde dotarumaX-linguagemde significado.A
quesevai ver nestecagdtulo introdutrio é talveza maisintuitiva e maissimples,

130 estudoda Sen@ntica, na Linguistica, datado seculo passado®. ..c'estsur le corps et sur
la formedesmotsquela plupart deslinguistesont exercé leur segacit; leslois qui presidenta la
transformationdessens,..., ont et laissesdansl’'ombre... Commecetteétude aussibien quela
phonetiqueet la morpholgie, mérite d’avoir sonnom, nousl'appeleions la semantique.. c'esta-
dire, la sciencedessignifications. (Michel Bréal,1883).
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por selimitar a seguir a tradicgdo cienffica secular(e.g. da Fisica, dasCiéncias
da Engenharieetc) de raciocinarsobreo mundofisico com baseem modelos
matenaticos.A principaldiferen@ é que,naFisica,CiénciasdaEngenhariatc,
o universode discursoé “continuo” e “infinito” (cf. e.g. dominios comoespao
e tempQ, o0 que contrastacom a naturezadiscreta do ‘software’, impostapela
finitude dasmaquinasondeesteest condenada corret

Istoexplicaqueosformalismosequeridopelosmodelossen@nticosdo ‘soft-
ware’ pertenam ao dominio da Algebrae da Matematica Discretae, no nosso
casoe nesteconteto, ateoria“‘ingénua’dosconjuntos g naoaoclassicocalculo
diferenciale integral.

Come@remosassimpor rever e sistematizans conceitoslateoria“ingénua”
dosconjuntogquesero Uteisemespecificagoformal.

1.3.1 Nogdesde Teoria “Ing énua” de Conjuntos

A classede todosos conjuntosfinitos (ou infinitos numeaveis)daremoo nome
deSets'.
Dadosdois conjuntosA e B, entenderemosomoelementaia nogo de fun-

¢ao, ou aplicad@o f de A paraB, quesedesignaa por A <y Bou f:A—>
B. A aplica@oidentidadesobreum conjunto A, queseia designadgor 14 ou
simplesment@or id quandoA estiver subentendidajefine-sepor

1 : A— A
4 def (1.13)
la(a) = a

A composjéo de duasaplicadesf : A - Beg : C — A éaaplica@o

fog:C — Btalque

(fo9)(c) = f(g(c)) (1.14)
paraqualquerc € C. OsconjuntosA e B dir-sedoisomorfos escreendo-se
A = B, see sb sefor possvel estabeleceumaaplicadéode A paraB, oude B
paraA, quesejaumabijecgo.
ConstrugdesPrimiti vas

Assumiremosjue,seA e B sdoconjuntosemSetsenfiofazemsentidoasconstru-
cBessquintes:

- 0 seuprodutocartesiano

Ax B={{a,b)| a€ ANbe B} (1.15)

14seguindoa terminologiade [AKM81], por um conjuntoinfinito numeéavel entendemosim con-
juntocujocardinal| A| éigualaRg, i.e aocardinalde IV.
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- asuauniaodisjunta
A+B=({1}x AU ({2} x B) (1.16)
- aexponencigéo:
BA={f| f:A— B} (1.17)

ondeaqui A & um conjuntofinito e f : A — B & a designaao deuma
qualqueraplicaéode A em B, i.étal que

aeA = f(a)eB
fla)# fla) = a#d

Admite-seaindao conjuntovazio ) (tamkemdesigravel por {}) e, paratodo
o nimeronaturaln € INg, 0 conjunto

n={L2,...,n}
designadsegmentanicial de IV induzidoporn. Note-seque
0 =0
n+l = {n+1}un

Semprequefor claro pelocontecto, escreeremos'n” emlugarde“n”. E, pois,
naturaldesignarmogor 0 o conjuntovazio. Note-seaindaqueo conjuntodos
valoresbooleanogisomorfode?2,

{V,F} =2

0 que explica que, quandofor claro pelo contexto, escreamos”2” como abre-
viaturade {V, F'}. Designaremogpor condigo ou predicadotodaa aplicago
p: A — 2, parad qualquer

ProDUTO CARTESIANO (A x B)

Ao produtocartesiangl.15)esBioassociadaasrespectiasprojecdesm; €,

A& AxB B (1.18)
taisque
m((a,b)) = a
m2((a,b)) = b

Da mesmaforma que, dadosdois conjuntosA e B, sepodeconstruiro seu
produtoA x B, tamkemfazsentidoconstruiro produtof x g deduasaplica®es
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f:A— Ceg: B— D, equecorrespondé& aplica@ode f edeg “em
paralelo”:

fxg : AxB—CxD
Fxg(ab) = (fa),g(d)

Outraagrega@o funcional associadao produtocartesiand® & a chamada
constry@o defunges designadd f, h) eque,paraf : A — Ceh: A — D,
temo significadoseguinte:

(1.19)

(fhy : A—CxD
def
(f,h)(@) = (f(a),h(a))
Paraaléemdasuautilidadenaconstry@o de especificades,estasconstrydées
funcionaisgozamde propriedadesgjue serevela@o muito Gteisnoscalculosque

guereremofazersobreessagspecificabes.Maisdoquelistaressapropriedades
e ltil percebensuaorigem.Atente-separaesseefeito,nodiagramajuesesegue:

(1.20)

™ 2
B Bx FE FE
J Jxi i
T 2
C CxD D

f (f,h) h

Repare-seantesde mais, que asfungdespresenteso diagramaesto coerente-
mentetipadas As sgguintesquatropropriedadeglementares,

mo(f,h) = f (1.21)
mo(f,h) = h (1.22)
mo(jxi) = jom (1.23)
mo(j Xi) = iom (1.24)

15 As constrydesqueestamosiapresentanaosuigemaoacase— corresponderaconstryéesuni-
versaiqueseexplicamfacilmenterecorrenda TeoriadasCateyorias[Mac71] mascujafundamenta-
cao,contudo preferimosocultarparaja.
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correspondena leituradosquatroparesde caminhosalternatvos entre“n6s” do
grafo. Porexemplo,para“irmos” de A paraC temosduasalternatvas: directa-
menteatravésde f, ou passandor {f, h) e depoispor 7;. Daquiinfere-sea
primeiralei e assimsucessiamente.

Se combinarmosrerticalmenteas setasdo diagramaobtemoso facto, mais
elaboradogueseseyue:

(G xi)o(f,h) = (jof,ioh) (1.25)

Seacrescentarmosfuncdok : FF — A aodiagramee nelerepresentarmosas
composjbesf o k e h o k seremogonduzidos:

(fyhyok = (fok,hok) (1.26)

O produtobinario A x B € extensvel ao produtofinitario 4; x ... x A,,
paran € IN, tamkem desigravel por II?_, A;, ao qual esto associadagantas
projec®esn; quantososfactoresnvolvidos.

Napraticadaespecificagoformal, usam-senuitasvezegprodutoscartesianos
prefixadospor selectoes paramelhor legibilidade. O efeito &€ o seguinte: se
definirmosC = A x B temosimediatamenteisporiveisosoperadoresarbnicos
deselec@om; ens,

A C B

comoacabamoslever. Alternatvamentepodemoglefinir
C=2P:AxS:B
Nestecaso,0sselectore$anbnimos”n; e m, passafioadesignaise
AL cS B

Comoa escolhadosselectoregP,S, etc) é livre, desdeque sendo repitamno
mesmoproduto, a legibilidade do texto podeaumentarsignificatvamente sem
contudoperturbar seusignificadomatenatico.

UNIAO DISIUNTA (A + B)

Paraaunidodisjuntad + B o diagramg1.18)passaaser

A% A+B&EB (1.27)
ondeduasclausulas
ir(a) = (l,a)
. 1.28
i2(0) = (2b) (1.28)
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definemascorrespondente$njeccdes”. Dualmenteao quefizemosacimapara
o produtocartesianofaz sentidoa constryéo funcional f + g definidacomose
seue:

f+9g : A+B—C+D
lef =i1(a) = i1(f(a)) (1.29)
Fra L EZhl 3 nr)

Da mesmdormaqueassociamogao produtocartesiana construéo defun-
coes((h, g)) podemosassociai uniao disjuntaa chamadaalternativa(ou esco-
lha) defungdes,quesedesigngpor [ h,g ], parah: A— Deg: B— De
temo significadoseguinte:

[h,g] : (A+B)—D
def z=141(a) = ha) (1.30)
[hgl(z) = { z=is(b) = g(b)

Tal comoaconteceparao produtoCartesianofamkem nestecasoum dia-
gramanosajudaa encontrams propriedadedasicasdasconstrydesfuncionais
associadaa uniaodisjunta:

il i2
A A+B B
! f+g g
il Z'2
C C+D D
m [m,n] n
E

Repare-sgueestediagramee “semelhante’ao do produtoCartesianomascom
todasassetasnvertidas,projec@®essubstitidaspor injecdes,“+" emlugarde

“x" e finalmente;[...,...]" emlugarde“(...,...)" 6. Tersed:
[fih]loin = f (1.31)
[fh]oiz = h (1.32)

18 Dois diagramasiestasassimrelacionadoslizem-seduais Naturalmentajue,parapreserarmos
os mesmossimbolosem ambosos diagramasp mesmosimbolo de fungdo designacoisasdiferentes
emdiagramadgliferentes.
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[ Sets | PASCAL CIC++ | Descrigoinformal ||
record struct  {
P: A; A first; . )
AxB S: B B second; Records
end; ;
record struct  {
case int tag; /* 12 *
tag: integer union {
A+ B of x = A ifA; ‘Records’variantes
1. (P:A); B ifB;
2:  (S:B) } data;
end; }
B4 array[A]  of B ..[A] ‘Arrays’
A+1 A A *.. ‘Pointers’
Figural.5: SETs versuslinguagensie Programago.
j+i)oiy = d10j (1.33)
(j+i)oiz = igoi (1.34)
assimcomo
[f,hle(G+i) = [fojhoi] (1.35)
ecomo
ko[f,h] = [kof,koh] (1.36)
etc.

A unidodisjuntaA + B é extensdvel a“somafinitaria” A; + - -- + A,, para
n €N, taml:’emdesigriivelporzg‘:1 A;, aqualestoassociadamntasnjecdes

i; quantosostermoservolvidos.

A Figural.5apresentamaanalogiaentreasconstrydesprimitivasdanota-
cao que estamosa definir e a nota@o paradefinico de estruturagie dadosem
linguagengle programaéo estruturadasaquiexemplificadasmPascAL e C.

Exercicio 1.12 Demonstreou refuteasigualdadesle fungdesqueseseguem relatvasa constryées

funcionaisatrasdefinidas:

(foh)x(god) = (fxg)o(hxi)
laxp = 1laxlp
(frg)oh = (foh,goh)
mo(f,g) = f
m2o(f,9) = ¢
(foh)+(ged) = (f+g)o(h+i)
lav+B = la+1B
(xi)o(f,h) = (jof,ioh)

(1.37)
(1.38)
(1.39)
(1.40)
(1.41)
(1.42)
(1.43)
(1.44)
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ConstrugdesDerivadas

Combasenestasio@esprimitivas,podemogprogredirparaasseguintesconstru-
cBesderivadas:

osconjuntosde elementosle A:

24 =~ (K| KCA} (1.45)

asrelag@desbinariasde A paraB:

24xB (1.46)
- asfung@esparciaisde A paraB:
A—B= ] B¥ (1.47)
KCA
- assequenciasde elementosle A:
A= A" (1.48)
n>0

CONJUNTOS E RELAGOES

As constrydes(1.45) e (1.46) sdo conhecidasla teoriaelementade conjuntos,
comosoperadorefabituaigaiscomoa intersecéo(N), reunéo(U), etc. O op-
eradorcard (cardinal) realizao calculodo nimerode elementosieum conjunto.
Semprequecard(z) = 1 dizemosquez & um conjuntosingular E sempreque
x @um conjuntosingular faz sentidoescreer the(xz) comodesignadodo Unico
elementquez coném.Ouseja,

the : 24 — A (1.49)

éumoperadotal quethe({a}) = a.
Damesmdormaquede A dervamo24, tamkemde f : A — B derivamos
o operador2/, dito imagemdadapor f, daformaseguinte:

2f . 24— 28 150
2@ ¥ {f(a)| a€x) (50
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Ocasionalmentegyoderemogscreer f[z] emlugarde2/ (z).
Semprequer & umarelago em 24%B, =1 designaa inversader, i.&, a
reladoem28x4 definidapor

r~t = {(b,a) | {(a,b) €7} (1.51)

E acomposj@odeduasreladesr € 24%8 es € 28x¢ designadgorr o s, éa
rela@o

ros & {(mp),m@)| perrgesimp) =ml@} 152

No casogeral ndo temosapenageladesbinarias(24* ) massim relades
n-arias(241%--*4») Estasshioum modelomatenaticocorvenienteparaavulgar
apresentgotakular dainformag@o. Porexemplo,atabela,ou quadro:

(1.53)

A ESHES]
ISHRSHES
Qoo

corresponde objectomatenético

r = {{a,b,c),(a,d,e),{f d, g)}

Parareladesn-ariasse@ corvenienteretermosas seguintesdefinigdesdos
habituaisoperadoreselacionaisde projec@ad/selecéo;

n
p,r,oj . ﬁX2A1><...><An N U2A,

=1

proj(i,t) € {m(r)| r et}

= 7r,-[t]
= 2m(t) (1.54)
e
sel . (i Ai) x 2A1><...><An N 2A1><...><A,,
i=1
sel((i,a),t) < {ret| a=m(r)} (1.55)

Exercicio 1.13 Demonstreou refuteasigualdadeseguintesrelatvasa construtoresjuesereferiram
acima:

olfog) — of 599 (1.56)
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B
K f Gﬂ@

Figural.6: Umafuncaoparcialfinita f € A — B

200) = 0 (1.57)
Y@uy) = 2/(@u2f(y (1.58)
2(@ny) = 2/ (@)n2/(y) (1.59)
(ros)™ = s7lopr™? (1.60)
ro(sUt) = (ros)U(rot) (1.61)

ro = 0 (1.62)

FUNCOES PARCIAIS FINITAS

Consideremosagoraa constry@ao(1.47).Sef € A — B, enfio f €umaaplica-
cdof : K — B paraalgumK C A, cf. Figural.6. Ouseja,sea € K, enfio
f(a) € B. Esea € A — K? Quedizerde f(a)? Naverdadeafungdo f est
indefinidaparaessewvalores.Porissochamamogarciais asfungdesemA — B,
pois nao esto totalmentedefinidassobre A. Dizemosque K € o doninio da
funcao f acima,

K = dom(f) (1.63)
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e que f sb esh definidasobreesseseudominio. O contra-doninio de f se@,
eno,0 subconjuntale B definidopor

rng(f) = {f(k) | k € dom(f)} (1.64)

Comovimosatras,dadaumaqualqueraplica@o f : A — Be S C A, 27(S)
designaaimagemde.S dadapor f. Parafungdesparciaisf : A — B se@preciso
garantirqgueS C dom(f) etersed, trivialmente,

2/ (dom(f)) = rng(f)

Note-seaindaque, se duasfungdesparciaisf e g sdo coerentes enfioa sua
unido f U g esatamtemdefinidade acordocomasdefinidesseguintes:

Definicdo 1.5 (FungbdesCoerentes) Duasfungesf : A =~ Beg : C = D
dizem-seoelentessempe que

Ya € dom(f) Ndom(g) : f(a) = g(a)
Nitidamentesedom/(f) N dom(g) = @, enfio f e g sdocoerentes.O

Definicdo 1.6 (Unido de Fungdes) Seduasfungesf : A =~ Beg: C — D
sdo coeentesentio & posdvel definira suaunido, queé a funggo

fug : AuC—-~BUD

of [ fla) < a€dom(f)
fugla) & {g(s) P ZedZZ(g)

Paraquaisquerf e g (e.g. nao-coerentes costumedefinirumageneralizago
daunido,asobeposiéo f 1 g, comoseseue:

def [ g(a) <« a€dom(g)
f1ga) = { fla) < ae€ (dom(f)—dom(g)) (1.65)

Vé-sepois, que,paraargumentonde f e g entramem conflito, osvaloresde g
sobrepoem-saosde f. No limite, umafungcdoparcial f podeé estartotalmente
indefinida,ou seja,dom(f) = 0; sb existeumafungdo f nestascondides— a
aplica@ovazia

()

— guesecostumaambiemrepresentapor| ].

Exercicio 1.14 Demonstrea validadedosfactos(A.31) a (A.43), queconstando apndiceA, e que
sereferemaosoperadoreslefungdesparciaisfinitas queseacabandereferir.
O
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As fungdesparciaispodemtambemserdefinidagpor extensio, e.q.
a b c
1 2 3
(1)
i+1 i€n

Doisoperadoresiteissobrefungdesp emA — B saoosderestridio,umdito
derestricdo positivg

ou por compreengo, e.g.

fef a
°15 = ( ¢(a) )aedom(qs)ns (1.66)

e outrodito derestricio negativa,

p\S © ((b("a)

Damesmaformaquede dois conjuntosA e B derivamosa constryéo A —
B, tamtem,dadasduasaplicadesf : A — C eg : B — D, podemosinda
definiraconstryéo f — g, comoseseyue:

) (1.67)
aEdom(¢p)—S

f—9 : (A=B)—(C—D)

def f(a) ) (1.68)
N o —
=00 = (0 ) s
A Unicarestridoé que f sejainjectiva, por formaagarantirque f — g sejauma
fungdoe naoumarelag@o!”. Aceitaremosd — g e f — B comoabreviaturas
de,respectiamentel 4 —~ ge f — 1p 8. Logo

N o d:ef a
A=00  (ta )o (169)

(f ~B)o) ¥ ( (Jj’ggg ) s (1.70)
acdom(o

Exercicio 1.15 Demonstrea validadedosfactos(A.44) a (A.64) — ver apendiceA — sobreos
operadoresgerestri@o definidospor (1.66)e (1.67).
O

17Masveja-seo Exerdcio 1.51a esterespeito.
18Toda estanotaio e suasconstrydese “abreviaturas” encontraa suaexplicagio na nogo de
functorentreduascatgoriasqueasec@o8.6trara, a seutempo,a consideragodo leitor.
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Exercicio 1.16 Mostrequea coegénciaentreduasfungdesf e g (definicdo1.5) podeserdefinidapela
relad@o
def
fAg = f | dom(g) = g | dom(f) (L.71)
Seila A umarela@otransitva? Justifique.

O

Exercicio 1.17 Demonstreurefuteasseguintesgualdadespndeletrasmailsculagiesignanesgecies
dedadose mintsculaslesignanfungdes:

A—=(fog) = (A—=flo(A—y) (1.72)

domo(f = A) = 2fodom (1.73)
rngo(A—f) = 2f o rng (1.74)
domo(A—f) = dom (1.75)

rngo (i — B) = rng (1.76)
(A=fle]S) = {(A=N)IS (1.77)

(A= florUoz) = (A= f)(o1) V(A= f)(o2) (1.78)
(f=D)o(A—=g) = f—gq (1.79)
(A=) 1A= ) = (A=f)lotT) (1.80)
A—=(lg) = la-s (1.81)

SEQUENCIAS FINITAS

A constryéo (1.48) permite-nosver seq@nciascomo sendoaplica®esde um
sggmentoinicial de IN numdadoconjuntoA. Porexemplo,seA = {0, 1}, en&o
aseqéncia

<0,0,1,0> € A*

“&”, nofundo,aaplica@os € A* seguinte:
(1 2 3 4
=\ o010
Um casoparticularde seqiénciaé a seq@nciavazia<> € A9, ie.

<=()

As seqi&nciasacimaforam descritaspor exten$io, a semelhana do que &
habitualfazercom conjuntos e.g. {0,0,1,0}. Masé 6hvio que<0,0,1,0> #
{0,0,1,0} = {0,1}. Damesmamaneiraqueum conjuntopodeserdescritopor
COmpEeenso, eg.

{f(@)| =€ Anp()}
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ondep : A — {V, F'}, tamtemumaseq&nciao pode,usando-s@ nota@o
<f(z) |z + s A\ p(z)> (1.82)

ondes € A* éumaseq@&ncia.A expres&o(1.82)designeatransformaéopor f
dasub-seqgénciade s cujoselementosatishzemp. A abreviatura<f(z) | z +
s> podeusarsesemprequep(z) = V, paratodoo elementadez des. Note-se
gue,comos & umaaplica@o,podemogoncluirque

<f(z)|z+s>=fos (1.83)

onde"o” designacomposjéodeaplicagdes Maisaindapodemosgualar(1.83)
af*(s),ondef*, paraf : A — B, éaconstry@oqueestended* aaplicades:

ff . A*— B* (1.84)
Fs) € <fl@)|aes> '
Algunsoperadoresobreseq@nciassao Uteis,comopor exemplo:

1. length : A* — INy quedao comprimentadeumaseq@ncia;ses € A™
enBolength(s) = n.

2. head : A* — A quedaacabeadeumaseq@éncias € A™ desdegue
n > 1; éclaroquehead(s) = s(1).

3. tail : A* — A* quedao restode umaseq@ncias € A™ desdeque
n > 1; teremogjue

] 1 2 ... i ... n—1
tazl(s)=<3(2) s(3) ... s(i+1) ... 3("))

4. cons : A x A* — A* quecolocaum dadoa € A acabea de uma
seq@ncias € A™; assimcons(a,s) € A"l e

1 2 ... i n+1)

¢ s(1) ... sG—1) ... s(n) (1.85)

cons(a, s) = (

5. elems : A* — 24 quedao conjuntodetodososelementopresentesuma
seqncias, ouseja

elems(s) = {s(i) | 1 <i < length(s)}

Destasconstrydesresultampropriedadesomoasqueselistamno apandiceA,
sec@oA.4, e quesero Gteismaistarde.
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Prioridades

Parasimplificarasexpres®esem Sets por diminuicdo do nUmerode paénteses,
corvenciona-sa seguinteprioridadedosoperadores:

*

x|

Assim, por exemplo,aexpres&o
X 2 A2 xB*+C
abrevia aexpres$io
(X = (A% x (BY) +C

etc.

1.3.2 Senantica por Modelos

Comoacimaantecipamosy calculodo significadode umafrasegeradgoor uma
assinatur& farsed, nestatécnicasenéntica,recorrenda teoria“ingénua’dos
conjuntogfinitos. Antesde mais,torna-senecesariaa seguintedefinicdo.

Definicao 1.7 (X-algebra) Seja¥ : O — S* x .S umadadaassinatua. Diremos
queo par A = (As, Aq) €umaX.-algebra desdegue:
1. Ag sejaumaaplicaggo de S emconjuntosfinitosde Sets

2. Aq sejaumaaplicagdo de Q2 emfundes(emSet3d deconjuntospara con-
juntos,e

(a) paracadac € Q tal queX(o) = (<s1,...,8,>,5), severificaque
afungio emSetscorrespondentedq (o), “r espeitaa funcionalidade
dec”, querdizer;

AQ(U) : .As(sl) X .AS(SQ) X ... X As(sn) — As(s) (1.86)

ou seja,verifica-seo diagramaquesesejue:
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Sempe que nao resultar confugio, omitiremosos indices() e S em A e Ag,
respectivamentéor exemplo,a expres$io (1.86) podeesceverse semambigu-
idade

Ao) 1 A(s1) X ... x A(sn) = A(s)
poissabemosjuec € 1 es; € S,s, € S,... etc. O

E imediatoapercebermo-nague umadadaX.-algebraA da significadoa ¥, na
medidaemque:

- As(s) indica,paratodaaespecies € S, qualo conjuntode objectosa cuja
especiesedeuo nome“s”. Porexemplo,aodeclararmos

As(Quantia) = INg

(cf. ¥serB acima)estamosm dizerqueo “significado” deumaQuantiaé o
nimeroquerepresenta seuvalor numadadaunidademoneéria.

- Aq(o) indicaafungao“significado”atribuidaaumdeterminadasimbolode
opera@o. Porexemplo,setivermosAs(Bool) = {0, 1}, podemosiefinir

1|0

Aa(-) = —‘—i’i

paraindicar que“—" & o simbolo escolhidoparadesignara opera&o de
complementgio entrebooleanosPodamaoster escolhidd neg” ou“not”
emlugarde“—". Assimcomopodamoster arbitrado

Aa(—) =

0|1
00
masnestecasoo significadodadoa — & contra-intuitvo, poisnao coincide

coma “cargasenantica”de —. Relembra-seuea GnicarestriGoformal-
menteimpostaa.Aq(—) € que,sendo

- : Bool — Bool

ento.Aq(—) teraqueter afuncionalidade:
Aqa(=) :{0,1} — {0,1}

cf. aexpres§io(1.86).



1.3. A SEMANTICA 35

Sempreque, paradarmossignificadoa uma dadaassinaturaZ, definimos
umadadaX.-algebraA, dizemosque damosum modelode ¥. Por isso esta
técnicade sen@nticaalgébricasedesignanormalmentepor senainticapor mod-
elos(‘model-oriented’)!?.

Vejamosum exemplo,voltandoa assinatur& sgrg (1.4) constridaanterior
mente.Porinspec@o, é facil verificarquea seguintedefinicdodeum modeloA é
defactoumaX s p-algebragualquemuesejao preenchimentdasreticéncias:

As(Quantia) = INp
As(Titular) def
Ag(IdConta) def
Ag(Sistema) = A(IdConta) — (2A(T#wlar) o A(Quantia))
Aq(inic) ef ( )
def ke€dom(c) = o
Aq(abertura) = A(k,t, o). (k€ dom(0)) = oU ( ({tlf 0 )
Aa(fecho) % Ak, 0).0\ {k}
Aq(depbsito) def Ak, q,0).
( k€dom(c) = let x=o(k)
ty = m1(z)
< Qg = T2 ($)

. k
o UT( (trsqr +q) )
\ —(k €dom(c)) = o

Agq(co-titular) = A(k,t,0).
( kedom(oc) = let zx=o(k)
ty = mi(x)
< 9k = 7T2($)

. k
ot (ot )
\ —(k €dom(c)) = o

Aq(levantamento) = A(k,q,0).
k €dom(oc) = let x=o(k)
ty = m1(z)
qr = m2(x)

k
. < =
in 1= UT( (tk,ar — q) )
a>q, = 0
—(k € dom(o)) = o

k € dom(o) = wa(o(k))
k € dom(c)) = 0

Aq (balanm) def )\(k,U)-{ ~(

19A designa&@o“semranticadenotacional’sed tamkemutilizada,ver maisa frentea Seg&o1.3.4.
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Exercicio 1.18 Relatvamentea X gy g-algebrad acima,
1. Expligue,porpararrassuasasenanticade cadaopera@o.

2. Repargguebalan® naodistingueumacontainexistentede umacontaexistentecomsaldo0.
Revejaaalgebrad porformaatal acontecer

Exercicio 1.19 Construaum modelosenéntico— i.e umaalgebrad — paraaassinatur& g obtida
no Exerdcio 1.4.
O

Exercicio 1.20 Umatabelarelacionalé um conjuntode tuplos, sendoum tuplo umaatribuicao de
valoresa atributos. Podemexistir atributosomissospor exemploo atributo C' no segundotuplo desta
tabela,

(A]B[C]

al | b1 | cl
al | b2
a2 | bl | ¢3
a2 | bl | cl (1.87)
al cl
a3 cl
bl | c2

eoutros.

Pretende-sespecificao problemadagera@o de histogramaselativos aosatributosde umadada
tabela.Porexemplo,dadaatabelal.87,tém-seos seguinte histogramagparaosatributos A, B e C,
respectiamente:

o3 N | 2 Il
«2 I > p2 N c3
«1 I ; p1 I c1 I

EspecifiguaimmodeloA : ¥ — Set paraasgyuinteassinatura,

valores : Atrld x Tabela — Valores
atributos : Tabela — Atrlds

contagem : Atrld x Valor x Tabela — Nat
histograma : AtrId X Tabela — Histograma



1.3. A SEMANTICA 37

quepretendexibir afuncionalidadeguesepretendee deacordocoma sen@nticainformal sgguinte:

valores(a,t) — deveraretornaro conjuntode todososval-
oresqueocorremnacolunaa databelat,
ondea designao identificadordo respec-
tivo atributo;

atributos(t) — deverd retornar o conjunto de todos os
atributos que ocorremem pelo menosum
tuplodatabela;

contagem(a,v,t) — calculao nimero de ocorénciasde um
dado valor v na colunaa de uma dada
tabelat;

histograma(a,t) — fornece o histogramado atributo a na
tabelat.

1.3.3 Classedle Modelose sualnter pretacdo

Paratornarmosexplicita a assinatur& de que umadadaalgebra4 & modelo,
escreeremossempre

A:Y — Set
Ossayuintesdoiscasogarticularesle X -algebragerdoum interessespecial.

Definicdo 1.8(Modelo Trivial) Seja¥ : Q@ — S* x S umaassinatua. Ax-
algebra 7 tal que paratodoos € S

Ts(s) ={1}
(ondel € IN), eparatodoo o : 51 X ... X 8, = s €M,

Ta(o) : {1}" = {1}

(1, 2n) ~ 1
da-seo nomede modelotrivial deX. O

Definicdo 1.9 (Modelo Inicial) Seja¥ : @ — S* x S umaassinatua. Seja)V
a ¥ -algebratal que

Ws(s) = WE,S
paratodos € S e parac € Qtalques : sy X ... X 8, — 8,
WQ((I) : WE,sl X ... X Wg’sn — Wz),s

<t1,...7tn> i O'(tl,...,tn)
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Facilmentese entendejue cadaoperador de W &€ umaoperagao de constry@o
sintatica determosa partir de sub-termosintaticamenteompatveis. A algebra
W damoso nomede modeloinicial de X, por raesqueseentendedo futura-
mente O

DuasX.-algebragpodemestarrelacionadagntresi peloconceitoseguinte:

Definicdo 1.10(X-homomorfismo) SejamA : ¥ — Set eB : ¥ —» Set
duasX-algebras,para® : Q@ — S* x S. Sejah = (hs)scs umafanilia de
fung@@esemSetscomas seguintespropriedades:

- paracadas € S,
hs : A(s) = B(s)

- paracadac € Qtalqueo : sy X...x s, — s, verifica-sequeh “r espeita”
afuncionalidadede o, ou seja

hs(A(o)(x1,...,zn)) = B(o)(hs, (x1), ..., hs, (Tn)) (1.88)

cf. o diagrama:

Ald) = A(s1) x ... x A(sp) — A(s)
4 hs, | hs, 4 hs
B(o) : B(s1) x ... x B(sp) — B(s)

Entao h diz-seserum homomorfismale A para B. Esceveremosh : A — B
para designarqueh € umhomomorfismoe A e 3. O

Definicdo 1.11(X-interpretagio) Seja,na definido anterior, A = W. Ento
cada
hs : Wz;,s — B(S)

cornvertetermosdeesfecies emvaloresde B(s) e étal que

hs(o(x1,...,20)) = B(o)(hs, (®1), ..., hs, (xn))

Querdizer cadatermoo(xy,...,%,) € corvertidonumvalor de B(s) deforma
estrutural ou seja,combinandovia B(co) osvaloreshs, (z;) emqueforam con-
vertidostodososseussubtermos; (1 < i < n).

A estecasoparticular dehomomorfismdamoso nomedeinterpretaéo?® de
3-termosnumaédlgebra B. O

20porvezestamiemdesignadaegra de calculo, ou detradugo.
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Semprejue,paratodoo s € S, afuncdoh, deumhomomorfisma: : 4 — B
é sobrejectra(em B(s)) dizemosgueh & um epimorfismose,alemdisso,h for
injectiva, eno h recebeo nomedeisomorfismo

Vamosestarparticularmenténteressadona classede ¥ -modelosB tais que
h : W — B éumepimorfismoNestesasodiremosgueB € umaalgebragerada
(indutivamentepor termos no sentidoem que,paraum qualquenalorv € B(s)
(s € S) existe— peloargumentode sobrejectiidadede b, : Wx ; — B(s) —
umtermot € Wy , tal que

v = hy(t)

Um casoparticularde algebrageradapor termosé a propria algebradostermos
W.

Paraalgebragjeradagpor termosexiste um métodomuito Gtil dedemonstra-
caodefactos,querecebeo nomedeindugio algebrica Estemétodode indugio
€ um casoparticulardo métodode indugdo estrutual sobreuma ordembem-
fundada?! e consisteemprovaravalidadedeumfacto f, qualquer?:

Vv € B: f(v) éverdadeiro

corvertendo-eem
vVt € W : f(h(t)) éverdadeiro (1.89)

ondeh : W — B @umepimorfismo— queé (inico,alias?® — e usara estraégia
seyuinte:

1. CasogdeBase t = 0.
Provaro facto(1.89)paratodoo ¢t = o, ondes € umaX-constante;

2. Saltolndutivo: t = o(t1,--.,t,), paras € Qtalques : s1 X...X s, = s,
et; € W(s;), paratodoo1 <i < n.

(a) Hipotesedelndugdo: suporque f (hs, (t;)) €verdadeirgaral < i <
n;

(b) Demonstraruea hipotese(2a)é suficienteparaprovar

f(hs(a(tla s 7tn)))
O

Vejamosum exemplonademonstrg&odo proximo teorema.

2lVerExerdcio 1.22.

22 f sef, normalmenteumafarrilia S-indexadade predicadoscomo se vera em exemplosmais
adiante.

23Comosevera adianteno Teoremal. 1.



40 CAPITULO 1. FUNDAMENTOSDE ESPECIFICARO ALGEBRICA

Teoremal.l(Unicidade de ¥-intr epretages) SejaB : ¥ — Set umaX-
algebra. Entdo o homomorfismo

h:W-—=B

€ tinico.

Demonstra@o: Bastaprovar queoutro qualquerhomomorfismaé' : W — B
coincidecomh, ou sejaque paratodoo s € S, afundo bl &a mesmgungio
queh,. Comotantoh, comoh/, terdo queestardefinidosparatodoot € Wy ,
bastaprovar queh,(t) = h'.(t), o quesepodefazerusandandugio estrutual:

1. CasogleBase t = o paraoc :— s.
Teremosque sabendajueh e h' so ¥-homomorfismos,

hs(W(0)) = hiy(o) = B(o)
pelaequa@o (1.88).Logo hs(t) = hL(t) nestexasos.
2. SaltoIndutivo: t = o (t1,---,tn)
(@) Hlpotesedemducaa V1 <i<n:hg(t;) = b, (t)
(b) Calculemosis(o(ty,---,t,)). Teremospelaequa@o (1.88),

hs(o(ty, - - tn)) = B(0)(hs, (t), - - -, s, (En))

~ vl

A

Deigual forma,

he(o(ty, .-, tn)) = B(o)(hy, (t), - - T, (£n))

~ vl
v

B

Ora, pelahipbtesedeinducdo, A éigual a B; logo,comoquefiamos,

hs(o(t1y. . tn)) = hi(o(ts, ..., tn))

Exercicio 1.21 Indiqueem que condidesé queo Gnicohomomorfismah : W — T, onde7T €0
modelotrivial (Definicdo 1.8) & um epimorfismo.
O
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Exercicio 1.22 Umaordem< sobreum conjuntoA diz-sebem-fundadase
VOCCCA:(3meC: <, NC =0)
onde<, designa conjunto
<m={a€ Al a<m}
Sobreumaestruturebem-fundadg A; <) & posé$vel demonstrafactos

Va € A:p(a)

usandwm segguintemétodo,dito deindugdo estrutual:
1. CasosdeBase provarp(a) paratodososa € A taisque<q = 0.

2. Saltolndutiva Sejaa € A talque<q D 0.

(a) Hipotesedeindudo:
Vz < a:p(x)
(b) Passo
(Vz < a : p(x)) = p(a)

Nesteconteto,
1. mostreque,emIN, aordemz < y definidapor

z < y ex édivisorinteiro dey

ebem-fundadag caracterize respectio métododeindugoestrutural;

2. caracterizaordembem-fundadaobrelV queest pordetiasdo métododeindugioalgebrica.

O Teoremadl.1émuitorelevantepoispermite-nosssociancada. -algebrad
o nicohomomorfismauetraduzX-termosemvaloresde A. Designaremossse
homomorfismagoor h4 ou, quandoda nao resultarambiguidadesimplesmente
por A. Nestecontexto, semprequet € um X-termo,h 4(t) ou A(t) designadoa
interpretadodet em.A.

Exercicio 1.23 Relatvamenteaomodelo.A definidonasec@&o1.3.2,calculeasseguintesinterpreta-
coes:

i) A(init)
i1) A(abertura(i, t, init))
iii) A(balan®(z, (abertura(i, t,init))))

w) A(fecho(s, abertura(i, t,init)))

onde: € Wy, 1aconta € € Wy, Titular-
O

Podeperfeitamentacontecequedoistermosdistintost; et, possansertais
queA(t;) = A(ts), ouseja,tenhama mesmanterpretadoem.4. Como.A (en-
caradacomohomomorfismo}a significadoa todosos X:-termos,enfio diremos
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quet; et ttm,em.A, o mesmaosignificado.Porexemplo,sejam

AM) = IN
A) = 1
All) = Mz,y)xzxy

asclausulagjuedefinemo mondide A = (IV; x, 1) dosnaturaissoba operg@o
demultiplicacdo. Dadosostermos

t1 = €
ta = ebe
teremos
A1) = A(e) =1
e
A(ts) A(ebe)
= A(0)(A(e), A(e))
= Ae) x A(e)
= x 1

Logo, ostermose e efe ttmo mesmasignificado.
“Ter o mesmosignificado”e umarelagio de equivaknciasobreWWs, quese
podedefinir por:

t=, ¢ AW = A (1.90)

Portanto2 4 &€ simplesmenta relad@o-ricleo(‘kernel’) associadaohomomor
fismohy : W — A 2. Essarelad@o &, alias, umacongriéncia,pois &€ com-
pafivel comtodosos operadoresle ¥; porqueestamos trabalharcom algebras
hetebgeneassd podemogntendernsfrasesanterioresefor estendid® conceito
decongriénciaatrarésdasdefiniddesqueseseguem.

Definicdo 1.12(X-compatibilidade) Seja¥ : 2 — S* x S umaassinatua, e
A : ¥ — Set umaX-algebra. Umafanilia derelagdesbinariassobe A, i.&

Y= (‘PS)SES

24|stoé, = 4 designaamesmecoisaqueK /h 4.
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tal queys C A(s) x A(s), diz-seX-compatvel se for compaivel comtodos
osX-operdoreso : s1 X ...s, — s, i.édadosa;, al € A(s;), paral < i < n,
en&o

(V1 <i<n:aipsal) = A(o)(ar,...,an)psAl0)(al,. .. al)

A nodode compatibilidadede umarelac@o (de ordem,de equivaléncia,etc)
facea um operadoitraduza ideia intuitiva de que “coisasrelacionadagntresi,
operadapelasmesmadungdes, dao resultadosamkem relacionadoentresi”.
E umanogo primitiva em Matenética,quetornapossvel técnicasle raciodnio
estruturad@ quenoshabituamoga sempensamnelas.Porexemplo,0 métodode
redu@o paraaresolu@odesistemasleinequades,e.q.

z+y < 2z
-y < 37
r < 2x+37

sb évalido porqueasoma(+) € compatvel comarelag@omenordo que(<).
Os sgyuintescasosparticularegde familias de rela@es (ps)scs SA0 sempre
compatveiscomqualquerassinatur& : 2 — S* x S':

- arelad@ovazia(i.etal quep, = () paratodoo s);

- arelag@ouniversal (i.etal queys = A(s)? paratodoo s);

- arelad@oidentidade(i.etal quep, éaigualdadeem A(s)).
Osdois Gltimos casossao ja X -congrienciasde acordocom a definicdo que se
segue:

Definicao 1.13(X-congruéncia) Sejay = (¢s)ses Uumafamilia (de relagdes
binarias) sobe umaalgebra A : ¥ — Set, compatvel coma assinatua X :
Q — S* x S. Sequalquerp, for umarelagdo deequivakncia,enéo ¢ diz-seser
umaX-congriéncia.

O

E umaX-congriénciasobrelVs, arelago-ricleo

ZEp= (EA,S)SES

dohomomorfismah 4 : W — A, i.earela@oquejafoi definidapelaexpres§o
(1.90). Estarelago vai permitirnospensamadivisaode VW em classesle con-
gruénciainduzidaspor A. De facto,seumarela@o de equialénciap sobreum
conjuntoA conduzaoquociented/p,

Alp ={la]| a € A}
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onde
[a] = {b€ A| apb}

éumaclassaleequialénciatamkEmumaX-congriencia= sobreumaX-algebra
A conduza algebra-quocientd/ =2, deacordocoma definicdoqueseseyue:

Definicdo 1.14(Algebra Quociente) Sejas :  — S* x S umaassinatua, A
umaX.-algebra e = umaX.-congrignciasobe .A. Chamamoslgebraguociente
A/ =2 aX-algebra definidacomoseseyue:

1. paracadas € S,

2. paracadac € (1,
(a) seo :— s €umaconstanteenio

A = (0) = [A(0)]
(b) seg : 81 X ...x s, = s,enfio,paraa; € A(s;) (1 <i<n),
A/ = (o)([a1], - .-, [an]) = [A(0)(as, .-, an)]
O

Portantoos “valores”manipuladogpor umaélgebraguociente4/ = sdoclasses
daequialéncia=. Querdizer, A/ = é maisabstiactado que.4 exactamentaa
medidaem quenaoreconhece diferen@ entredois quaisqueraloresa # b de
A taisque[a] = [b].

SejaagoraC(X) o conjuntode todasas algebrasquocienteVV/ = defini-
veisporumaqualquerX-congriéncia= sobretermosdalinguagemX. Peloque
atrassedisse,pertencea C(X) o quocientede )V induzidopeladefinicao de um
qualguemmodeloA : ¥ — Set, i.é W/ = 4. Poroutraspalasras,a cadaX-
modelocorrespondem elementadeC(X). Assim,C(X) podeserconsiderado
conjuntodetodasassenfinticagposs$veisparaalinguagemx.

Naverdade((X) @uminstrumentonuito til pararaciocinarmosobresenén-
tica(s).Vejamoscomo:sobreC (X)) & possvel definira seguinteordemparcialC:

W/ 51; W/ Ez sse Elg’ég (191)

ondeC designanclusaoentrerelades(conjuntos) A ordemC permite-nogom-
pararsenmanticasentresi: sex; C=,, enfioé porque

t t' >t
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ou seja,tudoo queé equivalenteem=; é-otamkemem<=2,. Maso inversopode
naoserverdadeirologo, asclassesle equivalénciade 2, sdo“maiores”do que
asde 2, ouseja,asprimeirasobtem-sepor “aglutina@o” dassegundas.
Estaperspectia motiva a designaaode ordemde “granularidadesen@ntica”
vulgarmentatribuidaa C. SemprequedoismodelosA e B saotaisque

W/ =AEW/ =5

enfio dizemosque a senénticade A € “mais fina” (ou “tem grao maisfino”)
do que B, ou que estaé “mais grosseira’do que a primeira. Senmanticasmais
grosseiragornamascoisasmaisequialentesntresi; senéinticasmaisfinasdis-
tinguemmaisascoisasentresi.

Estasduasdirec@essenanticastém limites, contudo.Nao é possvel distin-
guir as coisasmais do que considea-lastodasdiferentesentresi. Oraestaé a
semanticado proprio W, a que atrasse chamouinicial, correspondente igual-
dadeliteral, i.é sintatica, entreos termos. Na direc&o oposta,nao & possvel
tornaras coisasmais equialentesdo que considea-lastodasequivalentesentre
si. Oraestasen@ntica,a quecorresponde congrienciauniversal,é a queest
associadaomodelotrivial 7, pois

ouseja,
Vit it =2t

Emresumogualquer¥:-congriéncia est entreoslimites,
~y C =2 C 2 (1.92)

ouseja,aordemLC & limitadauniversalmentetantosuperiorcomoinferiormente.
Mais do queisto, temoso resultadaquesesegyue.

Teoremal.2 A estrutua (C(X); C), ondeC & a ordemsobe quocientesle W
definidapelaequa@o(1.91).6 umrecticuladocompleto.

Demonstrag@o: Da definidio da ordemC (equaéo (1.91))resultaqueo es-
tudoda classeC(X) dequocientesle W ordenadapor C sereduzao estudodo
conjuntodetodasascongrienciassobe Wy ordenadagelainclusio (C). Esta
€ umaordemparcial (reflexiva, transitiva e antissingtrica) com maximo (=)
e minimo (=), cf. equaéo (1.92). SejaF umafanilia de X:-congriéncias.
O maior dosminorantesde qualquerelementade F', A F, existee & dadopela
conjun@o dassuascongriencias:

tN\F)t EV=eF: t=t (1.93)
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IR
<
IR

IR
R

IR
>
IR

Figural.7: Reticuladade ¥ -congriéncias.

O menordosmajorantesde qualquerelementale F' tamkemexiste e define-

seda custade(1.93):
VF=N\2~| =F}

ondeD~ designao conjuntodetodosos majorantesde =2. Logo, temosumretic-
uladocompletocujasoperagdes'meet’ e ‘join’ sedefinencomoé habitual:

rE\/{=, )
CE N

1%
IR

\

1
12

A

EsteresultadovemilustradonaFigural.7 e é essenciahteoriaalgébricaque
fundamenta técnicade especificagoformal quevemsendoexposta.A partirde
agoragé inequvocoo significadomatenaticodasen@nticaqueatribuimosa uma
dadasintaye atravésde um modelq doslimites dessasenénticase seurelaciona-
mentoentresi. Seestvermosatrabalhacommodelosggeradospor termos temos
aindaque:

Teoremal.3 SeummodeloA : ¥ — Set & gerado por termos,enio o quo-
cienteW/ = 4 éisomorfode A.
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Demonstrag@o: Esteteoremaé a versao do Teoremado Homomorfismo(ou
daDecomposjaode Fun@eg a nivel dealgebrashetepgéneas.
O

Exercicio 1.24 SejaX : Q@ — S* x S aassinaturalo Exerdcio 1.8.
1. SejaA : ¥ — Set 0 modeloseguinte:

Als) = {V,F}

A(r) = A(s)u{l}
A(0) = F

AL = V

AQ) = L

Ale) = Alz,y)xAy

Represente homomorfismau 4.

2. SejaB: ¥ —» Set outromodelo:

B(s) = WO

B(r)y = {z+jy| z,y € No}
BO) = 0

Bl = 1

B2 = j

B(o) = Maz,y).z+jy

Seih.A um epimorfismoDescrea a congriéncias 4 e compare-&om=Zg.

Comoduasalgebrassomorfassio abstiactamentedénticas enfio podemos
afixaracadand W/ = doreticulado(C(X); C) todasasX-algebragmodelosyjue
Ihe sdoisomorfas. Ou seja,podemodividir o reticulado(C(X); C) pelarelago
de X-isomorfismo.

Finalmente:

Teoremal.4 SeA,B : ¥ — Set sdo dois modelostais que existe um X-
homomorfisma : A — B, en@oW/ =4C W/ =5.

Demonstra@o: A composjé@o h o h4 € umX-homomorfismale W para B,
guetera quecoincidir comhg peloTeoremal.l. Sejant et’ doistermostais que
ha(t) = ha(t). Ento

h(ha(t)) = h(ha(t'))
ouseja,
hs(t) = hs(t')

Logo =2 4 C=, comoqueliamos.Q.E.D.
O
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(= [ A | B |
Bool 2 2
Item A A
Base 24 N —24
inic 0 ( )
insere A(b,2).0U {3} | A(b, 7). let n=H(®)
_J b(n) < né&dom(b)
s_{ 0 < n¢dom(b)
) n
i o1 (L0 )
consta? | A(b,1).i€ b A(b, 7). let n= H(®)
) (i €b(n)) <« n € dom(b)
" false < n & dom(b)
inv-Base | \Ab.TRUE Ab.Vn € dom(b) : (0 C b(n) AVi € b(n) : H(i) = n)

Figural.8: Doismodelos4 e B deassinaturgparabasede dadoselementar

Estelltimo resultadanostra-nogjuea granularidadesen@nticaentredoismode-
los podesercaracterizaddirectament@eladefinicdodeumhomomorfismantre
eles.

Exercicio 1.25 (Aplicacdodo teoremaanterior)
1. MostrequeaordemC éreflexiva (Sugesio: mostrequeaidentidadee um X -homomorfismo).

2. MostrequeaordemLC étransitva (Sugesio: mostrequeacomposj@odedoisX-homomorfismos
€aindaum X-homomorfismo).

Exercicio 1.26 Considerea seguinteassinaturgueespecificaasoperadeselementarede umabase
dedados(muito simplificada!),

inic
insere
consta?
inv-Base

Y=

— Base

Base X Item — Base
Base X Item — Bool
Base — Bool

bemcomoos dois X-modelosA e B queseesquematizama Figura 1.8, assumindo-sem 3 uma

fungdode‘hashing’H : A — IN.

Verifiquesea seguintefamilia de fungdesé um 3-homomorfismae : B — A:

def
hBool =
def
hitem =
def
hBase =

Ab.b
Azt
Ab. Unedom(b) b(n)
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1.3.4 Intr oducdo a Semantica Denotacional

Dedicou-salgumaaten@onestecafdtulo amostracomoaespecificagiomatena-
ticadeumobjectodavidarealgera umalinguagemabstacta— quenospermite
“falardele”— e um modelosen@nticodessdinguagem— quenospermitedizer
0 queo mesmaobjecto“significa”.

Mostrou-sena Sec@o 1.2.2queo objectoa especificapodeser, ele proprio,
uma linguagem de programa@o. E agoraproposito nossomostrarque, se a
especifica@o do nivel sintatico de umalinguagemde programa@éo podeser a
partidamaissimples— poisumasuadescri@oemBNF & muitasvezesumdado
doproblema— asuaespecificagosenainticanaoé isentadedificuldadesmesmo
quandosetratade linguagensie progamago elementarestE assimqueo ‘moto’
de Scaott,

“, ..extendBNFto semantics,

gerouumadisciplinapropria— a Senéintica Denotacional— quesededicaaos
problemagécnicosquesao levantadogjuandose pretendeexplicar formalmente
o significadodo actode programaumamaquinas?.

O nossopontode partidasei a gramaticaGG cuja caracterizg@o algébrica,a
nivel sintatico,conduziva assinatur& ¢ (1.6),paraa qualpretendemosonstruir
agoraum modelosen@ntico

A:Yg — Sets

Come@amaospelaescolhadosdoniniossen@nticosa associagsesgiciesde Y,
i.& ndo-terminaigleG:

A({Nato)) = Range (1.94)
A((Var)) = 2
A({Cmd) = Memory - Memory
onde
Range = {i—1|i¢c2%}

Memory = 2 — Range
0 quemerecens comenériosseguintes:
- por(Natod) queremossignificar” osnimerosnaturais‘de 32 bits”;

- comohéaapenasiuasvariaveisx ey, sdioapenasloisosendereosrespec-
tivos;

25 A SendinticaDenotacionahdotemlogradoumaaceita&osufucientementamplanacamadalos
pragnaticosda“arte” devido asuacompleidadetebrica,e.g. o factodeosseusdominiosmatenaticos
ultrapassaremuitasvezesa classedosSets, ver Sec@o1.5.
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- parasenanticade um comandoescolhemosima transforma@o de uma
configura@odevariaweis(M emory) paraoutra;defacto,a inicacoisaque
alinguagenpodefazeré variar osvaloresdassuasvariaveis;dereparaque
afuncaoparcialfinita 2 — Range permitemodelarvariaveisindefinidas.

Paratornarmaissugestraadefinicdodosoperadoresenénticos— relembre-
mosqueexistira um por cadaprodu@o de G — vamosusara respectia sintae
concretarnvolvidanospaéntesesle“duplaparede’. . .] quesdotradicionaisem
Sen@nticaDenotacionalPorexemplo,emlugardeescreermos

Al(ciclo) def A(n,¢)....n...c...

escreeremossimplesmente,

[while ndOC]]dg...n...c...

umavez queo identificador.A do modeloa construirest subentendidemtodo
0 exerdcio.
Comecemogpelasconstanteslaesecie(Var):

X1 = 1
bl = 2

e pelosconstrutoreslaesygcie(Nato):

[0] ¥ o (1.95)
[suc( n)] def rem([[nggjl) (1.96)
[valor(v)] def

A definicio (1.96) prevé o casoem que ha ‘overflov’ em Range. Paramos
na (ltima definicgdo paraexplicarmosa razio pelaqual nao podemosprescindir
do respectio operadorvalor que“injecta” variaveis em nimerosnaturais. Se
tivessemo®escritoapenaqv] essainformag@o perderse-iae o simbolov seria
ambguo: no lado esquerdada definicdo v significariaum nimeronaturale no
ladodireito damesmadefinicosignificariaumavariavel.

Mas outrasdificuldadesaqui se levantame sao as seguintes: como sabero
valor deumavariavel semconsultara menbria damaquina?qual & essevalor se
avariavel estver indefinida?Teremogjue,de certaforma, parametrizaa senén-
ticadeumnUmeronaturalpeloestadalamembriadamaquina;seessenimeraofor
umaconstanteignora-sea menbria; sefor o valordeumavariavel, consulta-s@
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respectio endereo namenoria 6. Antesde mais,teremosquesofisticar(1.94)
para

(Nato = Memory — Range (2.97)

E faremosum tratamentasimplistado problemadaindefinicio de variaweis, de-
cidindoqueseja0 o valor deumavariavel indefinida:

def [v] & dom(c) = 0
[valor(v)] = )\a.{ [v] € dom(o) = o([v])

Antesde passarmosiosconstrutoresle comandog(Cmd), teremosgue adap-
tar assen@nticasde 0 (1.95)e suc(n) (1.96)aonovo dominio sen@éinticopara
(Nato) (1.97)— bastaa consideraa constant® comoa fungio constante

[0] € xco

e redefinir

[suc( n)] def /\a.rem([n]](;#)

Porexemplo,qualasenénticadesuc(x) quandoamenbriaregista

1 2
= ?

Teremos

[suc( z)](o1) = [valor(z)](o1)+1
_ [z] € dom(o1) = O 1
= Ll edomlo)) = o) )
[ 1¢{1L2} = o0
= Q1e{u2y = o)) T! (1.99)
= 0'1(].)—{—].

10+ 1

- 1

Passemosnfioaonao-terminali.€ esgecie)(Cmd. Deimediatoescreemos

[skip | € Xoo

[ d] € [do[d]

26 Estacomplicado & tipica daschamadasinguagensimpemtivasquecorremsobrea chamadaar-
quitecturadevonNevmanbasead@mmenbriaesttica. A grandemaioriadaslinguagensomerciais
(e.g. C, PASCAL etc) saoimperatvas.
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guerendasignificar que skip  “nao faz nada” (deixa a menbria como estaa)
e que a composjéo sequenciatie comandogermiteao segundocomando(d)
modificara membria quelhe foi devolvida pelaexecu@o do primeiro comando
(¢). Quantoaatribuicdo,teremos

[v=n] % AMT( [[n[[ﬁ’(]lf) )

Por exemplo, qual o efeito de executarmosx := suc(x) sobreo; (1.98)?
Aproveitando(1.99),teremos:

[x := suc(x) ](o1)

1 fouet) 1) )
= oif ( 111 )
- (111 220)

i.e o valordavariavel x foi incrementado.
Quantoa composj@ocondicionalde comandoslefinimosa senénticaquese
sejue:

[if n then ¢ else d] = )\a.{ [[n]](a)ig z %C]](U)

interpretandd® como falso en > 0 comoverdadeiro.
Resta-no® comandaterativo

[whiie n do ¢ % Jo....

A intuicdoquetemossobre‘ciclos” corvida-nosa definicado (recursva):

[while n do %

[n](c) =0 = o
)\0-{ [n](c) >0 = [while n do ([](v)) (1.100)

Querdizer, sea variawvel de controlon & falsa,saimosdo ciclo semnadafazer
No casocontiario, executamog: e voltamosao ciclo, agorasobrea menbriade-
volvidaporec.

Pormuitointuitivaquesejaadefinicdo(1.100),asdificuldadesjuenoslevanta
naosaodespreaweis. Repare-sguebastaguen sejaumaconstant®u quec nao
modifiqueadequadamentevariavel de controlodo ciclo, paraquea execu@ode
while n do ¢ naotermine. E qual a seméinticaformal de um comandoque
naotermina?



1.4. EXERJCIOS 53

E parapodermosir a respondea estetipo de quesbesque passaremos)o
Captulo 2, aestudaia senéinticamatenaticadarecursvidade.

Exercicio 1.27 Mostreque

[skip =[x := x]=[while 0 do c]

Exercicio 1.28 Suponhajue,parafugirmosaosproblemagjueacabamoselevantaracercaladefini-
¢a20(1.100),resohemosdarasenantica‘de ciclo ‘for’ " awhile n do ¢, i.equalquercoisacomo:
“| &-seo valor den antesdeseiniciar o ciclo e executa-se: n-vezes’

Escrea formalmenteessasenanticaalternatva a (1.100).
O

Exercicio 1.29 Porsimplicidadea definicosintaticae senéinticadalinguagemguefoi assuntalesta
sec@osd prevé amanipula@odeduasvariaweisx ey.

- Generalizeessdinguagema manipulagé@o de um nimeroarbitrario de variaweis identificadas
poridentificadoreslfanunéricos.

- Estendaa mesmainguagempor formaa poderdeclararvariaweis inteirasou ‘array’s unidi-
mensionaisleinteirose arealizaro seuendereamentoe atribuicdo, e.g.

var 'a:array[10];
'a[3] = 0; x = a[4];

Abordeinformalmente impactodestaextengioagramaticanocorrespondent@eodelosenén-
tico estudadmestecurso.

1.4 Exercicios

Exercicio 1.30 Considereduasassinatura¥; e 3o tal queS1 € umsubconjuntale S» e, paratodo
0s € S1 ew € ST, ¥ contempelomenogtantosoperadoresle funcionalidader — s quantoX;.
Mostrequetodaa X2-algebra'é” umaX:; -algebrae interpreteo resultado.

O
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Exercicio 1.31 Conhececom certeza,da literaturaem sistemasde informa@o, a nogo de vista
(‘view’) deumabasededadospelaqualseforneceaum utilizadorapenasima“perspectia” dabase,
omitindo-se-lhea outraparte.Porexemplo,no exemploSGI B (sistemade gesto de umainstituicdo
bandria)— cf. (1.4)— podemosgjuerercriar umavistaquepermitaver o saldode cadacontasemse
podersabemuemsaoosrespectiostitulares.

A nocode X-homomorfism@ermiteespecificaestanogo de vistade formasimples.SejaA o
Y sqrs-modeloquefoi dadonasaulase seja3 um outro X sy g-modelotal queexiste o seguinte
homomorfismad:, ou“vista”, de A paras:

hsistema = Ao ( k )
ma(o(k)) kedom (o)
hritular = Az
hQuantia def Az.x
higconta = Az

InfiraumaX s g p-algebral3 apartirde A e deh, justificandoo seuraciodnio.
O

Exercicio 1.32 Considereo segguinte modeloque especificaa um elevado nivel de abstracéo, a
estruturade paginasde um servi® de informagdo em hipertexto tipo WWW (‘World Wide Web’)
sobrea INTERNET, ondeRef (endereo de cadapagina)e T'ext (unidadetextual deinformago)sio
esfeciesquea estenivel deabstrac@onaointeressaletalhar:

WWWwW Ref — URL [* URL="'Universal ResouceLocation’*/
URL (Text+ Ref)*

IR

IR

Especifiqueo operadoseguintesobreWW W W quedevera devolver os endereos detodasaspaginas
queemo sereferemar:

refsTo : WWW x Ref — 28ef

refsTo(o,r) def

Exercicio 1.33 Suponhague M e S designamos conjuntos finitos e disjuntos,dos nimerosdos

alunosinscritosa umadisciplinae provenientesie dois cursosda Universidadedo Minho. Suponha
queitoa : IN —» Str e strcat : Str X Str — Str sdofungdesmaten@ticascujamanipulaéo

de naturaise ‘strings’ correspondéx senminticadasmesmasm C. Sejamaindadadasas sguintes
fungdesauxiliares:

s(z) def streat("s" , streat(z, "@ci.uminho.pt" )

m(x) def streat("m" , streat(z, "@ci.uminho.pt"  ))

Estaf correctamentescritaa seguinteexpres§io,em SETS:

(itoa — (s o itoa))(1ls) U (itoa — (m o itoa))(1lar) ?
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Naafirmatia, tipifique-ae descrea o seusignificadoinformal por (breves!) palarrassuas.
O

Exercicio 1.34 Suponhajuealguem especificaim planode estudosie umalicenciaturacomosendo
um conjuntodedisciplinas,

PlanoEstudos = 2Discilina
ondeumadisciplinaou & obrigabria ou opcional,
~

Disciplina = Obrigat + Opcional

sendoumadisciplinaobrigabria caracterizadaor umasériedeatributos,

Obrigat = A:5 X /*anodo curso*/
AC : ACien X [*areacientfica*/
N : Nome X /*nome*/
R:3 x  I*regime(1.° sem.2.° sem.anual)*/
E : Esc [*escolaridadeetc.*/

e umadisciplinaopcionalcaracterizadaomosesegue,

Opcional = A:5 X [*anodo curso*/
Nr:IN X /*nimep daopgdo */
R:3 x  [I*regime(1.° sem.2.° sem.anual)*/
E : Esc X [*escolaridadeetc.*/
O : 29pcao [*opdesofercidast/

ondecadaopgdosecaracterizgor:

Opcao = AC:ACien X [*areacientfica*/
N : Nome /*nome*/
EspecifiqudungdessobrePlanoE studos capazeslecalcular:
1. Osnomegdetodasasdisciplinasefectvamentdeccionadas.
2. O conjuntodasarea<ienificasexclusvamenteopcionais.

Exercicio 1.35 Prove asigualdadegA.70), (A.76), (A.80) e (A.85).
O

Exercicio 1.36 Verifiquea validadedaseguintepropriedadesobreosoperadoreslerestricdo deuma
funcaofinita¢ € A — B: _
P1S=0¢\S
emqueS designa complementade S relativo a A.
O

Exercicio 1.37 Relatvamenteaosdiagramaguncionaisem SETS queseseguem,
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d
A F(A) =24 G(A) A CaA—As o
fl F(f)l lw) fl céfl ly
B F(B) —— G(B) B C—~B——>2B
domp B

identifiqgueasestruturas e G, bemcomoo operadorz, por formaa estesdiagramaslustraremduas
propriedadesalidasdanota@o SETS. Justifiquea suaresposta.
O

Exercicio 1.38 Uma nogio “intermédia” entre conjuntos(24) e seq@ncias(A*) & a de multi-
conjuntq i.€ um conjuntoemquequalquerlementa € A podeocorrermaisdo queumavez:

MSet(A) =~ A—~IN (1.101)
Assim, 0 multiconjuntovazio é representadpelafungdo finita vazia ( ) , € auniao de multicon-
juntoscorresponda adicgio de multiciplidades,.é sex e y sdomulticonjuntosem M Set(A), asua
unido,designada & y, sedafungao

T®Y def z \ dom(y) (1.102)

U y\dom(z)

a
o ( )
.CC(G,) + y(a) a€dom(z)Ndom(y)

1. Mostreque@® podeseralternattamentedefinidacomosesegue:

def a
soy & atyt( ) (1.103)
I(CL) + y(a) a€dom(z|(dom(y)))

2. Completea definicdodo seguinteoperadosobreM Set(A):
® :  IN X MSet(A) - MSet(A)

...... /* a multiplicidadede cada elementodo multi-conjuntos &
multiplicadan vezes/

e prove a sgyuintepropriedadesobreesseoperador:
n(Mo) = (XMoo (1.104)

nQo

Exercicio 1.39 Na seqé&nciado Exerdcio 1.38, especifiquea opera@o de intersec@o de multi-
conjuntos.
O

Exercicio 1.40 Num ‘fuzzy set’, ou “conjunto difuso”, os seuselementogpertencem-lhe&eom um
certograudeincertezagntre100%(graude pertena maxima)e 0% (nao-pertena). Sejaenfio A um
conjuntofinito ndo-\azio e defina-se espao dos‘fuzzy subsetsde A daformaseguinte:

FSet(A) = A—100
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1. Completea definicdodosseguintesoperadoresobreF Set(A):

empty : — FSet(A)
empty : def L [*0 ‘fuzzyset’ comtodaa certezavazio*/
e : FSet(A)x A— {0}U100
e(fs,a) def /*o graudeperten@a dea ems */
assured :  FSet(A) x 100 — 24
assured(fs,i) def L /*oselementoslefs garantidosacimadaincertezai */

2. Partindodoaforismo‘todaareladoéumconjunto”,definiremo® espao dasrelagesdifusas
de A paraB comoo espgo detodosos sub-conjuntoslifusosde A x B, i.&

FRel(A,B) = (A x B) — 100
Definaacomposjéop o 7 deduasreladesdifusasp € FRel(A, B) et € FRel(B,C).

3. Umarela@obinariap diz-setransitva sse paratodoo a, b, ¢, setem
apb ANbpc = apc

Generalizeanogodetransitvidadeareladesdifusas.

Exercicio 1.41 Considerep seguintetexto queabrevia e simplificaosrequisitosinformaiscolocados
por umaempresaomerciala umaempresanformaticaque a primeiracontratouparalhe produzir
determinaddsoftware’:

AempesaXY Z LDA. constade3 estabelecimentasulojasdeconercio, prevendo-se
gueestenimep venhaa aumentamo futuro.

Ainformadoassociada cadaloja constade(a) o ‘stod’ deartigosarmazenadosu
expostogpara venda(cadaartigo temumcodigoproprio); (b) asfolhasdevendas.

Existeumafolha de vendapor cadadia util. Cadafolha de vendaregista as fac-
turasemitidasnasvendasdaqueledia. Cadafactura indica osartigosvendidos em
guequantidade As facturas sio numerdase emitidassequencialmentePodehaver
facturasanuladas.

O sistemaa desenolverdevera prever pelomenosas seguintesopegdes:

1. Emis@odefactura—seuregistonafolhadevendase simulneadescaga, no
‘stock’, dosartigosvendidos.

2. Aguisidodemais‘stod’ para umadadaloja.
3. Transfeénciadese@mentogle‘stok’ deloja para loja.

O

1. Construaumaassinatur& capaziecaptarasespciese osoperadorepretendidososrequi-
sitosacima.
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2. Construao correspondentenodelo,isto &, a X-algebraque, na suaopiniao, melhorcaptaa
senminticadosmesmosNaoesquea eventuaisnvariantesou prée-condjdes.
Sugeséo: interpreteo seguinteesbqo e tome-o,sedesejarcomopontodepartida:

System = IdL — Info
Info = Stock X Sales
Stock = IdA—~ IN (2.105)
Sales 2 InuNr — (Date X (IdA — IN))

InvNr 2 IN [*invoicenumbert/

Baseiea funcionalidadedo seumodeloemopera@esqueconhecesobremulti-conjuntos.

Exercicio 1.42 Considereo sgyuinte fragmentode gramatica de contexto livre paraexpres$esar
itméticas:

G = (NT,T,{(Exp,P)
NT = {(Exp),{(Sina), (Termo, (Factor), (MulOp), (AdiOp)}
T = {+1'1*7/7(1)7id7num}
(Expp == (Sinah{Termg({AdiOp)(Termod)*
(Sina) == €|+ |-
p - (Termg == (Factor)((MulOp){Factor))*
(Factoy == id | num| ( (Exp)
(AdIOp) == + |-
(Mulop) == * |/

1. ConstruaacorrespondentassinaturalgebricaXq.
2. Calculeo X -termocorrespondenta sgguintefrasedalinguagem:

- id + num* ( num - id )

Exercicio 1.43 Em L1sp existe um Unico suportepararepresentgo de informag&o, designadgor
expres$io-S deacordocomasintaxe expressgor(1.12). Construaimaassinatur& paraessaintace,
eindiqueo X-termoquerepresenta sguinteexpresfio-S:

(if (equal x 0) 01)

Exercicio 1.44 Considerea sgyuinte gramaticaparaum fragmentoda linguagemSqL (‘Structured
QueryLanguage’)p conhecidgad@ofixadointernacionalmentpelaANsi/I so parainterpelaéode
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basesiedados:
G = (NT,T,(SQL),P)
NT = {(SQU,{Instrudey, (Expreso), (Filtro), (Atributos, (Relaco), (Atr), {Condido) }
T = {;,.,SCHEMAEND, := , SELECT, FROM WHERE TO, STR}
( (SQL == (Instrudes
(Instrudey == (Expres$i0) ; (Instrud@es|
SCHEMARela@o) ; (Instrugdes|
END.
(Expressio) = (Rela@o) := (Expresso)|
P = K SELECT(Atributog FROMRelaé@o)(Filtro)
( Filtro)) = ¢| WHERECondi&o)
( Atributos) == (AT
(Rela@o) = STR
(Condi@o) == STR
\ (Atr) o= STR

1. Especifiquaimaassinatur& g quedescrea G algebricamente.

2. Desenhesobaformadeanoreo X g-termoquerepresenta seguintefrasedalinguagem:

SCHEMAAIunos ;
Positivas := SELECT Nome, Nr FROMAIlunos WHEREClass > 9;
END.

omitindoosdetalheglo nivel Iéxico(cf. STR).

Exercicio 1.45 Suponhajue,emrespostaoexerdcio 1.43,doisleitoresdiferenteslerivaram,apartir
dasintave dadaasassinaturaseguintes:

atom2sexp : Atom — Sexp
list2sexp : List — Sexp
nil :— List

cons : Sexp X List — List

1

join:SXL—L
nj: L —S
lift:A— S
empty :— L

P

Qualdestasassinaturasscolherigaraalgebrizaf Expres§o-§? Mas... porqueé quenaoescolheu
aoutra?Comocaracterizdormalmentea rela@oqueexisteentreambasasassinaturas?
O

Exercicio 1.46 Dadasduasgranticasindependentedeconteto G e G/, sejamL¢ € L aslingua-
gensgeradagor G e G/, respectiamentee X e X duasassinaturaalgébricasquerepresentam
G e @', respectiamente.
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Sabend@ueG e G’ naotém quaisquesimbolosnao-terminaim comum,determinea opera@o
gramaticalp(G, G') querealizaa unidodasduaslinguagensi.é tal que

Lga(G,G’) =Lg ULgr

assimcomoacorrespondentassinaturalgebricaX, (g, gr)-
O

Exercicio 1.47 Comentecombaseno queestudownestecagtulo, a seguintefrase(célebre):

“A sintaxeé umaalgebra e a senénticaé umquocienteseu.

Exercicio 1.48 Considereo sgyuinte fragmentode um modeloem que se pretendeespecificaro
sistemadeinforma@oassociad@ocalculodeclassificadesde alunosdeumadadadisciplina:

Sistema = Inscritos X Grupos X Notas
Inscritos = Nr — Nome X Curso
Grupos =~ Nr — NrGrupo
Notas = Teoricas X Praticas
Teoricas = Teste x Exame X Recurso
Teste = Nr —20
Exame = Nr —20
Recurso = Nr —20
Praticas = NrGrupo— 20

1. Emrela@oaseyuintefungdosobreSistema,

def
f(0) = dom(mi(0)) — U dom(mi(m1(m3(0))))
i€3
caracterize suafuncionalidades descrea, por (breves)palarrassuasp seusignificadoinfor-
mal.

2. Enrique@o modelocomasfungdesseguintes:

(a) funcaoqueidentificaosalunoscomnotapraticapositia;
(b) funcdoquecalculaanotafinal deumaluno,sabendaue:

- o pesodo trabalhopraticonanotafinal € de 40%;

- anotatedricaminimaé9;

- o trabalhopratico & obrigabrio, i.&, seminformagdo praticapositva o alunore-
prova;

- sb podeserfeitamelhoriade notano examede Recurso;

(c) funcadoquecalculao histogramalasnotasfinaisdosalunosquenaoreprozaram.

NB: Parasimplificara suaespecificago, trabalhecomatritméticainteira.
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Exercicio 1.49 Seja

ProcNet =~ PId— Proc
Proc = @ x (I+1) X Behaviour x Output
Behaviour = (QxI)—Q
Output = 2P ((Qx1)—~1)

um modelosimplificadopararedesde processozomunicantesletermifisticos (ProcNet), em que
cadaprocessdProc) €identificadounivocamentd P1d) e & descritopelainforma@o seguinte:

o seuestadactual(Q);

o (proximo) item deinformag@opendentao seu‘input’ paraprocessamentsefor casodisso
I+1)

o seucomportament¢Behaviour), definidocomoumatabeladetransiG&odeestados;

o conjuntode processo$2”74) paraos quaissedebitao ‘output’ que,quandoexiste, & dado
pelatabelaanexa queassocidoutputs’ asrespectiastransides.

. Especifiqueo invariantesobre ProcN et quedeterminague seum processdem transi@es

com‘output’ enfio existe pelomenosum processa@onhecidajueé seureceptor

. Especifiquaimafuncdoready queindique,paraumadadareder € ProcNet, osidentifi-

cadoresietodososprocessoguesioelgyiveis paraexecutaremr, deacordocomasseguintes
condid®esdeelaibilidadedeprocess@araexecu@o: (a) o processdem‘input’ pendentefb)
esseinput’ & aceifivel no estadoem queo processaeencontravide tabelade transi@o de
estados){c) se essatransi@o produz‘output’ — todosos respectios processoseceptores
esBiosem‘input’.

Exercicio 1.50 No conteto do Exerdcio 1.2, considerea sgyuinte especifica&o do modeloSGIB
(sistemade gestio de umainstituicdobandria), agoraacrescentadpor formaa poderregistartransa-
ccdesdedepsitoe levantamentgor cheque:

SGIB = IdConta — Status
Status = H :2Titular X
B:Z X [*saldoanterior*/
W : NrCheq — Cheque X [*levantamento$cheques)/
C : 2Credito *depbsitos*/
Cheque = D : Data X [*datadocheque*/
C: INg [*quantialevantada®*/
Credito = D : Data X [*datadodepbsito*/
B : Balcao X [*balcao dodepbsito*/
C': INg /*quantiadepositada/
Data = IN
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Suponhaatdmicas(e.g. alfanunericas)as esgciesnao definidase repareque, parasimplificar a
esgecie Data € modeladapor naturais(e.g. 19960909 modela“9 de Setembrade 1996”). Repare
aindaqueo saldoanteriordacontaé uminteiro (negativo seo saldoestiver “a descoberto”).

Especifiqueafuncdoclear : SGIB x IdConta X Data — SGIB queapagadeumaconta
todososmovimentos(créditoou débito)anterioresa umadadadata,actualizand@onvenientemente
saldoanterior (Sugeséo: definaasfungdesauxiliaresquelhe parecerencornvenientes.)

O

Exercicio 1.51 Recorde(1.70)e mostreque,para(f — B)(o) serumaconstryéo bemdefinida,
naoé necesarioque f sejabijectiva, bastand@ueseverifiqueo factosgyuinte,entref e o:

Va,d' € dom(o) : f(a) = f(d') = o(a) = a(d’)

1.5 NotasBibliograficas

Nestecagtulo apresentaram-sas fundamentosia chamadaespecificaéo con-
strutiva(ou orientadaa modelo} de Tipos Abstiactosde Dados(TADS).

A abstraca@o dos dadosé um dos principaisresultadogia investigaéo em
Ciénciasda Computa@o dasduasultimas décadas.Existe umavastaliteratura
sobreo assunto,que parte dos trabalhosde Guttag [GH78] e do grupo ADJ
[GTWT78], einclui livrosdetexto como[Bp82], [EM85], [Jon8Q Jon86 e[Hen89.
A abordagenalgébrica'standard’asenainticadenotacionatlegramaticasdecon-
texto livre podeencontrarseem [GTWA77]. Umacaracterizag@o categorial dos
conceitode assinaturgcateyoria), modelo(functor) etc. podeserencontrad@m
[Wan79. A refeiéncialAKM81] & umbomlivro detexto pararever osconceitos
maten@ticosrequeridosiestecagtulo.

AsrefeénciagJon8Q Jon8§ dedicanparticularaten@oa especificago con-
strutiva [Hen8§ ilustracom muita clarezaa constry@o de modelossen@inticos
paralinguagensaindaqueuseapenasssinaturanomogneas.

A send@nticadenotacionatie linguagengde programaao foi abordadaneste
cagtulo de formaintencionalmentsimplista. A infinitude tipica dos dominios
senanticospor elarequeridodeva-nosde conjuntosparaos chamadosloninios
de Scottdesenmolvidos nostrabalhos(hoje “classicos”)de Scott& Strachg, da
escoladeOxford. O leitor interessadoateoriadesteslominiospodeéconsultay
porexemplo,asrefeénciagSto81, Gor79.



Capitulo 2

Especifica@o Recursva

2.1 Intr oducao

Peloquejaseviu, adefinidodeumdadomodeloA : ¥ — Set assumeaforma
deum pardesistemasle definiddes,um paraasesgecies,

A(s1) =
A(s =
(s2) 2.1)
Alsn) =
e outroparaosoperadores:
A(Ul) = A...
: 2.2)
Alom) = A...

As definigdespresentesiestessistemagpodemsermutuamentalependentesu
seja, 0s seusladosdireitos— asreticéncias”. ..” em(2.1) e (2.2) — podem
referirsealadosesquerdosPorexemplo,aclausula

A(Sistema) = A(IdConta) — 2AT#¥er)  A(Quantia) (2.3)

queconstada ¥ sgrp-algebrada sec@o 1.3.2, est nessasondides. Tamkem
nao repugnagueum operadompossausar hasuadefinigio, a definicho de outros
operadores.g.

A(média) = Az, y).A(div) (A(soma)(z,y),2) (2.4)

63
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paraumaassinaturaontendamsoperadoresédia soma etc.

Vejamosagorauma consegénciaimportanteda depen@&nciamitua entre
as definiddes de um sistema. Antes de mais, comecemogor introduzir uma
simplifica@odenotad@o: semprequefér claroo modeloemqueestamostraba-
Ihar— o queacontecsempregueestamos considerappenasim— omitiremos
a suadesignago, i.é escreeremose emlugarde A(z), ondex & umaqualquer
entidadesintatica(esgecieou operador).

As definiddesde esfeciese operadoresornam-seassimconsideraelmente
maislegiveis. Porexemplo,aexpresio(2.3)reduz-sea

Sistema = IdConta — 2T x Quantia
ea(2.4)reduz-sa
média= A(z,y).div(soma(z,y),2)

comestasimplifica&o.
Consideremoagoraa definicdo seguinte:

List = {NIL}U X x List (2.5)
i.easimplifica@odaclausula
A(List) = {NIL} U A(X) x A(List)

deummodelo(A) paraa esgecieList. Estemodeloparalistasé&bemconhecido:
umalista ou “ndoé nada”(IVI L), ou & constitidapelo emparelhamentda sua
cabea coma suacauda. Porexemplo,a lista <z1, x2, £3> vem nestemodelo
representad@elo aninhamentale pares({x1, (x2, (x3, NIL))). List vem pois
dependenteem(2.5),de X — aespeciedosseuselementos— o quefazsentido.
Contudode(2.5)depreendemasmbkemqueList &dependentdelapropria!
Estadepenéncia‘circular” farasentido?E o0 queveremosa seguir.

2.2 Sobre asDefinicoesRecursivas

Definicdo 2.1 (Sistemasde DefinicbesRecursivas) Sejadadoumsistemaledefini-
cBes(mutuamentelependentesjasvariaveisX; a X,,:

X, =
X, =

X, =
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Arelagdodedepenénciad C {Xq,.. .,Xn}2 entre definidesconstibi-secomo
sesque:
XY & Y ocorrenoladodireito dadefinicdode X

Sejadt ofedchotransitivoded. Sempe queexisteumavariavel X tal queX X ou
X4t X, dizemogjueessavariavel esé definidarecursvamente—recussividade
directaouindirecta respectivamente

Um sistemaadmitindoumaou maisvariaveisdirectaou indirectamentee-
cursivasdiz-seumsistemamutuamente@ecursvo.
O

As definiddesrecursvassao habituaisem Matertica. Por exemplo,asduas
clausulagjuedefinema fungaofactorial! : INg — IV,

o =1
{(n—i—l)! = (n+1)xn!

induzemo calculorecursvo dessaungdo. A nivel de conjuntos,a definicdo do
fechotransitvo deumarela@oR,

Rt =RURoR" (2.6)

é recursva. O mesmoacontececom a definicdo do conjunto Wy, de todosos
¥ -termosgeradogor umaassinatur&, queé um sistemaecursvo deforma

(WE,S = .. -)SES

relembramaequa&o(1.10).
Masarecursvidadeé umfendbmencaindamaisvulgardoquepareceprimeira
vista. Porexemplo,aequaéo

x:3+; @2.7)
podeserconsideradamadefinicdorecursva (emIR) do nUmero6 (i.€ asuasolu-

€a0).
Este (ltimo exemplo é sugestro, pois mostra-nogjue podemosconsiderar
a definicdo recursva de um objectocomo umaequa@o cuja “solucao” € esse
objecto. Ou seja,um sistemade definidesrecursvas“€” um sistemade equa-
coes tal comoestassao entendidasulgarmenteem Matemética.
Contudo.estaperspectialevantaalgunsproblemasPorexemplo,a sgguinte
definicdorecursva (i.é equaéo):

2’ +3
T4

admiteassolu@esl e 3. O queé queestamosaquia definir, recursvamente 0
1ouo3?
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Sequisermosim exemplo“patolbgico”, aequad@o
r =

definequalquembjecto,poistemumainfinidadedesolu@es.Hatamkema situa-
caooposta.em IV, aequa@o
z=z+1

nao tem soludes, i.& temosoutra situa@o anormal— umadefinicdo recursva
guenadadefine!

Em resumo,temosque caracterizarcom cuidadoo contecto algébrico em
gueescreemosdefiniddesrecursvas,paragarantirqueasmesmagenham(pelo
menosumasolu@o. No casode existir maisdo queumasolu@o, precisamosle
um critério paraescolheumadessasolu@es(a“melhor”, seexistir).

Voltemosa equa@o (2.7), e procuremosa suasolu@o, i.& resohamo-laem
ordemaz:

zr=3+z/2 = z+(—2/2)=B+z/2)+ (—2/2) (2.8)
= zx(1+(-1/2)) =3+ (z/2) + (—=z/2)) (2.9)
= zx1/2=3 (2.10)
= z=3x2 (2.11)
= z=6

Estaresolu@o,quechegoudefactoa solu@ox = 6, foi possvel gra@sa deter
minadagropriedadesalidasno universode definicdo daequaéo. Porexemplo,
o primeiropassq2.8) assume compatibilidadelasomaemrela@oaigualdade,
i.eapropriedade

a = b
c = d
at+ec = b+d

Em (2.9) assume-sadistributividadedo produtopelasoma
ax(b+b=axb+axc

e aassociatiidadedestalltima. Em (2.10)ocorreumaimportantesimplifica@o:
a adicdodedoisinversosaditivosresultano elementameutrodasoma.O mesmo
acontecem(2.11),agoraemrela@oainversoamultiplicativos.

Emsumaasduasestruturaslegrupo, aaditiva (IR; +, 0, —) eamultiplicativa
(IR; x,1, 1), permitematécnicade cancelamentge.g.

r+b=c=x=c—-b

guenospermite,comtantafacilidade passatcoisas”deumladoparao outrode
umaequaé@o.
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Tentemosagorao mesmatipo deresoly@oparaa equa@o
t=RURoz (2.12)

em (2FP>*F: U, 0), queé exactament&2.6) renomeanddt paraz. Tal comona
resolu@o acima,a ideia & “vermo-nodivres” de R o z no sggundomembrode
(2.12), passand@ssetermo parao primeiro membro. Ora se, por um lado, a
uniaoU é associatia e admite() comoelementaneutro,por outrolado apenad)
setemasi préprio comoinverso,senddfalsoque

VRCPxP:(3RCPxP:RUR =0)

Portanto,a “habitual” técnicade resolu@o de equadesnao € aplicavel a equa-
caox = R U R o z, pelofactode estardefinidanum universoalgébrico ndao
suficientementeico empropriedades.

Seé& enoimpossvel resoherz = RU R o z, emordema z? A simples
substituj@odex, peloseuvalor,

RURox
RURo(RURox)
RUR’UR?ox

X

e assimsucessiamente,

RUR?UR?0(RURo )
RUR’UR’UR?ox

apesadeineficaz— poispermanecsempraimtermoemsz no segundomembro
— aponta-nos estraégiaa seguir, quesebaseianasdefinidese teoremagjuese
seguem.

Definicdo 2.2 (Ponto-Fixo) Sejaf : A — A umafunddo. Qualqueray € A tal
que
ao = f(ao)
designa-se&imponto-fixode f.
O
Porexemplo,dadaa funcao

f:[0,10] — [0,10]
r ~ 10—z

facilmentesevé queb & ponto-fixode f, pois f(5) = 10 — 5 = 5.
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Tamkemseconstatdaciimentequeumasolu@ox, deumaequaéoqualquer
z = f(z)

€ um ponto-fixode f, pois é tal quezy = f(z¢). Porexemplo,a fungao f
implicitaem(2.7)é f(x) = 3 + §, edefactof(6) = 6.

Definicdo 2.3 (Funcao Crescente)Sejaf : A — B umafundo,e <4 e <p
duasordensparciais definidassobe A e B, respectivamentd fungao f diz-seé&
crescenteou monbtona se

Va,d' € Ara<sad = f(a) <p f(d)
O

Teorema?2.1 (Pontos-fixosem Reticulados) [Tarski 1955] Seja

- U = (4; <) umreticuladocompletq
- f: A — Aumafundio crescenteéomrespeitoa <;
- P o conjuntodetodosospontos-fixosle f, i.&

P={a€A| f(a) =a}
Entao

- P énao-vazioe (P; <) éum(sub)eticuladocompleto.
- Emparticular, o maiordetodosospontos-fixog\/ P) eo menor( P) sdo

dadospor:
VP = =l fz) 22} (2.13)
AP = Nzl f2) <2} (2.14)
Demonstraad': Seja
w=\/{z| f(z) >} (2.15)

cuja existenciaé garantida pela completudedo reticuladosubjacente E engio
claro que paratodoo z tal que f(z) > z, x < u. Sendof crescentgteremos

fz) < f(u) (2.16)

LEsteteoremaa basedateoriada recusividadeessenciah Informaticatedrica, € conhecidagpor
Teoremade KnastefTarski, por derivar deum resultadgrévio deKnaster(1928)Estademonstrg&o,
de1939,s6 foi publicadaem 1955.
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e, por transitividadede <,

v < f(u) (2.17)
Logo f(u) €ummajorante;comou & o menordosmajorantestemos

u < f(u) (2.18)

€, por monotoniade f,
fu) < f(f(u)

ouseja, f(u) pertenceao conjunto{z | f(z) > x}; consequentemente
flu) <u (2.19)

por (2.15). Asformulas(2.18,2.19)implicamquew & um ponto-fixode f, i.e 0
maior (‘join’) detodosospontos-fixosle f:

VP=\{z| f(z) >z} eP (2.20)

0 quecompletaa demonstacao de(2.13).Nademonstacdo de (2.14)considea-
seo reticuladodual, U’ = (4;>), que & tamkem completoe onde f € ainda
crescente O ‘meet’ emU correspondeno ‘join’ em’; aplicandoaqui (2.20),

concluimos
NP =Nz| fl@)<z}eP
Falta-nosagora demonstar que({P; <) éreticuladocompleto.Seja
[a,b]={z € A| a<z<b}

a designado de umintervaloem A4, e T = \/ A. SejaY C P. O sistema
([VY, T]; <) @umreticuladocompleto.Logo, os pontos-fixosie f, restringida
aointervalo[\/ Y, T], ttmumg.l.b. v € P, cf. equa@o (2.17). Orav 1 y para
qualquery € Y, poisv J VY. Logov &0 l.u.b. deY nosistema(P;<). O
g.1.b. deY nestesistemaobtem-sepor raciodnio dual. Q.E.D.

O

Exercicio 2.1 Sejadadaaaplica@orealdevariawel real

f:[0,100 — [0,1
r ~ 3+

OER=1

implicita nadefiniciorecursia (2.7).
1. Mostrequeointenalo [0, 10], ordenad@elarelad@oz < y emIR, &umreticuladocompleto.
2. Mostreque f écrescentemrelag@oa <.

3. Aplique o teoremade Tarskiparamostrarqueo sub-reticuladaassolu@esdadefinicao (2.7)
eoconjuntosingular{6}.
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Vido ai
D)

as

az

ai

L

Figura2.1: Limite deumacadeiaascendentaumac.p.a

O teoremaanteriordeixaemabertoduasquesbesde naturezaratica:

- nao sendoP, em geral, um conjuntosingulayr como dar um significado
“Unico” aumaequa@ozx = f(z)?

- como“mecanizar’o calculodessesignificado?
E 0 quevamosver deseguida.

Definicdo2.4(C.p.0.) Seja< umaordemparcial sobe A tal que

-3l eAd:(Vae A: L <a)ié(4;<) élimitadainferiormente

- todaa cadeiaascendentay < a; < ... < a; < a;41 < ...deelementos
de A temumlimite superioremA, i.é

oo
\/ a; €A
=0

cf. Figura2.1.
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Dizemosenfio que A € umconjuntoc.p.o(‘completepartially-ordered set’), ou
simplesmenteimac.p.o(‘completepartial order’). O

Exercicio 2.2 Mostrarque A — B, ordenad@or < tal que
f < 9 € dom(f) C dom(g) AVa € dom(f) : f(a) = g(a)

€um conjuntoc.p.a
O

Definicdo 2.5 (Funcao Continua) SejamA e B doisconjuntosc.p.o.e f: A —
B umafuncoentre eles. f dir-sed4 confnuasse

FV @) =\ fla)
=0 i=0

Exercicio 2.3 Mostreque
1. todaafungdoconinuaé crescente;
2. afuncdoidentidadef(z) = z écrescente confnua;
3. todaafungioconstantef(xz) = k & crescente confnua.

O teoremaseguinte fornece-nosum “algoritmo” paracalcularmoso menor
dospontos-fixodeumadefiniciorecursva sobrec.p.os.

Teorema?2.2 (Primeir o Teoremada Recursiidade) [Kleene1952] Seja
(4;<)

umac.p.o.e f : A — A umafungio confinua. Entio o menordospontos-fixos
de f, designadquf, existee & determinadgor

pf = \/ FiL)

Demonstrago Se f € confinua & tamkem crescente Logo (fi(L1))2, €
umacadeiaascendente temum/.u.b. quedesignaemospor pf. Vamosagora
mostar quep f € o menorponto-fixode f, emdoispassos:
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1. nf éponto-fixode f: Sendof confinua,teremos

fuf) FViZo £1(1))
Vizo F(£1(L)

|
~—~~

Il
=
8
l://—\

Logopf = f(uf).
2. uf < y para qualqueroutro ponto-fixoy de f:
(a) primeiro, mostaremosguefi(L) < y paratodooi > 0, porindugo

sobej:
Parai = 0,
Ff)=1<y
Parai > 0, temosfi~ (L) < y por hipbtesedeindugo; entio
fil) = fUtw)
< fly)
=Y

pois f écrescente y & ponto-fixode f.

(b) Sendofi(1) < y parai > 0, temosquey & majoranteda cadeia
(fi(L))$2,; massendauf ol.u.b. dessacadeiateremogjuenf < y,
comoqueliamos.

Exercicio 2.4 Seja
f:[0,100 — [0,10]
r ~ 3+7%

a fungao real de variawel real implicita na definicdo recursva (2.7). Considereo intenalo [0,10]
ordenadopelarelagoz < y emIR, com limite universalinferior L = 0, e \/ = Maz, onde

Maz: 2R = IR & afuncdoquecalculao maximodeum conjuntodereais.
1. Mostreque f &confinua.
2. Mostrequeasolu@odaequa@o(2.7) peloTeoremadeKleeneé dadapor

pf =limioo 3% (2— 2@'—1):6

Asresolu@esdosExerdcios2.1e2.4mostram-nosluasmaneirasleresoher
aequa@oz = 3 + § quesao maiscomplicadaslo quearesoly@ohabitual pois
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essesxerdciosignorampropriedadesjue sao validassobrelR. No entanto,em
muitosoutroscasosessasnaneirasao aslnicasdisporiveis,comoja vimos. E
o casodaequaé@o (2.12),quevamosagoraresoler pelo TeoremadeKleene,em
(2F>F; C, p). Teremosentio:

f . 2P><P N 2P><P

r ~ RURozx (2.21)

o =0
) F(F°®)
= f(0)
RURo(
R
RUROoR
= RUR?

~
[V
~—~
=
N—r
I

Fi) = Ujy B
Logo
wf

UZo F0)

U2 U, B

Uit B

= Rt (fechotransitivode R)

Omitimos,por razdesde economiade exposi@o, duasdemonstradesimpor-
tantes: que (2°*F; C, () € umac.p.o. e quea aplica@o f da definigio (2.21)
€ confinua— o que decorredas propriedadesios conjuntose fica dadocomo
exerdcio.

Em resumo: dadaa garantiada suaexisténciaem c.p.os e o cariacter“al-
goritmico” do seucalculo via Teoremade Kleene, & vulgar consideramo menor
dos pontos-fixos(uf) comosendoo “significado” ‘standard’de umadefinigdo
recursva

z = f(z)
O quenaoimpedequehajaoutrospontos-fixosg claro.
Exercicio 2.5 Verificarsearela@ouniversalP x P € 2P*P &0 maiordetodosos pontos-fixoda

equaéozr = RURoz.
O

Note-seagoraqueo testede continuidadele umafunciopodeserlargamente
simplificadopeloteoremaseguinte.
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Teorema2.3(Continuidade de Func¢des) Seja f(x) umaexpres§io emz defi-
nidapelacomposjéo defungescrescenteg davariavelz. Entio f & confnua.

Demonstraga Faz-sepor indugdo estrutual sobe a algebra dostermos
onde f est definida. Assim, f(z) ou & z (identidade)ou & uma constantek,
ou édaformao(fi(z),..., f.(z)) ondeo & crescentee cada f;(xz) € umaex-
pres$io emz envolvendofungescrescentesNosdois primeiros casos, f(z) &
confinua,cf. Exericio 2.3. No terceiro caso(geral), mostaremos

1. quef écrescente;

2. queVZ 0 f($1) < f(Vz 0331)

3. ofacto(2) nadirec@o opostap> emlugar de <)

A conjun@o dosresultadog?2) e (3) garante por antissimetriade <, o resultado
quequeremosprovar.

1. Sejaz < y; ento, secada f;(x) & confinua por hipbtesede indugo,
tamkemé crescentejogoVl < i < n : fi(2) < fi(y). Ento, porque
o é crescentemtodososseusargumentostemos

o(f1(2),-- -, fn(2)) S o(fr(y)s-- -5 fn(y))
i.e
f(=z) < fy)
Logo f écrescente

2. Comoz; < V, o Z; para qualqueri > 0, enfo, peloresultadoanterior,
f(zi) < f(Vioo ;) para qualqueri > 0. Logo, nolimite (i — oo),

Vio f(zi) <f(V, 0 Ti)-
3. A hipotesede indugao aqui garante-nosque f;(\/;og zi) < Voo fi(i)
paral < j < n; logo,

FVZo@)) = olh(ViZows)s o oV a)) (50

< oV T, N Fulas))

Notemosagora que para cadal < j < n, vai existir ums; > 0 noqual se
atinge o limite da cadeiacorrespondenteou seja,

k>i; = V f] ;) = (zk))

Sejaig 0 maximodei,, - ..,i,. Entio,paracadal < j < n,

\/f] x;) =T mzo)
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Assim podemoseescever (2.22)em

U(fl(wio)a"-afn(mio)) f(wio)

< VE i)

Combinandaesultadostemosentio, por transitividadede <,

f(\/ z;) < \/ f(zs)
=0 =0

ouseja, f éconfnua.

Q.E.D.
O

Assim, por exemplo, a continuidadede f(z) = R U R o x resumirsed a
demonstragueauniaoU e g(z) = R o z, paraqualquerR C P x P sdofungdes
crescenteemrelad@oainclusaiodeconjuntoyC).

2.3 ModelosSenanticosRecursivos

2.3.1 Motivagao

Aposestaexposi@osobreresultadogerericosdateoriadarecursvidade cumpre-
nosaplica-losao nossoconteto inicial — a definicdo recursva dosmodelosde
especiesem Sets Mesmoseminvestigarmoslgumaestruturaordenadam Sets
podemogéaavaliar modelos‘patolbégicos”como

A(s) = A(s)

(i.e s = s) que“naodefinemnada”,ou seja,A(s) = 0; defacto,esteé o menor
dospontos-fixodadefinid@oacima,paral = § emSets Qualsedaordem< a
impor a Set® Pgguemosaequa@o(2.5)denavo,

List = {NIL}UX x List (2.23)

e pensemosagorano (meta)significadodo sinal“=" queai ocorre.De quetipo de
“igualdade”setrata?Porexemplo,quandoescr&emos

Quantia = INg (2.24)

gueremoslefactodizerque Quantiaé o nomequedamosa Ny, no modelo?Ou
queremoglizer queatodaa quantiag correspond&im nUmeronaturalquerep-
resenta nUmerode unidadesde umadeterminadanoedapadi@o, (e.g. escudos)
gueg conem?
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Parecemaisrazdvel estasggundainterpreta@o. De igual modo, a todo o
nimeronaturaln correspondemaquantia,queé a quantiacujo valor € n numa
determinadanoedgpadi@o. Assimsendogstamos dizerqueQuantiaéisomorfa
de IV, ou seja,devemosreescrger (2.24)para

Quantia = INg

Note-sequea substituj&o,nummodelo.A, de um conjuntopor um seuisomorfo
€ “pacifica” emtermossenanticos,porquantando alteraa congrienciaz 4. De
facto,dois modelosisomorfos.A = B sdo senanticamenténdistinguveis. Por
tanto,podemoseescreer (2.23)para

List = {NIL}U X x List (2.25)

obtendoumadefinicio mais geral paraa mesmasenénticade List. Fiquemos,
assim,comaideiageralde que,nummodeloem Sets nao“valea pena’distigu-
irmosmodelossomorfos,ou seja,sempreguedeclaramosparas € S,

A(s) =e

estamos dizer queo portadorde s naalgebraA & isomorfodo conjuntoquea
expresfioe designaem Sets
Notemosagoraque,emSets

ANB=0=>AUB>A+B (2.26)
Logo, tamkempodemosescreer
List 2 {NIL} + X x List (2.27)

emlugarde (2.25),pois NIL ¢ X x List por nao serum parordenado.Mais
ainda,todososconjuntossingularesaoisomorfosentresi:

{NIL} = {0} ={1}=...=1 (2.28)

podendaserabstractamentgesignadopeloobjecto(“canbnico”) 1; assim|(2.27)
reescree para
List =21+ X x List (2.29)

Vamosagoramostrarque X* — cf. definicdo (1.48) — & umasolu@o, i.&
ponto-fixode (2.29). Queremogportantoprovar que
X*~214+ X x X* (2.30)

Ora

X Uiz X* (2.31)

R 1
g
Y
g
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por umaaplica@o de (2.26)iteradaa i-argumentosX ¢, quesdo todosdisjuntos,
poistemosque

A#B=X4nXxB =0 (2.32)

(leia-se:duasaplicadescomigual codoninio X masdominiosdiferentesA e B
nuncapodemsera mesmaaplica@o). SubstituindaX* no ladodireito de (2.30)
via (2.31)teremos:

X 214X x ()X
i>0

guereescree para

X*=21+) X xX' (2.33)
i>0

iterandoa i-argumentos seguintelei distributiva

AXx(B+C)=AxB+AxC (2.34)

validaem Sets Somosagoratentadosa escreer Xi+! emlugarde X x X%, em
(2.33);defacto,afungdoconsatrasestudad4l.85)estabelece isomorfismo

X x Xt xitt (2.35)

da esquerdgaraa direita. Fazendoumamudana de variawel, j = 7 + 1, ree-
screremos(2.33)para

X*214) XI

Jj>1
Finalmente] podesersubstitido por X°, jaque
X0~1 (2.36)

(leia-se:o conjuntode todasasfungdesde dominio vazio e contradonmio X, &
singular— conémapenas funcidototalmentandefinida);portanto,

X*

IR

X0+ 35 X7
2520 X
szoX]

X*

R IR

ouseja,X* éponto-fixode List = 1 + X x List, comoquefiamos.
Seao menordospontos-fixosAntesde respondermos;amosreflectirsobre
o raciodnio acima,analisand@mmaisdetalhea algebraquelhe est subjacente.
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2.3.2 Intr oducdo ao Célculo de Isomorfismoem Sets

As propriedade$2.26),(2.32),(2.34),(2.35)e (2.36)sao apenasimaamostrada
algebraguenospermite,em Sets, raciocinarsobreestruturasledadossomorfas.
De facto, nao € dificil mostrar(e.g. por agumentogle cardinalidade®u estab-
elecimentaxplicito debijecdes)que x e + tememSets aspropriedadeseum
semi-anetomutativga menosdeisomorfismo(=2) 2:

AxB = BxA (2.37)
Ax(Bx(C) =2 (AxB)xC (2.38)
Ax1l = A (2.39)
A+B = B+ A (2.40)
A+(B+C) =2 (A+B)+C (2.41)
A+0 = A (2.42)
Ax0 =2 0 (2.43)
Ax(B+C) =2 (AxB)+(AxC(C) (2.44)

E assimque— tal comovimos na seg&o 1.3.1— faz sentidoescreermos
produtodinitos,
Ay x...ox Ay e I A; (2.45)

assimcomounidesdisjuntadinitas,
n
A+ + Ay i ) A
i=1

etem-seque

Ax...xA = A" (2.46)

2Semi-anek naoanelporquendohainversosaditivos, isto &, 4, 0 naoformamum grupo(formam
ummondide abeliano) Ali as, x, 1 tamkemformamum mondideabeliano.

Recomenda-saoleitor queacompanhe estudadestadeis comumaaraliseinformal do seusigni-
ficadopraticoaluz dacorresponénciadafigural.5,dapagina25. Porexemplo,a associatiidadedo
produto(2.38)converte-senaseayuinteequivalénciadbvia entreestruturasledadosrecord  :

record record
F. A F: record
S: record F A
F: B; equvalentea S: B
S: G end;
end S: G
end; end;

emPASCAL.
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A+... +A = pxA (2.47)
—_——

comoseesperaa. E, € claro, osoperadorest e x sao compaiveiscom =, ou
sejaseA = Be(C = D, enfio

AxC=BxD

A+C=B+D

0 que nos permite substituirisomorfospor isomorfos, estruturalmentecf. por
exemploo saltode(2.27)para(2.29).

Exercicio 2.6

1. Demonstrea validade,em Sets dasleis acimacitadas,isto &, estabeleg bijecddesentreos
membrogle cadalei, ou useagumentosobreassuascardinalidades.

2. Quaisdessaseis justificamo resultado

141 =~ 27 (2.48)

2.3.3 Pontos-Fixosem Sets

Vimos nasec@o anteriorquea estruturade Setsé bastantaica em propriedades
gue nos permitemraciodnios como o que fizemosna sec@o 2.3.1. Contudo,
reparamogjue nao existeminversosaditivos nem multiplicativos. Porissonao
podemosresolver” (2.29)emordema List, obtendaX *; emvezdisso limitamo-
nosaconjecturaque X * podiaserumasolu@o e provamo-lode seguida.

Umamaneirade descobrirX* comosolu@o seriacalcub-lavia Teoremade
Kleene,seissofor possvel. Mesmoantesde investigarmosimatopologiaque
sejaadequad&m Setgparao efeito,construamos correspondenteadeiaascen-
dentedeKleene,apartirde0 (i.& 0):
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fo0) =0 )
F10) = 1+Xx0
= 140
~ 1
f20) = 1+Xx1
~ 1+X
F20) = 1+4Xx(1+X) ( (2.49)
>~ 1+ X+ X2
Fi0) = Xise X

queparecetenderdefacto,parazj>0 X7 = X*,

Em que sentidoé a cadeia(2.49) uma cadeiaascendentémitada superior
mente?Ali as,qualé aordem(c.p.o) subjacente?

E imediataa constata&o de queumatal ordemtera que compararconjuntos
em Sets“a menosde um isomorfismo”,ja que a igualdadeentre conjuntosg,
em Sets umarela@o de equivalénciafina demais.Portantondo nossene como
ordem(x) de Kleenea simplesrela@o de inclusio entreconjuntos(C), ja que,
porexemplo,pretendemogue

1<1+X (2.50)
—cf. f1(0) < f?(0) em(2.49)— sejaverdadeiroe temosque
1C1+X

éfalso.
A ordemqguenossene sei, pois, a de “subconjuntoa menosde um isomor
fismo”, ou seja
X<y ¥ 35cv:x=s
= ~ = (2.51)
& Jh: X —» Y :héinjectiva

Reparemosgoraqueestaordemsatishz (2.50)defacto: podemosescolhempara
h ainjecc@odel naunidodisjuntal + X, istoé:

11:1 — 1+ X
z ~ (1,z)

cf. (1.16).
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Genericamentgyaratodoo A, B verifica-se

A <
B < A+B

atravésdasduasinjec@esi 4 eip associadagoco-produtod + B. Assim,éfacil
verificarqueacadeia2.49)é defactoascendentemrelagoaordem(2.51),pois
étalque

F(0) = f7H(0) + X
parai > 0, ouseja
FI7H0) < £Y(0)

Notemoscontudo,que< naoé& umaordemparcial,massimumapré-omdem
jaquenaoverificaa propriedadale antissimetria:

X<YAY<XAX=Y

O queseverificaé
X<YANY<X=3 XY

ou seja,o fechosimétrico da pré-ordem< & a rela@o de isomorfismoem Sets
Isto significaqueteremosque abordaro calculo de limites de Kleene,\/° ) f7,
naoexactament@m Sets massim no quocienteSets/ =. Masesseestudoapro-
fundadofica, de momento por fazer ja quemereceumaabordagentateyorial
suficientementgeral.

Exercicio 2.7 Discutaformalmentea validadedaafirma@o segguinte,em Sets:

- 0 éo menordospontos-fixodladefinicio

List = X X List

Exercicio 2.8 Se&o asconstrydesbasicasdanota@o Sets (produto,co-produtoe exponenciaéo)
monbtonascomrespeitcaordem< (2.51)?Justifiqueadequadamente.
O
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2.3.4 Funcionalidadede ModelosRecursivos

O leitor com certezareparouque grandepartedo nossoesfor® na constry&o
de especificaBesrecursvas se centrouna definicdo de modelospossvelmente
recursvosparaasesecies,gnorandoaté agoraos modelosparaosoperadores.

Nestasec@ovamosgjustificaressaatitudemostrandajueos modelosde oper
adoresdevemserconstridosapdsteremsido definidosos modelosdasesfecies
envolvidas. Mais do queisso,umaboapartedessaconstryéo é induzidapelas
estruturagscolhidaparamodelarasesfgcies.

Vejamoscomo: vamossuporqueumaassinaturd : Q@ — S* x S admite
duasesyeciess e r e admiteum operador

fis—or

Vamossuporaindaqueja seescolherampumdeterminadanodeloA, asestru-
turas

A(s) AxB

A(r) C

paramodelosdes er em.A4, sendoA, B, C conjuntodfinitos em Sets Queremos
agoraconstruiro modelo

IR 1R

A(f):AxB—>C (2.52)

defemdA.

E evidenteque A(f) vai dependedasenanticaquetivermosem mentepara
f. Mas, teremodiberdadeabsolutaquantoao que escr@ermossobre A(f)? A
primeiralimitacdo & a queresultade (2.52),ou seja

Vxe AxB: f(z)eC

(voltamosasimplificar A(f) emf). Masz € A x B significaquez = (a, b) para

alguma € A eb € B, cf. (1.15).Istotemaver coma constryéo (cateyorial) do

proprioprodutoA x B, dadapelodiagrama1.18),comovimos.
Somosassiminduzidosa esbqar

f(z) © Jet a=m (z) (2.53)
b= ma(x)
mn  ...a...b...

onde“...a...b...” eumaqualquerxpresfioernvolvendoasvariaveisa e b, com
resultadeemC, e, e m sSAoasduasselecdescarbnicasassociadaaoproduto
cartesiano— relembrar(1.18). Referirnos-emosa (2.53) como sendoa forma
“candnica”’— ou ‘kit — paraescreermosfungdessobreprodutoscartesiano$.

3Este'kit’ estende-seaturalmenteoprodutofinito den conjuntosit?_, A;,i.€ A1 X ... X Ap,
envolvendon selegbesny amy,.
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Vejamosagorao queaconteceseo modelode s em A for
A(s)=2 A+ B (2.54)

cf. (1.16). De acordocom estaequaé&o,sex € A + B enBoz = (1,a) ou
x = (2,b), paraa € A eb € B. Relembremosjue A + B € a uniaodisjunta
de A e B, querdizer, valoresy € AN B queseconfundiriamem A U B (unido
normal)ndoseconfundenem A + B poissao“injectados’em A + B aposprévia
etiguetagemrom 1, sevémde A, ou 2 sevémde B — relembrarasinjecddes
i1,12 em(1.27,1.28).

Sel quevolta a existir algum‘kit’ paraa defini@ode A(f), induzidoagora
pelauniao-disjunta(2.54)? Esse'kit’ deverareflectiro actode testecorrespon-
denteax serumargumentoquefoi injectadode A oufoi injectadode B,

def [z =1i1(a) = ...a...
fla) = { c=is() = ..b... (2.55)
— recordar(1.29) e (1.30), por exemplo. Aqui “...a...” € umaqualquerex-

presfoema € A comvaloremC, e“...b...” &umaqualquerexpres§ioem
b € B tamemcomvaloremC *.
Umaversaomuito vulgarizadado esquemd#2.55)€é a seguinte,

o a3 @50

gue— com algumakusode linguagem— ignoradeliberadamentasinjecges

i1 € i, substituindca suamanipula@o pelos(meta)predicadoss-A e is-B, que

decidemseum dadoz “& de A” ou “é de B". Um casoparticularde uniao-

disjuntaéaformal + A, relembrar(2.29). Nestecaso & tamkemvulgarsubstituir
osmeta-predicados-1(z) eis-A(z) por

r=NIL =

{ z# NIL = (257)

nestecontexto, cf. (2.28)5.

Notemosagoraque‘kits’ como(2.53)ou (2.55) podemsercompostoestru-
turalmente com potencialsimplificado do processale escritade especificates
funcionais.Porexemplo,para

f:14+ X x List —» C (2.58)

4Este'kit’ estende-seaturalmenteo somabrio den conjuntosij?:1 A ie AL+ -+ Ay,
envolvendon injecdesii ain.

5Estanota@io & habitualem metodologiasomoV bm (*ViennaDevelopmentMethod’) cf. seg&o
deNotasBibliogr aficasdestecagtulo.
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— relembrar(2.29)— escre@eremosa COmposj&o

z=NIL = .. .z...
def | ©#NIL = let a=m(z)
f(.Z') - b=7r2(3:)

mo ...G...

(2.59)

(=)

queé guiadapelaestruturadaexpresfiol + X x List (unidaodisjuntaprimeiroe
depoisproduto,no segundoargumentadauniao).

Vejamosagoraem que medidaestatécnica(estrutural)de especificago fun-
cional & aplicavel na generalidadelos casos. Por exemplo,vamosagoratentar
construir estruturadamente,especificago do operador

elems: List — 2%
elems(z) def
guedeverasabercalcularo nimerode elementosleumalistal € List, paraList
definidopor (2.29),i.e6
List =21+ X x List

Somomaturalmentéentadosa usaro esquemd2.59),registandadeimediato
gueo conjuntodoselementogleumalistaz = NIL évazio:

z=NIL =
def ) x#NIL = let a=m(x)
- b:7T2(.Z')
mn ...a...b...

elems(z)

Reparemosigoraqueb € List, 0 quesignificaqueelems(b) € umaexpres§o
matematicamenteorrectacujo significadoé “os elementoslalistaqueseobtem
dez retirando-lheo seuprimeiroelemento”.Ocorre-nosssima pormenorizaao
seyuinte,

.a...b...—> . la...elems(b) ...

E sb agorachegaa oportunidadele sermosserdadeiramenteriativos: paraobter
moselems(z) verificamosguebastdjuntar a aelems(b)”:

a...bo.. = ..a...elems(d)...
—  {a} Uelems(b)
obtendo
x=NIL = 0
elems(.’]:)déf r#NIL = let a=m(z)

b= 7T2(.’L')
in  {a}Uelems(b)

6Relembraio mesmooperadomtrasdefinidoaonivel de X *, cf. seg&o1.3.1.
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ouainda,

def{x:NIL = 0 (2.60)

elems(z) = x# NIL = {m(z)}Uelems(ma(x))

eliminandoa clausulalet’ porsimplessubstitujéo.
Vamosagorarepetira estraégiado exerdcio anteriorparao operador

length : List — INg

length(x) def

que queremosjuecalculeo nimerode elementogle umalista z parao mesmo
modeloList. E imediatoobtermosa partir daexperiénciaanterior

z=NIL = 0

e r#NIL = let a= T

in ...a...length(d)...

(2.61)

ondetamkemcome@mospor registarqueo comprimentadex = NIL €0.

Notemosagoraque a cabea de z, a = = (z), € irrelevanteparao nosso
resultadoja quea Gnicaconseqgénciadasuaexisténciaé o incrementoemuma
unidadedo comprimentado restode z. Assim,instanciaremos

...a...length(d)... = 1 +length(b)
nestecaso.Feitasassubstituj®ese simplificades,derivamosde (2.61)a defini-
cao:

length(z) = x#NIL = 1+ length(ns(z)) (2.62)

Em sintese,podemosestabeleceo seguinte ‘kit' — esquemanaisgeral—
paratodae qualquempera@o f de List paraum outrodominio C,

def{ r=NIL = 0

[ z=NIL => ..z..

f(ar)—{ g#NIL = ..m(2)...f(m()... (2.63)

ondeos contetos comreticénciagéma mesmafuncionalidad€ List — C) que
f. Comisto queremoslizerquecadainstinciade f deveraserumasimplifica@o
desteesquema-base.

Mas ha subtilezasa consideranessasimplificades. Porexemplo,sejaf =
head, o operadoquequeremosjuedéa“cabe@” deumalistaem List. Teremos,
apartirde(2.63):

z=NIL = ...z...

head(x) :{ s £NIL = m(z) (2.64)
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Querdizer, head ndochegaa serumafungdorecursva. Mas,comocompletaro
contxto...x... parax = NIL ? A nossantuicdo “diz-nos” quea expres§io
head(NIL) ndotem significado,ja que umalista vazianao tem quaisquerele-
mentosmuito menosuma“cabe@” (primeiroelemento).0 mesmatipo de pro-
blemaocorrenadefinicdodo operadottail, complementade head,

ity = { F=NIL = .22
W=\ 2 #£NIL = m(z)

guenosdao restodalistax.

2.3.5 OperadoresParciais

Os operadoregiead e tail acimailustram umadificuldademuito relevanteno
contecto dadefinicdo de operadoresumaespecifica@io (modelo): podemexistir
valoresconcretosleum argumentar (pelomenosdeumoperadorf(...,z,...)
paraos quaisnao faz sentidoaplicar esseoperador Isto &, sezg € um desses
valores,enfo f(..., g, ...) € umaexpresfo em Setssemsignificadomatena-
tico.

Estetipo desitua@esocorrecomfrequénciaemMatenaticae designa-seul-
garmenteor parcialidade Assim,diz-separcial todoo operadorf : A — B que
naoaceitaa totalidadedosvaloresdo seudominio A. Porexemplo,o operador

Vz:R—= R (2.65)

naoétotalemR — IR, poissexz < 0 enfio/x ndo & um nimeroreal. Ja se
tivessemoslefinido
Vr:R—=C

emlugarde(2.65),teiamosum operadototal.
Ja anteriormente&ontactamogom operadoregarciais. Por exemplo,vimos
quethe(z) (1.49)sb estdefinidoparaconjuntossingularese.
Haduasmaneirasclassicas’pararesoler o problemadaparcialidadedeum
operadorSegundoa primeira,omitem-sepurae simplesmentasclausulasorre-
spondentes algumentosenanticamentéinconvenientes”.Peggandoem (2.64),
porexemplo,reduziremos definicdode head(z) a

head(z) < {z # NIL =  (z) (2.66)

eadetail(z) a
tail(z) ¥ {z # NIL = 2 (2) (2.67)
Nestecaso.a parcialidade explicitamenteassumidagesignando-se teste

z # NIL
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a pré-condiéo de tail, que & exactamente mesmapré-condiéo de head. Um
operadoiparcialtomaassimaformagerérica,

f:A —- B

fl@) € {pres@) = .z (2.68)

paraf unario (semperdadegeneralidadepndepre; : A — 2 @umoperadoou
expresgobooleana.

Estaestraégia paraa parcialidadeé a mais simples,a primeiravista, mas
obriga-nosaum cuidadoespecial Sempregue f € envolvido numaexpres§io

o, f(2),...) (2.69)

é precisoter o cuidadode garantirque f(x) esé em condidesde sercalculado,
i.&., quex & amgumentovalido dez. PodeA mesmosernecesario escreer, em
lugarde(2.69),

pre,(z) = (..., f(z),...)
sendopre,, () tal que
pre,(z) = pre;s(z)

cf. (2.68). Querdizer, um operadoiparcialsd podeseremprgueem contetos
gue garantama suapré-condi@o. Nestaabordagemum operadorf que é to-
tal podeservisto comoum operadoiparcialcuja pré-condi@o é universalmente
verdadeirai.g,

Vo € A:pres(z) =V

A sggundaabordagentarbnicaa parcialidadeomaumaopg@o inversa:em
lugar de restringir o dominio de umafuncdo f : A — B, alaga-lheo con-
tradoninio B introduzindoum valor “indefinido” 1 aoqualcorrespondenodos
osvaloresf(z) parazx € Atalquepre;(x) = F. Querdizer, define-seaseguinte
“versfaototal” de f:

def pre;(x)
1@ = e o)

= f(=)
= 1

As duasabordagensém igual capacidadexpressva. Contudo,a segunda
leva-nosparao dominio dosmodelosordenadosquesb seia estudadmo Cagtulo
3. Porissomesmoficaremos,de momento,com a primeira, sahaguardadoss
cuidadogjueseexpuseranguantoa valida@ode pré-condides.
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2.3.6 EsquematologiaFuncional Basica

Pelo que atras se expds, existem fundamentalmentas seguintesprimitivas em
Setgparaconstryéode modelosde esfgcies:

- o produtocartesiandA x B)
- auniaodisjunta(A + B)
- aexponenciado(A4?), dequeresultam
- aspartesdeum conjunto(24)
- asfungbesparciais(A — B)
- asseq@énciag A*)
cf. sec@01.3.1,asquaisseacrescentonestecagdtulo arecuisividade Muitasex-
pres®esemSets, literalmentediferentesacabanpor serequivalentesramedida
emquesaoisomorfs.Porexemplo,javimosque
List = X*

paraa definido recursva List = 1 + X x List (assuminda menorsolu@o
destaequa@o). Assim, todosos esquemasle especificago que tivermospara
operadoresobreList témum “parente’isomorfoem X*, e vice-versa.Por ex-

emplo, ndo ses dificil constatamue o esquemg2.63) se reescree, para X *,

comosesegue,

f: X - C
def r=<> = ...x... (2.70)
fe) = {:c;é<> = .. head(s)... f(tail(@))...

cf. tamkem(2.66)e (2.67).

Ora,em(2.70)temosum esquemduncionalrecursvo sobreum dominio X *
gue ndo consideramosecursvo a partida. Sea que (2.70) é pasével de “des-
recursvagdo” ou simplifica@o?Vejamoscomoinstinciassuaso sao,defacto.
Manipulacao de Seqlencias
Umavastaclassale operadoresobreseq@ncias

f:X*=>0C
étalqueC = Y* eo esquemd2.70)é instanciada@omosesegue:

f(m)déf{ r=<> = <>

z#<> = cons(p(head(x)), f(tail(x))) (2.71)
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parap : X — Y. Reparemogrimeiro que (2.71) & uma definicdo “bem-
instanciada’ou seja“bem-tipificada”: parax = <>, temosf(z) = <> ede
facto<> € Y*, logo f(z) € Y*; parax # <>, teremos

z€eX* = tail(z)e X*

= f(tail(z)) € Y* (2.72)
pois f : X* — Y*; tamkemtemosque
z€X* = head(z) e X 2.73)

= (head(z)) €Y

poisy : X — Y. Comocons : Y xY™* — Y*, teremogjue,obtidososresultados
(2.72)e(2.73),
cons(p(head(x)), f(tail(z))) € Y™

comoqueiiamos.
Emlugarde(2.71)é vulgarescreerseadefinicdo“naorecursva”

def

f(z)

<p(a)|a + z>

ou aindaa composjéo
por

guejafoi apresentadaformalmentenasec@o 1.3.1. A estetipo de operadores
sobresequenciasda-sevulgarmentea designadéo de filtro, designaéo filiada na
terminologiaUNIX sobreprocessamentte “streams”(cf. AWKLEX, YACCetc).

Um operadorde filtragem mais geralobttm-sede (2.71) tomandoa decisio
adicionalde sb “passamparaa sdda” osvaloresyp(a) taisquep(a) = V paraum
dadopredicadadefiltragemp : X — 2:

r=<> = <>
r#<> = let h=head(x)
f(z) = t = tail (z)
in { p(h) = cons(p(h), f(t))
-p(h) = f(t)
(2.74)
Umaabreviaturacorvenientede (2.74)é
f(z) def <p(a) | a < z Apla)>
cf. aexpres§io(1.82)jaapresentadanteriormente.
Reparemodinalmenteque, se um operadorernvolve mais do que um argu-
mentoquesejaumaseq@ncia,osesquemagueatrasforamdescritose@oaplicaveis
emrela@oaum desseargumentoscomosepodever peloExerdcio 2.9.
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Exercicio 2.9 Adapteo esquemd2.70)a sintesedo operadoibinario sobrelistas de concatengio,
completando:

T~ def r=<> = y
v= z#<> = ...head(z)...tail(z) ~y...

everifiguese~ satishzaspropriedade$A.67) a (A.69) do apendiceA.
O

Exercicio 2.10 E dadaa seguintedefinigiodeumaordemsobreseqé@ncias:

C T ATX AT — 2
l=<> = V
def l£<>AN=<> = F

AL =

1. Fazendad = IV, déexemplosdetrésseq@nciadi, l2, 3 tal que:

) C tail(l")

1 Cla

LhZls

2. Indique,mediantea apresentgio de contra-&emplos,quaisdosseguintesfactosnao saover-
dadeirospndel, !’ € A*:

C & umarela@odeequialéncia
C & umaordemtotal

ICU = length(l) <length(l')
C & umaordembem-fundada

Exercicio 2.11 Sendodadasasclausulas,

Stream = A*
BoolStream = 2*
completea sgguintedefinicioexplicita
gate : Stream X BoolStream — Stream

gate(as, bs) def {length(a,s)glength(bs) =

deumafuncao

as —>
gate ——
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gueconsomelois ‘streams’,deixandopassaparaa sddaapenas elementoslo primeiro ‘stream’
quesao“permitidos” pelocorrespondentealor booleanado segundo‘stream’. Exemplos:

gate(<a,b,c>,<V,F,V,V>) = <a,c>
gate(<a,b,a>,<F,F,F>) = <>

Indique,atravésdaapresentgin de contra-&emplos,quaisdosseguintesfactosnao sao verdadeiros,
paratodosos bs, bs’ € BoolStream eas € Stream (C € arela@odo Exerdcio 2.10e ~ éa
fungdodefinidano Exerdcio 2.9):

gate(bs, bs)

gate(as, bs)

F € elems(bs)
gate(gate(as, bs), bs’)

bs
as
gate(as,bs) = < >

gate(as,bs ~ bs')

U n

Manipulac&o de Conjuntos

Vamosagorasuporqueo conjuntode partidadafungio f daequaéo(2.70)e2%
emlugarde X*, i.é
f:2X ¢ (2.75)

e procuremogncontraum esquemduncionalgerérico— um ‘kit — paraf.
Reparemosgjue, sendoX finito, qualquerz C X (i.ez € 2%X) tamkeémo

€. Logo, € possvel pensamum esquemaara(2.75)aralogoa (2.70),emquea

seq@nciavazia<> € X* fag correspondeagorao conjuntovazio) € 2X:

f:2X 5 C
def z=0 =
@ = {220 3

Contudo, operadoredipo head e tail nao fazemqualquersentidoem 2%, ja
gue nao existe qualguerordemde acessonum conjuntoz C X. Masndo é
dificil imaginarqualo tipo de decomposij@o a definir sobre2* correspondenta
decomposi@o head/tail sobreseq@&nciasem X* — sehead faza escolhgper
feitamentedeterminadalo primeiro elementode umaseq@nciaem X *, em 2%
essaescolhetlivre,i.e bastaescolheindeterminadamenigualquerlemento:

z=0 = ...
f(x) Ll 240 = let eca
n

A constry@o aralogaa tail(s), calculodo “resto” de umaseq@ncias, sea
enfoo “resto”
z —{e}
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deum conjuntox aoqualseretirouum elementa. Em sumatemoso esquema:

f:2%X =5 C
z=0 = ...
f@) ¥ ! 40 = let eca (2.76)
in ...e...flx—{e})...

Vejamosatitulo deexemplo,duasinstinciascompletagsie(2.76). A primeira
€ umafungdoquecontao nimerode elementosle um conjunto,

card:2X — IN,

z=0 = 0
card(z) % z#0 = let e€x
in 1+ card(z — {e})

i.e card(z) = |z| (cf. length (2.62), 0 operadorarilogo paraseq@ncias). A
seggundase@aumafuncaoquesepretendaejue“sequencializeimconjunto,.éque
o transformenumasequenciasemrepeti®esdeacordocomumaordemarbitraria:

list : 2% — X*
z=0 => <>
list(z) % z#0 = let eex
in  cons(e,list(x — {e}))

Estafuncaoé, decertomodo,a“inversa’de

elems: X* — 2%
elems(x) def z=<> = 0
- x# <> = {head(z)} U elems(tail(z))

cf. (2.60),namedidaemque
Vz € 2% : elems(list(z)) = = (2.77)

Poranalogiacom X *, & pos$vel definir a seguinteinstanciado esquemdun-
cional(2.76)semelhanta (2.74):

fo:2% - 2Y
z=0 = 0
et z#£0 = let e€x
fol@) a:{ pe) = |
-p(e) = 0
in aUf,(z—{e})

ple)}

(2.78)
paraqualquerp : X — Y.
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Naoédificil identificarem(2.78)avulgarformulade“abstrac@odeZermelo-
Fraenk!”,i.&

fo(@) ={p(e) | e € zAple)} (2.79)

Senaohouwer predicadaefiltragem(p), aequa@o(2.79)reduz-seé formaainda
maissimplese habitual,
{ole)| e ez}

Outraconfigura@omuito habitualdo esquemd2.76)€é aqueseseayue,

f<p:2X — Y
z=0 = ¢
fqo(x) o {3775@ = let eex (2.80)
in  p(e)ff,(x—{e})

ondep : X — Y eaestrutura(Y’; 6, ) constituium mondide abeliano(i.e 6 &
associatia e comutatvae e &€ seuelementaeutro).
A (2.80) da-sevulgarmenteo nome de esquemade reduéo (de z) por 6,
fazendosentidoescreer
fo(@) E Occapple) (2.81)

(onde ® generalizad a mais do que dois agumentos)como simplificado de
(2.80).Porexemplo,instanciando

X = Z
Y — DN
06 — +
e —» 0
¢ = An.n?
obtemosde (2.81),afuncdo
fa) =y e

ecx

quecalculao somabrio dosquadradosletodososniimerosnteiroscontidosnum
conjuntoz.
Interessagorareterduasinstinciasrelevantesde (2.81), paraduassubstitui-

cOestipicas:
Y - 2 Y
0 — A , 0
e —» V €

Neea #(€) 5 Veea ¥(€) (2.82)

2
\
F

11l

obtendo-se
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E imediatover aquiasduasformasde quantifica@o (respectramenteuniversal e
existencia) deum predicaday : X — 2 sobreum conjuntofinito z, i.&

Veex:ple) , Je€x:ype) (2.83)

Cornvenhamogjuemuito sesimplificata umtexto deumaespecificaBoemquese
escreaqualqueumadasexpres®esde(2.83)emlugardacorrespondentincao
recursvaaonivel de(2.80)!

Paraterminarestesumario de esquemasduncionaissobreconjuntos,corvem
referiraindaasduasinstanciasde (2.81)queseobt®mpara

y o5 24 y —» 24
6 — U , 6 — n (2.84)
e — 0 e —»- A

podendaagoraconsiderasey : X — 24 umafanilia deconjuntosj.é

© = (Pe)eca

Somosconduzidognfioaosesquemas

Ueez e 5 Neea Pe (2.85)

que designaremogor unido (intersec@o) genemlizadas ja que generalizama

n-argumentos uniao (A U B) aintersecéo (A N B) deconjuntos.
Vejamosdinalmenteumailustra@odo empreyo maltiplo, estruturadestess-

guemasSejadadoo seguintemodeloem Sets paraarvoresgeneabgicas

R

AG =2 Ind+ Fam  [*AG = arvore geneabgica*/
/*Ind = individuo*/
/*Fam= fanilia */

Fam = Indx [*cabea decasal*/ (2.86)
Ind x /*o outro conjuge */
246G [*a descendnciado casal*/
Qualser o ‘layout’ maisgeréricode umafungao
fiAG—->C
quetenhaAG comoconjuntodepartida?é imediatoesbqarmos:
is-Ind(ag) = .
ot is-Fam(ag) = let i=mi(ag)
flag) = j = ma(ag) (2.87)
d = m3(ag)
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guiadospelasestruturast e x em Sets. Mas reparemogjue AG ocorreem
expoenteg(24%) em(2.86).Isto faz-nospensanumafungaoauxiliar,

auzx : 246 — ...

guesigao esquemd2.76),tomandoaquio f da(2.87)o lugardey. Passaremos
aterumsistemade duasfungdesmutuamenteecursvas,

f(ag) def { is-Ind(ag) =

is-Fam(ag) = .. :7r1 (ag) ...ma(ag)...aux(rs(ag))...

d=0 = ...
auz(d) def { d#0 = let e€d

in ...f(e)...aux(d—{e})...

(2.88)
pasével dassimplificadesatrasenunciadas;onformeoscasos.

Suponhamogue,atitulo deexemplo,o operadotf (ag) amodela®todos(ag),
que se pretendeque calcule o conjuntode “todos” os individuos presentesia

arvworegeneabgicaag. Naoé dificil completar2.88)paraestecaso:

todos : AG — 2Ind
is-Ind(ag) = {ag}

todos(ag) % { is-Fam(ag) = {Wl(ag)’ }UGUIIP(M(GQ))

m2(ag)
(2.89)
para

aur : 249 - 2Ind
d=0 = 0
auz(d) % d#0 = let e€ed
in  todos(e) U auz(d — {e})

(2.90)

E nitido que(2.90)correspondaprimeiraexpreséiode(2.85)geradagelaprimeira
instancia@o de (2.84). Portanto,é possvel “eliminar’ auz obtendoa seguinte
simplificagode (2.89):

def is-Ind(ag) = {ag}
todos(ag) = { is-Fam(ag) = {mi(ag),m2(ag)}UU.ery(aq) todos(e)

Exercicio 2.12 Construaestruturalmenta definiddodosseguintespredicadosobreAG (2.86):

semRepetio : AG — 2
biSuada : AG — 2

guedeverdo garantif respectiamente:
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- gquenenhumindividuovema serdescendentde si praprio;

- queosdoisconjugesde cadacasalda arvwore tem sexos diferentegassumaquidefinidauma
fungdosexo : Ind — {M, F'}).

Manipulacao de FungdesParciais Finitas

Pretendemosagoraestudaresquemasguncionaisparaoperadoresobrefungdes
finitas (parciais),.e comfuncionalidadedaforma

f:(A—=B)—C

Relembremosa definicao
A=B= ] B*
KCA

onde
BX ={¢| ¢: K - B}

cf. (1.16),isto €, A — B & o conjuntode todasasfungdesparciaisfinitas cujo
dominio esk contidoem A e cujo contra-donmio est contidoem B. Como
javimos, cadaumadessagungdespodeser consideradaim conjuntode pares
ordenadoga,b) € A x B, i.&e

pEA-B = ¢e24xB (2.91)

E imediatoentio aplicarmosa fungdesfinitastodosos esquemasesemolvi-
dosparaconjuntos.Pegandono esquemadasico(2.76)obteremos

f: A=B)=>C

dot =0 = ...
@) = p#() = let (a,b)e¢
in ...a...b...f(¢—{(a,b)})...
(2.92)
Sendop umafungado,aescolhda, b) € ¢ ficaigualmentedeterminadpelaesco-

lhaa € dom(¢), ficandob acessrel viab = ¢(a). Somosconduzidosa uma
versao“mais elggante”de (2.92)

et p=0 = ...
f@ =< ¢#(0) = let ae€ dom(¢p) (2.93)
in ...a...¢(a)...f(¢\{a})...
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ondeocorreo operadorde restricdo sobrefungbes¢ em A — B — relembrar
(1.67).

A nota@o queseemprgyaparaasvariasinstinciasde (2.93) pde emevidén-
cia o caacteraplicativode umafungaofinita. Porexemplo,escreersed, para
peA— B,

emlugarde
{(a,p(a)) e Ax B| a€ X}

Vejamosfinalmenteumailustra@o do empreo estruturalde esquemassso-
ciadosa fungdesfinitas. Sejadadoo seguinte modeloem Sets de um sistema
hierarquicodeficheiros(tipo UNIX ou Ms/DOS):

FS = Id— (File+ Dir) [*FS= "file system*/

/*1d = identificador*/

[*File = ficheiro */ (2.94)
Dir = FS /*Dir = directoria,i.e*/

I* sub-filesystent/

Pretendemosaberse um dadoidentificadori € Id ocorrealguresnum sistema
deficheiros fs € F'S comonomede um ficheiro e/oudirectoria. Umaideiaé
calcularo valorde

i € todosId(fs)

querdizer, o problemaé transferidgparaa definicdode um operador
todosId : FS — 21¢

guecalculeo conjuntodetodosessesdentificadores.
Come@ndopeloesquem#2.93),teremos

todosId : FS —2'¢
fs=(0 = 0
fs#(0) = let i€dom(fs)
todosId(fs) ef xz = fs(7)

.. .todosIc-léfs \{7})--.
(2.95)

Aplicandoa (2.95)o equivalentea (2.80,2.81)teremos

todosId(fs) def Uicdom(ss) let == fs(i)
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Analisandoagoraa variavel z, quepertence unido File + Dir, teremos

todosId(fs) % Uicdom(ss) let == fs(i)

. is-File(z) = {i}
m { is-DZii(fg) = sz

ComoDir = F'S, teremodinalmente

def .
todosId(fs) = Uiedom(fs) let x = fs(3)

is-File(z) = {i}
is-Dir(z) = {i} UtodosId(x)
(2.96)

Exercicio 2.13 Acrescente (2.94)a seguinteclausula:

Path =~ Id* /*Path = trajecbria queselecciona/

I* umadirectoriaou ficheiro */ (2.97)

Aplique aestraégiagueacimaseilustroucomafungdotodosId a definiddodetrésnovosoperadores
sobreF'S:

files : FS — 2Path
dirs : FS§ — 2Path
mkdir : FS xIdx Path — FS

quedeveraosertaisque:
- files(fs) o conjuntodetodasastrajecbriasdeficheirosem f's;

- dirs(fs) eoconjuntodetodasastrajecbriasdedirectoriasem f's;

- mkdir(fs,i,p) € o resultadode seacrescentaa fs umanova directoriacom nomes na
trajecbriap.

Exercicio 2.14 Mostreque,parafs € F'S, afuncao f definidapor
def
f(fs) = dom(fs)U U /()
zerng(fs)AiS-Dir(z)

eequialenteafuncadotodosId.
Sugeséo: baseie-s@o sguinteresultado:

Ud @ 2 8- U s

a€EA a€AAp(a)
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Exercicio 2.15 Completeo seguinteesbqo deumafuncdo sobreF'S queespecificaa seminticado
comandamdir  p, ondep €uma‘path’:

rmdir : F'S X Path — F'S

rmdir(fs,p) def

length(p) =0 = fs
length(p) =1 = let i= head(p)
{ i dom(fs) = fs
in

i € dom(fs) = {iS'File(fs(i)) = [s

is-Dir(fs(i)) =
length(p) >1 =

2.3.7 Recursvidade Polinomial

Tem interessea generaliza@o da esquematologiduncional que setemvindo a
estudala definigdesarbitrariamenteecursivasdetiposde dadosdaforma

X = F(X) (2.98)

gue generalize por exemplo, definiddescomoa de List (2.29). Exemplosde
outrasestruturagonhecidas;ompadi@oderecursvidadesemelhanta List SA0,
porexemplo,

R

X = 1+ AxX? [*arvoresbinariassobre A */ (2.99)
X 1+ A x X* [*arvoresgenerlizadassobie A */ (2.100)
X V+AxX* [*“frases’outermossobeV eA* (2.101)

IR

IR

etc.

Tal generaliza@ioobrigarnos4,antesde mais,a continuara reflexaoiniciada
nasec@o 2.3.2sobrea nota@o (Sets) quevimos utilizandonestetexto, investi-
gandoagorapropriedadedaexponencia@o. Jaseviu que x e+ tememSets as
propriedadesle um semi-anetomutativgoa menosdeisomorfismo(=2). Repare-
mosagorague,quantoa exponenciaéo,temososfactosseguintes:

A% > 1 (2.102)

Al = 4 (2.103)
(BxO)* = BAxcA (2.104)
CcAXB = (oByA (2.105)
ABHC = AB  4C (2.106)
14 =~ 1 (2.107)
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Tem-seaindaque

A=B =~ (B+1)4 (2.108)
e que,por
A#B = X4nXP=9 (2.109)
e(2.26),setem
AX Z Am (2.110)
n>0
A=B = Y BX (2.111)
KCA

Seinterpretarmosem (2.108),1 = {1}, onde_L represent® valor especial
de‘“indefinicao” 7, enfloaequa@o(2.108)podeserencarada@omoatransforma-
caocarbnicaquecorvertefungdesparciaisemfungdestotaisatrarésdabijeccio

i:(A—=~B)— (B+1)4
talque
i(¢)(a) < { ‘i(“) co ; lezzg‘g 2.112)

Paraterminarestecalculo deisomorfisme— queadianteseveraqueé muito
Gtil pararaciocinarsobreespecificaes— temosainda,

AB > AX x AB-X &« X CB (2.113)
A" = Ax AL (2.114)
n#Zm = X"NX" =40 (2.115)

ondeasleis (2.114)e (2.115)podemserencaradasomoinstanciasde (2.113)e
(2.109),respectiamente’.

Definicdo 2.6 Designaemospor polinomialmenteaecursva todaa definico da
forma(2.98)tal que

F(X)

1%

D Cix X (2.116)
=0

para Cy # 0.

7Vermaisa frenteasegio3.4.2.
8Notaraindaque(2.114)parafraseig2.35).
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E facil deverque(2.29)e (2.99)saodefiniddesrecursvaspolinomiais.Recor
rendoa(2.110)vé-sequetamkem(2.100)e (2.101)sdopolinomiais.Vemosassim
gueestruturagparentementafio polinomiais— pornaoseremenunciadadirec-
tamentesegundoo padi@o (2.116)— o sdoindirectamenteatravésdo calculode
isomorfismo.Quandoexiste, designa-s@or formacanbnicaessaversaopolino-
mial deumaestruturaeem Sets.

Umresultadsugestiro paracorvertermodelosdledadosasuaformacarbnica
€ aformulado proprio binbmiode Newnton,

(A+B)" =y "Cpx A" 7 x B (2.117)
p=0
Porexemplo,considere-se seguintemodelodeesquemageneabgicos(cf. ‘pedi-
grees’):

GenDia = A: IndXx /*dadossobe individuo*/ (2.118)
F: (GenDia+1) x [*genealgia do seupai */
[* (sefor conhecida)/
M : (GenDia +1) x /*genealgia desuamae*/
[*(sefor conhecida)/

cujopad@oabstracte
F(X) = Ix(X+1)?

Ter-sedaenfio,aplicandoo binbmio de Newton,

F(X) Ix (X +1)?
Ix(X?24+2x X +1)

~ IxX?242xIxX+1

1

gue,literalmente significa: “sobre umindividuo I ou amboso pai e mae sdo co-
nhecidogX?2), ou umdeou o pai ou a mée é conhecidg2 x X), outantoo pai
comoa maesao desconhecidod)” .

Exercicio 2.16 Partadofacto(2.108)paramostrarque,em Sets,
1—B B+1
A—0 1
0—~B 1

1R IR

Exercicio 2.17
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1. Demonstreourefuteosfactossguintes.emSets,

(A~(B—C) = (AxB)—~C (2.119)
2(4%) & (94B (2.120)

04 = o (2.121)

0t =~ 1 (2.122)

* =~ N (2.123)

paraA, B e C quaisquer
2. Combasenaalineaanterior mostrequetodaa assinaturdivomogenea(cf. Definicao 1.3) se
poderepresentapor um alfabetograduadq £ — INp.

Exercicio 2.18 Discutaformalmenteavalidadedaafirma@o seguinte,em Sets:
- 0 naoé ponto-fixodadefinicio
Sexp = Atom + Sexp*

Exercicio 2.19 Umaarvorededecisio € umaestruture&combasenaqualsepoderepresentae navegar
sobreconheciment@rganizaddhierarquicamentemtermosde peiguntase respostasEm cadano da
anworeé feitaumapegunta(W hat) e esa disporivel um mern derespostapossveis (em Answer).
A principalac@osobrea anoreé aderespostai.é aescolhaleumaopgodo mer, queselecciona
subarwrerespectia. O percursaderminacoma decigiodo sistemasempregueé atingidoumafolha
daanwore.

Consideresseguintemodelorecursio paraarvoresdedecisio:

DecTree > What X (Answer — DecT'ree) (2.124)
queinstancia2.98)como seguintepadforecursvo abstracto
F(X) =2 Ax(B—-X) (2.125)

1. CompleteadefinicioseguintedealgunsoperadoresobreDecT ree:

DecTree —» 24mswer

menu  :
def
menu(dt) = dom(ma(dt))
decide : DecTree x Answer — DecT'ree
. def a € menu(dt) =
decide(dt,a) = { a & menu(dt) = dt
ask : DecTree — What
ask(dt) def . [*quala pemguntacorrente?*/
end? : DecTree — 2
def

end?(dt)

. [*terminoua arvore?*/
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2. Calculeaformapolinomialcarbnicade DecT'ree (2.124).

EsquemaAlgoritmico Polinomial

Seexpandirmog2.116),0btendo
Co+Cr x X +Cyx X2+ 4+ C; x Xid -+ Cp x X"

e senoslembrarmogcf. Sec@o 2.3.4) que a uniao-disjuntaconduza esquemas
algoritmicospor casosgnfioé intuitivo conjecturarmosgjuequalquerfuncao

f: X-=C

guefaga o ‘browsing’ de X deve serumaalternatva de tantoscasosquantosos
termosC; x X' cujo coeficienteC; # 0, pois0 x X* = 0. Mais ainda,devera
haver tantasinvoca®esrecursvasde f por casoquantoo expoente: do termo
respectio. Logo, o termoCy correspondeo casode paragemde f, com ne-
nhumainvoca@orecursva. Dai impormossemprequeCy # 0, semo que f nao
terminarianunca.

Emsumateremos:
f + X—C
z=(1,co) = ...C0-.-
z ={(2,{c1,x1)) = ...ct...f(z1)-..
f@) < :

T= (41, (ci,01, @) = cien f@) e f(@i) ... (Ci#0)

Vejamoscomoexemplode aplica@o desteesquemaa especificago deuma
funcao

belems : X — 24

9Paranaosobrecarrgara nota@oescreeremosaquie emsitua®essemelhanteée;, z1, . . . , T;)

emlugarde
1 ... 2
<ci’(w1 el TG )>

poisC; x Xt~ C; x X x ... x X.
—_——

i vezes
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(‘binary elems’) que desempenhea nivel de arvoresbinarias(2.99), a mesma
tarefa queelems anivel delistaslineares— a de coleccionatodosos elementos
de A presentesmnosdeumaarwre!®. Porqug(2.99)eédo2° grau,comC; = 0,
teremosapenasloiscasos— o0 de paragemparaarvoresvaziase 0 recursvo para
ndscom?2 sub-arvores:

belems : X —24
belems(z) def z=(1,NIL) =
h x=4(2,{(a,x1,22)) = ...belems(x1)...belems(xzs)...
Finalmentea concretizagodasreticenciase 6hvia:
belems : X —24
def .tL':(l,NIL) = {}
belems(z) = { x=(2,{(a,z1,22)) = {a}Ubelems(z1)U belems(zs)

Exercicio 2.20 Relembreo sgyuintemodeloformal A B paraarvoresbinarias de procura,
AB = X
X > 1+AxX?
— cf. definicdo (2.99)— supondagoraem A definidaumaordemtotal <.
1. Especifiqueafungdoquecalculao pesodeumaarnwrebinariaem AB.

2. Escreaadefinicdoformaldospredicadogquilibrada e ordenada quetestanmseumaanore
eshbalanceada ordenad&egundo<.

Conversaode Gramaticasem Estruturas Polinomiais

Recordeda sec@o 1.2.2atécnicade corversio de gramaticasindependentede
contexto emassinaturaalgébricas.

Existe um método alternatvo de representdo de tais gramaticasem sis-
temasde definiddespolinomiaisem SETS que tem a vantagemde ser pasével
deraciodnio e de, em particular caracterizaa nogio de equialénciaabstracta
entregramaticas.O métodoé o seguinte:

De umadadagranticaindependentdecontexto G = (N, T, S, P),
expressa@&m BNF, gerarum sistemade equa®esem SETS deacordo
comospassoseguintes:

10 A0 “grau” do polindmio que especificaumaestruturade dadospolinomial, a terminologiatradi-
cional associaa aridade ou nivel de linearidadeda estrutura. Nesteconteto, podemosconsiderar
anwresbinariascomosenddistasbi-lineares listaslinearescomosendadarvoresunérias etc.
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comea@-sepor eliminartodasasocorieénciasde simbolostermi-
naisnasprodu®esem P;

acadaprodu@odo BNF corresponde@maequa@oem SETS;

a cadasimbolondo-terminallA) em N corresponde variavel
A emSETs;

usa-sea seuintetabelade corversaode BNF em SETS:

BNF SETS

alB —» a+g
af - axpf
a* — a*
ot = axoat
€ — 1

Porexemplo,é facil ver queo seguinte BNF (recordarExerdcio 1.6)

(A == a(B)| b(A)a(B)
(B) == abla(Atc

secorverteno seguintesistemagm SETS:

A B+ Ax B*
B = 14+AxA*

1%

Ja o sguinte fragmentode gramética de contecto livre paraexpres®esde
aritméticainteira,

G = (NT,T,(Exp,P)
NT = {(Exp,(Int),(BinOp}
T = {+,-,*,01,(,),...,2,-1,0,1,2,...}
{ (Exp == (Int)| ( (Exp) | (Exp)(BInOP(EXpP
P = (nty == ...2|-1]0]1]2]...
(BinOp ==+ |- | * |/

€ corvertivel no seguinte sistemade equades, recorrendoa estemétodoe ao
calculodeisomorfismosie SETS:

Ezxp
Int

isto &, numasb equad@o polinomialdo 2° grau:

Int + Exzp + 4 x Exp?

Z (2.126)

IR IR

Exp = Zy+ Exp+ 4 x Exp? (2.127)
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Duasgrangticasdir-sedo “equivalentes”ou “isomorfas” se puderemserre-
duzidasa sistemagle equadesnasmesmagariaveis (a menosde renomeaao)
guesejamisomorfasumaaumaem Sets.

Porexemplo,é possvel usarestatécnicade corversioe asleis do calculode
isomorfismode SETS paravalidarasduastransformadespararesoher conflitos
LL(1) emgramaticasindependentede contexto que se apresentaramo quadro
doExerdcio1.7.

No casodaprimeiradessasransformades,é imediatotransformaiG’ em

{A
Al

gueé exactament® resultadadacorversfiodo respectio fragmentaG.
No casodasegundatersed, apbsacorversiodeG 11

ax A

o A 2 ax(B+y) & A =2 axfB4+ax
B4y B+ B ¥

IR 1R

A = BxA
!

A =2 Bx(axA +1)
!

A =2 BxaxA+8x1
I

A =2 BxA'xa+p

——r

!

A = Axa+8

0 que coincidede factocom o resultadoda corversao do correspondentérag-
mentoG.

Exercicio 2.21

1. Apliqueo processalecorversioacimadescritoassegguintesprodu@esdeumadadagranatica:

(B)
A

2. Verifigueseestagranmaticae ado Exerdcio 1.6,acimatranscritasaoisomorfs.

ala{A*b(Ac
a(B)*a(Aya |(B)a

[m]

11E facil justificarcadapassacomasrespectias|leis de SETS.
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Exercicio 2.22 Mostreque,em SETS, aresoly@oemordema X do sistemadeequades
X
Y

X =2 B4+AxX

Y x B
1+AXY

IR 1R

conduza

paraquaisquerA e B.
O

Exercicio 2.23 Aplique o processaque conheceparaa corversio de BNF em SETS as sayuintes
produ@®esdeumagramaticade contexto livre, bemconhecidaparaexpres$esaritméticassimples:

G = (NT5T5<E>’P>
NT = {B}

T = {+,*,(,),id ,num}

P = {(® == E+EE*E|(E)|id | nmum }

Recorrendao calculo de isomorfismo,mostreaindaque a gramaticaacimaé corverfivel numa
equaéo polinomialdo 2.2 grauem SETS. Finalmente gnuncieo métodode indugio polinomial que
eshassociad@equa@oqueobtere.

O

Exercicio 2.24 Considere seguintedesafiorepresentaexpresesaritméticasde (Exp) acimanum
tipo dedadosem PASCAL quenaorecorraa ‘records’variantes.Combaseem (2.126),mostrequea
seguintepropostadeum colegaseu,

type Exp = record
L: "Node;
I:  Integer
end;
Node = record
P: "BinOps;
N: “Node;
end;
BinOps = record
O: BinOp;
E: Exp
end;
BinOp = (TIMES,DIV,PLUS,DIFF);

esht correctaondelnteger  represent® ndo-terminakInt). Sugesho: “inverta” o PASCAL dado,
simplifique-o,e recorraaoresultadgrovadono Exerdcio 2.22.
|
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2.4 Modeloscom Invariantes

Relembremos Exerdcio 2.12emqueforamdefinidos sobreo modeloAG para
arvoresgeneabgicas(2.86), dois predicados— semRepet#o e biSxuada Re-
paremogjueestesioispredicadosegistama “ordemnaturaldascoisas’quantoa
arnworesgeneabgicaspois, biologicamentendao sd aprocria@oentreindividuosé
bi-sexuadacomotamkemnenhumindividuopodeserdescendentde si proprio.
Portanto,0 modelode AG aproxima-selarealidadequandolhe associamos

taispredicadose talvezalgunsmais. Sedefinirmosum novo predicadajuecom-
bineosanteriores,

inv-AG  : AG — 2
inv-AG(ag) def semRepetin(ag) A biSxuaddag)
temosneleregistadaumapropriedadearacteistica,desefvel ou “invariante”so-
bre anoresgeneabgicas. Querdizer, o respectto modeloacabapor vir a ser
um subconjuntale AG — aquelequeconémapenassarvresqueverificamo
invarianteinv-AG,
{ag € AG | inv-AG(ag) =V}

— enaotodoo espao matenaticodisponibilizadgpeladefinicio (2.86).

O conceitode invarianteé essenciahk aplica@o da especificago formal a
problemaspréaticos. Raramentea realidadea especificaié tao “regular” que se
possaconstruirum seumodelomatenatico“perfeito”, i.€ semcondicionamentos
extra. Porexemplo,pensemosumaespeciededadogao“simples” deespecificar
comoavulgar Data,

Data =2 31 x 12 x IN (2.128)

onde,comohabitualmentedl e 12 designanosrespectiossegmentosniciais de
IN, istoé,se(d,m,a) € Data, enfiol < d < 31 (diadomés)el < m < 12

(més). Ora, todaa gentesabeque o modelocartesianapresentadem (2.128)
€ demasiaddato, pois nemtodosos mesesadmitem31 dias, e existe mesmoum

deles(m = 2) cujonumerodediasdependeloanoemquesho.Ali as,0 problema
ébemmaiscomplicadocomosepodeavaliar peloexerdcio quesesegue.

Exercicio 2.25 Combasenosseguintestextos ' 2:

“Do Ano e SuaDivisao — (...) Julio Césarinstituiu o0 ano,de que hoje usamosgde
365diase 6 horas,a qualquantidadendo & exacta,pois vemosclaramentadiantaise
o tempo;(...) a SantaMadrelgrejausado anoqueinstituiu Jilio Césay tomandoem
cadaanoas6 horas,queformamum dia inteiro em cadaquatroanos,chamando-se
bissexto aesseano,aqueseacrescentamdia(...).

DaReforma do Calendario — Tendo-se@bserado,quedesdeacelebraéodocondlio
deNiceia,em325,att aoanode 1582,sehaviam antecipadms equirbcios10 diasdo

12|n Lurario de Prognbstico Perpétuo, para Todosos Reinose Provincias por Jebnimo Cortez,
Valenciangséc.XVIIl), re-edi@oLello & Irmao,1910.
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assentdixo emqueoscolocaraDionisio Romanoy...) mandouo papaGregorio Xl
proceder reformado Calendirio, emvirtude daqual sedeterminou:1.° queno més
deOutubrode 1582sesuprimissem 0dias,contandaet nodiadeS.Franciscog 15no
seguinte;2.° queemcada400anossesuprimissend dias,principiandode 1700,1800,
1900,2100,2200,2300, 2500, etc. (que por issonao sao bissetos), paradiminuir o
excessado anosinodalao civil, e osequirbciosficaremimoveisa 21 de Margo e 23
deSetembrd...)"

completeasdefinidesdosseguintespredicadospndeData foi definidaem(2.128).

dataOk : Data — 2
bissexto : IN — 2

Nos exemplosanterioresyimos razbesde ordembioldgicaou cosmobgica
paraaintrodu@odeinvariantesem modelos.Masaraziomaisvulgarparaa sua
ocoriénciaé de ordemnormativa isto €, deve-sea regulamentospormasou leis
impostasaosfuncionamentalasinstituigcdes. Porexemplo,seo regulamentade
umaescolampde, quantoa passagende anodosseusalunos,queum alunonao
podetermaisdoqueo equivalenteaduascadeiramnuaissmatrazo genioteremos
esseinvariante”a afectartodasasfichasqueregistema informago escolardos
alunos.E seécornvenienteprovar quenenhumdransado previstanumaeventual
aplica@o de gesto acagmica“ilegaliza” o sistema,.& conduza existenciade
fichasquecontrariemessaclausulale eventualmenteutras!).

Assim,apresenadeinvariantesiaummodelorepresentam “6nus”adicional
aoseudesemolvimento,ja quesetornanecesariodemonstragueosoperadores
nele presentesatisfazemou respeitamessesnvariantes. Mais concretamente,
semprequeum invariante

inv-s: A(s) — 2

afectaumaesgicies € S nummodeloA : ¥ — Set, enfio, paratodoo X-
operador
O:8 X...X8, > 8

etodosostermost; € Wy ,, (1 <14 < n), se@precisoprovarque,emA,

inv-o(ti,...,tn)) =V (2.129)

Sendar um operadocomsen@nticaparcial,(2.129)assumeformadeuma
implicago,
preg(ti, ..., tn) = inv-So(t1,...,1,)) (2.130)

daqual(2.129)naoémaisqueumcasagparticular sendaacondi@opre, (t1, - - -, ts)
universalmenteerdadeiraSealgumadasesecies-agumentos; estver afectada
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elapropria por um invarianteinv-s;, essefactopodesertil nademonstra@o de
(2.130),reforandoo antecedentdasuaimplicacgioe assumind@ forma:

preqg(tiy ... tn) AV <i <n:inv-s;(t;)) = inv-So(t1,...,t,)) (2.131)

Repare-saue o conjuntodosinvariantesinv-s paratodoo s € S, € uma
familia S-indexadade predicados.Assim, (2.131) €& nao & maisdo que o salto
indutivo dademonstra&o, pelométododeinducio algébrica que A satishzessa
familia de predicados.Masvejamosantesde mais,um exemplo.

2.4.1 Provadelnvariantes: Um Exemplo

Nesteexemplo pretende-s@&specificarum sistemanao-hieérquicode ficheiros
organizadogmrede,

FSR = Id— File x 2LnkldxId

i.€ assodhweis entresi por ligagdes(LnklId) entreos seusidentificadoreqId),
por exemploasligagdesentreficheirosquea seguintetabelaregista:

Id LnkId Id

X.C includes x.h
X.tex manual-of X.C

X.C source-of X

x1.h includes stdio.h

E convenienteafixara F.SR um invariantequeimpe@falsasassociates:

inv-FSR % X\o.Vk € dom(o) : links(o, k) C dom(c) (2.132)

onde

links(o,k) ¥ { kedom(oc) = mlm(o(k))] (2.133)
Acrescentam-sagoraosoperadores:

deps(o,k) < {j € dom(o)| k € links(o,7)} (2.134)

rem(o,k) < { deps(o,k) C{k} = o\ {k} (2.135)
0 primeiro parainterroga@o quantoa depen&nciase o sggundoparaa remo&o
deficheiros.Em sumajtem-sea assinatura:

deps : FSR x Id — Ids
rem : FSR x Id - FSR
inv-FSR : FSR — Bool
links : FSR x Id — Ids

Y =
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(enomodelo:Ids = 219),
Vamosdesegyuidaaplicar(2.131)parademonstrg@odapreseracodoinvari-
anteinv-F'S R por partedo operadorem.

Factoa provar:

inv-F'SR(o) Adeps(o,k) C {k} = inv-FSR(c\ {k})(2.136)
S— ~ ~ -

A B

Demonstra@o: Porcasos.
Casol —k ¢ dom(o):
inv-FSR(o) A deps(o,k) C{k} = inv-FSR(c\ {k})

1 (2.137)
inv-FSR(co) Adeps(o,k) C{k} = inv-FSR(o)

1 (2.138)

v

]
Caso2 —k € dom(c): Como{k} = {j € dom(o) | j = k}, temos

A= deps(o, k) C {k}
) (2.139)
{j € dom(0) | k € links(o,5)} C {j € dom(c) | j =k}
! (2.140)
Vj € dom(o) : k € links(o,j) => j=k
T (2.141)

Vj € dom(o) : j # k = —k € links(o,j)

inv-FSR(og) A A

? (2.142)

Vj € dom(o) : (links(o, j) C dom(a)) A (5 # k = —k € links(a, 7))

1 (2.143)

Vj € dom(o) — {k} : (links(o,j) C dom(c)) A (V = =k € links(o, 7))

0 (2.144)

Vj € dom(o) — {k} : (links(o,j) C dom(o)) A -k € links(c, J)

? (2.145)

Vj € dom(o) — {k} : links(o,5) C dom(o) A {k} N links(o,j) =0

? (2.146)

Vj € dom(o) — {k} : links(c, ) C dom(o) A links(o,j) C {k}

0 (2.147)

Vj € dom(o) — {k} : links(o,7) C (dom(o) — {k})
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? (2.148)

Vj € dom(o \ {k}) : links(o,j) C dom(o \ {k})
0 (2.149)
inv-FSR(o \ {k}) =B

Logoaimplicacao(2.136)verifica-se.d
Justificacdo passoa passo:

(2.137) — leis(A.14) e (A.53) do apendiceA

(2.138) — lei (A.1) domesmoapéndice

(2.139) — porsubstituj@o

(2.140) — leis(A.10) e (A.13)

(2.141) — lei (A.2)

(2.142) — porsubstituj@oelei (A.5)

(2.143) — lei (A.6)

(2.144) — lei (A.3)

(2.145) — lei (A.14)

(2.146) — lei (A.15)

(2.147) — leis(A.16) e (A.17)

(2.148) — lei (A.54)

(2.149) — porinstanciag@o(‘folding’ ?) de(2.136)— substitua-se por
o \ {k}

O

Em suma,a prova acaboupor se desenrolasegundodois casos,ambosde
naturezadedutva. Seia sempreassimnageneralidadeloscasos?Porquerazo
seconduziua prova dessdorma? Na sec@o sgguinte estudarse-do em detalhe
técnicagle provadeinvariantesajustadas cadamodelosendéntico.

Exercicio 2.26 Considerea segguintefungdorecursva
f : W() — W()

def k=0 = 0
fB) = {k>0 = impar(k) + f(k —1)

onde
impar : IN — IN

impar(j) def 25 —1
Mostre,porindugiosobrelNy, que f calculao quadradalek, i.eque f(k) = k2.
O

13 Consultam propbsitoa seg@o B.4 emapendice.



2.4. MODELOSCOM INVARIANTES 113

2.4.2 Meétodos(Induti vos)de Prova

Tradicionalmentenamatenatica,os métodosde prova dividem-seem dedutivos
eindutivos O exerdcio 2.26ilustraum dosmétodosdeindugdodita primitiva, i.e
sobrelVy.

Mas IV, € apenasum dosdominiosde dadosarbitrariamenteomplexosque
podemosconstruirem Sets. Se# que métodoscomo a indugdo primitiva sao
suficientegpararaciocinarsobreessasestruturasarbitrariamenteomplexas? A
resposta negativa. Mas a verdadeirajuesfio &€: assimcomoa indugo primitiva
seajustadeformaparticularaosraciodniossobrelNy, naoexistiraumaformaes-
truturaldeassociaa cadaestruturaeem Sets 0 “seu” métodode prova (indutiva)?

Mostraremosde imediatoque nao & dificil associaum métodode prova as
principaisconstryéesde Sets — x , +,*, —, etc.— paradefinicdo de
modelos.Sejae umaexpres§o envolvendoesseperadorese sejap : e — 2
umpredicadeem Sets. Suponhamoguequeremogprovaravalidadede

Vz € e: ¢(x) (2.150)

Parac = X xY aprovadesdobrasseatrivialmentesobreX eY’, simultaneamente.
Parae = X + Y aprovadesdobra-seamtemsobreX eY', masagorapor casos,
conformeis-X (z) ouis-Y (z) éverdadeiro.

Nos restantesasos,se@ precisorecorrera métodosde indugdo estrutural
baseadoemordensbem-fundadaécf. Exerdcio 1.22).

Conjuntos

Parae = 2%, a ordembem-fundadamais 6bvia € a relacgio de cobertua do
reticulado(2X; C), i.earelago < talque

<z Feex:a =z—{e})

daqual & limite universalinferior e, portanto,o (nico casode basedo método.
Assim,paraprovar (2.150)nestecontexto, i.& provar

vz € 2% : p(z)
usarsea o métodoseaguinte:
1. CasodeBase provaro(0).
2. Saltolndutiva: sejaz € 2X tal quez D 0.
(a) Hipobtesedeindugo:

Ve e z:p(z—{e})
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(b) Passo
Ve €z :p(x — {e}) = p(z)

Exercicio 2.27 Useo métododeindugdoestruturakobreconjuntogparaverificaravalidadede(2.77).
O

Exercicio 2.28 Considerea sguinteassinaturgaramanipulaé&o degrafosadclicos:

init :— Graph
allNodes : Graph — Nodes
Y= sucs : Node X Graph — Nodes
addArc: Node X Node X Graph — Graph
acyclic : Graph — Bool
sobrea qualseconstruiuo modelo
4 Graph o 2N0de><Node

Nodes o2 2Node
Bool =2

init ' 0

A(®) = ¢ allNodes < A(g)-mw1[g] U malg]

sucs A(a, g)- UtEg/\7r1(t)=a{7r2 (t)} U sucs(ma(t), g)
addArc A(a,ad,g). { a ¢ sucs(a',g) = gU{(a,d)}
\ acyclic def A(g).Ya € allNodes(g) : a & sucs(a, g)

Mostrequeo operadoldd Arc ndopresera o invarianteacyclic.
O

Seqlencias

Parae = X*, aordembem-fundadaue“encaixa”no esquemduncionalassoci-
adoaestecasoé
s’ < s s =tail(s) (2.151)

paras, s’ € X*. A ordem(2.151)é tamkemumarelag@odecoberturaadac.p.o

(X*; <) paras’ < s entendidacomo*“s’ & sufixo de s”, cujo limite universal
inferior € aseqnciavazia<>. Emresumoparaprovar

Vz € X*: p(x)
temoso métodoseguinte:
1. CasodeBase provarp(<>).

2. Saltolndutivo: sejax € X* tal quez # <>.
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(a) Hipobtesedeindugo:

p(tail(z)) =V
(b) Passo
o(tail(z)) = ¢(z)
FuncdesFinitas
Finalmenteparaprovarmos
Vee X =Y :p(x)

— instanciade(2.150)parafungdesfinitas— podemossimplesmentdazerindu-
gaoestruturakobreo dominio dom(z) € 2.

Inducao Polinomial

Usarsedapara(2.116)o métodoindutivo seguinte:
1. CasodeBase (i = 0) provar ({1, co)) paraqualquerc, € Cy.

2. Saltolndutivo: (z > 0) paracada0 < i < n talqueC; # 0, sejac; € C; e
ZTiyeeey Zjye.., i € X

(a) Hipobtesedeindugo:

(b) Passo

QO(-’L'J) = QO((Z—}—].,(C,,.’L'l,,.’,Uz)))

i

J

Exercicio 2.29
1. Enuncieo métododeindugdopolinomialassociad@a Exzp = F(Ezp) dadapor (2.127).

2. Sobreo respectio esquemalgoiitmico polinomial,especifique funcio

eval : Exp — Zg

def = f « ”
eval(e) = ... [* calculao valor emZ, daexpresfio e; o terminal“ /

devera serinterpretadocomoo operdor dedivisio inteira */
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Exercicio 2.30 E dadaa seguintedefinicio de umafungioparainversio de seqéncias:

invl X — X*
inol(l) def l=<> = <>
B l#<> = invl(tail(l)) ~ <head(l)>
onde ~ é a fungdo definidano Exerdcio 2.9. Mostre queinvl e ~ comutamentresi da forma
seyuinte:

invl(a ~b) = invl(b) ~invl(a)

Sugeséo: fag@indug@osobrea (seq@ncias)e tomeemconsideragoasleis (A.83) e (A.84).
O

Exercicio 2.31 Naseq@nciado Exerdcio 2.30verifique(e.g. porinducdo)sea especificag@odeinuvl
satishza seguintepropriedade:

Vs € X* : elems(invl(s)) = elems(s)

Exercicio 2.32 Considerea sgyuintefungdo que especificaum tipo de inser@o em lista de naturais:
estraégiade
ins : IN*XIN— IN*
l=<> = <a>
l#<> = let h=head(l)

. def t = tail(l)
ins(l,a) = a—h = 1
in a<h = cons(a,l)

a>h = cons(h,ins(t,a))

1. Demonstreourefuteseins presera o invariantesobrelistasquesesegyue:
(1) def length(l) = card(elems(l))

2. Qualo significadoinformal desteinvariante?E capazde especificaum outroinvarianteque
ins (tamkem)satishca? Justifiguenformalmente.

Exercicio 2.33 No conteto do Exerdcio 2.32,demonstrejueins presera o invariantesobrelistas

quesesegue:

o(l) ¥ i, 5 < length(l) - i < j = 1(3) < 1(5)
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Exercicio 2.34 Demonstreporindug@oem X * o factoseguinte:
VIie X* invl(invl(l)) =1

onde~ einvl sdoasfunpgdeeseferidasno Exerdcio 2.30.
O

Exercicio 2.35 Naseq@&nciado Exerdcio 2.11,verifiquea validadede:

length(gate(bs,bs)) < length(bs)

Exercicio 2.36 Naseq@nciado Exerdcio 2.10,
1. demonstrejuearelad@obinarialC éreflexiva;

2. verifiquese(A*, C) @umaordemcomlimite universalinferior.

Exercicio 2.37 Suponhajue,em(2.99),A = K x D, ondeK &umdoninio ndo-\aziodechavesde
acess@D.

Especifiqguenestecontexto uminvariantequeimpe@amesmeachave k € K deserepetiremposi-

cBesdiferentedamesmaanore 14,
O

Exercicio 2.38 Considere seguintemodeloem Sets deumaarvore-B

BT
Block

1 + Block
BT x (A x BT)*

o)
o

onde,sobreo seutipo deelementosA seconsideralefinidaumaordemtotal < .

1. VerifigueseaestruturaBT & polinomial. Sugeséio. Relembre2.31).

140 |eitor devera identificaraqui aschamadagarvores binarias de procura (‘binary searchtrees’)
de[Wir76].
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2. Completea sgguintedefinicdodafungao

collect : BT — 24
t=NIL = 0§
ot t#£NIL = let to=m(t)
collect(t) = 1 =ma(t)
m = length(l)
in  collect(to) U...

quedevera colectaro conjuntodetodososelementopresentesumadadaanore-B.

3. Construea definicdode uminvariantesobre BT', quegarantaasclausulaestruturaisjuesao
conhecidasobrearvores-B asaber:

- todososblocos,exceptoaraiz,ttmn < m < 2n elementospnden > 1 &aordem

daarwreemquesio;

-sendd to [ a1 [¢1 [ a2 [ 62 [ ... [ am [ tm |umblocoaqualquenivel daarwore,
sea ocorreemt; (0 < ¢ < m)enBoa; < a < a;4+1 (Masaten@o quando
i € {0,m}!).

apartirdo eshbqo seguinte:

( t=NIL = V
t#£NIL = let to=mi(t)
I =ma(t)
m = length(l)
def a1 =m(I(1))
tm = m2(1(m))
Ya € collect(to) : a < a1 A
Ya € collect(tm) : ... A

Exercicio 2.39 No conteto do exerdcio 2.20,especifiquex operaé@o
insert: ABx A — AB

que insereelementosde As numaanore binaria ordenada. Use o método indutivo associadca
estaestruturaparademonstrague a suapropostaparainsert presera o respectio (sub)irvariante
ordenada:

Vz € AB,a € A : ordenada(z) = ordenada(insert(z,a))

Exercicio 2.40 Estudeo esquemandutivo associada definicdo recursva (2.101)de termoscom
variaweis.
O
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Exercicio 2.41 Na seq@nciado Exerdcio 2.20, relembrea conhecidaécnicade representgio de
arvoreshinarias deprocura sobaformade‘arrays’ commarcas i.& aquerepresenta arvore

t=(12,(6,(3,0), 0), (9,0, 0)), 0)

pelo‘array’

e=[12]6]O0[3[]9] | Jo]Jo]oJOo]
Considerando seguintemodelopara‘arr ays’ commaras

AM

N —~ Au{O}
>~ IN—~A+1
ondesesupbe, parasimplificaranota@o,qued ¢ A,
1. dadaasquinteespecificaodafuncaoquerepresentad Bsem AMs:

rep : AB — AM

€

rep(t) def auz(t,1)

onde
( i
t=NIL = ( O )
t#£NIL = let a=mi(t)
st = ma(t)
. def te = st(1
auz(t,i) = t, = stEZg
n ( ; ) u
auz(te, 2) U
\ aux(ty,2i + 1)

useindugao polinomialsobreA B paramostrarqueessauncaosatishz o invarianteseguinte:

mvAM 1 AM — 2
invAM(a) e Ve dom(a) : a(n) # O = 2n € dom(a) A 2n + 1 € dom(a)
i.e que

Vt € AB : invAM (rep(t))

2. indique— justificando— quaisdosseguintespredicado®scolherigparaexprimir maispro-
priedadeslesefweis (i.& invariantesparaqualquerarray’ commarcasa € AM:

VYn € dom(a) : 2n € dom(a) A 2n + 1 € dom(a) (2.152)

Vn € IN : n € dom(a) = 5 € dom(a) V § — 1 & dom(a) (2.153)
Vn € dom(a) : a(n) # 0 = {2n,2n + 1} C dom(a) (2.154)
nenhundosanteriores (2.155)
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2.5 Comparacao e Classifica@o de Modelos

Finalizaremogstecagdtulo comalgumasquesbesque naturalmenteelevantam
guandoestamos especificatum problemagque senospds de novo e quesao as
seyuintes:serd o problemadefacto“novo”? seta quendo sepode‘r e-utilizar”
nanovaespecificago algumaexperiénciaja adquiridaemespecificaBesdo pas-
sado?

Normalmenteg com a suaintui¢ao e experiénciaque o especificadotenta
“responder’a estasquesbes. E o problemacoloca-semais, de certo modo, ao
nivel do desemolvimento de uma solu@o — ou implementado — do quea
nivel dasuaespecificago. Contudo,a quesiodefundoqueaquiselevanta— o
problemadacompaacio de especificaBes— & muito relevante.Vejamosainda
gue de forma suméria, como o calculo de isomorfismoem Sets permite uma
estraégiainequvocae rigorosaparaabordaressaguesiiodefundo.

Veremos seguinteexemplo.SejaB = 2 nadefinic@oabstractaleaarvorede
decisioqueatrassedeuem(2.125).Podemognfiofazero seguinte=-raciodnio:

Ax (B—X)

1

Ax (2= X)
Ax (X +1)?
Ax(X+1)x(X+1)

1%

IR

— cf. (2.108)and(2.46)— ouseja,de(2.125)obtemos:
X2Ax(X+1) x(X+1) (2.156)

— nadamaisdo queo pad@orecursvo deesquemageneabgicosou ‘pedigrees’,
cf. (2.118).

E 6bvio que(2.156)e (2.118)sd00 mesmamodelode dadosamenosdeuma
renomeago de simbolosmais sugestia e da introdu@o explicita de selectores
no produtocartesiano.Conclui-seque esquemageneabgicos“sao” casospar
ticularesde arvoresde decisio, querdizer, sesetiver disporivel uma‘package’
queimplementeestas enio essapackage’podesersimplesmentee-utilizada
paraimplementaraqueles.E claro quea comparaéo plenaentreos dois mode-
los deve tambem examinara suaestruturaalgofitmica'®. Mas o objectivo deste
exemplo— e dosexerdcios 2.64,2.65e 2.66 que constamda sec@o 2.6 — &
aquitaosomente de mostraraimediatautilizacdo dosisomorfismosle Sets na
compargao deespecificabesdetiposdedados.

15 por exemplo, tomar decigies em DecT'ree correspondexactamentea ascendeinformago
geneabgicaem Gen Dia, paraum dadomenu(conjuntode “respostastisporiveis) emcadanivel de
“decisi0™ 2 = {pai, mae}.
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2.6 Exercicios

Exercicio 2.42 Calculeo menordospontosfixos daequa@o
z=RuUz!
ondeR C P x P éumarela@oemP D (), er—! designaarelagodefinidapor (1.51). Coincidifa

o resultadado seucalculocomo maiordospontos-fixoddamesmeaequaé&o?Justifique.
O

Exercicio 2.43 Calculeo menordospontosfixos daequa@o
z=RUz?
ondeR C P x P éumarelagoemP D (), er® designaarelago
2 = {{a,a) | a € mi[r] Uma[r]}

Exercicio 2.44 Considerexdefinidorecursvaz = f(x) queé dadapelaequa&oseguinte
z:lpURUa:*IURoz
em2Px P (relad@eshinariassobreum conjuntoP ndovazio),ondeR C P x P, 1p designarelago
{(p,p)| p€ PYez™' = {(g,p)| (p,q) € 2}.
Calculep f paraR = () e mostreque,paraqualquerR, P x P &o maiordetodosos pontos-fixos
def.
O

Exercicio 2.45 Pretendendo-sgeterminaa menorsolu@odaequaéo
z=RUz?
ondeR C P x P eumareladoem P O (), decidiu-seaplicarlhe o Teoremade Kleene,e assim
calcularu f paraf(z) = RU z2.
1. Mostreque f &,defacto,umafungaoconinua.

2. Completeo referidoprocessalecalculo,justificandoos passoga dados:

o =0

f'o) = R

f2(0) = RUR?

3@ = RU(RUR?)?

RU((RUR?)o (RU R?))
RU((RUR?)o R)U((RUR?) o R?)
RUR?UR*URUR?

= RUR?>URUR?
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Exercicio 2.46 Comenteénformalmentea seguinteafirmago:

O conjuntodetodosos pontosfixosdez = R U R o € exactamenteonstitido por
todasasrela@esr queobedecenas seguintespropriedades:(a) r & transitiva; (b) »
inclui R.

Exercicio 2.47 Discutaformalmentea validadedaseguinteafirma&o:

Existepelo menosumarelagio R C P x P tal queo seufedo simétrico, dado
pelaequadozr = R Uz~ !, coincidecomo seufedo transitivo,dadopelaequaéo
y=RURoy.

Exercicio 2.48 Calcule,combasenaalgebradosSETs, amenorsolu@odaseguinteequaéo, paraA
e B nao-\azios:

X o2 AxX+(X—=0+BxX

Exercicio 2.49 Pretendendgrovar o isomorfismo
A* x IN = A* x A* (2.157)
em Sets, alguem propdsa sguintefungdocomobijec@o,comorigemem A* x A*:

pack(t,l) (1 ~1V, length(l) + 1)

Se&(2.157)umisomorfismovalidoem Sets? Seapack defactoumabijecco?Justifiquenformal-

mente.
O

Exercicio 2.50 Mostre,atravésde um contra-gemplo,queo isomorfismo
(A% = 2% x A*

€,emgeral,falso.

O

Exercicio 2.51 Considerea sgyuintefungdorecursia, escritaemnota@o SETS,

f
E Ry

ondeseassumeexistenciadafungdo f : A — B.
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1. Recorrenda@ (1.19)e (1.29),re-escrea g emnota@o funcionalclassicae tipifique-a,isto &,
completeasreticdnciasem

g : e — 3 e

o@ = {02

2. Fa@ f = card. Qualo significadode g paraestecaso?Justifiqueinformal masadequada-
mente.
3. Encontraalgumarela@oentreg e f* (1.84)?Naafirmatva, caracterize-adequadamente.

Exercicio 2.52 Recordeo fragmentadegramaticade contexto livre paraexpres®esaritméticasqueé
assuntalo Exerdcio 1.42.Recorraaométodoqueestudownasec@o2.3.7paracorvertera gramatica
acimanumsistemaleequa®esem SETS, resohendo-oemordema Exp.

O

Exercicio 2.53 Considerea sgyuintedefiniciodeumafunciosobreseq@ncias:

subl : A* x IN x INg — A*
subl(l,i,n)
n=0Vi=<> = <>
n>0Al#<> = let h=head(l)
t = tail(l)
in i=1 = <h>~subl(ti,n—1)
i>1 = subl(t,i—1,n)

1. Comeceporpreencheo quadro

[ 2] n [ subl(l,i,n) |

2|2
3|3
413

paral = <2,3,1,1,2>. Descrea, enfo, por palarras suas,0 proposito e a utilidade da
funcao subl.

2. Mostre(e.g. porindugdoem A*) queo seguintefactoseverifica:

subl(z,1,length(z)) = =z (2.158)

Exercicio 2.54 Relembredo Exerdcio 2.53a fungdo subl queextrai de umaseqié@&ncial a suasub-
seq@&nciaden elementogou de tantosquantosor possvel extrair) quecome@ naz-esimaposi@o.
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1. Demonstréporinducgdoem A*) ourefute(porcontra-gemplo)osseguintesfactossobresubl:
F(subl(l,i,n)) = subl(f*(1),i,n) (2.159)
subl(l,length(l) + 1,n) = <> (2.160)
ondef* () eéaconstryéo(1.84).
2. Interpretepor palasrassuase atravesde exemplosde aplica@o osfactosverificados.

Exercicio 2.55 Naseq@&nciado Exerdcio 2.53,

1. Mostre (e.g. por apresentgo de um contra-@emplo) que o seguinte facto (supostouniver-
salmentgyuantificadondo severifica:

length(subl(l,i,n)) = n (2.161)

2. Mostre(e.g. porindugdoem A*) queo sguintefacto (supostauniversalmenteuantificado)
severifica:

subl(lyi,m +m) = subl(l,i,m) ~ subl(l,i + n,m) (2.162)

Exercicio 2.56 Uma dasopera®es mais primitivas de um pacotede ‘data mining’ & aquelaque
permiteaglutinarou sumariardadosnuméricosde acordocom critérios variosde classificaéo. Por
exemplo,sejamdadogrésquadros,

Més Total (x105s00) Més Estacdo Més Vendedor
Janeiro 21 Janeiro Inverno Janeiro A
Fevereiro 10 Fevereiro Inverno Fevereiro A
Margo 9 Margo Primavera Margo B
Abril 15 Abril Primavera Abril B
Maio 9 Maio Primavera Maio C
Junho 9 Junho Verdo Junho C
Julho 10 Julho Verao Julho A
Agosto 12 Agosto Verao Agosto A
Setembro 7 Setembro | Outono Setembro | B
Outubro 5 QOutubro Qutono QOutubro B
Novembro 3 Novembro | Outono Novembro | C
Dezembro 30 Dezembro | Inverno Dezembro| C
(a)— Vendas (b) — Critério “Estad@o” (c) — Critério “Vendedor”

emque: (a) corresponda relac@o de vendaspor més,de umadadafirma comercial;(b) corresponde
aocritério queclassificameseemestadesdo ano;e (c) correspondaocritério querelacionameses
comos3vendedoreslafirma.

As duastabelasgue se sguemcorrespondena agluting@o de (a) seguindo, respectiamente,o
critério (b) e o critério (c):
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A 6

Estacdo | Total (x10%s00) Vendedor | Total (x105s00)
Inverno 61

; A 53
Primavera 33

= B 36
Verao 31 C 51
Outono 15

(d) — Critério “Estago” (e)— Critério “Vendedor”

Reparequeastabelaga), (d) e (e) shomulticonjuntosdetipo gerérico
MSet(A) = A—~IN
— cf. Exerdcio 1.38— e astabelagb) e (c) saofungdesdeclassifica@odetipo gerérico
A—B

1. Especifigugformalmentea fungdomsetTot : MSet(A) — INg quecalculao total das

multiplicidadesde um multiconjunto.
2. Especifiqudormalmenteafuncio

msetAgl :  MSet(A) x (A — B) — MSet(B)
msetAgl(ms, f) def

querealizaa opera@odeaglutingéoqueacimaseilustrou.

3. Demonstreourefuteo factoseguintesobreessgungao:
msetAgl(ms,ms) = id

ondeid representa funcdoidentidadeno conjuntorelevante(qual?).

Exercicio 2.57 Tendoemconsidera&oo segyuintefragmentade um modeloqueconhece,

Sistema % IdConta — (2T#tular o Quantia)
Quantia def IN
referented especifica@o de um sistemade ges#io de contashand@rio muito simplificado respondas
segyuintesquesbdes:
1. Mostre,atravésdo contra-eemplosugeridano quadroseyuinte,
| IdConta || oTitular | Quantia |

o = k1 {tl,tz} 10
ko {t3} 10

guenaoestibemespecificadaseguintefuncioquepretendealcularo capitaltotal depositado
numdadosistemebandrio:

total : Sistema — Quantia

total(o) 3 Zrng(( wz(tlfc(k))

Re-especifiquéotal deformaadequada.

) )
kedom(o)
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2. Especifigueumafungio atravésda qual se possacalcularo conjuntode todosos titularesde
contasdeum dadobanco:

todosTit : Sistema — 27wlo7

Exercicio 2.58 Recorde fragmentaleumaespecificatodeum planodeestudosleumalicenciatura
apresentadoo Exerdcio 1.34. Especifiquaim invariantesobrePlanoE studos capazde garantiras
seguintespropriedades:

1. Naoha“buracos’noplanodeestudosi.é, seexisteoanon > 1 docursoentioexistetambem
oanon — 1, etc.

2. Onumerodedisciplinaspor semestredaopodeexceders.

Exercicio 2.59 No contexto do Exerdcio 1.38 suponhajue, paraos requisitosdo problemado Ex-
erdcio 1.3, sedecidiumodelara basede dadosde produ@ode equipamentdE quip) commulticon-
juntos:
Equip #Equip — (#Unid — IN)
#Unid #Comp + #FEquip
onde#Equip(codigo de equipamentog #Comp(codigo de componentedaotipos primitivos.

(2.163)

1. Aposumaanalisecuidadosale (2.163),decertoverifica@ sernecesario fixar um invariante
¢ sobreEquip. Comecepor escreé-lo por palarrassuasquedepoisdevera traduzirformal-
mentenadefini@odeum predicado.

2. Suponhaindaquea mesmaequipaja esbqou a especifica@o dafungao “explosio em com-

ponentestomosesegyue:
explode : #FEquip X Equip — Comps
£
explode(e, o) de let b=o(e)

in u€dom(b) """
ondeocorreaitera@odo operadomunidode doismulticonjuntog1.102)e
Comps = #Comp — IN

Completeadefiniddodeexplode.

Exercicio 2.60 Consideren seguintefragmento(aliasincompleto)de um programeaem C paragestio
deum determinaddipo detabelagle‘hashing’:
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#define TAM 100
struct  inf
{
med largura;
med altura;
5
struct arvbin
{
int  codigo;
struct  inf inform;

struct  arvbin  *dir;
struct  arvbin  *esq;

¥

typedef struct inf INF;
typedef struct arvbin  *AB;

AB hash[TAM];

1. Convertaparamodelode dadosem Sets o tipo da variawel hash, a luz da analogiaque
estudouentreas constrydesprimitivas de Sets e a notaéo paradefinicdo de estruturasie
dadosmlinguagensle programaéoestruturadas.

2. Sabend@ueafuncidode‘hashing’operasobreo campocodigo dearvbin , especifique
seyuinteinvariantea afixara essemodelode dados:para cadaindicedo ‘array’ de‘hashing’,
os codigosqueocorrememnos da respectivaarvore de colisio temtodoso mesmovalor de
‘hashing’,queé exactament® indicerespectivo.

Exercicio 2.61 No conteto do exerdcio 1.32,completea especificagodo invariante

iv-WWW(o) % vkedom(o):...
guedevera garantirguenenhumapaginaWWWw conémumarefeenciaparaumapaginaWww que

naoexiste.
|

Exercicio 2.62 Um orcamentoé umaassociago de custosa itensa realizay podendocertositens
desdobraseemsubitense assimsucessiamente Porexemplo,0 orcamentadeumaobradeconstru-
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caocivil poderiater o aspectalo quadroseguinte,

Obra debefio armado 10000
Paredese rebocos 5000
o Abertuas Janela_se pqrtas 3000
Carpintaria Portasinteriores | 2000
Pavimentos 2000
Lougssanitarias etc. 1000
Pavimentos 2000

Suponhauealgiemdefiniuo sgguintemodelomatenaticorecursvo paraorcamentos,
Orc = Item — (IN + SubOrc) *Orc= ‘orgamento™/
SubOrc = Orc [* SubOc = sub-or@amenta*/
ondeltem € umaentidadeatbmicaparaidentifica@ode itensorcamentais.
1. Completea seguinteespecificaiode um operadoisobreOrc quecalculao valor total deum

orcamento:
total : Orc — INg
total(o) def
2. Pretendem-saindaespecificansseguintesoperadessobreOrc:

rubricas :  Orc —» 2(Ttem™) (2.164)

* rGbricago)) devolveo conjuntodetodasribricasdo orcamentcas-

sociadas a custos, por exemplo,

<Carpintarig AberturasPortasnteriores>, < Pavimentos>>, etc.*/
cats : Orc— 2Utem™) (2.165)

I* cats(o)) devolveo conjuntodetodasascateyoriasorcamentaispor
exemplo,< CarpintarigAberturas> */

novaSubcat : Orcx Item x Item™ — Orc (2.166)

I* novaSubcat(a,i,c)) cria ¢ comosubcatgoria orcamentalde ¢,
por exemplo;i = Moveisde Cozinhae ¢ = <Carpintaria> */

Verifica-sequesepodeprescindirdasuaespecifica@o seforem“reutilizadas”fungdesseme-
Ihantegaespecificadasumproblemagjueé “isomorfo” aopresenteldentifiqueesseproblema
easfungdesemcausa.

Exercicio 2.63 A sintaxe que se segue pretendeformalizara informa&o contidanum ficheiro de
configura@ode‘email’ (tipicamentep ficheiro.mailrc ~ emUNIX):

Mailre =~ Aligs — 2(Emailt+-Alias)
Email =~ UsrName X Domain
UsrName = Str
Domain = Str
Alias = Str

Porexemplo,o0 endereo jno@di.uminho.pt érepresentadpeloelementqjno” ,"di.uminho.pt”
de Email. Mailrc exprimeaestruturadedervaciode ‘aliases’emendereosou outros‘aliases’.

)
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1. Especifiqudormalmenteafuncao,
expand i  Mailre x 24%es __, gEmail
expand(o, s) def
guedevera calcularaexpangiototal, emendereos,deum dadoconjuntode ‘aliases’.

2. Completeosseayuintesesbqosdeespecificago formal de maisduasfungdessobreM ailre:

whoGetsMe :  Mailrc X Email —s 24%as
£ . -
whoGetsMe(o,e) et e calculatodosos ‘aliases’ queatingemumdadoendeew */
usrsByDomain : Mailre — ......
usrsByDomain(o) def ./ calculao mapaqueatribui, a cadadoninio presenteema, o respec-

tivo conjuntode utilizadoresconhecidog/

Exercicio 2.64 Pretende-sespecificaum sistemagncomendadpor umabiblioteca paraarquivo de
livrose suaclassifica@o por assuntosOsassuntosleverdo estarorganizadoierarquicamentauma
taxonomia A cadalivro deve poderserassociad@ conjuntodosassuntopelosquaiso livro podeser
pesquisado.

Suponhajueumaequipade projectistashegouja aoseguintemodelode dadosparao sistema:

System = Base X Tax
Base = Key — Book x Subjects
Taxr = Subject — Tazx
Key =
Book =~ ...
Subjects = 2Subject
Subject =

onde,por exemplo,a taxonomia
Lexical-analysis
Compiles~|: Syt | 'S—E LL
yntax-analys
LR

seamodeladgelafungdofinita,emTaz,

Compiles
Lexical-analysis Syntax-analysis

() ( (LL) (LR) )
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. Construadefinicdodo invariantesobreT ax:

noSubRepeated : Taz — 2
noSubRepeatét) def | .allSubjg...)...
gquedevera garantirque“nenhumassuntapareceepetidonataxonomia’e ondeallSubjsé a
fungdo:
allSubjs : Tax — Subjects

allsubjgt) % dom(t) U U,y ¢,y ey M SubIS(H)

quecoleccionaodososassuntopresentesataxonomiat.

. Completea seguinte especificao de umafungio que da todosos sub-assuntode um dado

assunto:
subSubs : Subject X Taxr — Subjects
et t=( ) = 0
subSub&,t) = t;é( ) { a € dom(t) = allSubjs(t(a))
a € dom(t) =

. Completeasgyuinteespecificaiodeumafungdoqueda ascotasdetodososlivrosqueversam

determinad@ssuntdNB: seumlivro versapo assuntac queé sub-assuntdey, enfiotamkem
versay):

allBooksBySubject :  Subject x System — 2Key
allBooksBySubject(a, o) e et db= w1 (o)
t = ma(0o)

. Mostre(usandaasleis deisomorfismoem Sets) queTax & um casoparticularde F'S (2.94).

Sugeséo reparequetodo o sistemahierarquicode ficheirossemquaisqueificheiros “& uma
taxonomiadedirectorias”.

Exercicio 2.65 Reconhea o pad&o recursvo queobttm de (2.125)instanciando4d = 1 etire con-
clubesno contexto do exerdcio anterior

QueseespecificanesseadioquandoseforcaaindaB = 1?

O

Exercicio 2.66 O processamentde texto a nivel datipografia electonica nao trabalhaao nivel da
linha/paginadetexto massim comcaixastipograficas quesecompoenumascomasoutragparaobter
efeitosgraficosarbitrariamenteomplexos. Porexemplo,o fragmentadetexto quesesegue,

2 Da

corresponda estruturaéode caixasquesesegue,

= bia
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i.e aosguintepadéodecomposjéo:

t a M

onde*H” e"V" designamrespectiamentecomposj@ona horizontale composj@onavertical 16,
Considerea seguinteespecifica@iorecursva de caixatipografica (Box):

Box = AtomicBox +
Vertical Box +
Horizontal Box
VerticalBoxr = Boz*
HorizontalBox = Boz*
AtomicBox =2 height : INg
width : INg
contents : ...

emqueseomitemosdetalhesobreo contdido de cadacaixaelementalcontents).
1. Completea especifica@oseguintedeumafungdoquecalculaaalturadeumadadacaixa:

h : Box — INg
dof is-AtomicBox(b) =  height(b)
) = is-VerticalBox(b) = ..
is-Horizontal Box(b) =
2. Oraciodnio segguintesobreBoz,
Boxr = AtomicBoz + Vertical Box + Horizontal Box

IR

AtomicBox + Box* + Box*
AtomicBoz + 2 X (Boz™)

1R

permite-nowerificarque Boz €,afinal,um casaoparticulardeumtipo dedadosabordadmeste
texto. ldentifique-ojustificando.

3. Descreao métododeindugoassociad@ Box quelhe permitif provar predicadoslaforma
Vb € Bozx : ¢(b)

sobreaestruturaBozx.

16 Assim,umapéaginadetexto &€ umacaixaqueseobtem por composjéonaverticaldetantascaixas
guantasassuadinhas;por suavez,umalinha de texto € umacaixaque seobtm por composjéona
horizontaldetantascaixasquantas seuscaracteresgtc.
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Exercicio 2.67(EspecificaBodeRedesSenanticas)Consideredescri@odoconceitaderedesenantica
hierarquicaqueseseyue:

- Umaredesen@nticahierarquicaé umaformadebasede conhecimenterganizadanumarede
cujosnodossao ocupadogor objectos Todo o objectoé identificadounivocamentgor um
identificadorde objecto

- Um objectopodeseradescri@odeumaclassede“coisas”(e.g. asclassesndividug Soltein,
Edificio etc) ou adeumasuainstincia Umainstnciaé, pois, umaconcretizado de uma
classe.Porexemplo,0 Compleo Pedayogico de Gualtar € umainstanciada classeEdificio.
Notar, ainda,que umainstinciapodeconcretizamais do que umaclasse. Por exemplo, 0
referido Complexo Pedag@gico & nao so inséinciada classeEdificio, mastamkem da classe
Objectolnanimado

- Entre classesstabelece-samarelad@o de sub-/supeclasse Porexemplo, Edificio & (si-
multaneamentejub-classelasclassesmovel e PrédioUrbana Estareladode sub-class&
transitva e bem-fundadag tem comolimite universalsuperiora “maior” de todasasclasses
— o0 Universo— queé, portantoa iinicaclassequendo é subclassele nenhumabutraclasse.

- A informad@oquearedeassocia umadadaclasseconémnao so aindicadodassuassuper
classesmastamkemo conjuntodetodososseusatributoscaracteisticos. Porexemplo,Nome
Data de NascimentpPai, Mae etc. sdo atributosquefazemsentidonaclasselindividua Uma
classe¢emacess/eis naoso osatributosquenelasedeclarammastamtemtodosaquelesjue
ela“herda” dassuassuperclasses.

- Umainstanciaconcretizavaloresparaos atributos que Ihe sdo conferidospelassuassuper
classesUm valor deum atributo podeserumaconstantde.g. adata“1990.04.05"& umvalor
possvel paraData) ou umarefe@nciaa outroobjecto. Porexemplo,o identificadordo paide
um dadoindividuo podeocorrercomovalor do seuatributo Pai. E claroqueesteatributo € da
classdndividua

Suponhajuesepretendeespecificaasintaxe (X) eummodeloA : ¥ — Set pararedessen@nticas,
tendojasidoidentificadassespecies

( RS  /*redesenantica*/
Oid  /*identificadorde objecto*/
Oids  /*plural deOid */
Objecto  /*objecto*/

S =X Classe /*classe*/
Instancia  /*instancia*/

Aid  /*identificadordeatributo */

Valores  /*valoresdeatributos*/

. Bool  /*valoresbooleanos/
eosoperadores
inicializacgdo : — RS
Universo : — Oid

1. ConstruaummodeloA : ¥ — Set paraasentidadesintaticasacimaidentificadas.

2. Acrescent@ ¥ osoperadoresu especiesque,nasuaopiniao, faltamparadescreer osrequi-
sitosacima(desenheim diagrama-AD Qjueosilustre).
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3. Provavelmentesentiunecessidaddeintroduzirum operador
inv: RS — Bool

que pretendeque sejainvariante de RS. Identifique quais as clausulasque introduziriaem
A(inv), ejustifiquea suanecessidade.

4. Combasenaalineaanterior apresenta definicdoformal de A(inv).

5. Defina operadoreparamanuseamentda informa@o contidaem RS. Prove que a pro-
priedadeA(inv) naoé destridaporaquelegjuetétm RS comoco-aridade.

Exercicio 2.68 Muitos predicadosobrefungdesparciaisfinitase € A — B sdodaforma
Vi € dom(o) : ¢(a(i)) (2.167)

onde¢ : B — 2 éumpredicadassobreB.
Sejaenfio A — ¢ aceitecomoabreviaturadaquantifica@o (2.167),paraA finito. Mais formal-
mente,A — ¢ éo predicadesobreA — B definidopor:
A—g¢ © \oVie dom(o) : ¢(o())
para¢ um predicadovalido sobreB.
Sendoa constry@o (2.167)rica em propriedadesnuito Gteisem prova de invariantesdemonstre
ourefuteassgyuintes paraS C A:

A— ¢(01 Uoz2) & (A= ¢(01)) A(A— ¢(02)) (2.168)
¢lo) = A—=¢p(0\S) (2.169)

(A=) A (A —~p) & A—=(¢A9) (2.170)
A= (=) & —(A—9) (2.171)

Sugeséo relembreo factoseguinte,paraX finito:

Ve e X :p(zx) & /\ p(zx)
zeX

Exercicio 2.69 Naseq@nciado exerdcio 2.68,demonstrea seguinte propriedadelaconstryéoem
jogo:

(A= ¢(o1)) N(A = P(o2)) = A—¢(o11t02) (2.172)

Exercicio 2.70 ActPlan €0 nomedeumaaplica@oquesepretendespecificaparaescalonatarefis
e fazera geshio de recursomecesariosa suaexecu@o. Cadataref ou actividadeé identificadapor
um codigo (# Act), aoqualseassocia suadescri@otextual (Description), a suadura@o (Span,
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medidaeme.g. semanasu dias),quaisos recursogjueenvolve (Resources) e aindica@ode quais
astarehisquedeverdo estarterminadasntesqueataref possaarrancar:

ActPlan = 4 Act — Description X Span X Resources X Dependences

Description = STR /*descri@o daactividade*/

Span = IN /*duracao da actividade*/

Resources = #Res—~IN /* tipo e quantidadederecusosnecesarios
para realizarumaactividade*/

Dependences =~ 2#Act [*actividadegrecedente¥

Um escalonamentalefinidopor
Schedule & #Act — INy
€& umaindicado, paracadataref, do instante(medidoeme.g. semanasu dias)emqueesa previsto
atarefh arrancar
Especifiqueo operador
bestSchedule : ActPlan — Schedule

guedevera, consultandaum mapade actvidades,construiro melhorescalonamentdassuasactvi-
dades. Por melhorentende-seaqueleem que astarefs sdo escalonadas maiscedopossvel, sem
violar quaisquedepené@nciasentresi.

Sugesho Sevir nissoconveniéncia, acrescentem invariantea estruturaActPlan. Podedefinir
fungdesauxiliares.
O

Exercicio 2.71 Pretende-sgue o transportede embalagensium supermercadse faga em paletes
previamentearrumadaporumrobot. Estedeverausarumalgoritmodearruma@opor particiobinaria
dabasedapalete(100c¢m x 141¢m). Paraoptimizaraarrumaéo,tantoasembalagensomoaspaletes
sao normalizadasisto &, assuasbasessao recinguloscujo comprimentcé v/2 maior quea largura
17

A figura que se sggue mostraa arrumaé@o de trés caixasA, B e C numapalete,estandaainda
disporivel umespao dearruma@oquepodearecebeumaembalagencomasdimen$esdeC ouser
dividido emdoissub-espaas paraarrumarduasembalagenmaispequenag assimsucessiamente:

17 Trata-sede um requisitoque, alem de Gtil paraa partigio binaria do espao, permiteidentificar
asdimen®esde umaembalagenapenagpelalargura. Parasimplificar ndonosprocuparemosoma
alturadeembalagens paletes.
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ouseja,temosa seguinte“arwredearruma@o”:

E g/azia)

—B

A particiobinariadivide sempreum espao disporivel aomeio, segundoo comprimento.
Suponhajue,paraespecificaesteproblemasedefiniramja asseguintesestruturasleinforma@o:

~

Space = 1+ Boz + Space? /* um espao na palete ou esh
vazio,ou conémumacaixaou esé
dividido em2 sub-espags*/

Box = Idx Width [*identifica@odaembalgeme sualargura
debase*/

R

Width = INg

1. Mostrequeadefinicdode Space € polinomialmenteecursva e construa respectio esquema
algoifitmico.

2. Especifiqueps seguintesoperadoresobreSpace, ondelds = 27¢:

whichBores : Space — Ids [* devera dar comoresultadatodos
os identificadoes das embal@ens
ja colocadasa palete*/
freeSpace : Space — Width [* devera dar como resultado
a largura do maior (sub-)espac
aindalivre na palete*/

3. Achaqueo robotoptimizah aarrumaé&odapaleteinserindoembalagenpor ordemcrescente
delargura?Ou decrescentedustifiqueinformalmente.

4. Generalizeestaespecifica@o de estruturade dadosa paletesde dimendes! x h quaisquer
sujeitasa umaparticiobinariasemelhantenasnaonormalizadag.g.:

explicandoassuasalterg@es.Definaaindao respectio esquemaleindugdo polinomial.
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Exercicio 2.72 Numalinguagendeespecificagoformal deedificios,entende-spordivisao (‘room’)
o sguinte:

Room = INg x INg x (WallO — Open)

Assim, paraaléemdalargurae do comprimentada divisdo, especificam-sassuasaberturagportase
janelas)aformaseguinte:

WallO = Bw+Tw+ Lw+ Rw
Bw = INg
Tw = 1INg
Lw = INg
Rw = INg

tal queo € WallO designeo ‘offset’ de umaaberturanarespectia parede(T'w= ‘top wall’, Bw=
‘bottomwall’, Lw="leftwall' e Rw= ‘right wall)’, contadoa partir daorigemqueé o cantoinferior
esquerdalo recinguloqueadivisaodefine,e

IR

Open Wind + Door
Wind IN
Door = IN

IR

fixa alarguradeumaabertura.
Especifiguaim invarianteinv- Room capazdegarantirque:

- emnenhumaarededuasou maisaberturasesobrefdem;
- nenhumaberturadlenenhumaaredese“rasga’paraalemdaextengio dessgarede.

Exercicio 2.73 No contexto do exerdcio 2.71,suponhajue o algoritmode arruma@o por particdo
binariadabaseda paleteé feito sggundoduasdirecd@es: particio na horizontalou navertical. Cada
particdosubdvide a correspondentarearectangulaemdois sub-recingulosa partirdaindicagode
um ‘offset’, i.6, deumadistinciamedidaa partir daesquerdaum*“corte” vertical,ou medidaa partir
dabasenum*“corte” horizontal.

Paraisso adoptou-sea seyuinte especifica&o da estruturade dadosque suportaa descri@o do
contdido deumapalete(parasimplificar ignora-sea dimen§ioemaltura):

Palete = Height x Width x Partition [* uma paletetem um dado comprimento,
umadadalargura, registando-sele segguida
o seucontéido*/

Partition = 1+ Box+ (VOffset+ HOffset) x Partition® [* se uma
particdo ndo est
vazia, ou coném
uma caixa
ou é denovo par-
tida binariamente
na vertical ou na
horizontal*/

R
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Box 2 IdXx Height x Width [* identifica@o da embalgem e suasdi-

mendes*/
VOffset = INg
HOffset = INg
Width = INp
Height = INg
Especifiquaum predicado
inv-Palete : Palete — 2

inv-Palete({(h,w,p)) &f

capazdegarantirasseguintespropriedadeguesepretendeninvariantes:

a) Todo o ‘offset’ & valido, i.&, ndo ultrapassasdimen®esdo recnguloqueest a
serpartido.

b) Todaa caixacabenaparticitoemquefoi colocada.

Exercicio 2.74 CodifigueemPAscAL ouC (asuaescolhapestruturadedadosPalete queé assunto
do exerdcio 2.73,combasenaanalogiado quadrodafigural.5 entreasconstryéesbasicaslanota-
¢ao SETS e correspondentesonstryéessintaticasdessadinguagensle programago. Sugere-sgue
o calculodeisomorfismaem SETS sejautilizado previamentenasimplifica@odessaestrutura.

O

Exercicio 2.75 E vulgar em documentossienificos (monografias|ivros, artigos,etc) existir um
apéndicede bibliografiacontendaa descri@o de todosos documentosjueforamcitadosaolongodo
texto principal.

Um indiceremissvo de autoresé maisum apandiceao texto principalindicando,por ordemal-
fakéticade nomesde autoreseferidos paracadanomede autora lista ordenadalaspaginasemque
vemcitadaspublica®@essuas por exemplo:

ARBIB— 10,11
GOGUEN — 28
HorowiTZz — 2,3,15,16,19
JONES— 3,7,28
JOURDAN —11,12,29
MANES— 10,11

SAHNI— 2,3,15,16,19
SPIVEY — 3,7
WIRTH—2,3
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No ambientelATeXparapreparad@o de texto a gera@o de bibliografiaspodeserfeita automatica-
mentea partirdeumabasededadosibliograficaqueassociaa cadadocumentamachavedecitacdo
gue o identificaunivocamente. Ja a gera@o de indicesremissvos de autoresndo esf prevista na

instalg@o IATpXde base.
Pretende-sespecificaformalmente processaegerg@odeumtal indice,quedevera teraestru-

tura:
Index = (Author x Page*)*

esergeradaa partirdeduasestruturasleinforma@oquepodemserobtidasemIATEXsemdificuldade:
Key — Author*
— indicando paracadachave decitacio,a lista dosseusautores— e
9Pagex oKey
— indicandopéaginase conjuntosde chaves de citacio que ocorremnessagaginas. Tem-seainda
Page = IN e Author = Str, ondeStr (‘string’) &€ umaesgecieprimitiva.
1. Complete(justificando)o sgguintediagramagueespecifica fungdomk Author Indezx,

mkAuthorIndex(a,b) def

Key — elems

le—] S |e—

Str — NatSort

l—L

StrSort o dom

Y

list ByIndex
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preenchende, 3, § ey comfungdesdasalgebra24*? e A — B, adequadamentelec-
cionadagioreperbrio seguinte:

B
2A><2 2A><B

merge
def
merge(r) = | J{mi(p),b) | b€ m2(p)}
pET
discollect : A— 2B 5 0AXB
discollect(o) def U {{a,b)| b€ o(a)}
a€dom(o)
collect : 24%B _5 4 9B
def a
collect(r =
r) (tma@| serna—m@) )aew(r)

° 2A><B ><2B><C 2A><C

ros & {{m1(p),72(q)) | pETAq € sAT2p) =71(q)}

2. Sabenda@ue NatSort e StrSort sao olviasfungdesde ordengdo (infira a respectia assi-
natura),especifiquea funcao gerericalist ByIndex quedevera encaram seq@nciaquelhe
€ passad@omoprimeiroagumentocomoindice paralistar a funcaofinita queé o seuoutro
argumento.(NB: atentequeo resultadadafuncaoé daesgecie Index.)

3. Formulee demonstreasseguintespropriedadegaxiomas)e mk Author Index:

(a) Seabasededadoshibliograficafér vaziao indicede autoresseia tamkem necessaria-
mentevazio.

(b) Citar umachave de citagio que ndo consteda basede dadosbibliograficanadaacres-
centaaoindicegerado.

Exercicio 2.76 Recordedo Exerdcio 2.75afungdolist ByIndex.
1. Demonstreou refute a seguinte igualdadesobreessafungao, que se sue universalmente
quantificadanasvariaweislivres:
listByIndex(l,( )) = listByIndex(<>,0)
(Sugesho: evite recorrera métodosde prova indutiva.)
2. Podeaserlist ByIndex umafuncidosobrejectia? Justifique.
3. Suponhajue

o~

Students = Nr — Name X Course

eaestruturaleinforma@oqueregista,paracadanimerodealunodestadisciplina,o seunome
e o cursoa quepertencgsuponhaNr = IN, Name = Str e Course = Str). Suponha
aindaque

Marks = Nr — Mark
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€ a estruturade informado que regista, paracadanimerode aluno que entrgou o exame
da 12 chamadaa respectia classificaéo (onde Mark = IN, por exemploa notal0.23&
representadpelonatural1023).

Especifiqudormalmentea funcao
listStudents :  Students X Marks — (Nt X Name x Course x Mark)*

£
listStudents(o, 1) de

quedevera gerara pautado exameda 1.2 chamadagrdenadaor ordemcrescentele nimeros
dealuno,ondecadalinha dapautaindica,paracadaaluno,o seunimero,nome,cursoe nota.
(Sugesho: recorraalistByIndez e aoutrasfungdesauxiliaresque conhecepararesoher
estaalinea.)

4. RepitaaalineaanteriorporformaalistStudents gerarapautaordenadalfabeticamentgor
nomesdealunos.(Sugeséio: amesmadaalineaanterior)

Exercicio 2.77 No conteto do Exerdcio 2.75:
1. Especifigueafuncao

NatSort : 2TV — IV*
£
NatSort(s) e
queal sereferee quedeveralistar, porordemcrescenteg conjuntos quelhe & passad@omo

argumento.
2. Verifigue (e.g. por indugdo) se a especificao de NatSort que acabade propdr satishz a
seguintepropriedade:
Vs € 21V : elems(NatSort(s)) = s

3. Escrea um predicadoque formalize a sgguinte propriedadeque mk Author Index devera
satizhzer:

A repetiéo de umamesmachavede citacdo dento da mesmgpagina de texto
nao altera o indicegerado.

Acha que o modelopropostoparamk AuthorIndex no Exerdcio 2.75vai satishzeresta
propriedadeRespondénformal e sumariamente.

Exercicio 2.78 Considerea sgguinteespecifica@o de umafungdo em SETS baseadaa fungao subl
do Exerdcio 2.53:
def

split(l,n) = let  c¢=length(l)
i = div(c,n)
. rem(e,n) =0 = i
m= { —(rem(c,n) =0) = i+1
in  <subl(l,(j —1) Xxn+1,n)|j < inseq(m)>
ondediv e rem saoasconhecidasungdesdearitméticainteirae inseq eafungao

inseq(i) def i=0 = <>
a - —(i=0) = inseq(n—1) ~ <>
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1. Apobscalcularsplit(<2,5,4>, 2), tipifique split, i.e preenchasreti@nciasem

split = oo —> e

2. Expliquepor palavrrassuaso significadodasfungdesinseq e split.

3. Mostre(e.g. porapresentgmndeum contra-@emplo)queo seguintefactondoseverifica:,em
geral:

elems(length* (split(l,n))) = {n}

Exercicio 2.79 Sejal'erm aesgeciededados‘termocomvariaweis” quea seguir sedefine:

Term = Var+ Ezxp
Exzp = OpxTerm*

ondeaseseciesVar (simbolode variavel) e Op (simbolo de operador)sdo atbmicas. Completea
definicio seguintequetestasedoistermost e t' em Term sdo unificaveis no sentidodainferéncia
porresolyéo usadeem PROLOG:

. ;y  def is-Var(t) Vis-Var(t') = V
unif (1) = {is-Eacp(t)/\is-Emp(t’) =

NB: unif devera segguir o famosoalgoritmode unificado de Robinson(1965),segundoo qualdois
termossaounificaveis see sé se

- umdelesfor umavariavel

- ambosforem expres§escom o mesmooperadoi(e a mesmaaridade portanto)cujossubter
mossejam por suavez,unificawisdoisadois.

Exercicio 2.80 CAMILA @éumalinguagemn(interpretadajlestinada prototipagemapidadeespecifica-
cOesformais previamenteformuladasem SETs. Em CAMILA & possdvel definir mddulos(ficheiros
coma extensio .cam ) queincluem,atravésde umaclausulatinclude semelhante do C, outros
modulosCAMILA. Porexemplo,um modulomset.cam (paramanipula@ode multiconjuntosypode
terqueinvocar parapodercorrer o moduloffun.cam  (paramanipula@odefungdesfinitas).

A ‘shell’ deinterpreta@odemodulosCAMILA éuminterpretadodel I sPevoluido, quesedesigna
porxmetoo . A interpretadodeumqualquembdulox.cam pressupeasuacompila@opréviapara
xmetoo , originandoo ficheirox.met . Sempreguetal compila@o encontraumaclausuladaforma
#include y.cam , processa-sg.cam , gerando-sg.met , e assimsucessiamente.

E facil de ver que a interdepengéincia repetitia entre modulos CAMILA torna a interpretado
desnecessariameranta (um mesmomodulo podesercompilado/cargado maisdo que umavez)
easuainterdepenénciaciclica (que,emteoria,& normal)podeter consegénciasperfeitamenténde-
sepweis.
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Pretendendo-sema pequenaaplica@o que racionalizeesteprocessale inclusio, suponhaque
dispde ja de umapequenaplica@o queinspecciona sistemade ficheirose deleinfere umatabela
cujaestruturdormal & a seguinte:

CamilaFiles = 2Name><Datex(Met+Cam)
Met = 1
Cam <~ 2Name
Name = Str
Date = IN

Estatabelaindica os nomesdosficheiros.met ou.cam queseencontrarama datada sualltima
altergé@oe, no casodeum ficheiro.cam , osnomesdosficheiros.cam queaquelenclui.

1. Especifiqudormalmenteafuncao,

tralnclude :  CamilaFiles x 2Vome —, gName

f
tralnclude(o, s) de

guedevera calcularosnomesdetodososficheiros.cam quedevemser(transitvamente)car
regadogjuandasepretendearrgaraquelesujosnomesestioems. (Importante: tralnclude
deve consguir tratarinclusiociclica entreficheiros.)

. Sempreque a datade um ficheiro.met & posteriora datado correspondentecam , torna-
se desnecessia a compilag@o prévia deste. Assumindodisporivel a fungdo tralnclude,

especifiguaimafungdo capazde separans modulosquetémde sercompiladose carrgyados
daqueleparaosquaisbastacarrgaro correspodenteddigo.met , poresteestaractualizado.

. Suponhajueemlugardaestruturade informa@o CamilaFiles queacimasecaracterizou,

alglem propde a sgguinteestruturdormal pararegistaramesmanformag@o:

7 ; Name
Camzlanles/ ] 2Date><Name % 2Name><Date><2

Se&dCamilaFiles' isomorhaCamilaFiles? Justifiqueformalmente.

Exercicio 2.81 Considereo seguinte fragmentoda especifica@o formal de uma folha de calculo
(muito simplificada):

FCALC
Coord
Cell
Range

R 1R 1R

IR

Coord — Cell
L:IN x C:IN [*L-linha; C-coluna*/
Z + Coord

UL : Coord x LR:Coord I* subdrearectangularda folha, definidapor duascoorde-
nadas:os seuscantossuperioresquedo e inferior direito, re-
spectivamentd

1. EspecifiquasfungdesseguintessobreF'C ALC, sgguindoainforma@odadaemcomenério:
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init : — FCALC
it % ... Finicializagio dafolhadecalculo*/
wrCell : Coord X Cell x FCALC — FCALC
wrCell(zy,c,0) def ... I* nafolhaco inscrevero valor ¢ nacélulacujascoodenadasdodadas
porzy */
ranMove :  Range x Coord x FCALC — FCALC
ranMove(r, zy, o) def ... I* nafolha ¢ mover a arear para umanova area cuja coordenada

superioresqueda & dadapor ¢ */

2. Se,emlugarderanM ove, tiver queespecificanopera@oranCopy que,emlugardemover,
copia umaareade um local paraoutro, quealterag@esteria quefazera suaespecificago de
ranCopy? Respondanformalmente.

3. Especifiqueum invariantesobre FC ALC que garantague a folha ndo tem célulasque se
referema célulasindefinidas.

4. Verifique se wrCell satishz o invarianteque definiu na alineaanterior Na negatva, re-
especifiguessgungio e esquematize respectio agumentade preseragio.

2.7 NotasBibliogr aficas

A constry@o de modelosmatenaticosdo mundofisico temlongastradigdesna
Fisicae nasCiénciasda Engenharia.A especificago formal de ‘software’ ori-
entadaa modelos(eventualmenta@ecursvos, comoseviu nestecagtulo) segue
essaradicgdoe temsidoobjectodeintensanvestiga@onasduasiltimasdécadas,
tendosidoja propostaglgumasota®espadido (vulg. linguagensde especifica-
¢a0) comoMETA-IV '8 [Jon8Q BJ82,Jon86 e Z [Spi8Y.

No cagdtulo queaquiterminaprocurou-seistematizamaconcisélinguagem
categyorial” de Sets, astécnicasbasicasassociadaa modelg@odarealidadeus-
andodoniniosrecursvos. Paraum estudcaprofundadalealgunsresultadosibre-
viadosnestasistematiza@o ver [MA86], refelénciaa ndo deixarde consultamo
tocantea aplica@odateoriadascateyoriasa ciénciadaprogramaao.

Oslivrosde Manna[Man74], Stoy [Sto8] e Bakker [Bak8(] saorefeéncias
padido parao estudodateoria“topologica” dacomputa@o recursva, originaria
dostrabalhogle Scott& Strachg.

Ao organizaraconcep@odemodelosesmtornode unidadesestruturais,

18Vulg. VbMm, de‘ViennaDevelopmentMethod'.
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umaconstry@ode Sets
+

umesquemduncionalde ‘browsing’ (‘kit)
+

um esquemandutivo comométodode prova

a abordagenque se apresentoyrocuratransporparao plano da especifica@o
formal algumasdas principaisintuicdesda Programa@o Estrutuiada dos anos
setenta.Em particular a de que as estruturasie dadosocupamum papelprin-

cipal na concepéo dos programascomo se podesentirao longo da leitura do

conhecidce paradignaticolivro de Niklaus Wirth (cf. Algorithms+ Data Struc-
tures= Programs[Wir76], p.xii e p.169):

“An outstandingcontritution to bring orderinto the bewildering variety of
terminologyandconcept®on datastructuresvasmadeby Hoarethroughhis
“Notes on Data Structuring”*®. It madeclearthat(...) the structureand
choiceof algorithmsoftenstronglydependn thestructureof theunderlying
data.(...)

Yet, this book startswith a chapteron datastructurefor two reasons First,
one hasthe intuitive feeling that data precedealgorithms: you must have
someobjectsheforeyou canperformoperationson them. Secondy...) this
bookassumeshatthereadeiis familiar with the basicnotionsof computing
programming.

(...) Indeed,if theanalogybetweerprogramstructuresanddatastructuress

to beextendedthepurelyrecursve datastructurecouldwell beplacedatthe
level correspondingvith the procedurewhereagheintroductionof pointers
is comparablé¢o theuseof goto statements|...) Theparalleldevelopmenbf

correspondingrogramanddatastructuress shavn in conciseformin Table
4.17

ConstructiorPattern ProgramStatement DataType

Atomic element Assignment Scalartype

Enumeration

Repetitionby aknown
factor

Choice

Repetitionby anunknavn
factor

Recursion

Generalgraph”

Compoundstatement
For statement

Conditionalstatement
While or repeatstatement

Procedurestatement
Goto statement

Recordtype
Array type

Variantrecord type
union
Sequencer file type

Recursie datatype
Structurelinked by
pointers

19StructuringProgramming pp.83-174.

3 Table4.1 Correspondencex ProgramandDataStructures.




Capitulo 3

Semantica Axiomatica

3.1 Intr oducao

Pretendemosstudamestecagtulo alternatvasa técnicade definicdo da senén-
tica de umadeterminaddinguagempor apresentgio de modelos(senanticos),
gueestudamososcagdtulosanteriores.

Vejamogrimeiroqualamotivagoparatal estudo.Suponhamodefinidauma
assinatur& : Q@ — S* x S eumseumodeloA : ¥ —» Set, tal comoanterior
mente.Reparemoguefazsentido‘testarmos”4 nosentidode seinspeccionase
estemodelo“satisfaz” determinadg@ropriedade&jue,porventuranosocorreucar
acterizar Porexemplo,o texto segguinteregistaumapropriedadeoncretasobreo
problemaSGIB (relembrartsgrp do Cagtulo 1 e 0 ¥ sgrp-modelodasec@o
1.3.2):

“Fica tudo namesmase levantarmosde umaconta,exactamentea
mesmaguantiaguenelaacabamosle depositar”.

Estapropriedadepodeserformalizadaem termosda linguagemgeradaa partir
Y sarB, escreendo:

s' = depbsitd(ic, g, s) o
" . I} =8 =S8
s levantament@c, ¢, s)

paraqualquerguantiag, nUmerode contaic e configuradess, s', s’ do sistema
bandrio. Simplificando,obtemos

levantamento(ic, q, depositd(ic, q, s)) = s (3.1)
Outrapropriedadgoderiaser

balang(ic, s) > gminima 3.2

145
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ondea constanteninima:— Quantia designaa quantiaminimaquedeve estar
depositadaumaqualqueicontaic deumtemabandrios. Maisainda,algoestaa
erradono modeloquesepropdsnasec@o 1.3.2sea seyuintepropriedadesenéo
verificar:

balan®(ic, depsitdic, ¢, s)) = ¢q + balan®(ic, s) (3.3)

onde+ : Quantia X Quantia — Quantia designaa adicdo de quantiasno
sistema.Estapropriedadexprime o desejadafeito do operadorde depdsito—
0 aumentoem ¢ unidadesnoneériasdo balan® quea contaem ques#o exibia
antesdessaleposito.

Dos exemplosacima— (3.1, 3.2 e 3.3) — infere-seque as propriedadesle
umaespecificaBo A : ¥ — Set sepodemexprimir, matematicamentesoba
formadereladesentreparesde X-termos:t = t', ¢ < t’ etc. Adiante-sga que
t et' ndo sao exactamenteé -termos,massim umaextensio sua,namedidaem
gue nelesocorremsimbolosespeciais— asvariaveis(cf. ic, s, q etc) — como
“abreviaturas” de quaisquersub-termosque se possamporventuraencaixarna
correspondentposi@odo termoemaqueocorrem.

A formaliza@o do conceitode termocom variaweis vira maisa frente. Para
ja, o0 queinteressaeter é a ideia de que a propria X-linguagem(Wx) parece
ser suficienteparaexprimir propriedadevalidassobreum dadomodelo.A. A
verificadodevalidade(ou ndo)de umaumadeterminadgropriedade = t' em
A pode,enBo,materializarseno calculode

Se A(t) tiver o mesmovalor que A(t'), enfio a propriedadg = t' verifica-se
em.A4; casocontiario, ndoseverifica. E claroqueo calculode A(t), queabresia
ainterpreta@o h 4(t), cf. Teoremal.1, tem que contaragoracom o calculode
valoresde variaweis,comoveremos'.

Reparemosjue, paramodeloselaborado® extensos g muito Gtil registaras
suaspropriedadesnaissignificatvas. Essagpropriedadepodemsersuficientes
pararaciocinarsobrecadamodelo,evitandoassimo explicito processalecalculo
defrasesdaX-linguagem.

Oraéestaaprincipalmotivagioparaatécnicadeespecificagoditaaxiomatica:
seé (ou, pelomenospareceser)possvel registaro conheciment@obreum dado
modeloA : ¥ — Set soba formade umacolec@o de X -propriedadegax-
iomas),paraqué preocuparmo-nosom.A? Naobastag, ignorandoqualquemo-
delo, limitar a especificago da senénticade ¥ ao registo cuidadosodas suas
propriedadegonsideradasucleaes? E estatécnicaque passaremoa estudayr
comrigor, nestecagtulo.

1Vermaisa frentea Definigio3.1.
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3.2 Especifica@o Axiomatica
A definicdoquesesggueé umaextensiodaDefinicao 1.4.

Definicao 3.1 (X-termo comvariaveis) SejaX : 0 — S* x S umaassinatua e
V umconjuntodesimbolosdevariaweistal queV N = @. Sejaaindadadauma
aplicacggo

X:V=>8

gue associaa cadasimbolo de variavel o seu“tipo” (especieemS). Entio é
pos$vel construira assinatua

LX) =%U ( (<>,€(($)) )er

A qualquertermot € Wy x) daremoso nomede E-termocomvariaveisem X,
ou X(X)-terma A algebra inicial de todosos ¥ (X)-termosdesignarsea por
W(X), cf. Definicdo 1.9.0

Infere-sedestadefinico queasvariaveistémo estatutade constantesespe-
ciais”, cujo significadovai tornarseclaroa seguir.

Definicao 3.2 (Instanciagdo de Variaveis) SejaX (X) a assinatua constriida
sobeY¥ : @ - S*xSeX : V — S, tal comofoi descritoacima. Seja
A : ¥ — Set umX-modelo.Chama-sénstanciadodasvariaveisde X em.A
a qualqueraplicacdo p

p:V = |A
—onde|A| designa
|4l = J Als)
sES

—tal que
p(z) € A(X(z))

O conjuntodetodasasaplicagdesp nestacircunséinciasseta designadgor V4
m|

Uma constanteg, pois, um simbolo com “valor variavel”, valor essedeter
minadopor umadadainstanciaéo p € V4 paraum determinadd:-modeloA.
Estamosagoraem condi@esde poderestender Definicdo 1.11 no sentidode
admitirtermoscomvariaweis.
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Definicdo 3.3 (X (X )-interpretacgao) SejaX(X) a assinatua constrida como
nasdefinidesanteriores,e sejaB : ¥ — Set umX-modelo.Sejap € V3 uma
instancig@o de X -variaveisem5B.

A X(X)-interpretado induzidapor p, designadgpor hj; ou, simplesmente
por B?, €0 X (X)-homomorfismo

hg = (h‘pB,s)SES

definidopor
h%’s : WE(X),S — B(S)
p(t) & teV
e (8) def B(o) & g€ QAT(E(0)) =<>
B.s B B(U)(hps,gl (t1)7 ey h%,sn (tn)) = t= U(tla s 7tn)/\
Vi<i<n:t; € Wy(x),s
O

Note-sequeumaX (X )-interpreta@o é exactamente X -interpretaéo corre-
spondentegxceptono que diz respeitoa variaweis, cujo valor & calculadocom
basenumainstancigéo concreta. Assim, o Teoremal.l & ampliadocomo se
segue.

Teorema3.1(Unicidade de X (X)-inter pretag@des) O homomorfism@? (i.e h;)
definidona definido anterior &, para umadadainterpretado p € V3, Unico.

Demonstraga E emtudosemelhante: do Teoremal.1, desdobando-seos
casosde baseno tratamentade constante® variaveis. Comoa instancigéo de
variaveisest fixadaa partida,oshomomorfismoa e A’ tamkemcoincidenpara
eles.O

Definicdo 3.4 (Substituicdo) No contexto da Definicdo 3.2, chama-sesubstitui-
cdoatodaa instancigéo p quefaz correspondeia umavariavelumtermocom
variaveis,i.e p € Vyy(x). O

O Teorema3.1 permite-nossimplificar a nota@o, designanddamkem por
p a Unicainterpreta&o WW(X)” que & induzidapor uma dadasubstituj&o p.
Chamaremomterpreta@esdere-escritaa estaclassedeinterpretades.

Vamosilustraros conceitogle substituj@o e re-escrita quesao muitoimpor-
tantesno contecto do quevai seguir-se. Sejamdadosos termoscomvariaveis

t

depbsitd(ic, q,
Y P O(lc q 8) (34)

depbsita(ic, ¢', s')
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no conteto daassinatur& sgr s (X), deondeseinferemasatribuicdes

X(ic) = IdConta
X)) = X(¢") = Quantia
X(s) = X(s') = Sistema

Reparemosgueé umasubstituj@oaaplicad@o p seguinte:

plic) = ic

pla) = «q

pl@) = ¢ (3.5)
p(s) = s

p(s') = depsitaic, g, s)

E possvel, enfio, re-escreer qualquertermode W (X) combasenestasubstitui-
cao. Pegandoporexemplo,emt’ acima(3.4),obteremoparap(t’)

p(t'") = depositd(ic, ¢', depdsitd(ic, g, 5))

guerdizer, tudo se passowcomosea variavel s’ fossesubstitida pelo subtermo
(dep(t")) depositd(ic, g, s).

Para exprimir mais comodamentgrocessogle substituj@o (parcial) como
este € vulgarumanota@o abresiadaqueindicaapenassvariaveis quesao sub-
stituidas,e osvaloresqueassubstituemanota@oé

[t'/z]t (3.6)

guerendasignificarainterpretado (re-escritadet determinadgelasubstituj@o
quecoincidecomaidentidadeexceptoquantoa variavel z, queé substitidapor
t'. E claroque(3.6) segeneralizdacilmenteparan-variaweis:

[tl/IL'l, e ,tn/l'n]t

Assim, a substituj@o (3.5) podea serescritanestanota@o,soba formade:
[depositq(ic, g, s) /s'|depbsitd(ic, ¢', s')

Definicao 3.5 (Alcancede um X (X)-termo) CadaX (X )-termot representaima
classadeX:-termosguesdoaquelesjueseobtemdet por substituj@odevariaveis
suaspor X-termos.Essaclasse designadalcancedet, representa-s@or [t] e é
definidapor

[t]={W*@) | p eV}

O
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A definicdo anterioré sugestia porquantanospermiteutilizar X (X )-termos
pararepresentaobjectosgeréricos vagosou abstractos Porexemplo,o termo
2k — 1, navariawel naturalk € IN, representa-noaclassedetodosos nimeros
impaes ou seja,0 objectogerérico “numeroimpar”. Isto namedidaemqueo
alcancg2k — 1] é exactamentessaclasse.

A caracteriza@o de objectosabstractospu vagos,podeobtersepor um pro-
cessanversodasubstituj@o, chamadagenerlizacio ou abstiacgo, e quecon-
sisteemsubstituirsub-termogor variaveis. Porexemplo,vamossupordadauma
assinatur& paradescri@o de objectosgeorrétricosno planocartesianoenvol-
vendoespeciescomoPonto, Raig, Circulo e Coord e operadoresomo

ponto : Cood x Cood — Ponto
circulo : Pontox Raio — Circulo

incluindoconstantesomo:

.e.,—1,0,4+1,42,... :—» Cood
10,20,30,... :— Raio
Assim,o termo
circulo(pontq0, 0), 10) (3.7)

designao circulo deraio 10 unidadescentradona origem. Vamosagoragener
alizar (3.7). Sesubstituirmosa constantel0 por umavariavel r tal que X (r) =
Raio, obtemos

circulo(pontd0, 0), ) (3.8)

gueé o X (X)-termoquenosrepresentgualquercirculo centradanaorigemdo
planocartesianoi, &0 objectogerérico“circulocentradmaorigem”. Sefizermos,
paraX (y) = Coord, maisumageneralizagosobre(3.8),

circulo(pontq0, ), r)

temosagoraa classede “todos os circuloscujo centrosesituano eixo dasabcis-
sas”. Finalmentepdo & possvel generalizamaisdo quesubstituira constante)
porumavariavel X (z) = Coom, obtendo

circulo(pontq(z, ), )

gue,claramenterepresenta classede“todososcirculos”,i.& o objectoabstracto
“circulo’ 2.

Exercicio 3.1 Um casoparticulardesubstituj@op € Vyy(x) €aquelaguesubstituibijectvamente
variaweis por variaweis, normalmentaelesignadae-nomeago.

2N3o0 & desinteressanteslacionarformas purascomo circulo, esfer, coneetc. com o conceito
Plabnicodearquétipg cf. asNotasBibliogr aficasdestecagtulo.
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Caracterizeformalmenteuma re-nomea&io e mostreque nao se alterao alcancede um termo
guandcesteé sujeitoa umaqualquere-nomeagodassuasvariaveis.
O

Definicdo 3.6 (X-Axioma) Sejamdados.tal comoemdefinidesanteriores,¥ :
Q—->5*xSeX:V —= S UnX(X)-axiomae umqualquerpar

(t,t") € Wy (x),s X Wy(x),s

para umadadaesyecies € S.
O conjuntodetodosos X (X )-axiomasg, pois,

A, X) = | W x).0)° (3.9)

seS

Reparemogueadefinicdode axiomanosgarantepor constry@o,queambos
os termosenvolvidos sao do mesmotipo, i.& 0s seusoperadoresnais externos
(ou assuasvariaveis externas)tém a mesmaesecie de resultado. Por (contra)
exemplo,ostermost daexpres§o(3.4)eotermo

t' = gminima

ndopodemformarum axiomalt, t').
Finalmentegstamosm condid®esde poderdefinir a nogo de especifica@o
axiomatica.

Definicdo 3.7 (Especifica@o Axiomatica) Sejadadaumaassinatua ¥ : Q —
S*x S eumconjuntodevariaveistipificadaspor X : V — S. SejaE = (Es)scs
umafanilia de ¥ (X)-axiomas.

Aoterno(X, X, E) daremoso nomedeespecificagoaxiomatica O

O quesignifica, enfio, apresentaumaespecificggo axiomatica (X, X, E)?
Nassec@esseaguintesveremosiuasinterpretadespossveisparaessesignificado.

Exercicio 3.2 Consideraimainterfaceaxiomatical = (X, X, E) emqueX admiteosoperadores

+ : nat X nat = nat
1 : —nat

e E inclui o axioma

r+y = y+«zx
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Sejamt = 1 + z et’ = z + 1 dois £(X)-termos. Indique, justificandoformalmente quaisdas
sgyuintesafirma®esesfiocorrectas:

—Osalcancegt] e [t'] sdoconjuntosidénticos. (3.10)
—A intersec@ode[t] com|t'] & o conjuntovaziode E-termos. (3.11)
—[t] N [¢'] @umconjuntosingular (3.12)

3.3 Semantica Equacional

Estaperspectia da especificago axiomaticaencaraum conjunto £ de axiomas
comosendoum conjuntode equa®es no sentidotradicionaldestetermo. Para
tornarmaisexplicita estaperspectia, escree-semuitasvezes

t=+¢

emlugarde(t,t'), paraqualquer(t,t') € E, emE.

Vejamoscomo exprimir formalmenteo (meta)significadale um conjunto £
deequades.No Capgtulo 1 estudamos estrutura(C(X); C) dequocientesobre
W naqualsepoderepresentanmaqualquersenénticaparaa linguagemgerada
por ¥. A cadaquocienteWW /= em (C(X); C) est associadaimaX-congrén-
cia =, Vejamosagoracomo, a cadafanilia E de equadescorrespondaima
Y -congrienciatamkem. Poroutraspalasras,a apresentgio de um conjunto E
de equadespodeserconsideradam métodoalternatvo a constry@odeum X-
modeloparasedefinirumasen@énticasobreumaassinatur&.

Definicdo 3.8 (CongruénciaEquacionalMinima) Seja(X, X, E) umaespecifica-
cao axiomatica. A congriénciaequaciona(dita minima) induzidapor (£, X, E)
€ amenorfanilia derelagdes
2 = (¥E,s)ses
tal que paratodoos € S,
EE‘,s g WE,S X WE,S
equesatisfazparas € S:

(z,2') € B, = {(p(2),p(x)| €W} C=p, (3.13)

teWs, = (4t)€ =g, (3.14)
(t,t')e=gs = (t',t) €Zp, (3.15)

(tatl) € EE,s
A = (tat”) € gE',s (316)

(tla t”) € gE,s
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Finalmentepara cadaopeadoro : s; X ... X s, = set;,t; € Wy 5, (1 <3 <
n),
(ti ;) € Zps; = (0(t1,. -, tn),0(t1,...,t,)) € ZEs (3.17)

O

Teorema3.2 Acongrienciaequacionak g induzidapor umaespecificagoequa-
cional (¥, X, E) é,defacto,umaX-congriéncia.

Demonstraga E umarelaggo de equivaknciapelasclausulasde fecho re-
flexivo (3.14), simétrico (3.15) e transitivo (3.16) da Definicdo 3.8. A clausula
(3.17)garantea X-compatibilidade Q.E.D.

O

Exercicio 3.3 Seaque,numaespecificaoequacional;mais axiomasmplicamsempranaissenan-
tica"? Querdizer sendo(Z, X, E) e (X, X, E’) duasespecificaBessobrea mesmaassinatura :
Q — S* x S, demonstre@urefuteo factoseguinte,

ECE = ~p C~p

onde" C " designaainclusio (estrita)defanilias S-indexadasde conjuntos.
O

Vejamosum exemplode especifica@o equacionalgue se construié sobrea
assinatur& definidapor (1.6) a partir da gramaticadadapelasprodu®es(1.5)
guedescrgema sintaye deumapequendinguagemde comandosge quesecon-
struiuum modelo(denotacionalpa Sec@&o1.3.4. SejaV = {¢,d,e,v,n,m} e
X talque

X() = Xd) = X(e) = <Cmd>
X (v) = <Var> (3.18)
X(m) = X(n) = <Nato>

Na seguinte apresentd@mo do conjunto E.¢,q> de X-equabessobre X usar
sed a sintaye concretade (1.5) emlugar da sintave abstractale (1.6), por sera
primeiramaissugestra. Comecemogelosaxiomasguerelacionama composi-
caosequenciatomelaprbpria,e a constanteskip :

¢gskip = ¢ (3.19)
skip ;¢ = ¢ (3.20)
c(d;e) = (gd);c (3.21)

Querdizer, damosa estrutura<Cmd>;“;" , skip ) asenénticadeummonbide.
Portantofaz sentidoestendeo operador;” amn-argumentospbtendoum oper
adorquepodemoglesignaipor

y,=16i
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e quecorrespondajasvulgaredinguagengle programa&o, a constry@o
begin ¢15¢9;5...5¢, end
Quedizersobreo comandaleatribuicao?O seguinteaxioma
viI=nui=m = vi=m (3.22)

equacionacomposj@osequenciatomaatribuicaoe quer nofundo,indicarque
aUltimaatribuicdoaumavariavel € “absonente”’emrela@oaumaqueapreceda
3, Quantoa composj&o condicionalndoé dificil postular

if O0then celse d = d (3.23)
if suc(n) then ¢ else d c (3.24)

Quantoa composj@oiterativa, ocorre-nosmediatamente
while 0 do ¢ = skip (3.25)

masreparemosjuendotemoscapacidadexpressvanalinguagenparacompletar
aequaéo
while  suc(n) do c=... (3.26)

sobreum comandadaterativo quenaotermina.Podemognfioconsideraem E 0s
axiomas— equades— (3.19)a(3.25),ouseja:

cskip = ¢
skip ;¢ = ¢
_ cl(die) = (cd)e
E<cma> = vi=niui=m = v:i=m (3.27)
if O then celse d = d
if suc(n) then celse d = ¢

Entootriplo (X, X, E) — ondeX éatipificacdodevariaveisdefinidapor(3.18)

e E é umafanilia de equadesqueinclui (3.27) acima— & umaespecifica@o

equacionabdasenénticada pequendinguagemde comandoslefinidapor (1.6).
Havariasquesbesqueocorremsobreestasenantica:

- sei@ “suficiente”? Querdizer, teremosem E todosos axiomasque sao
basicosparaa inferénciade equialénciasentreprogramasialinguagem?

- Seia queéimpossvel completara sermanticaque se pretendiana equa&o
(3.26)?Sed quenummodeloessasenanticaseexprimecomfacilidade?

3Notarque,napratica,esteaxiomatraduzumasimplificagiodarealidadegefacto,apenaguando
m &umaconstante queelefazsentido— cf. 0 quepodeacontecequandom refereumavariawel.
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- Qualarelag@oentrea senanticaequacionabefinidapor E e a sen@intica
denotacionatonstridanaSec@&o01.3.4?

Quantoa primeiraqueséo, é dificil (em geral)ter a certezague os axiomas
basicosescolhidossao “suficientes”,isto na medidaem que sejamcapazede
gerartodasasequialénciasconsideradatesepweis”. Algumaexperimentaéo
avoltade E (3.27) mostraria‘f alta” de senmantica: por exemplo,nadasabemos
sobreo controloda estruturaf ...then ...else quandoesteé feito por
variaveis. Um axiomaadicional,

v:=n;if v then ¢ else d=v:=mn;if n then c else d (3.28)

podei ajudaralgumacoisa,masnao resoheratodosos problemagjuantoa esta
estruturade controlo*. Quantoa segundaquesho, gostatamosde poderatribuir
umasenénticaindefinida(parcial)ao comandaterativo daequaéo (3.26). Isso
sb se@ poss$vel quandoestudarmos varianteinequacionalda senantica ax-
iomatica.

Finalmentea sec@o queira seguir-setrataa darelag@o que é levantadana
terceiraqueshoacima.

3.3.1 O Sistemal 6gico-dedutvo DEQ(E)

Antesdisso poréem,definiremosaquio sistemdogico-dedutio D EQ (E) associ-
adoainterpretadoequacionatieum conjuntoE deaxiomas.Constade 6 regras,

cadaumadaforma )
Premissas

Conclusio

regrasessagjueespelhano processaaconstry@odacongrienciaminimaequa-
cional=g:

(3.29)

R, Refleividade— paratodoo termot,

t=t
R5 Simetria—-
t=t
t'=t
R3 Transitividade—
t=tt'=¢"
t=t"

4A possibilidadede se escreeremaxiomascondicionais que se estudaa maistarde, melhoraa
esteestadalecoisas.
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R4 Substituj@o (de “iguais por iguais”) — paracadaoperadols : s; X ... X
sp > set;,t; € Wy, (1<i<n),

t1 =t,...,th =1,
o(t1,...,tn) =o(t],...,t)

Rs Instancigéo— parap € Vyy,

t=t
We(t) = We(t')

Rg Equa®es— paracadaequaéo(t,t') € E

t=t

cf. Definicao3.8.

Paraaplicararegragerérica(3.29)temosqueter ja deduzidogodososfactos
gue sdo Premissas Destes,a aplica@o da regra deriva o facto que constana
Conclugio. Umadeduéio, ou prova, € umasequenciadefactos

t1Etll,tQEté,...,tkEt;c,...

taisquecadafactopodeserderivadoporaplica@odequalquerdasregrasafactos
gue ocorremanteriormentena seq@ncia. Isto implica que o primeiro factode
umadeduéo deve serumainstinciadaregraR; oudaregraRg, poisestasdoas
Unicasregrascompremissavazias.
Escrereremos
|‘Et = tl

semprequeexistaumadedu@o cujo Gltimo factoé t = ¢/, e diremosquet = ¢/
éumteoremade DEQ(E). Querdizer, g podeserencarad@omoumay:-rela-
¢ao. Oumelhor 5 & umaX-congriénciasobreVV(X), cf. regrasR,, Ry, R3 €
Ry deDEQ(E). E deesperaquetg, restringidaa W, coincidacom=g.

Paraterminarmos apresentginde DEQ(E), refira-sequeamelhormaneira
deapresentanmadedy@oé construirarespectiaarvore deprova, i.é estruturas
comoa seayuir seilustram:

Rg , Ry R Sklp ,C=CcC
c¢= skip ;c

c; skip = skip ;e

Rs c; skip =c¢

(3.30)
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documentandos saltosdedutvoscomasregrasR; - Rg utilizadasem cadacaso.
Outroexemploseia

R ™ Z=¢ fs —yRie 0doc= skip (3.31)

¢; while 0do ¢ = ¢; skip

Juntandasarvores(3.31)com(3.30)podefamosobter

Ry

Rs c; while 0do c=g¢; skip ’ Rs c; skip = skip ;e

c; while 0do c= skip ;e¢
e assimpor diante.

Exercicio 3.4 SejaX aseguinteassinatura:

0,1:—b
fia—b
—:b—>b
+,X:bXb—b

Y =

SejaF o conjuntodosseguintesX -axiomas:

y+y = y (3.32)
yxXy =y (3.33)
y+(-y) = 1 (3.34)
() +y = 1 (3.35)
yx(-y) = 0 (3.36)
(-y)xy = 0 (337)
Mostrequea introdu@ode um novo axioma,
—fl=z) = fl=@)

implicao facto0 = 1.
O

Exercicio 3.5 Suponhague a especificago equacionalla senéinticada pequendinguagemde co-
mandosatrasestudaddcf. (3.27,3.28)seacrescentagorao axioma

/ — !
VI=N5v =0 = v =NV =N

sobreo comandade atribuicdo. Se&o todosos axiomasate agoracompiladossuficientesparacar
acterizara sermaintica“intuitiva” que temosda linguagem? Justifiquea suarespostacom basena
constry@odeumaanwre de prova parao facto

X = 0, y = x

X = suc(x); = y : = 0; x := suc(0);

if x then skip else skip
seggundoo sistemdogico-dedutio DEQ(E).
|
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3.3.2 Especifica@o Equacional versusModelos

Definicdo 3.9 (Satisfado de Equagdes) Seja¥. : 2 — S* x S umaassinatua,
(2, X, E) umaespecifica@io equacionak A : ¥ — Set ummodelo.Diremos
gue A satishzasequadesemFE, ou queé ummodelode E, sempe que=g C
= 4, querdizer:

t=pt' = A(t) = A(t)
O

Portantose.4 est nascondidesdadefinicdoanterior enfio
V(t,t') € E: (Yp € Va:p(t) = p(t'))

i.e todosos axiomasde E sao satisfeitosem A (bem comotodasas suascon-
seqnciasequacionais).Mas podehaver mais“coisasverdadeirasem A que
naosaoconseqgénciage E, pois,emgeral,

2a L =E

Relembremosiqui o facto (2.77) cuja demonstrg@o, propostano Exerdcio
2.27,corresponda valida@ode um axioma(equa@o)

elems(list(z)) = x
guerelacionadoisoperadoresujasfuncionalidadegpodiamser

elems : Seqs — Sets
list : Sets — Seqs
paraummodeloA tal que
2X
X*

A(Sets)

A(Seqs)
Definicao 3.10(Interface) Sempequel = (£, X, E) @éumaespecificagoequa-
cionale A satisfazF, diremosamiemaquel éumainterfacepara A —ouqueA
temI comointerface—e esceveremos

A I (3.38)

nota@o quefara sentidomaistarde®.
I dir-se4 umainterfacecompletapara A setamkEmacontecer

R 1R

=t = t2pt

i.6, se= 4 e =g coincidirem.
C(I) ou C(E) sao designabesque utilizaremospara a classede todosos
modelos4 quesatisfazenasequa®esde! = (X, X, E). O

5Ver Cayitulo 4.
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Figura 3.1: Sub-reticuladade congrienciasque satishzemuma especificago
equacional.

Exercicio 3.6 Calculea X-congri&nciaz; associada especificaiio equacionalX, X, 0). Mostre
quel = (%, X, 0) éinterfacedequalquemodeloA :  — Set.
O

Teorema3.3 TodasasX:-congrienciassatisfazendosaxiomasleumaespecifica-
cdo equacionakX, X, E) formamum sub-eticuladocompleto(do reticuladode
todasas X:-congriencias)cujo limite universal minimo é =g, cf. Figura 3.1 (e
relembar a Figura 1.7).

Demonstraga Seumadada X-congriencia= satisfazE, enfio est nas
condi®esde = 4 da Definigdo 3.9. Logo, =rC= para todo 0 = nessagondi-
cOes,i.e = élimite universal inferior. Obviamentge=+ satisfazosaxiomas,.é
é limite universal superior

SeduascongrignciasY; e &, satisfazennsaxiomasgnfio

t=2pt = t=t

t=2pt = t=t

thtl = tgltl/\tgztl
& (=N =)t

querdizer a suaconjun@o (g.l.b.) tamkemsatisfazos axiomas. Esteresultado
podeseriteradoa (.S, ondeS &umafanilia finita decongrignciassatisfazendo
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osaxiomas/|J S constbi-setal comono Teoremal.2. O

Reparemosiasconsegénciaspraticasda Definicao 3.10 e do teoremaante-
rior. Sel = (3,X, E) éainterfacedeum modelo A4, ento 4 € C(I), i.ea
congriencia= g € maisfinadoque= 4. Portantoaocompararmoassenanticas
respectias,podemogecerasseguintesconsiderages:

- &, & a‘“verdadeirasenantica” que queremodefinir, i.é através de um
modeloque se construiu,paraumadadaX:-linguagem,segundoo método
denotacionaklassico.Contudo,decidira equivalénciat =4 t' combase
noscalculosexplicitosde A(t) e A(t') pode,emmodelosvolumososser
poucopratico. Istojustificaaapresentgmdeumainterfaceequacional =
(2, X, E) que“esconda’a compleidadede A por detiasde um conjunto
FE deaxiomasqueagrupepropriedadesiteisnapraticasobreA.

- &g tem, pois, “menossenantica” que = 4, e muitos factosverdadeiros
sobreA naoserkodedutveisde E; contudo,em muitoscasosa leiturade
E podepouparo analistaquepensd're-utilizar” A, defazeruma“visita”
explicitaa essemodelo.

No Cagtulo 4 este'jogo” queé precisofazer napratica,entremodelose assuas
interfaces ficara maisexplicito no contexto da parametriza@o e re-utilizac@o de
especificatesorientadags modelos.

Exercicio 3.7 Dadaaassinatura

fip—p
Ui U
b:—>p
a:p X —u
d:TXp—>pu
e:mXp—p

1. Mostrequeexiste apenasimaX-algebraA (descrea-a) cujosportadoresido diferemde Z
(conjuntode todosos nimerosinteiros)e que admiteno maximo os operadorest (somade
doisinteiros),— (simétricodeuminteiro) e 0 (zero).

2. Verifiguese A & modeloda interface (X, E) onde E & o conjuntodos segyuintesdois X-
axiomas:

f(b) u (3.39)
fle(z,2)) = a(d(z,2), f(x)) (3.40)

Exercicio 3.8 No conteto do Exerdcio 3.7,definaumaX:-algebraA tal que:
- A émodelodainterface(X, E) ondeE & o conjuntodosX-axiomas(3.39)e (3.40).
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- A senanticade f & adafuncdoquecalculao comprimentade umalistafinita.

Exercicio 3.9 RelembreasX-congriéncias> 4 e =g associadaaosrespectios modelosdo Ex-
erdcio 1.24.SejaE umafanilia de X-axiomadal que

Es = @
Er {o(z,y) = o(y, 2)}

- Compareagranularidadele>y comade> 4 e Xp.

- SuponhagoraqueEs = {0 = 1}. SeAquex~g==227"7

3.4 Semantica lnequacional
Em especificago axiomatica,0s axiomasquemuitasvezesgostaramosde poder
escreer paracaptara realidadeassumena forma de inequadest < t' e ndao

deequadest = t'. Porexemplo,seestvessemos especificaum programade
verificad@odeerrosdeortografia(‘spelling’), podamoster definidoa esgecie

Vocatulario = 2Palavia
bemcomoo operador

inseePalavra : Vocahlulario x Palavra — Vocalulario
inseeRalavra(v, p) Y {p}

Combasenateoriade conjuntosnaoseidificil demonstrao facto

Yu,p : v C inseeRalavra(v, p) (3.41)
Oratal factonao podeserregistadonumainterfaceequacionapois o simbolo C
nao gozadaspropriedadesle umarela@o de equivalénciamassim dasde uma

ordemparcial. A neceséria extensio do conceitode especifica@o equacional
passaa serestudada seguir.
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3.4.1 ModelosParcialmente Ordenados

SejaPos aclassecatgyoriadetodosos conjuntodinitos parcialmenterdenados
cujosmorfismossejamapenagungdescrescented,é se(4;<4) e (B; <p) a0
doisdessegonjuntosumafungao (morfismo)

f:A— B
estaem Pos see s0 se,paratodooa € A,
a<ad = f(a) <p f(a') (3.42)
Podemognfio passaa definicioseguinte.

Definicdo 3.11(Modelo Parcialmente Ordenado) Relembar adefinidiodeuma
¥ -algebra (Definicao 1.7),ondeX : Q@ — S* x S &€ umaassinatua. Uma X-
algebra ordenadaou ¥-modeloparcialmenterdenadd todo o functor

A:¥ — Pos
ouseja:

- paras € S, A(s) &um conjuntoparcialmenteordenadocuja ordemse
designaa por < 4(s);

- paracadaopem@doro : s; X ... X s, = s emX, A(c) &€umafuncio
A(o) : A(s1) x ... x A(sn) = A(s)
crescenteosseusn-argumentosi,. &, paraa;, a; € A(s;),1 <i <m,
(V1 <i<n:a; <ggs) a5) = A0)(ar, ..., an) <ags) Alo)(ay, ..., ay)

Querdizer a familia

<a= (Za(s))ses
deordemparciais & Y:-compatvel. AummodeloA : ¥ — Pos da-setamkemo
nomede X,,,-algebra ou ¥,,-modelo.00

O conceitodeX:-homomorfismeeatamkemampliadogemconcordnciacom
adefinicdoanterior:

Definicdo 3.12(X,,-homomorfismo) SejamA, B : ¥ — Pos doisZ,,-modelos.
Seja

h = (hs)SES
umafanilia defung@escrescenteemPos, i.&



3.4. SEMANTICA INEQUACIONAL 163

- paras € S,
hs : A(s) — B(s)

a <a(s) @ = hs(a) <pgs) hs(a')
- aclausula(1.88)verifica-se

Entao,diremosqueh € umy,,-homomorfismoEstadefinigio &€ umaextengio da
Definicao1.10.0

Y po-epimorfismosou X, -isomorfismosdefinem-secomo %,,-homomorfismos
sobrejectiose bijectivos,respectramente.

E imediatoverificarseque a nogo de ¥,,-algebraestendea de X-algebra.
Defacto,todaaalgebraA : ¥ — Set podeserencarad@omoumaX,,-algebra
A’ : ¥ — Pos considerandgue,paracadas € S, < 4:(,) €arela@oidentidade
emA(s):

a < a ssea=a

Defini¢do 3.13(%,,-interpretagio) Define-setal comona Definigio 1.11. De
facto,se
h:W—A

éumhomomorfismgaraA : ¥ — Set, &tamtEmum,,-homomorfismpara
A : ¥ — Pos, jaqueaordemparcial sobe Wy éatrivial (i.€aigualdadditeral
determos).0

Assim,asdefiniddesdeinstanciagdodevariaveis(cf. Definicdo3.2),deX (X)-
interpretado(cf. Definicao3.3),e o teoremalaunicidadede ¥ (X )-interpretades
(cf. Teorem&B.1)estendem-sautomaticamenteX ,,-algebrag X ,,-homomorfismos.

3.4.2 OsModelos“Planos” e a Recursiidade

VejamoaumaclassemuitoimportantedemodelordenadosSejaA : ¥ —» Set
ummodelondoordenadoVamos a partir dele,construirum outromodelo

Al : ¥ = Pos
— esteordenade— comosesgjue:

- paras € S, sejaAd, (s) = A(s) U {Ls}, paraum valor L, qualquemao
presenteem A(s), sendoaordem< 4, (5) avulgarmentedesignadardem
parcial plana(‘flat c.p.o’),

Vae Ai(s): Ly <a (3.43)

abreviando< 4, (5) para<, paranaosobrecarrgaranota@o,cf. Figura3.2.
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ay as as Qn

Figura3.2: A ordemparcialplanasobreA | (s).

- paracadaX-operadow : s; X ... X s, — s, afuncdocorrespondentem
A, estendeaturalmenteA(o), i.g,

def [ A(o)(a1,...,a < Vi<i<n:a; # Lg;
AL(U)(ala-":an) = { J_( )( ! n) P lezznaziJ—: (344)

8

Exercicio 3.10 Mostrequeo modeloA constrido a partir de A deacordocom (3.43)e (3.44)é,
defacto,um modeloparcialmente®rdenado.
O

De umamodogeral,todaa funcdo n-aria f que,tal como(3.44),satishza

clausula
fla,...,L,...;a,) =1

paral < i < n, diz-seumafungcaoestrita A interpretado carbnicaparacada
simbolo L (3.43) & a de indefinido, i.&, L, representa valor indefinidoda
esfecies. Estevaloré muitasvezesartificialmentantroduzidopara‘representar”
o resultadade umafuncaoquenaotermina.
Ali as,sempregueatrasescreemosdefiniddesde fungdescompré-condides,
tipicamente
A(o) = Az.{pre(z) = ...



3.4. SEMANTICA INEQUACIONAL 165

esivamosjaimplicitamentea trabalharcoma correspondenteersaoordenada,

AL(0) = /\a:.{ f;i(e”?m) zl (3.45)

— cf. o queno Capitulo 2 sediscutiua propbsitode f, (pag.87).

Exercicio 3.11 Estag correctoafirmarse que todo o modelo.A que sd coném fungdesestritasé
parcialment@rdenadodustifiqueformalmentea suaresposta.
O

Os modelosplanosconstituem,portanto,uma ferramentamatendtica ade-
guadaao tratamentada indefinicio de fungdesparciais. Como estasse podem
aindadefinir de formaarbitrariamenteecursva, corvémparticularizaraquiare-
spectva abordagenpor pontosfixos.

Sejac : s — r umoperadomdeumaassinatur& e .4, um X-modeloplano
emque A, (o) & umafungado definidarecursvamente. Parando sobrecarrgar
anota@o, abreviaremosA | (o) paraf, Ay (s) paraS e A, (r) paraR. Sendo
recursva, f édaforma

f+ + S—>R (3.46)
f@) = F(f)(@) '

ondeF' designaumaexpres§ioem f funcionalmentecorrectaenvolvendo,pos-
sivelmenteputrosX:-operadoresPodemognfioescreer, emlugarde (3.46),

;¥ A F(f)(2)

ou, aonivel puramentduncional,

FE— () (3.47)

Qualo significadodaexpres&orecursva(3.47)?Parafazermosimainterpreta-
caocoerenteomo Teorema2.2 (TeoremadeKleene)atras,precisamosle carac-
terizaro espao defungdesS — R comoumac.p.o.— (S — R; <) — egarantir
que

F:(S—-R)— (S—R)

éumarfuncional® confnuaemtal c.p.o. A ordem< sobrefungbesseadefinidaa
custadasordengplanasqueo modelodetrabalho,A, garantesobreS e R. Assim,
dadosf, g : S — R, definiremos

f<g ¥ VaeS: f(a)<gg(a) (3.48)

8 A fungio F designa-s@or funcionalparatornarexplicito quesetratade umafungio cujosargu-
mentose resultadosao, elesproprios,fungdes.
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onde<pg abrevia < 4, (r)- E facil de ver que existe, em particulay umafuncio

constante o
L : S—>R

T(z) ¥ 1,

quelimita (S — R; <) inferiormentej.étal que,paratodoo
g:S—R
setem _
1<g
Isto vai-nos permitir interpretaro significadode (3.47) sggundoo Teoremade
Kleene,i.é construindo
pF =\/ Fi(D)
i=0

desdeque F' sejaconfnua. Masvejamos,antesde mais,um exemplo,paraS =
R=INU{l}:

querdizer,

n=1 =1

onde F(f)z)‘"-{ n#1l = f(n+1)

Intuitivamente f €aidentidadeparan = 1 eiradivergir paraqualqueargumento
n # 1. Vejamoscomoa correspondenteadeiade Kleeneconfirmaessantuicio:

F(1) = 1T
= An.L
F'Y(1) = F(n.l)

- n=1 =1
T U n#1 = I+1)

- n=1 =1
T M U n#A1 =1

F2(I) = F(F'(wn.1))
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n=1 =1
n#l :>(/\n.{n#1 :>L)(n+1)
n=1 =1

= n+l1=1 =1
n#l :>{n+17é1 =1
n=1 =1
F =1
n7l :{V =1
(poisn + 1 = 1 éimpos$évelemIN)

n=1 =1
n#l =1

tendo-seassimobtidoja o menordospontosfixos,

ro— n=1 =1
pe = n#l =1

gueé afung@oqueseesperga.
Note-seque(3.49)ndo é o Unico pontofixo de F'; defacto,paratodoom €
INU {1}, afuncdo

_ n=1 =1
m = )‘n'{n#l =>m
€ pontofixo de F', pois
n=1 =1
F(fm) = }\n'{n#l = ful(n+1)
n=1 =1

n+l=1 =1
n#l :>{n+17é1 =>m

- n=1 =1
= A nl =m
= fm

Repare-squeuF = f| < fn, param > 1. Logo, o conjuntodetodosospontos
fixosde F' forma,eleproprio,umac.p.o.plana(cf. Figura3.3).

Faltou averiguarsobrea continuidadedo funcional F'. Em geral,0 Teorema
2.3 podea serinvocadoparatodasasfuncionaiservolvendofungdescrescentes,
comogéo casodafuncionalcomposjéoe afuncionalcondido— cf. osexerdcios
seguintes.
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fL

H

Figura3.3: Sub<.p.o.planade pontos-fixosde F'.

Exercicio 3.12 Mostreque,paratodoo f,
fol=Tof=1

Exercicio 3.13 Verifique se a composjéo de fungdes (estritasou, no minimo, crescentesg uma
funcional crescentenos seusdois agumentosm rela@o a ordemde definicio de fungdesexpressa
por(3.48),istoé se

f<g = hof<hog

f<g9g = foh<goh

Exercicio 3.14 Sejap — g; h umaexpresfo funcional que designaa mesmafuncao que a A-
expres$§io
plx) = g(x)
w{ Bl 200

ondeseassumesemprep(z) # L. Verifiquequaisdosfactos
F<g = p—=>fih<p—gh
F<g9g = pohkf<p—=hyg
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saovalidos.
|

Exercicio 3.15 Seja[f, g] umaexpresfiofuncionalquedesignaa mesmaungdoquea A-expres§o

Az.(f(x), 9())

— recordarn(1.20). Verifiquese

Faltaapenagliscutiro casodasfungdespoliadicasj.e

f:  Six...xS,—-R
def

f(mla-"axn) = F(f)($177$n)
emlugarde(3.46),0 quenaoapresentaroblemasdicionaigaque,commodelos
planos.estamos trabalhampenagomfungdesnaturalmentestendidasjuesao
semprecrescentes— veja-seo teoremajuesesegue.

Teorema3.4(Monotonia de FuncbesNaturalmente Estendidas)
Todaa funddo naturalmenteestendideé morbtona.
Demonstra@o Ver[Man74]. O

Exercicio 3.16 SejaX. a assinaturale um grupdide, isto &, constandapenasie umaesgeciee um
operadobinario. Seja2 ; o conjuntoparcialmenterdenado

F\\J_/V

e sejamA e B duasXy,-algebrascujo portadoré 2 e cujos operadoresatishzemas seguintes
tabelagleverdaderespectiamenteem A (A) eemB (V):

AllVI|F| L VIIV]|F|L
VIIV|IF|L vViiv V|V
F||F|F|F F(|V|F| L
1L F|L Lyv]iL|4L

1. Mostrequen eV sdooperadoregiue,emboracrescentes)ao saoestritos.
2. Mostrequeo operadosobre2 |

def b=1 = L
neg®) =\ b5 1 = b

estabelecem X,,-isomorfismoentre A e B (e vice versa)quepodeserencarad@omouma
extengio ordenadasclassicad eisdeMorgan
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Exercicio 3.17 Verifiqueseafungao(n, m).n —m (subtragc@odeinteiros)é pontofixo dafuncional
seguinte:
def =y = 0
@ {539 2 Yy ey

3.4.3 Prée-ordens

Temosvisto comoos conceitosundamentaislateoriaalgébricadasX.-algebras
estudadano Cafitulo 1 seestendenmaturalment& X,,,-algebrasA quesioque
sepdeagoraé: qualé o ¥,,-equivalentedanocgode X -congriéncia?

Na basedo conceitode X,,,-algebraest a nogio de ordemparcial. Estano-
cao“colide” comapropridadede simetriadasrela@esde congriéncia.Veremos
de seguidaquea prépriaantissimetriadasordensparciaisé umapropriedadeale-
masiaddorte paraa nogao que pretendemosguevenhaa estendep conceitode
Y -congriencia.Comecemogor reflectirsobrea definicdo seguinte:

Definicdo 3.14(X-pré-ordem) Sejad : ¥ — Pos umaX,,-algebra, e seja
L= (ES)SES

umafanilia S-indexadaderelagdessobe A queé X-compatvel.
SejacadaC; umarelagioreflexivaetransitiva. Vamosaindasuporque para
cadas € S,ea,d € A(s),

a<u a =alya
querdizer C estende< 4 namedidaemque
<ai) € Cs

paracadas € S'.
Ento, C dir-seaumaX-pré-ordensobe A. O

Quandocomparadaom umaX-equivalénciaou umaX.-ordem-parcialuma
¥ -pré-ordemeé maisgeralnamedidaemquerelaxaqualquerequisitono quediz
respeitoa simetria(ou antissimetria.
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Vejamosum exemplotipico de constry@odeumapré-ordensobreostermos
deumadadaX-linguagem.SejaA : ¥ — Pos umaX,,-algebra.Sejas € S
umaX-esgeciet,t’ € Wy 5, e, areladioemWs; , definidapor

tCst' sse A(t) <s A(t') (3.49)
ondeseabreviou < 45y €M<, paranaosobrecarrgaranota@o. Seja
E: (ES)SGS

afamilia S-indexadaderela@esC ; quesatishzem(3.49). Quetipo de X -relago
€ C? Naoé dificil verificar quesetratade umafanilia dereladesreflexivase
transitvas. Qual o seucomportamentmo “eixo” da simetria? Querdizer, que
podemoslizersobredoistermost et talquet C, t' et' C, t? Teremos

tC,t = A(t) <; A(t')
et = A(t) <, A(®)
tC, At .t = At =A)

pois <, &, pordefinicdo,antissingétrica. Querdizer,
(FCst At Cst) >t 2yt (3.50)
Commaisgeneralidadgyodemosafirmaro seguinteteorema:

Teorema3.5 (FechoAntissimétrico de X-pr é-ordens) SejaC umaX-pré-odem,
e seja~ o seunicleo,i.é

a~sa ssealCya' ANd' Cya (3.51)

paras € S. Entio~ &umaX-congriéncia.
Demonstra@o E imediatoque~ sejareflexiva e transitiva. Provemosjueé
simétrica, i.€ quecada~, eétal que

a~sa =ad ~a (3.52)
Deacordocom(3.51),aimplicacdo (3.52)re-esceve para
(aCsa'Ad'Cya) = (e CyaNal,a) (3.53)

Comoa conectivalbgica A & comutativa,(3.53) verifica-setrivialmentepois a
implicagdo |6gicaé umaconectivarefleiva, i.é, paratodoo predicadop,

p=p

SenddC umaX:-pré-ordem,é Y-compatvel. Logo € umaX-congrigncia.Od
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O Teorem&B.5mostraumamaneiradese“partirem” ,,,-algebragpor X-pré-
ordensobtendonovasX,,-algebrasi.é temosparaX,,-algebrasimaconstryéo
analogaade Y -algebragjuocientedeacordocoma definicioquesesegue.

Defini¢do 3.15(%,,-quocientes) SejaA : ¥ — Pos umaX,,-algebra, e seja
C umapré-odemsobe A. AX,,-algebra A/ C, dita “quocientede A por C”,
define-seomosesaue:

- seja~ onlcleodeC, cf. (3.51)

- paracadas € S, defina-se

A/ E (s) = A(s)/ =5 (3.54)

- paracadaportadorde. A/ C definidopor (3.54),defina-se seguinteordem
parcial sobe ~,-classesleequivakncia:

Vla],[a'] € A/ C (s) :[a] <s [a] & a Ty d (3.55)

Nao & dificil provar quecadarelagdo <, definidapor (3.55)sobe 4/ C
(s) @umaordemparcial, ondea igualdadeda antissimetriaé a igualdade
deconjuntogclassesie congriencia).

- paracadaX-opem@doro : s; X...X 8, — 8,€a; € A(s;) paral <i <mn,
defina-se

A/ E (0)([a1], .-, [an]) = [A(0)(as, .. ., an)] (3.56)
cf. Definiddo 1.14.

SeiécadaAd/ C (o) definidapor (3.56)umafungdo crescenteBejaja;] <, [af]
em(3.56)deacordocom(3.55).Entioa; C,; a}. ComoL & X-compatvel,

A(o)(...,a;...) Cs A(0)(...,a},...)
istoé,
[A(@)(...,ai,...)] Es [A(0)(-..,al,...)]

ouseja
A/ C (0)(...,a,...) Es A/ C (0)(...,a},...)

comoqueliamos.O
Tal comoacontecelwcom X-algebrasjnteressa-nosonstruir,,-quocientes

sobrea algebradostermosW, no sentidode consguirmosexplicar o significado
deum conjuntode X-inequadesdaformat < ¢'.
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Reparemosgue,dadoumX,,-modeloA : ¥ — Pos, continuaaseraalgebra
W/ =4 0 ¥,,-quocientedesejadocf. (3.49)e (3.50). Isto porqueo fechoantis-
simétricodeumaordemparcialé apropriaigualdade A quesioquesepdeagora
éasquinte:queX,,-quocientale)V estaremos definirsemprejueescreemos
umafamilia

E= (ES)SGS (357)

deX-inequades?

3.4.4 O Sistemal 6gico-Dedutivo DIN(E)

Tal comofizemosparao casoequacionalcomecemopor apresentao sistema
[6gico-dedutio

DIN(E)
associad@ E, e queé umareafirma@odo sistemaD EQ(E) umavezretiradaa
regradesimetria:

R, Reflxividade— paratodoo termot,

t<t

R5 Transitividade—
t S tl7tl S t”

t <t

R3 Substitujélo — paracadaoperadow : s; X ... X s, = s €t;,t; € Wy 4
(1<i<n),
t <t ... t, <t
o(t1y .-, tn) <o(ty,...,t)

R4 Instancigéo— parap € Vyy,

<t
p(t) < p(t")

R; Equa®es— paracadaequaéo(t,t') € E

t<t

Estesistemdogico-dedutio dita— tal comono casoequacional— a constry@o
dacongriencia~g (contudodiferentede =) queficadefinidapelaapresentgio
deaxiomasinterpretadosomoinequades,cf. (3.57),tal comosesegue.
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Teorema3.6 (Fechopor Pré-ordem) SejaR = (R;)secs umafanilia S-indexada
derelagdessobeumX,,-modeloA, istoé, R; C A(s) x A(s) paracadas € S.
Vamosdesignarpor R® o fecho reflexivo, transitivo e substitutivode R, i.€ a
menorfanilia derelagdesquesatisfazasclausulasseguintes:

1. Base paracadas € S, R® D R,

2. Fechoreflexivo: paracadas € S, R® D {(a,a)| a € A(s)}

3. Fechatransitvo: paracadas € S, seaR%a’' ea’ R®a" enioaRPa"

4. Fechosubstitutvo: sejac : 51 X ... X s, = s comX-operador, e sejam
a;,a; € A(s;) tal quea; RE a}, paral < i < n; enéio

o(ai,-..,ai,---,a,)R%a(al,...,a,...,al)

(2l » Y

Tem-seque R® & a menorpré-ordemgeradapor R.
Demonstraga imediataa partir daconstryéode R®. O

Definicao 3.16(Pré-ordemlnequacionalMinima) SejakE = (E;)scs umafanilia
de X-axiomas(t,t') quesepretendeninterpretar comoinequadest < t'. Seja
R = (Rs)ses afamilia derelagdesR, C Wy, , x Wy, , definidaspor

Ry ={(p(t), p(t) | (t,1) € Es A p € Viv}

Entio a relacgio Cp= R® da-seo nomede pré-ordeminequacionaminima
associadaao conjuntoE deinequades.Ol

Definicdo 3.17(X,,-quocientelnequacional) Seja~g ofecoantissinétrico(Teo-
rema3.5) da pré-ordemequacionalminima Cg associadaa umconjuntoE de
Y-inequades. Entio 0 ¥,,-quocienteW/ Cg, definidoa custade ~g — cf.
Definicao 3.15— & a ¥ ,,-algebra canbnicapara representara sendéinticade um
conjuntoFE deX-inequa®es.O

Exercicio 3.18 Relembrea assinaturalo Exerdcio 1.8:

¥ : {0,1,2,0} > S*xS

2(0) = (<>,9)

(1) = (<>,s)

2(2) = (<>,7)

(o) = (<s,8>,1)

Suponhajueestaassinatur& acompanhaddasseguintesX -inequades:

0<1
Veer:2<z

Calculea pré-ordeminequacionaiminima associada esteconjuntode 2-inequades. (Useuma
representgio graficaadequada.)
O
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Reparemogue,se E & um conjuntovaziodeaxiomasgen@ioa suainterpreta-
caoequacionak inequacionatoincidem,i.e W/ = coincidecomW/ Cy. Por
outro lado, faz sentidodefinir axiomatizades“hibridas” combinandoequades
cominequadesdesdequecadaumadasprimeirasdaforma

t=¢t (3.58)
sejaconsideradamameraabreviaturadeduasinequades,

t<t (3.59)

v<t (3.60)

Nesteconteto, podemodinalmentevoltar ao axioma(3.26),quenaalturaficou
incompletoe queagoraconsguimoscompletarescreendoa inequaéo

while suc(n) do c¢<¢

paraquaisquerc, ¢’ da esggcie <Cmd>. Querdizer, Wx «cma> formauma
ordem parcial planaonde o termowhile suc(n) do ¢ pertencea classede
equivalénciade todos os comandogjue nao terminam,i.& que tém senéntica
indefinida. A abreviatura(3.58) paraa conjun@o de (3.59) e (3.60) leva-nosa
introduzirumadltimaregraem DIN (E) paraaigualdade

Rg lgualdade— paratodosostermost, t',

t<tt'<t t=t t=t
t=t Tt<t ¢ <t't=t

3.4.5 Especifica@o Inequacional versusModelos

As definiddeseteoremasiaSec@o03.3.2parao cascequacionabodentransportar
separao casoinequacionasemdificuldade feitasasdbviasadaptades. Porex-
emplo,umaX-inequa@ot < t', sobreumaesgcies € S, sed satisfeitanum
Yp0-modeloA desdeque

Vp € Va:p(t) <aes pt) (3.61)

Dadaumacolec@o de -inequadesE, A satishz E sseo facto(3.61) se
verificar paratodasasinequadesde E e a especificago inequacionabnde £
seinsere,(X, X, E), dir-se4 umainterfacepara A, tal comoanteriormente O
quocientdV/ C g continuaasero limite universalminimo detodososquocientes
induzidospor X,,-modelosA4 quesatishzemE, e o ¥,,-modelotrivial 7" a ser
o limite universalmaximo. No reticuladode tais quocientesps homomorfismos
gueordenanos X,,-modelossaoagoraX,,-homomorfismos.
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3.5 Alguma Notacio Util

Parafinalizar, vamosintroduzirumanota@oconcretgparaadeclarado,napratica,
deespecificadesaxiomaticas.Sejal = (X, X, E) umaespecificagoaxiomatica
(interface)de acordocom asDefinigdes3.7 € 3.10. SejaS = {s1,52,...,5,} 0
conjuntodassuasesfecies,? = {o1,...,0n,} 0 conjuntodosseusoperadores,
V = {v1,...,vx} o conjuntodasvariaveisque X envolvee E = (t; < t})i<i<i
o conjuntodosseusaxiomas.A nota@oconcretagueseutilizara sea a seguinte:

inter face I

sorts 81,82,---,8n
OPS 01 :..c.X...X.o.—>.
O2 i .. X oo Xooo .
: (3.62)
Om teeeXio X oo = ...
axioms Yvi,...,vg: t1 <t
!
t <t

Naoexistindoalgumasdasentidadegresenteem (3.62), omitir-sedoasre-
spectvasentradasPorexemplo,naseguintedeclara@odeinterface,

inter face ITEM

sorts Item (3.63)

nao sao referidasas entradasops e axioms pois nao ha nem operadoresiem
axiomas. Reparemosjue, sendoITEM umainterfaceminimal 7, faz sentido
toma-la como ponto de partida paracoisasmais elaboradas.Por exemplo, se
acrescentarmasIT EM umoperadobinario,

0:ITEM x Item — Item

obtemosainterfaceGRU POID paragrupoides,

inter face GRUPQOID
sorts Item (3.64)
ops 0 :Item x Item — Item

etc.

"Relembra-sejue, de acordocom a Definigao 1.1, o conjuntoS de esgeciesde umaassinaturad
semprenao-\azio.
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3.6 Exercicios

Exercicio 3.19 Considereaassinatura

177

( init — Db
add Record x Db — Db
del Key x Db — Db
pack Db — Db
2 o= mkInf Str — Inf
mkKey Str — Key
mk Rec Key x Inf — Record
mkStr Char — Str
strCons Char x Str — Str
\ undel Key X Db — Db

referentea gestio de um dicionario de registoscuja chave e informago sio ‘strings’ (seq@&nciasde
caracteres;omasauintefuncionalidade:

Inicializagao (init);
Entradadenovo registo (add);

Marcagao dechavederegistoa apagar (del);
Empacotamentogu destrui@o de factode todosos registosmarcadospara apagar

(pack);

Recupeacao deumdadoregisto,conhecidaa suachave(undel)).

Tomecomopontode partidaparaa definicitodeum modeloA : ¥ — Set, quecapteformal-
mentea sen@inticaacima,asseguintesclausulageferentes X-operadores:

Alinit) %
Afadd)
Aldel) &
A(pack) def
A(undel) def
A(mkInf) def
A(mkKey) def
A(mkRec) def
def

A(mkStr) =

().
Ar,o). let  k=m1(r)

i = ma(r)

o1 = m(o)

oy = ma(0)

in (o1t ( ’: ,02)

Ak, o). let o1 =m1(0)

gy = ma(0)

mn (0’1, oo U {k})

Ao. let o1 = m(o)

o2 = ma(0)

in  {o1\o2,{}

Mk,0). let o1 =m1(0)

o9 = ma(0)
in (01,02 —{k})

As.s

As.s

Ak, 1).(k,1)
Ac.<c>
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A(strCons) e cons

1. InfiraorestodomodeloA (esggcies).

2. Formuleum X(X)-axiomaque registe a propriedade:marcar um registo para apagar e a
sauir recupea-lo nao altera o diciorario. Verifiqueseo modeloproposto,A, satishz esse
axioma.

Exercicio 3.20 Verifique quaisdasfungdesem IN A(n,m).n x m (multiplicacio de naturais)e
A(n, m).n™ (exponencigdoem IN) saopontosfixos dafuncionalseguinte:

def =1 =
F(f):’\(sc’y)'{i>1 = §+f(a:—1,y)

Exercicio 3.21 Considerea sgyuinte gramatica paraum fragmentode umalinguagemde L 6gica
Temporal:

G = (NT,T,(Formula), P)
NT = {(Formulg),(Variavel}
T = {(,),True ,False ,not ,and,or ,O,U,®,S,p,q,r,X,Yy,...}
( (Formulad) == (Variave)|
( (Formula) ) |
True | False |
not (Formula)| /*negacdo dalogicaclassicar/
(Férmula) and (Formulg)|  /*conjunéo dalogicaclassica*/
P = (Formula) or (Formula)| [*disjuncio dalogicaclassica*/
O(Formula)| /*operdor tempoal ‘next’ */
(Formula) U (Formula)| /*opeiador tempoal ‘until’ */
O(Formula)| /*opeiador tempoal ‘last’ */
(Formula) S (Formula) /*operador tempoal ‘since’ */
\ (Variave) == plalr|[x]|y]...

Pretendendo-s#otara linguagemde umasen@nticacom passaddinito e futuro infinito numeawel,
definiram-sepssegguintesdominios senanticos:

[(Formula)] = [(Variave)] % Wy — 2

quepermitemindexar no tempolinear (modeladgpor INy) os valoresbooleanosle cadaférmulaou
variawel.
Definiu-seenfioa senéntica:

[True ] %' v

[Faise ] L oir logicaclassica
and /12 XLAG ALY ¢ aiemporal
[for f] i ML f1() V1)

[not /T = Xi=([f1(2)
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Of € M[f1G+1) } légicatemporal
FUFT E NG >[I0 AV <k <[k “futura’
[ | ( 1/16G) Lf1(k))
def . i=0=F
o1 = { i>0=[f](t-1) l6gicatemporal
o def [ i=0=F “passada”
Fsry = A {i>0:>305j<i:[[f’]](j)/\Vj<k<i:[[f}](lc)
[CH T
[v]Formula & [v] variave) (3.65)

1. Desenhaassinatur& quedescree GG algebricamente.
2. Expliqueo significadodaclausulasenméntica(3.65).
3. Mostrequeasenanticaapresentadsatishz o sgguinteaxioma

aSb=@0bor (aand (a Sb)))
4. Mostrequeamesmasenanticasatishzainequa@o
Q0a<a
paraaordem< (=implicacdol6gicatempoal) sobreNo — 2 quesedefinepor:
v<v v e INg : v(n) = v (n)

5. Quefrasedalinguagememcomosenanticao limite inferior daordem< ? Justifique.

Exercicio 3.22 Verifiqueseo modelosenanticodefinidono exerdcio 3.21comosenanticade uma
pequendinguagenparal 6gicaTemporalsatishz os seguintesaxiomas:

ofand f) = (©f)and (Of) (3.66)
not (Of) = {(not f) (3.67)

3.7 NotasBibliogr aficas

No presentecagdtulo fez-seum apanhadala nota@o e principaisresultadoda
teoriaalgébricada especificago axiomaticade tipos abstractosie dados,que o

leitor pode&encontramuito maisdeserolvidaemlivroscomo[Bp82], [EM85],

[Hen89 e outros. Em particular os teoremagda adequado e completudedos
sistemagdedutvos DEQ(E) e DIN(E) — que atras se omitiram por razdes
de economiade espao — podemencontrarseem[Hen89, respecttamentenas
pp.37-38 p.52.



180 CAPITULO 3. SEMANTICA AXIOMATICA

Ficaramportratardoisaspectoselevantesiestaeoria. Primeiro,aespecifica-
caoporequadescondicionaisi.& axiomasdaforma

(

t;

th=>t=t¢ (3.68)

3.

i=1

(parag = 0 teremost = t', i.e o0 casoestudado)yjue sio muito relevantesna
pratica. A teoriasubjacenteé ardlogaa estudada.Contudo,o subreticuladale
congrienciasggue satishzemum conjuntode axiomascondicionaigpoden&o ser
completojstonamedideemqueo/.u.b. deduascongrignciasatishzendmsax-
iomaspodenaofazero mesmo.Porexemplo(tiradode[BWP84]),sejamsoltei,

casadq vilvo, verdadeio e falso Y:-constantesle umaespecificago com o ax-
iomacondicional

casado = solteiro = verdadeiro = falso.

Duascongriencias~ e ~' tal que

solteib  ~ vilGvo
solteio  # casado
verdadeio « falso

casado ~' vilvo
solteio A’ casado
vemdadeio ' falso

satishzemosaxiomas;contudoo seul.u.b. ~ U ~'=~" &tal que

solteio ~" vilvo~" casado
verdadeio " falso

Isto prende-secom o segundoaspectaor tratar: o estudodos modelose con-
gruénciashierarquicasassociadasa assinaturasonstridashierarquicamentgge
equipadagsomaxiomascondicionais)assuntalo cagdtulo quesesegue.

Finalmente,o tratamentodas fungdesrecursvas parciaisé extensvamente
tratadono conheciddivro deZoharManna[Man74).



Capitulo 4

Especificg@o Modular e
Parametrizacao

4.1 Intr odugao

E conhecidogue quaisquelambi@esem programago esho limitadaspelo vol-

umedosprogramagujo ‘debug’ e manuten@o seconsguemfazer Quandoum
programaultrapassaim dadotamanho... ninguem mais no mundoo consgue
entender!Mas espera-sejue cadaumadassuaspartessejaentendidgoor, pelo
menos,umapessoag que outrasentendantomo as partesencaixamumasnas
outras.

Saberencaixarblocosde ‘software’ unsnosoutrosé o objectvo dachamada
programa@o emlarga escala enquantajuea programaéo empequenascala
sededicaa constry@o de tais blocosde codigo, usandopor exemplovariaweis,
comandosleatribuicdo, ciclos ‘while’, procedimentostc.

PascAL, Lisp, PROLOG etc. sao exemplosde linguagensconhecidagpara
programaéo empequenascalaja cLu, MESA, MODULA 2, ADA, OBJ, ML etc.
saolinguagengjuesepreocupanmmaiscomprimitivas— e.g. ‘clusters’,modulos,
‘packages’;abstractdatatypes’etc.— paraprogramaaoemlargaescala.

Quandose combinammédulosuns com 0s outrostemosque nos preocupar
comainterfaceentresi. Umainterfaceinforma-nosguaisosrequisitose resulta-
dosde um modulo. E claro, asinterfacestémqueserverificadasumasperanteas
outras.Mas...o queé umainterface?E um modulo?

Infelizmente conceitohasicocomoestesaparecemosmanuaigieprograma-
cao de forma confusa,informal, e acabampor tornarse em mais um nivel de
complidadedas(ditas)novaslinguagensie programaéo.

Como temosvisto, a especificao matenatica de sistemasou programas

181
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tem sido propostacomo alternatva paraaumentaro rigor e a inteligibilidade
dadocumenta&o do ‘software’. Infelizmente,o “sindrome”acimadescritoque
afectaprogramasgrandestamkem afectaespecificades acimade determinado
tamanho E claro,a quantidadale informago contidanum determinadmimero
de paginasde um documentamatendtico de especifica@o (e.g. um modeloem
Sets) € incompara&elmentesuperiora informago contidano mesmonimero
de paginasde umalistagemde coBoL, ou FORTRAN. Portanto,ja ganhamos
algumacoisa. Mas, na verdade,apenasfizemossubir (ainda que significati-
vamente)o volume de informago a partir do qual um problemadeixa de ser
“inteligivel”. Torna-seportanto,necesaria a divisao de umaespecificago em
partesorganicas(modulos)que sejam'mind-sized’ e que,articuladasumascom
asoutras,produzanum resultadadesejadoDiferentesarticula@esde partesel-
ementarepodedo produzirresultadosliferentesquerdizer, torna-seposs$vel a
re-utilizad@o de especificabespor outrasespecificages.
Algumasquesbesselevantamdeimediato:

- terasignificadomatenaticoa “particdo” deumaespecificagoempartes?
- gualo significadomatenaticoda“juncao” de sub-especificdies?
- comogarantirqueessguncaoproduzum efeitodesejado?

Fornecerespostaparaestagjuesbesnoambitodametodologialeespecifica-
cao por modelosque vem sendoexpostanestetexto € o principal objectvo do
presentecagdtulo. Come@remospor umainspecéo do “estadoda arte” no to-
cantea programaaomodular Dessanspecéo resultaf a intuicdo quemotivaa
abordagenformal queselhe seguira.

4.2 Programase Modulos: Revisdo do Estado da
“Arte”

Comecemogpor algunsexemplosdeprograma@ocassicam, porexemplo,PAs-
CAL. Pretendemoguesejafeita umaideiada praticae intuicdocomunsa ponto
depodermosvoluir paraacaracterizg@omaten@ticadeconceitocomoimplementago,
interfacee modulo.

Consideremos sgyuintefragmentode programaem PASCAL:

type Point = “record xcoord: Real;
ycoord:  Real
end;

function mkpoint(x:Real; y: Real): Point;
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var p: Point;
begin  new(p);

p”.xcoord = x; p .ycoord =y,
mkpoint = p
end;
procedure  rotate(var p:Point; theta:  Real);
var ..
begin ....end;

...que podesermodificadono sentidode se separaremem sec®esde codigo
distintas,asdeclaradesde tipos, procedimentog fungdes,doscorposquecon-
stituemestediltimos.

Eo guesepodefazer(e.g. emucsb PASCAL) conduzinda:

/* POINT Interface */

type Point = “record xcoord: Real;
ycoord:  Real
end;
function mkpoint(x:Real; y: Real): Point;
procedure rotate(var p:Point; theta: Real);

guantoadeclarades,e a:

/*  POINT Implementation */

function mkpoint;

var p: Point;

begin  new(p);
p”.xcoord = x; p .ycoord =y,
mkpoint = p

end;

procedure rotate;
var ..
begin ....end;

guantoaimplementa@odasentidadescimadeclaradas.

Aqui, uma“interface”introduznomege.g. Point , mkpoint etc) eassocia-
Ihes um tipo, mas nenhumcodigo executivel; esteé dadona correspondente
implementago.

Naoédificil imaginaraconstryéodeprogramasisand@stetipo deestruturaao;
porexemplo,POINT poderiaserabasede umanaovaentidade INE ,
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/*  LINE Interface */

USES POINT;

type Line = record ... end;

function mkline(p:Point; g:Poaint): Line;
function intersects(I1:Line; [2:Line): Point;

/¥ Implementation of LINE */
por suavezconducenta PICTURE,
/*  PICTURE Interface */

USES POINT, LINE;

type Pic = record .. end;
function mkpic(p:Point; al:arrayl...] of Line): Pic;
procedure display(p:Pic; var aarrayl...] of boolean);

/¥ Implementation of PICTURE */

e assimsucessiamente Notara palasra-chare USESqueé emprejue,nestasin-
taxe!, paraindicar“colagem”de codigo (implementades)formuladaa nivel das
correspondentdnterfacesgencadeadasierarquicamente.

No entantojnterfacescomoPOINT, LINE etc.acimasdo“demasiadanfor-
mativas”. Ha muito tempoque astécnicasde abstracéo de dadosrecomendam
gue,emcasoxomoestesp utilizadornaoprecisede (nemdeva!) saber‘de queé
gueospontos,aslinhasetc. sdo feitos” transformando-semtipos abstiactosde
dados(TADs) cujos pormenoresle implementa@o nao sao “pblicos”. Somos
conduzidos novasverdesdasinterfacesacima,queescondenagoraasproprias
descri@esdostiposde dadospresentes.g.

/* POINT Interface */

type Point;
function mkpoint(x:Real; y: Real): Point;
procedure rotate(var p:Point; theta:  Real);

LA sintave concretadalinguagem-gemploqueutilizaremosa partir de agorando & a de nenhuma
linguagemcomercialparaprograma&o modular Trata-sede umaextengo ‘ad hoc’ ao PASCAL,
intuitivamentesimplese suficienteparailustrara praticaguevemsendoadoptadaestedoninio.
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passandessasiescri@esparaascorrespondentamplementades,e.q.
/*  POINT Implementation */

type Point = “record xcoord: Real;
ycoord:  Real
end;
function mkpoint;
var p: Point;

begin ... end;
procedure rotate;

var ..

begin ....end;

Umaboaideia,aseyuir, & separamterfacesdassuasmplementades,criando
doistiposde codigofonte:

- documentosleinterface contenddodasasinterfacesernvolvidasnumpro-
grama;

- documentosleimplementa&o, contenddodoo codigoexecutivel.

Estaestraégia & tanto mais correctaquanto,de facto, att pode haver mais
do queumamaneirade implementara mesmainterface. Por exemplo,nadanos
impededeescreer

/* POINT Second Implementation */
type Point = array [1..2] of Real;

aceitandoambasas implementades. Portanto,é em geral de muitospara um
arelad@o entreimplementadese interfaces,0 quenosindicaque dar o mesmo
nomea interfacese implementadesnaoseia praticavel, afinal.

4.2.1 Parametrizacao

Até agoravimos implementadessimples,constriadashierarquicamenteAcon-

tece,porvezesgueaimplementaéonao € fixa e dependale algunspa@metros.
Porexemplo,suponhamogagoraque pretendemosgrabalharcom pontosordena-
dospelassuascoordenadaf?odemosumentaainterfacePOINT nessesentido,
construindo:
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/* OPOINT I
USES POINT;
type Points;
function

procedure

acrescentando tipo Points
—, umafungdopointleast

nterface */

pointleast(p,q:Point):
pointsort(var

— “plural” de Point

Point;

a:Points);

(e.g. array

of Point )

capazdeescolheio menordedoispontossegundo

assuascoordenadass um procedimentgointsort

segundopointleast
aqueaseyuir seeshaqa:

capazde ordenarpontos

. Querdizer, umaimplementagaode OPOINTpoderiaser

/*  OPOINT Implementation *
USES POINT;
type Points = array[l..n] of Point;
index = 1.n;
function pointleast;
var r:Point;
begin
r=nun
if p°.xcoord > g .xcoord
then r = (q
else if p°.xcoord = ( .xcoord
then if p".ycoord > ( .ycoord then
pointleast =r
end;
procedure  pointsort;
function pointless(p,q:Point):Boolean;
begin pointless = (p = pointleast(p,q))
procedure  gsort(l,r:index);
var ijindex; X,w:Point;
begin
= ) o= ox = a(+n div 2];
repeat
while  pointless(ali],x) do i := i+1;
while  pointless(x,al[j]) do j = j1;
if i<=j then
begin w = ali]; alil = alj; alj]

end;
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o= i+l ] o= g1
end
until i>j;
if I<j then qsort(l,j); if i<r then qgsort(i,r)
end;

begin gsort(1,n) end;

ondepointsort  usao conhecidalgofitmode‘quicksort’.
Suponhamosindaque,no mesmoconteto, precisamosamkem de ordenar
niomerossegundoa suaordem( < ) habitual,combasenainterface:

/¥ ONUMinterface */

type Num;
Nums;
function numleast(p,q:Num): Num;

procedure numsort(var  x:Nums);
comaimplementa@obemsimplesquesesegue:

/¥ ONUMImplementation */

type Num = Real;
Nums = array[l..n] of Real;

function numleast;
var r @ Num;
begin
if (p <=q) then r = p else r = q; numleast
end;

procedure  numsort;
numless(p,q:Num):Boolean;

begin numless := (p = numleast(p,q)) end;
procedure  gsort(l,r:index);

var ijindex; X,w:Num;

begin

i =L ) o= x = a(+n) div 2];

repeat

while  numless(ali],x) do i = i+1;

while  numless(x,alj]) do j = j1,

if i<=j then
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begin w
[

ali, afl = afl; af] :=
i+1; j = j1

end
until i>j;
if I<j then gsort(l,); if i<r then gsort(i,r)
end;
begin gsort(1,n) end;

Reparemogagoraque,coexistindoestaimplementagocomade OPOINT, no
mesmaorogramatemosum certograudeduplica@odecodigonamediaemque,

- guantoa interfaces,elassao “id énticas”a luz da corresponénciaque se

seue:
OPOINT | ONUM
Point Num
Points Nums
pointleast numleast
pointsort numsort

- guantoasimplementades,Point e Numsaocertamentaiferentesp que
sereflectenasfungdespointleast e numleast . Jaaconstryéo de
Points (sobrePoint ) & a mesmade Nums (sobreNun), o quetorna

pointsort  amesmduncaoquenumsort , amenosdacorresponéncia
acima.

Vemlogo aideiaconstruirum procedimenta@eréricosort quedeve serin-
formadonao sb quantoaotipo doselementos ordenay mastamkem quantoao
critério a sgguir (ordemtotal). Umaimplementa&o contenddungdesou proced-

imentosgerericosdestetipo designa-sem modulo, quepodei serescrito,neste
caso,comoaseguir seilustra:

/* SORT Module */

requires  (type Elem; function least(el,e2:Elem):Elem);
type Elems = array[l..n] of Elem;

procedure  sort(var a:Elems);

Assim,quandcescr#emosSORT(hum;numleast) queremoslesignaONUM
ParaobtermosOPOINTbastaad escreermosSORT(Point;pointleast)

Num mbdulo parametrizadoa clausulaadicionalrequires  indica os seus
requisitos,.e paametrosormais. Estesassumena formade, afinal, interfaces.
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Fazportantcssentidogueoscorrespondentgsmiametroseaisvenhamaserimplementades
suas.

Assim, o verdadeirgparametrode SORTé umainterfaceque,baptizadacom
o nomede ORDERINGsepodedeclararescreendo

interface ORDERING;
type Elem;
function least(el,e2: Elem): Elem;

Reparemogueacabamoslieintroduzirnalinguagema ‘k eyword’
interface

paradeclaraiinterfaceganteriormenteainformag@osobreinterfaceseradadaem
comenério). Querdizer, assimcomousamodype paradeclaratipos,procedure
paradeclaraprocedimentosetc, tamkeminterface se usadgparadeclarar
interfaces. A mesmaestraégiase@ usadaparadeclararimplementades(‘k ey-

word’ implementation ) embdulos(‘keyword’ module ). Assim,

implementation NUM@ORDORDERING;
type Elem = Real;

function least(il,i2: Real): Real;
begin if i1<=i2 then il else i2
end;

designaa implementaéode ORDERINGueimplementaa habitualordemsobre
reais.Outraimplementadode ORDERINGuenosinteressa

implementation POINT@ORD:ORDERING;
type Elem = Point;

function least(il,i2: Point): Point;
var j: Point;
begin ... (* cf. pointleast )
end;

guecapturao patametrorealde OPOINTacima.

Passemosgoraa declara@o de SORT usandaa ‘keyword’ module emlu-
gar de implementation paraindicar que SORTé parametrizado.SORTé
implementaao de qué? Temosque declararprimeiro a suainterface,qualquer
coisacomo

interface SORTING;
type Elems;
procedure  sort(var a:Elems);
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e enflocomea@r por escreer

module SORT.. : SORTING;
type Elems = ..
procedure  sort(var a:Elems);

Deixamos,propositadamentagticenciasem lugar do padmetroformal de
SORTqueég, comojavimos,ainterfaceORDERINGParareforaarmosaideiade
queestaparametriza@o est em pé de igualdadecom a de um procedimentmu
fungdo,usaremos habitualnotago (“Algolica)” parapametrog, completando
o cabealhodadeclaragdode SORTcomosesejue:

module SORT(P:ORDERING): SORTING;

(prescindindalaclausuladerequires ), ondeP €onomedolnicopa@metrade

SORT Porfim, & sb completaio corpodestembédulocomo corpojadeserolvido
3.

module SORT(P:ORDERING): SORTING;
type Elems = array[l..n] of P.Elem;
index = 1..n;
procedure  sort(var a:Elems);
procedure  gsort(l,r:index);

var ijindex; X,w:P.Elem;
begin
i=1 j=mrn
x = a[(l+r) div 2];
repeat
..  P.least(a[i],x) do ...
until  i>j;

if I<j then qgsort(l,j);
if i<r then gsort(i,r)
end;

begin gsort(1,n)
end;

Reparemogueo corpode SORTaceda informa@odo seuparametrausando
expres®esdaforma
P.x (4.1)

2E o queacontecem linguagen<omoMESA OU CLEAR.
30spa@metros e Qsaodotipo ORDERINGassim noé necesario listar explicitamenteosseus
tiposindividuaise procedimentos;omoatras.
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ondeP @o nomedopaametraaseracedidogx éumaentidadesintaticadeclarada
nainterfacede P (ORDERINGnestecaso).
Vejamosagoraaconstryéo,sobreORDERINGdeumnovo modulo,LEX@ORD
paraordenad@o lexicografica. Porexemplo,LEX@ORPode& serusadoparaor-
denarseq&nciasde pares
(nomedata

primeiro por nomee, paraiguais nomes,sggundoumaordemsobredata Por
exemplo,aseqg@ncia
(" gaspar”, 1956
("maria”,1947
(" gaspar”, 1966
("”manuel”, 1980

N — —

se@ordenada:
(" gaspar” , 1956)
(" gaspar” , 1966)
)
)

("manuel”, 1980
("maria”, 1947

Portanto,essaordemsb podea serconstrida sesetiver, a partida,a ordem
guesepretendgaranomee aquelaguesepretendgaradata Logo, LEX@ORPD
um moéduloduplamentgarametrizado:

module LEX@ORDOP: ORDERING, Q: ORDERING): ORDERING;
type Elem = record x: P.Elem;
y: Q.Elem
end;
function least(el,e2:Elem): Elem;
var r. Elem;
pl,p2: P.Elem;
gl,92: Q.Elem;
begin pl = elx; p2 = e2x;

if pl = p2 then .. else
least = r;
end;

Para completarmosstanossaexemplifica@o, notemosque SORTN&0 € o
Gnico modulo “posdvel” paraconstruirimplementadesde SORTING Outros
modulos,por exemplo

module SHELL@SORT(P:ORDERING): SORTING;
type Elems = .. ;

procedure  sort(var a:Elems);

begin ... end;
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POINT@ORD

NUM@ORD

SHELL@SOR
QUICK@SOR

® SORTING

ORDERING

LEX@ORD

Figura4.1: DiagramaADJ’ do planodeum programa.

sdopossveis,diferindoquernasestruturasie dadosescolhidasguernosalgorit-
mos presentesalias, vamosre-baptizasSORTparaQUICK@SORPparaindicar
maisclaramente suanatureza.

Finalmentesedosexemplosacimaconstridosregistarmosapenaslinhade
cabealhodecadablocodetexto, obtemosumaideiamuitoimportante— o plano
detodoo programa:

interface ORDERING, SORTING,;
implementation NUM@ORDORDERING;
POINT@ORD:ORDERING;
module LEX@OROP: ORDERING, Q: ORDERING): ORDERING;
SHELL@SORT(P: ORDERING): SORTING;
QUICK@SORT(P: ORDERING): SORTING;

E nesteponto que aconteceo “pensarse em ponto grande”. Temosuma
abstracéo de todo o programapmitindotodosos seuspromenores Trata-sede
umaabstracaoprecisae suscefvel demaisrefinamentoNo exemploemcurso,
tal abstracaoé represeréivel sobaformado diagramadaFigura4.1.

Podemogisarestediagramaparanos“divertirmos”a concebewariosprogra-
mas,tal comoos diagramassintaticosde um manualde PASCAL nosajudama
concebeinstruges expres®esetc. Porexemplo,a expres&o

LEX@ORD(NUM@ORD,NUM@ORD)
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constbi umaimplementa@o de umaordemsobreparesordenadosle reaisque
€, afinal,a ordem(lexicografica)sobrePoint de queacimasefalou. Ou ainda,
podemogiefinir

QuSortNP = QUICK@SORT(LEX@ORD(NUM@ORD,POINT@Q®RD))

construindao programaQuSortNP (‘quicksort’ sobreumaordemlexicografica
cujachave primariasaoreaise cujachave secund@riasiopontos).

Em resumo emprograma@o emlarga-escaldmodular)um programasumge-
nos comoumaexpresfo envolvendoimplementadese modulos,que podeser
‘type-checled’ emtermosdacompatibilidadentreasinterfacesernvolvidas,exac-
tamentalamesmananeiragueasexpres®esanivel daprogramadoempequena-
escalasao ‘type-checled’ emtermosda compatibilidadesntreostipos de dados
envolvidos (‘strongtyping’). Qualquerseggmentode codigo passaa “estartipifi-
cado” e deixade serposs$vel a meracolagem,ou ligagdo (‘linking’) de codigo,
quenaoé estruturak é propiciaaerros.

Trata-sede uma maneirasistenftica e ecoromica de construir programas
“grandes’re-utilizandocddigoja desemolvido ou a desemolver.

Estetipo deestraégiaparaprogramaaoemlarga-escal&aqueestadisporivel
emlinguagengle programa@ocomoMESA e outras.Emquemedidaé rigorosae
fiavel? Qualasuasen@nticaformal?Em quemedidapodesertudoistotransposto
parao nivel daespecificago formalem“larga-escala™?

E 0 queseveradeseguida.

4.3 Modularidade em Especificg@o por Modelos

Passemosgoraa umatentatva de caracteriza&o algébricados conceitosapre-
sentadosiasec@oanterior

Do queatrasfoi dito, depreende-sque a programaéo em larga escalatem
procuraddisciplinarasopera®esde“ligacao” decddigo(‘link’) atravésdeduas
componentes:

- associagodeumtipo aum blocode codigo,designadgor interfacedesse
bloco.

- “tipificacdo” dos operadoresle ligacado, forcando-osa respeitarasinter
facesdosmodulos-agumentoe a produzirresultadosom tipos explicitos
conhecidos.

Tamkemnaoé dificil constatarmogue,serestringirmosnterfacesa declara-
caodefungdes(i.e impedindoparaja, procedimentos),

- umainterface"&” umaassinaturd;
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- umaimplementa&o deumainterfaceX “&” umaX-algebraj.€ um modelo
deX;

- um mbdulo“é&” umaoperaéo deligacdo que peganumaou maisalgebras
(quepodemter assinaturadiferentes)e da comoresultadce tamkemuma
algebra.

O principal resultadadestadisciplinaé a constatago de quetais operadores
de ligacdo formam, com as suasinterfaces assinaturasmodulares”, X s, que
geramtermost € Wx,, quesedesignamvulgarmentgor expres®esmodulaes
e quedenotama ligagdoestruturadabem*“tipificada”, deblocosde codigo.

Mais concretamentajmacolec@o deinterfacesjmplementadese modulos
forma, elapropria,uma(meta)assinata

Xm
cujas
- especiessaoasinterfaces
- constantesaoimplementadesdebase;
- modulossao X ,,-operadoregsobreimplementades)?.
Retomandm exemploemcurso,teremosa meta-assinatura
EM : QM — SX/[ X SM

onde
Sy ={ORDERING,SORTING}

gueconémosoperadores

NUM@ORD : — ORDERING
POINTQORD : — ORDERING
LEXQORD : ORDERING x ORDERING - ORDERING
SHELLQSORT : ORDERING — SORTING
QUICKQSORT : ORDERING — SORTING

Asimplicagdesdestesesultadoso podensercorrectamentdiscutidagranspondo-
os paraa especificaio modular A estenivel, permanec® conceitodeinterface
axiomatica,I = (¥,X, E) — quese podeescreer na nota@o que se propds
atras,

4Notar que,logicamenteumaimplementa&o podee deve serescritasoba formade um modulo
sempa@metros.
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inter face ORDERING
sorts FElem
ops least: Elem x Elem — Elem
axioms

cf. (3.62)— maso de programa ou sggmentode codigo executivelé substitido

peloseuarqLétipo,i.& o seumodelomatenético. Todoo modeloA tem,pois,um
tipo I — asuainterface,

(4.2)

A:...=1T
— epodeater parametrogormaisdesignadosamkempor interfacesg.g.

A: X =1
A apresentgio do modeloassumassimaformadadefinicdode um operadoy
A:X > T
Aw) &

cujo resultadodevera satishzera interfaceresultadol, querdizer: sexz; &€ um
modelode X, en&o.4(z;1) @éummodelodel, i.&

A(z1) : I — Sets
Vejamosum exemplo:suponhamoguequeremogspecificao modelo
LEXQORD : ORDERING x ORDERING — ORDERING (4.3)

ondeORDERING éainterface(4.2). Come@remospor escreer

LEX@QORD(P,Q)%¥ ...

ondeas reticenciasdevem ser preenchidasom a declaraéo dos modelosdas
esfeciesde ORDERING, nestecasoumaso:

Elem = P.Elem x Q.Elem (4.4

e dosmodelosdosoperadoresambemum sb, nestecaso:

least(e, e2) def et p1 = mi(ex

pL=p2 = (p1,Q.least(qi,q2))

pL#ps = let p= Pleast(p,p2)
p=p = e
p=p2 = e

in
(4.5)
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Juntandd4.4) com(4.5), teremodinalmente’:

( sorts Elem =2 P.Elem x ).Elem
ops least : Elem x Elem — Elem

least(ey, e2) def

let p1 = 7T1(€1)

def N = 7T2(61)
LEXQORD(P,Q) = < p2 = m1(e2)
g2 = ma(e2)

pr=p2 = (p1,Q.least(qi,q))

n

n p=p =
. p=p2 =
(4.6)

Emtermosformais,sedesignarmopor XorperING aassinaturassociada
ainterfacecORDERING, enBonaoé dificil constatarmogue,se

P : ¥orDERING — Sets

Q : XorpERING —+ Sets

saodoismodelosdeXorpERING, ENBIOtAMBEM
LEXQORD(P,Q) : YXorpERING — Sets

émodelode X orpERING, COMOquefiamos.Portanto,L EXQORD & umafun-
caobinariasobreXorprerrng-algebrage dacomoresultadaimaXorpering-
algebra.

Em resumo,seagruparmosiumaassinaturd ; todosos simbolosde inter-
face e todosos simbolos que designammodelosparametrizadosteremosuma
interpretado ‘standard’ paraa especifica@o modularcorrespondente;omo se
segue:

- asesficiesde Y )s sdoossimbolosquedesignaninterfaces;
- osoperadoresle Y, saioosnomesdosmodelosparametrizados;

- asconstantedeX. s sioosmodelogal comoforamentendidosioscagtulos
anterioresi.é semparametrizago;

5Note-sequeanotadoP. Elem, Q.Elem etc.&adoptadaquiporser‘tradicional” emlinguagens
gqueadmitemparametrizg@io,cf. aequa@o(4.1). A naturezdunctorialde qualquempa@dmetro— que
é&ummodelo— levarianaturalmenta P(Elem), Q(Elem) etc.cf. Definicdo1.7.

p1#p2 = let p= Pleast(pi,p2)

€1
€2
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- o portadorassociad@umadadainterfacel queéesgeciedeX,, éaclasse
C(I) detodasasalgebragjuesatishzeml;

- afungdoassociada cadasimbolo M : I} x ... x I, — J queé opeF
adoremX; constbi umaJ-algebradesdequesejaprovido conn algebras
coerentesomasuafuncionalidadei.€ algebras

paral <i < n.

Ai

: I; — Sets

- as chamadasxpres$es modulaes correspondena termos geradospor
Y u, i.edeWsy,,; seequipararmo& s comvariaweis (Xs(X)) teremos
expres®esmodularegparametrizadas,& com “buracos”prontosa serem
substitidospor sub-expres®esmodularecompatveis.

Temosassimum mecanismaimplesparaconstruiradlgebragmodelos)arbi-
trariamenteelaboradosa custade sub-algebragmais simples. Este mecanismo
divide um modelonos seussub-modelo®struturalmenterganizadosenquanto
quecorvida a re-utiliza@o, numaespecificago, de sub-especificdiesja desen-

volvidas.

Exercicio 4.1 Considerea seguinteinterfaceparagesto de informa@o organizadasoba formade

umdicionario:
inter face DIC

sorts Key, Data, Dic

ops init : — Dic
insert Key X Data X Dic — Dic
remove Key x Dic — Dic
find Key x Dic — Data
RelembrandainterfaceIT'E M (3.63),verifiqueseo seguintemdduloé um modelode DIC:
DICQSPEC : ITEM XITEM — DIC

( sorts Key = C.Item

Data = I.Item

Dic = Key — Data

ops

prcaspec(c,1) * ¢

f
init ( )

insert(i, j,d) = dT( ; )

remove(i,d) = d\{i}

find(i,d) = { iedom(d) = d(i)
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Portanto,sempreque nos propomosespecificar‘qualquercoisa”, devemos
pensamprimeiro— tal comoja o fazamos,alias— naassinaturalo modeloque
nospropomoscriar. Essaé a componentssintaticada interfaceque “tipificara”
o nossomodelo. Mas a interfacepodeé contertambkem informago senantica,
fixadaemtermosde axiomas Muitasvezesessesaxiomassao propriedadesle-
sepweisqueo “cliente” daespecificagoteve o cuidadoderegistarnosseusreq-
uisitos.Outrasvezespsaxiomasesultando proprio processalere-utilizag@ode
ummodelo.

O modeloLEX@ORD definidopor (4.6) da-nosum bomexemplodestese-
gundocaso,quantoainterfacecORDERING (4.2). Reparemosadefinicdode
least (4.5). Terminandaestadefinicdocomo teste parap = P.least(p1,p2)

p=p =

p=p =
esh 0 especificadoa assumirqueessegloistestessao dicotbmicos,i.& esgotam
todasaspossibilidadeslevaloresdep; querdizer, sep; # po, eno

P.least(p1,p2) = p1 V Pleast(pi,p2) = p2 4.7)

Ondeesttal garantiapainterfaceORDERIN G?

A definicdo (4.2) € omissaquantoa esterequisito,que & sen@ntico, alias, e
impdequeORDERING “seja” umaordemtotal. Porexemplo,um modelode
ORDERING emqueleast sejaaintersecéo de dois conjuntos,ou 0 maximo
divisor comumde dois inteiros (‘g.l.b.'s de ordemparciais)nao est nascondi-
cdesimpostagor (4.7) e, no entantosatishzem(4.2). De facto,e um “abuso” de
nomenclaturghamatORD ERIN G ainterfacedefinidapor (4.2) — adesigna-
ca0oGRU POID (3.64)é queseriaapropriada!

Mais ainda,seo especificadotivesse=scrito,em(4.6)

...p = Pleast(p2,p1)

emlugarde

...p = Pleast(p1,p2)
concertezajuegostariaquea definicdodeleast senaoalterasseQOu seja,esh a
serassumida propriedadeomutativado operadoieast:

least(py,p2) = least(pa, p1) (4.8)
Emresumo L EXQORD impdea sguinteseninticaaosseugparametros:

inter face ORDERING
sorts FElem
ops least: Elem x Elem — Elem
arioms VYe,e' : Elem
least(e,e') = least(e', e)
least(e,e') = eV least(e,e') = e

(4.9)

!
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Masa propriaespecificaode LEX @QORD sofrecomisso,poisa suainterface
desddaé ORDERING tamkem, cf. (4.3). SO se podea dar o trabalhopor
terminadoseseresoher aprimeiraalineado primeirodosexerdciosquea seguir
sepropoem.

Exercicio 4.2
1. MostrequeomodeloLEX@QOQORD(A, B) satishzasduasequadesdainteracecORDERING
fixadasem (4.9),quaisqueguesejamos modelos
A,B:— ORDERING

gueassatishcamtambiem.
2. SejaT :— ORDERING omodelotrivial leORDERING, i.€
T: — ORDERING
T def sorts Elem =21

ops least(ei,e) def e1
Mostreque,paratodoo modelom deORDERING,
LEX@QORD(m,T) 2 m= LEXQORD(T,m)

severifica.

Exercicio 4.3 Construaumainterfaceaxiondtica I (esgecies+ operadores axioma$ adequadao
sgyuintemodeloparamanipula@ode grafoscujosnds saonimerosnaturais:

MODQGRA :— I

( MODQGRA(Node) =
MOD@GRA(Nodes) = 2N°de
MODQGRA(Graph) = 2N°dexN°de
MODQGRA(Bool) &

(

(

(

MODQGRA(init) = def

4 MOD@GRA(allNodes) def Ag.m1[g] U m2[g]
MOD@GRA(select) A( ,9){t € g| mi(t) =a}
MOD@GRA(sucs) = )\(a,g) ma[select(a, g)]
MOD@GRA(addArc) = )\(a a,g).gU{{a,a’)}

\ MOD@GRA(stmpty) = )\g g="=0

(NB: Relembreo Exerdcio 2.28.)
O

Exercicio 4.4 Repitao Exerdcio 4.1 supondogue a interface DIC' se acrescentanos seyuintes
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T :—» ORDERING

RING (4.9)

ORDERING (4.2)= GRUPOID (3.64)

Figura4.2: Especializagodeumainterface.

axiomas:
aztoms Vi: Key,j: Data,d : Dic
find(i, insert(, j,d)) = J
remove(t, insert(i,j,d)) = d
remove(i, init) = init
insert(s, j,insert(i,k,d)) = insert(s,j,d)
remove(i, remove(s, d)) = remove(i,d)
insert(i, j, remove(i, d)) = insert(i, j,d)
[m]

4.3.1 Especializaéo e Classifica@o

Acabamode ver como,umavez definidaumainterface(ORDERING) o ex-
erdcio dedeserolvimentode um seumodelo(LEX @O RD) acarretowumare-
visdodessénterface,no sentidode Ihe impor maispropriedadesPodemodlizer
gueessarevisdo foi no sentidode umaespecializa&o, ja que(cf. Figura4.2) a
classede todosos modelosde ORDERING apbs a revisao (4.9) € umasub-
classeestritadamesmaclasseparaaversioinicial dleORDERING (4.2)queé,
afinala classedetodososgrupbideslivres.

SuponhamogueORDERING eraumainterface presenteiumgrandesis-
temade ‘software’, daqualja existiamvariosmodelosantesdo desemolvimento
de LEX@ORD. Qualo impactodaespecializagode ORDERING? E dbvio
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guedeveriamserre-visitadogodosos seusmodelosno sentidode testarseasno-
vaspropriedadesao verificadasou ndo. Na negativa, tais modelos— ou 0 hovo
modeloLEXQORD — teraoqueser“re-classificados"mudando-se nomede
umadasduasveresdainterfaceemconflito.

E, pois, muitoimportantenapraticaretero caracter‘dinamico” daclassifica-
caode mbdulos(modelos),quepodeseralteradacomoconseqénciada suare-
utilizagdoem contexctosmaisespecializados.

4.4 Parametrizacao Parcial de Modelos

Recorde-s&jue 0 objectvo da modularidadee criar um métodoflexivel paraa
constry@o ‘mind-sized’de programagrandes.

E muitasvezesconvenienteter maisdo gueumaimplementagodeumadada
interface(por exemplo,umaimplementago podeserecorbmicaemespao, mas
lenta;umaoutra,maisrapidamasmaisextensaeemcoddigo;umaoutra,ainda,mais
eficienteemambienteparalelosetc).

Isso € dificil em MODULA 2 e ADA, por exemplo, que ligam interfacesa
implementades‘'by name’. Ja MESA, PEBBLE, ML ou OBJ suportammultiplas
implementades,a partida.

No entanto,a mdltipla implementa@o de umainterfacetraz problemasadi-
cionais: comoseindicaqueum modulo com dois paimetrosdeve sersatisfeito
porimplementadesquepartilhamumasub-implementgo comum?

Porexemplo,um modulo de algebralinear pode& requererdois padmetros
cujasinterfacessejamvectorese matrizes:

LINQALG : VECTORS x MATRICES — LOQALGQPACK

Masissosod fazsentidoseosvectorese asmatrizesemquesioforemconstitidos
sobreo mesmaipo deelementoalgebricamentey mesmacorpo(e.g. o corpodos
nimerosreais).Comecemosenfio, por redefinir;

LINQALG : FIELD x VECTORS x MATRICES — LQALGQPACK
(4.10)
Tendo,por exemplo,disporiveisos mbédulos:

VECT : FIELD — VECTORS
MAT : FIELD - MATRICES

sb expres®esmodularecomo,

Mf.LINQALG(f,VECT(f), MAT(¥)) (4.11)
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“fardosentido”,e nao,porexemplo,
Mf,v, f)).LINQALG(f,v, MAT(f"))

nem
(S, f' f").LINQALG(f, VECT(f'), MAT ("))
paraf, f' e f" quaisquerDefinindo

LALG(f) ® LINQALG(f,VECT(f), MAT(f))

teremogyue,por exemplo,
LALG(REALS)
€ um modelodaalgebrdinearsobrenimerosreais,desdegue
REALS :— FIELD

sejaum modelocorvenientedo corporeal.

Exercicio 4.5 Descrea asinterfacesF' I EL D (corposalgébricos)e V ECTORS (espaosvectori-
ais).
O

O factodenemtodasasexpres®esmodularesquesdotermosdeWsy,, , terem
“sentido”, significaqueexistemoperadoreparciaisem X, damesmamaneira
queo termo3 + (2 — 3) ndoteminterpretadoem IVy pelofactodeaopera@ode
subtrag&o (—) serparcialem IVy.

Defacto,adefinidodeum modeloparaLINQALG,

sorts
LINQALG(F,V,M) % { ops

deveraimpdr quea esgiciedefinidapelo corpo F, e.q. F.Field, sejapartilhada
porV (sobreaqualsio constridosvectoreske M (ibid paramatrizes).Ou seja,
LINQALG teraumapré-condj@o:

LINQALG(F,V, M) & {F.Field = V.Field = M.Field = { 5(‘)’;’;5 -

O exerdcio quesesgueilustrade formasimplesa ocor@éncia,napratica,de
modelosparciais.
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Exercicio 4.6 Siodadasasinterfacesseguintes:

inter face
sorts
ops

azrioms

NOT

Bool

0,1 :— Bool

neg : Bool — Bool
neg(0) =1

inter face
sorts
ops

azrioms

inter face
sorts
ops

azrioms

neg(l) =0

OR

Bool

0,1 :— Bool

or : Bool X Bool — Bool
Vp,q : Bool

or(0,9) = ¢

or(l,q) =1

or(p, q) = or(g,p)

NOR

Bool

0,1 :— Bool

nor : Bool X Bool — Bool
Vp,q : Bool

nor(p,q) = nor(g,p)
nor(l,q) =0

nor(0,0) =1

1. Verifiquese MKNOT : NOR — NOT

edefactomodelode NOT'.

MENOT(N) %'

( Bool & N.Bool

0 :— Bool

0% No

sorts
ops

1 :— Bool

1% N

neg : Bool — Bool
neg(b) def N.nor(b,0)

2. Completeadefinicdodo modeloseguintede O R:

MKOR

MKOR(X,Y) %«

NOR x NOT — OR

( Bool =~ ...

0 :— Bool

def
0=...

sorts
ops

1 :— Bool
=

{..=>«

or : Bool X Bool — Bool

def
. or(p,q) = ...
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Exercicio 4.7 O conceitomaten@tico de multiconjunto apresentadao Exerdcio 1.38,& muito (til

emespecificagoformal.

1. Considerea seguinteespecificaoequacionatieumainterfaceparamuticonjuntos:

inter face
sorts
ops

MULTISET < NATO
Multiset
¢ :— Multiset

@ : Multiset X Multiset - Multiset
count : Multiset X Item — Nat0
join : Multiset X Item — Multiset

azrioms

Vi € Item, m € Multiset

count(¢,i) =0
count(join(m,i),i) = suc(count(m,i))

constrdda hierarquicamentsobre:

inter face
sorts
ops

NATO< ITEM

Nat0

0 :— Nat0

suc : Nat0 — Nat0

sum : Nat0 X Nat0 — Nat0

VerifiquequeummodeloA : ITEM — MULTISET emque

IR

A(Nat0)
A(Multiset)
A(sum)
A(0)

Ae)

A(suc)

R 1R IR

IR

A(join)

IR

1

A(count)

Ny

Item — IN
Az,y)-z+y
0

0
Az).z+1

)\(m,i).m@( i )

i € dom(m)
1 & dom(m)

= 0

A(m,1). {

e emque @ € o operadordefinido por (1.102), satishz de facto as equadesda interface

MULTISET.

2. Acrescenté alineaanteriorasdefiniddesdosoperadoreitersecéoe diferen@ sobremulti-
conjuntos.Quaisdasequades(A.24) a (A.30) daalgebrade conjuntosse estendena multi-

conjuntos?
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4.5 Perspectva Axiomatica da Modularidade

Vimos nassec®esanterioregjuea interpretado “padrdo” quefizemosdo meta-
nivel de especificago X, inclui osingredientedipicosde qualquemodelo,in-
clusvamenteoperadoregarciais.

Na presentesec@o vamoseshqar umasuacaracteriza@o axiomatica. Seja,
dadoa titulo de exemplo, 0 modelotrivial de ORDERING, i.€ o modeloT
definidopor

T : — ORDERING

def sorts FElem =21
T = def
ops least(er,ex) = e1

Sejam umqualquemodelode ORDERING. Tal comoseviu no Exerdcio 4.1
naoé dificil provarque

LEXQORD(m,T) =m (4.12)

eque

LEXQORD(T,m)=m (4.13)
onde= designaisomorfismentreXorprrivg-algebras.No mesmoexerdcio
seviu quedaexpres§io LEXQORD(m, T) seobtem,por substituj@o,

{ sorts Elem = m.Elem

€

ops least(ey,ez) def (m.least(mi(e1),m2(e2)), NIL)
deum modelodefactoisomorfodem — basta-nosembrardalei emSets
Ax1=A

aqualest associadacomoisomorfismoa funcdodeprojec@on; . Logo,temos
(4.12) verificada,e o mesmoacontecepara(4.13), usandoa projec@o m, como
isomorfismo. )

Queconclugotirar defactoscomo(4.12)e (4.13)?E que,postuladosbstrac-
tamenteaoniveldeX,,, e.g.

LEX@ORD(m,T) =m = LEXQORD(T,m) (4.14)

elessdo, no fundo X yr-axiomas. ORDERING podeseraindamais especial-
izada,e.g. forcandoa associatiidadedeleast, i.e reescrgendo(4.9) para

interface ORDERING
sorts Elem
ops least: Elem x Elem — Elem
axioms Ve,e',e" : Elem
least(e,e') = least(e, e)
least(e,e') = eV least(e,e') = €'
least(least(e,€'),e") = least(e, least(e', e"))
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Oraé poss$vel provar avalidadede maisum desse$meta’-axiomas:

LEX@ORD(LEX@ORD(m,n),p) =
LEXQ@ORD(m, LEXQORD(n,p))

ouseja,LEXQORD éum¥ y-operadoassociatio. Juntandd@4.14)com(4.15),
estaremogm presena de umacaracterizg@o equacionade LEXQORD bas-
tantesignificatva, coma estruturasermanticade um mondide.

Faztambemsentidopensarmogm caracterizaiesinequacionaisPor exem-
plo, entredois XorpErING-ModelosA e B tais queexiste um XorpERrING-
homomorfismale B paraA, podemosestabelecen facto

(4.15)

A<B (4.16)

Reparemoguequalquetinterfacel (eg. ORDERING, SORTING etc) tem
o seumodelotrivial 7, queé limite universalinferior de< (4.16),i.&

T<rA

paratodo o modelo.A de I. Querdizer, estamogeranteumainterpretaéo de
¥ queé parcialmenteordenada no sentidoda Definicao 3.11. Tamkem se&a
verdadeque
A<BAB<A = A=B
A < A
A<SBABLC = ALC

ouseja,< éumaX, -pré-ordemge fazsentidoescreer X 5, -inequadesquereg-
istemrelad@esiteissobreX: , -expres®esmodulares.

Emsinteseacaba-sdemostramueo “meta’-nivel daespecificagoemlarga-
escalgpode,ele proprio, serespecificadsoba formaaxiomatica(inequacional).
No seuconjunto,a especificaio em pequenae larga escalaggozamda mesma
unidadeconceptualapenasedistinguindono nivel de abstracBoemqueé reg-
istadaa informag@o sobre(grandesyistemasie ‘software’.

4.6 Exercicios

Exercicio 4.8 A sguinteversiodainterfaceORDERING (4.9)

inter face ORDERING
sorts Elem
ops least : Elem X Elem — Elem
min :— Elem
axioms Ve,e' : Elem
least(e,€e’) = least(€',e)
least(e, min) = min

least(e,e’) = eV least(e,e’) =€
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e o modeloLEXQORD (4.6) esto em desacordo.Reveja estelltimo por forma a resoher tal
diferendoentreinterfacee modelo.
O

Exercicio 4.9 ConsideraimainterfaceaxiomaticaJ cujaassinaturaubjacent@ descritgpeloseguinte
diagrama-ADJ,

union
BinOp
inj
guevemequipadacomo seguinteconjuntode axiomas:
BinOp(empty) = wunit (4.17)
BinOp(inj(id)) = i (4.18)
BinOp(union(z,y)) = binOp(BinOp(z), BinOp(y)) (4.19)
Suponhajuealgtemdefiniuo sgguintemodelo,
( MOD:1 —J
MOD(A) = I.Ttem
MOD(As) > 24
MO D(empty) <y
MOD(union) def ANz,y).zUy
§ MOD(unit) e
MOD(inj) ' ra.{a}
MOD(binOp) %' 1.0
def =0 = Ie
MOD(BinOp) = Az.{ —(x=0) = let acx
\ in  binOp(a, BinOp(z — {a}))

parametrizad@or umainterfaceargumento!, e pretendeagorademonstraguesetratade factode
um J-modelo.

1. Mostreque,qualqueruesejal, M O D satishz pelomenosum dostrés.J-axiomas.

2. Descubragyualéa“menor” axiomatiza@odeI quegarantejue M O D passa satishzertodos
osJ-axiomas.
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Exercicio 4.10 Na seq@&nciadaquesiio 4.9, mostrequeo sgyuinteisomorfismode J-algerbrasao
severifica,

MOD(T;) = T (4.20)

onde7; e 7; designanrespectiamenteos modelogriviais dasinterfaces! e J.
O

Exercicio 4.11 Seja< umaordem(dita deimplementabilidadesobreO RDE RIN G-modelosj.&
paraA,B: YorpERING —* Sets,

A< Bssedh:B— A:héumepimorfismo

Verifiqguese LE X QO RD (4.6) &€ um operadorcrescentguantoa ordemacimadefinida.
O

Exercicio 4.12 Suponhaum X s -operadogerericopara‘ligacao” de especificades,

link : Y1 XXX

link(mi,m2) C o tme

quecombinamodelosdeassinaturaZ; : Q1 — S7 x S1 €%z : Q2 — S} x S2 nummodelocom
assinatura

=311
ie.link(m1,m2) éa"“sobreposj@o” domodelorna nomodelom (= “sems exportaentidadesjue
m1 tamtemexporta,enfiloms redefine-as”).
Sealink um“bom” operadodeligacdo?Estah bemdefinido?Sea semprepossvel sobrejdr dois
modelos?ustifiquea suaresposta.
O

Exercicio 4.13 Considere segguintefragmentodeum modeloCFG : CFGI — Sets paradefini-
caoemanipulag@odegramaticasindependentedeconteto (“ C F'G" = ‘context-freegrammar’) onde
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SY M designaem Sets umdoninio primitivo de“simbolos”queinclui o simbolo NI L:

( CFG(Sym) = SYM
CFG(SetOfSyms) = 25YM
CFG(PairOfSetO fSyms) = SetO f Syms>
CFG(SeqO fSyms) = SY M*
CFG(Prod) = Sym x SeqOfSyms
CFG(Grammar) 2 PairOfSetO fSyms x Sym x gProd
CFG(Bool) = 2
def

(
(
(
(
(
(
CFG(init) = (0,0, NIL,0)
(
(
(
(
(
(

Q

FG(gramSym) def Ag.m1(g)
FG(ntermSym) def Ag.gramSym(g)(1)

Q

FG(termSym) def Ag.gramSym(g)(2)
FG(aziom) def Ag.m2(g)

FG(prods) def Ag.73(9g)

CFG(addNTSym) def (g, s).(gramSym(g) t (

Q Q Q

1
ntermSym(g) U {s}
2
termSym(g) U {s}

CFG(addProd) def (g, p).(gramSym(g), axiom(g), prods(g) U {p})

CFG(isCFG) < Ag. let N = ntermSym(g)

T = termSym(g)

s = axiom(g)

P = prods(g)

\ in NNT=0As€NAw[P]C NAVpE P :elems(ma(p)) CNUT

) ,aziom(g), prods(g))

CFG(addT Sym) def (g, s).{gramSym(g) t ( ,aziom(g), prods(g))

Apbsumaarglisedestefragmentoconstruaa interface C FGI por formaa C F'G poderserconsid-
eradodefactoumaC F'GI-algebrag descrea por palarrassuagbreves!) o significadoem CF' G de
cadaoperadomde CFGI. Podeé isCFG serencarad@omoum invariantede Grammar? Justi-
fique.

O

Exercicio 4.14 Relembredoexerdcio 4.6asinterfacesN OT' e NO R, bemcomoo modeloparametrizado
MKNOT : NOR — NOT'. Mostreque

MKNOT(Tnor) = TnoT

onde7; designao modelotrivial de umainterface I qualquer Se@ esteresultadogeneraliawel a
qualquemodeloparametrizadd : I — J, i.é sedsempreverdadeque

F(Tr)=T;?

Justifiqgueassuasrespostas.
O

Exercicio 4.15 Suponhajueaomodelodo exerdcio 4.13sepretendeacrescentanm operador

firstSyms : SeqO fSyms X Grammar — SetO fSyms
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guecalculeos ‘first symbols’de umadadaseq@nciade simbolosgramaticais.Completeo seguinte
esbqo deespecificagiode firstSyms:

a=<> = 0
“la=<>) = let B =tail(a)
z = head(a)
N = ntermSym(g)

. def
firstSyms(a, g) < {... > T = termSym(g)

P = prods(g) @
) zel = Az
m { ﬁ(;,; IS T) = e

Exercicio 4.16 Recordeasfungdes NatSort e StrSort queficarampor especificamo Exerdcio
2.75.

1. Interpretando-asuidadosament@prespectio contexto, proponhaimmodeloparametrizado
cujainterfacede sdadaexporteumadnicafuncio sort (especifique-ag esgeciesassociadag
cujainterfacede entradamporteo tipo de dadoselementaque sort usaparafazeraordena-

cao.
2. Indiqueexpres®esmodularesjuepermitamobter a partir de sort, asinstinciasNatSort e
StrSort.

4.7 NotasBibliogr aficas

A abordagenfeita nestecagtulo a especifica@o modularinspirou-seno traba-
Iho de Burstall e LampsonsobrePeEBBLE [BL84] — por suavez derivadade
umaanalise sobreas sofisticadagprimitivas modularesda linguagemmESA de-
servolvidanaXerox PARC — cf. aseguintecitacgio extraidade [BL84]:

“We believe thatlinking shouldnot be describedn a primitive andad hoc
special-purposknguageit deseresmoresystemati¢reatmentln ourview
thelinking shouldbeexpressedn afunctionalapplicatve languagein which
modulesareregardedasfunctionsfrom implementationso implementations.
Furthermorehislanguageshouldbetyped,andtheinterfacesshouldplaythe
role of typesfor theimplementationsThuswe have the correspondence:

. N
implementation— value
interface< type

rd FPR)
module+ function
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Paraum tratamentdormal desteproblemaem termosde tipos dependentes
polimorficosvertamkem[Bur84]. A teoriadeMilner [Mil78] sobretipospolimorficos
dedadosesti subjacentea estetratamento.

A caracterizg@o inequacionalo nivel modular(X,,) & muito relevantena
pratica,jaqueaordem(4.16)registaarelad@odeimplementabilidadentremod-
elos que satishzemuma mesmainterface. A refeencia[Oli90] mostraque &
mesmoposs$vel usaro calculode Sets pararaciocinarsobreessaordeme obter
assimum métodotransformaciongbaraa sintesedeimplementadesa partir das
suasespecificages.

A necessidadde seconstruirenbibliotecasde “componentesle ‘software™
re-utilizaveis — essenciaisax qualquermodelode produ@o para“f abricas”de
‘software’ — & hoje de extremarelevanciatecnobgica, esperando-sem im-
pactosignificativo na“crise do ‘software™ quepersistedesdensanos60[E.S89.

A decomposjéo de especificaBesem componenteformalmenteclassificadag
combiraveissegundoassuasnterfacese um passalecisvo nessesentido.
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Capitulo 5

Semantica Relacional

5.1 Intr oducao

Nos cagdtulos anterioresestudamosimatécnicade modela&o de problemasda
vida real que assentea no conceitomatenatico de fungdo enquantodescri@o
de umaactividadecomputacionalrepresentadpelo processale sintesede um
resultadaa partir de um ou maisargumentos:

Emborao paradigmauncional sejamuito corvenientee Gtil em especifica-
ca0,nemsempreseajustainteiramenteaosproblemagjuesetémemmaos,e por
variosmotivos.

Emprimeirolugar, “especificaporfungdes”podeconduzirasobre-especifica-
¢ao, i.e a fixagdo de umadecisio de projectoque seriadesepvel adiarate mais
tardeno processale desemolvimento.Isto acontecesemprequehaindetermina-
cdonosrequisitos.Porexemplo,seo problemaguesenospdeé calcularumadas
raizesdeumaequa@odo 2° grau,

ar?+bz+c=0

215
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seelaexistir, poderemogptarentredoismodelosfuncionaisdessactiidade;

def —b+ Vb2 — dac

raiz(a,b,c) = 5 (5.1)
ou
—b—+b2 =4
raiz(a, b, c) def %ac (5.2)

No casode existirem de facto duasraizes,nem (5.1) nem(5.2) sio totalmente
satishtorias,poisoptamsemprepelamesmadessasaizesquandoo quesepedia
é quefosseseleccionadamadessasaizes, aleatoriamente”.

Ou seja,(5.1) ou (5.2) tomamumadecisio que se gostariade adiat ou me-
Ihor, encontram-selemasiadaleterminadas O que verdadeiramentdevemos
fixar quantoa senénticaderaiz €aimplicagoformal

r =raiz(a,b,c) = ar’ +br+c¢=0
ou, sequisermosarela@o
é-raiz(r, (a,b,¢)) & ar’ + br + ¢ =0

Reparemogue,aocontiariodoquepodeparecegprimeiravista,aindetermina-
caodeespecificabesé desefivel napratica,ja queaumenta seuespectraleim-
plementabilidadeJandamaischanceaoimplementadodeconstruiumaimplementa-
caocorrecta.E claroqueisto so & verdadeircsetal indetermina@o corresponder
aosrequisitosem quesio. Na negativa, incorre-seno erro de “sinal oposto”,

a sub-especificam, que conduzié a implementades “incorrectas”,aindaque
aproximadaslasdesepweis.

Mas ha maisrazdesparatrazera indetermingéo parao nivel daespecifica-
¢ao por modelos. E que muitos problemagda vida real sdo inerentement@ao-
deterministasPorexemplo,suponhamoguequeremogspecificaa opera@o

getchar : Keyboard — Char

pelaqualum utilizadorseleccionage um dadotecladode caractereslisporiveis,
aquelequeno momentdhe interessaO utilizadorgozade “liberdade” suficiente
parafazerescolhasmprevistas;portanto getchar nuncagpodeésermodeladgor
umafungdo. A Gnicacoisaquepodemogyarantirsobregetchar & que,para

Keyboard = 2¢har

ento
¢ = getchar(k) = c €k

ou, simplesmente,
getchar (k) € k
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Querdizer, estamos obsenar osresultadosle getchar comosedeumarelacdo
setratasse.

Ha, pois, componentesainterac&o homem-naquinaque sb podem,assim,
ser especificadapor modelosnao-deterministas De um modo geral, todosos
problemasie comunicadesconémum certograude nao-determinismodadaa
imprevisibilidadede sesaberexactamentgual a unidadede informa@o quevai
sertransmitidaa seguir.

Noutroscasosps modelosnao-deterministasio Gteisparalidar como nosso
“desconhecimentosobrea realidade.Por exemplo,um de trésacontecimentos
a1, as, a3 podeaconteceraleatoriamenta)o modelo,numdadoinstanteguando,
afinal,sesoutessemomaissobrearealidadeemquesho,talvezpudessemosfixar
gueas SO acontec&omoconseqénciadea;, porexemplo.

Vejamosagora,finalmente umaterceiramotivagdo paraalaigarmosa nossa
nocdo de modelo-especific#o. E quemuitastransacdesnao sao “inteiramente
funcionais’no sentidoemqueos seusresultadosiao dependenapenasiosseus
argumentosmastambkemdo valor de um “estadointerno”, e.g. a consultaa uma
basede dados.Emborahajamuitassitua@®esem queesseestaddnternose pode
consideraum argumentoadicionalda fungido que modelaa transacéo, ja nao
€ tao naturala situa@o em que o processale calculo da fungido da o seuresul-
tadoao mesmotempoque alterao valor desseestadointerno, por efeito lateral
(‘side effect’). O exemplotradicionaldestasitug@oé o operadotPO P sobrepi-
Ihas(‘stacks’), cujasen@nticavulgarmentese entendecomodandono resultado
o valor queseencontraacessrel no topo da pilha (seexistir), ao mesmatempo
queo retiradapilha.

5.2 NocaodeEstado

A persisénciatemporaldo “estado” nos objectosda vida real € uma constata-
cao do dia-a-dia. Numaprimeiraaproxima@o, esseestadondao & maisdo queo
produtocartesianalosatributos caracteisticose persistenteslesseobjecto. Por
exemplo,um individuo tem atributoscomoidade pesq altura, estadocivil etc.
cujosvaloresmudamaolongodotempocomoconseqénciade eventoqjueafec-
tamessandividuo(e.g. o divorcio alterao seuestadccivil).

Umanogdio “classica’de estadoé-nostransmitidapelateoriadosautbmatos
de estadodinitos (AEFs). Al seassumeurae simplesmente existénciade um
conjuntofinito ¢ deetapasou estdiospor quepodepassaa “vida” doautbmato
enquant@rocessovida essaqueé prescritgpor umatabeladetransi@o de esta-
dos,

§C@xI) > (Qx0)

queprevé a evolucdo do autbmatode acordocoma suarea@oa esimulosdeum
conjuntol; essaevolugao traduz-sepelo ‘output’ de um valor de O e por uma
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etc

PUSH(25) | | POP/25

PUSH(30) /~ PUSH(20)
% | | a3 |, etc
POP/30 \_/ POP/20

INIT

POP/10| | PUSH(10)

\ PUSH(5) \ PUSH(15)
| @ |, | ¢4 |, etc
POP/5 \_/ POP/15

POP/20| | PUSH(20)
/N PUSH(10)
| &2 [ etc
POP/10

Figura5.1: Fragmentade grafo descrgendotabelade AEF paraum ‘stack’ de
inteiros.

transi@o de estado.Paraexprimir indeterminismobpasta‘relaxar” astabelasde
transi@ode estadosgefungdespararelades,

SCRxIxQxO0 (5.3)

Por exemplo, a Figura 5.1 representaim fragmentoda tabelade um aubmato
de estadosy, ¢1, - . .etc.quedescree o comportamentgdeterminstico) de um
‘stack’. Trata-sede um grafo pesadqor paresi/o ondei € I eo € O. Neste
casol e O coném'strings’ decaracteresepresentandentrada sddas,respec-
tivamenté'.

Qual &, enfio, o significadode cadaestadog; no digramada Figura5.1?
Aparentementeg um elementade um conjuntode posidesatbmicas.Compare-
seagorao diagramalaFigura5.1como “desenho’daFigura5.2feito poralguem
gue,intuitivamentenostentaexplicaro “funcionamento’lieum‘stack’. As seme-
Ihan@s sao imediatase o contrasteé dbvio: o desenhabtém-sedo diagrama
substituindacadasimbology, g1, - .. etc.porumdesenha@eum ‘stack’, e.q.

ol

LAqui, o ‘string’ vazioe & omitido, e.g. i/e simplifica-seems.




5.2. NOCAO DE ESTADO 219

etc

PUSH(25) | | POP/25
INIT PUSH (30) PUSH(20)

etc

POP/30 POP/20

POP/10| | PUSH(10)

PUSH(5) PUSH(15)
|| 5]
POP/5 POP/15

fan)

POP/20| | PUSH(20)

PUSH(10)
\_ E_‘ etc

POP/10

Figura5.2: Desenhalescreendoum ‘stack’ deinteiros.

etc.

Comocadadesenh@ode,por suavez, serrepresentadabstractamentpor
umasequenciadeinteirosqueregistaaordemdevisitado correspondentstack’,
e.g.

Q@ = <>
aq = <10>
2 = <20,10>

etc, cheggamosa conclugioqueo conjuntode estados) “tem estrutura” pois
Q=N

paraestecaso.Querdizer, o0 estadonao € maisqueumaestrutua de dadosque
— nalinha dahoje muito substanciatradicdo emlinguagensle programaéo—
“armazena’ainformago*“itil” sobreo passadao aubmatoaté aomomentc’.

2Vale a penareflectir sobreesteponto. Primeiro,reparemosgjuea capacidadexpressia de Q =
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O estadode um objectopode, assim,ser modeladopor uma expres§io em
Sets que designeum conjuntofinito. Vejamosagoraumamaneirasimplesde
caracterizamatematicamenta senéinticade umatransac@o que alterao valor
dessemesmoestado Baseaised emreladesque,emlugardedescreerem(ex-
plicitamenteabelasdetransi@ode estadostegistamobsena@essobreo efeito
datransacao, relacionandargumentos estadoantesdatransacéo,como re-
sultadoe novo valor do estadaapbsatransag@oserealizar

Reparemosgueo conjuntol de‘inputs’ em(5.3) podeserdiscriminadoem

I=ExA

ondeFE @éumconjuntodenomesdeeventose A umconjuntoargumentopossveis.
Podemogn&ioescreer

d C Qx(ExAxO0)xQ
o

§ € 2Q><(E><A><O)><Q
I~ (2Q><A><O><Q)E
> (2@xA)x(@x0nF

Querdizer, § desdobra-semtantageladesquantos simbolosde erventosem
E, pois,paracadae € FE,

de) C (@xA4)x(Qx0)

Temosque prever casosparticularesde eventose € E semargumentos/oure-
sultados.No primeirocaso,e comose A = 1; au€nciade ‘outputs’ corresponde
a0 = 1. Porexemplo,parae = POP, Q = Stack definidopor

Stack = X* (5.4)

IN* éaindaadeum AEF. SO queé mais“sugestva” enquantexpresgoda“memoria” do aubmato.
Ha, pois,umanitidareladoentreestadoe comportamentoo passadale um aubmato.

Na pratica,a programaéo por transi@o entreestadoswunméricos— queé umaherana do ‘hard-
ware’, ondeo estadcé umacombina@o de ‘bits’ (cf. alogicasequencialflip-flops’ etc) quetem,
naturalmentesxpresgionumérica— foi sendaabandonadamedidagueosaubmatosseforamcom-
plicando,o nimerode estadodoi aumentand@, concorrentementeslinguagensde programaéo
passarana permitira modelaé&odo estadmor estruturasle dados.Permanecerampenagomo'tar-
getlanguagede solu@eseficienteggeradagutomaticamentdJm exemploeloquentee, semdlvida,
odagera@odeaupmatosiereconhecimento-Leita, porexemplo,porgeradoresomoLEX/YACC:
cadaestadado aubmatoé um item numérico que, afinal, codificaumaestruturade informa&o com-
plexa, represerével porum conjuntode LR-itemssujeitoa um invariantendo-trivial (cf. e-closue).
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e A =0 = X, teremogjueasenanticade POP,

8(POP) C Stack x (Stack x X)
M ——
entrada sdida

éumarela@odeentrada/sadae naoumafunciao,comofoi habitualnoscagtulos
anteriores Oraestarelado podeserdefinidapor compreendo. Sejag € Stack

o estadocorrentede umadadapilha, ¢' € Stack o estadada mesmapilha apds
aocorenciado eventoPOP er' € X o presunivel resultado.Entio podemos
obsenar o efeitoseguinte:

q#<>lﬂ;q' = tail(q) A
,r,l

head(q)

querdizer, arela@oquedescrge asenanticade PO P é constitidapor paresda
forma

(g, (tail(q), head(q)))
paratodoo g # <>, i.é

6(POP) = {{q, (tail(q), head(q))) | q € Stack A q# <>}
Emsuma paraoseventoshabituaisleumaautmatode‘stack’, teremogualquer

coisacomo:

PUSH(n)
g — ¢ =<n>~¢q

TOP/head(q)
g#F<> ————— ¢'=¢

POP/head(q)
g#<> ———— ¢ =tail(g)

EMPTY/(q = <>)

Veremosagoracommaisdetalhe algumaglasimplicagdestedricasdesteipo
de especificaiio,nomeadamenteo quediz respeitcasnecesariasextendesdos
conceitodeinterfacee modelo
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5.3 Modeloscom Estadolinter no

O estilode especificago queseesbqou nasec@o anteriortem umalargatradi-
caoemciénciadaespecifica@to formal de sistemas Na basedessaradigao est
a constatago de queum sistemaumamaquina,um fragmentode programaum
objectoqualqueemgeral,saoentidadegompropriedadepersistentesvariaveis
no tempo,cujo valor numdadoinstantedefineo seuestadanterno.

Quandcessebjectointeragecomoutros,é sujeitoa estmulosaosquaispode
reagir alterandoo seuestadointerno e/ou respondend@om a emisso de out-
ros estmulos, e assimpor diante. Cadaetapadesteprocessale interac@o pode
serencarada@omoa ocorienciade um eventq cujo efeito & obsenawvel compara-
ndo a situa@o em que 0 objectose encontraa, antesde aqueleacontecercom
a situag@o consequenteO objectoresena-seno direito de nao aceitartodosos
estmulospossveis,dependenddasuaconfigura@ocorrentegmitindoposséveis
mensagendeerro.

Comovimos,a“semantica”deum eventopodeserestabelecidpor umarela-
caodaforma

p C (Estado x Argumentos) x (Estado x Resultado) (5.5)
Definiremoso dominio de p comoa projec@ohabitual,i.é

dom(p) = {a| (a,d) € p}
Semprequedom(p) C Estado x Argumentos, temosumarelago parcial i.g,
0 evento ndo esh definido paradeterminadasitua®es“a entrada”. E vulgar
caracterizaessasitua@desescre#endoum predicade— chamada pré-condi@o
doevento,
pre : Estado x Argumentos — 2

— guemaisnaoéqueafungiocaracteiisticadedom(p) emEstadox Argumentos
3

Quantoarelad@o(5.5) propriamentalita, € vulgarcaracteria-latamkempela
suafungdocaracteistica,

post : (Estado x Argumentos) x (Estado x Resultado) — 2

aqueévulgardaro nomede pds-condjéo, ou condi@ode entrada/sada.

Vejamoso exemplodo evento PO P, ja consideradatras. Aqui, Estado =
Stack = X*, ndohadargumento® Resultado = X, paraqualquerX (conjunto
deelementos “empilhar”). Teremosnfo,nestecaso,

prepop : Stack — 2
postpop : Stack x (Stack x X) — 2

3Chamamosungio caracteisticade um dadoS C A aimagemde S dadapelo isomorfismo
P(A) =24,
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Emfacedo quefoi atrasexposto,é imediatodefinirmos

prepop(s) défs;é <>

postpop(s, (s',1)) ey = head(s) A s' = tail(s)

Ficaassimcompletaa definicdorelacionaldasenénticado eventoPOP.

Quaisasimplicagesformais de aceitarmogjue um modelotenhaeventos?
Quandotal acontecet porqueo modeloem causanao é puramentguncionale
tem estadointerno. As definidesde interfacee de modeloquetemosvindo a
adoptar(cf. respectramenteasdefiniddes3.10e 1.7) tefdo que serrevistas. No
primeiro caso,nao é dificil imaginarcomoumainterface“funcional” possaser
aumentadaom eventos— bastaa dizer quais e qual a suaopemrcionalidade
i.e asespciesquedeterminanps seusargumentos resultados Podemosassim
passaga definiddoquesesegue.

(5.6)

Definicao 5.1 (Interface com Eventos) Sejal = (2, X, E) umainterfaceax-
iomatica,para¥ : 2 — S* x S. Sejall umconjuntodesimbolosquesdonomes
deeventos disjuntode 2, sobie osquaisseconstbi umaaplicacio

I':II— S*xS*

caracterizanda “funcionalidade” de cadasimbolode evento.

Ao par I' = (I,T') daremoso nomede interfacecom eventos ou interface
procedimentald

Estadefinicdo exige algumasexplica@des. Em primeiro lugar, eventose fun-
cBespodemcoexistir num mesmomodelo.Na nossd'meta-linguagem”umain-
terfacecomeventosescreerseacomoasejuir seilustraparao casode STACK S

inter face STACKS < ITEM
sorts Stack, Bool
ops isEmpty : Stack — Bool

events INIT :— .7)
PUSH : Item —
POP :— Item
gueenriquece
inter face ITEM (5.8)

sorts Item

A partefuncionalX: dainterface(5.7) €&, assim,

v - isEmpty
B (<Stack>, Bool)
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enquantajuel” envolve tréseventos,
I ={INIT,PUSH,POP}

Reparemogue,enquantamafungdocomois Empty est condicionada produ-
cao de um e um sb resultadoum evento podeé produzirvariosou mesmone-
nhum. Porexemplo, INIT & um eventode inicializagdo, semargumentosiem
resultadosi.e I'(INIT) = (<>, <>). Genericamentdpdo o eventor tal que
I'(r) = (<>, <>), semargumentosiemresultadoslimita-sealer e a afectaro
estado.

Em seggundolugar, umainterfacecomo ST ACK S pressupea existenciade
um estadanternoque,contudo,ndo é ai explicitadoe sb o vira a serno modelo
senénticorespectio. Porexemplo,vejamoso seguintemodeloparaSTACK S,
parametrizadem ITEM e baseadem seq@ncias,como é habitual. Come-
caremogpor escr@é-lo nanossdinguagemdeixandoparadepoisasexplicages
devidase a correspondentrmaliza@o:

STACKLIST : ITEM — STACKS
( sorts Item = E.Item
Stack = Item*
) def

ops isEmpty(s) = s = <>
state  Stack
events INIT® o/ = <>
£
PUSH(7) iy = cons(i, o)

POP(") ¥ {0 £ <> = j' = head(c) A
o' = tail(o)

STACKLIST(E) ' ¢

(5.9)

Comenériosa(5.9):

- Osmodelogparaltem, Stack eis Empty definem-se&omohabitualmente,
cf. Cagtulo 4.

- A clausulastate ... especificao estadanternode STACK LIST, neste
casoumaseq@nciadeltems. E umacorvengohabituaresenarasvariaveis
o e o' paradenotarsvaloresdo estadorespectiamenteantese depoisda
ocorénciadeum evento.

- INIT naotemargumentosiemresultadosa suasenénticaseia poisuma
rela@o
postrniT C Stack x Stack

Nestecaso,0ptou-sepor postrnr tal que

O postINTIT o e =<>
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- PUSH temum argumentodo tipo Item; a suasenénticasea enfiouma
rela@o
postpysy C Stack x Item x Stack

tendo-salefinido
postpysu(o,i,o') & o' = cons(i,o)

- POP naotemargumentose da um resultadoem I'tem, desdeque a sua
pré-condi@oseverifique,cf. (5.6). Paraeventoscompré-condi@o(eventos
parciais)adopta-seimanota@o semelhanté nota@o parafungdesparci-
ais,daforma

EVENTO(...) def { preevento(o,...) = posteveEnTO(0,. .. o', .. 2
cf. POP em(5.9).

- Parasimplificara leitura, usa-sea corven@o de associavariaveis simples
(e.g. i, 0) paraagumentou estadca entradag variaveis decoradage.g.
o', j') paraestadoou resultada sdda.

Querdizer, seT € um eventotal queTI(7) = (<s1,.-.,8,>,<s>) enfio,
nummodeloder, esperamogualquercoisacomo:
pre, : QX S1 X...X Sy —>2
post, : @@ XSt X...X8p XS X852

onde() designaaclassede estadogio modelo.

Note-seque a designaéo interfaceprocedimentabcimapretendereflectir o
factodeum procedimentde.g. em PASCAL) podersersempreconsiderad@omo
umacodifica@odasenénticade um evento. Porexemplo,quandoescreemos

procedure P (var s: Estado; a: Argumento);
ouainda
var s: Estado;

procedure P (a: Argumento);

estamos pensano evento P tal que

prep : Estado x Argumento — 2
postp : Estado x Argumento x Estado — 2

Estamosagoraem condidesde formalizaro conceitode modelode umain-
terfacecomeventos.
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Definicdo 5.2 (Modelo com Eventos) SejaJ = (I,T') umainterfacecomeven-
tos tal comofoi definidaatras (Definiggo 5.1). Um J-modelo.4A & um triplo
(Ar, @, Ar) tal que:

1. Ay @umI-modelo,.e€ uma¥-algebra quesatisfazodososaxiomasemF,
cf. Definicao 5.1.

2. ) @umadesignaéo do conjuntofinito (ou infinito numeéavel) de estados
internosde A.

3. Ar definea tabelade transi@o de estadoslo modeloda forma seguinte:
para cadasimbolode eventor € II tal queT'(r) = (w,w') ew =
<S1y--eySp>, W = <8Y,...,50,>, Ar(7) @umarelaggo binaria em

2(Q><Sl><...><Sn)><(Q><S’1><...><S£n)

ondeS; abrevia A;(s;) e S} abrevia A (s)).

Abreviaremosainda Ar (7) emA(7) e Ar(z) emA(z). Afundio caracteristica
de A(r) designa-s@o0s-condj@oder (em.A). Da-seaindaa designaéo depré-
condi@oder em.A afungdo caracteristicado doninio darelaggo A(7).

O

Ofactodeo modelodecadaeventoserumarela@oe naoumafungaojustifica,
sb porsi, otitulo “semanticarelacional’quesedeuaestecagtulo. Comorelades
saomaisgeraisgquefungdes temosquequalquerspecificagofuncionalpodeser
corvertidanumaespecifica@o relacional. Em muitoscasos & mesmodesefvel
essacornversao, nao sendadificil encontramum critério pratico parase decidirse
umaespecificagoé “naturalmente’relacionalou nao.

Veja-seatitulo deexemplo,o problemaSG1 B quefoi usadoextensvamente
parailustrar o Cagtulo 1. Repara-seémediatamentejue todos os operadores
de Y sgrp coném a esfcie Sistema como esgicie-agumento. Mais do que
isso, apenaum (balan®) nao tem essaesgecie como esgecie-resultado.Esta
“omnipresena” de Sistema faz-nospensarem omitir estaesgeciede Xsar g,
cornvertendoos operadoregjue a manipulamem eventosque a assumantomo
estaddnterno.Porexemplo,aooperador

levantamento : IdConta X Quantia x Sistema — Sistema
far-se-iacorrespondeo evento
LEVANTAMENTO : IdConta x Quantia —

Note-sequelevantamento podeco-existir COmMLEVANTAMENTO. Eaté
desepwel queissoacontea, poisficaassimdocumentadasuaes&nciafuncional
e asuaorigemno processale deserolvimento.Assim,se

A(levantamento) def A(id, g, s) - ..
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jativersidodefinidanummodelo.A, enfio & imediatodefinirmos

A(LEVANTAMENTO)(id, q) ey = = A(levantamento)(id, q, o)

e assimparatodososoutrosoperadores.

Exercicio 5.1 Completea especificagodosseguinteseventosgerericos,validossobrequalquemo-
delocomestaddnterno@:

NOP : —
NOP def { e =L /*eventoquenadafaz*/
NOISE : —
NOISE def { e = [*eventoquealtera indeterministicamente estadot/
ABORT : —
ABORT %« { e = [*eventoquenadamaisdeixaacontecer/
SET : Q—
SET(q) def { = [*eventoquealtera deterministicamente estadd/

Exercicio 5.2 Pretende-sespecifican unidadede recep@&o de mensagende um sistemade correio
electbnicg abaseaemduaspartesestruturaiso descodificadode endeegse amailbox Entende-
sepor endeeg umaseqnciade doninios

Endereco = Dominio*
normalmentdistadapor ordeminversa.Porexemplo,
jno@di.uminho.pt

éarepresentgiohabitualdo endereo <pt, uminho, di, jno>.

A mailboxregista, paracadacaixade correio, a fila de mensagengueaindanao foramlidas. O
descodificadode endeegs & umahierarquiade dominios querepresenta processale ‘routing’ de
mensageng.g.

BX98675

"

umlnho—[ 02733
f— ZD00897|

{ inescb—— aIe(

Assim,asfolhasdestahierarquiasefoidentificadoresle caixasde correiodamailbox
Descodificador = Dominio — SubDominio
SubDominio = Descodificador + Caiza

Especifiqguea unidadepretendidando omitindo os eventosseguintes:
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- INI: — . Opera@odeinicializacdodaunidade.

- REC : Endereco x Mensagem — . Opera@o correspondenta chegadade umamen-
sagema unidade.O endergo comea por serdescodificad®, sendoexistentee suficiente a
mensageng transmitidaa caixacorrespondenteamailbox

- LER: Endereco — Mensagem. O utentedacaixadecorreioendereadaléasuaproxima
mensagenqueé enfioretiradadamailbox

Exercicio 5.3 Relembreo Exerdcio 2.19sobrea especificagofuncionalde arvoresdedecisio.

Suponhague se propds o sgyuinte modelo como especificago nao funcional de um gestorde
anoresdedecigo:

DECQTREE : ITEM xITEM — DTREE
( sorts What = W.Item
Answer = A.ltem
Menu = 2Answer
DecTree = What X (Answer — DecTree)

ops menu(dt) def dom(ma(dt))
state DecT'ree

def def

DEC@TREE(A,W) & { events LOAD(dt) ¥ o =at
MENU@') ¥ o =on
r" = menu(o)
ASK(¢) ¥ o =on
¢ =m(o)
ANSW ER(a) def {a € menu(o) =
\ o' = ma(o)(a)

1. Apbsumaanalisecuidadosalestenodelocomeventosfagainferéenciadainterface DT REE
queelesatishz.

2. Suponhauesepretendeenriqueceessanterfacecommaisum evento,

HISTORY :«+- — -+

guedeverarespondeasuaactvacdodandoo “rol” detodasasrespostadadastaomomento.
AumenteDT RE E nessesentidoe estudeo impactodasuamodelag@oem DECQT REE.

3. Repitaaalineaanteriorparamaisum evento,
BACKTRACK : -+ — «++

gquedeverarecuperadeumarespostanal dada.
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5.3.1 Invariantesde Estado

NaSec@o?2.4foi introduzidoo conceitode predicadanvariantesobreumadada
esfecies € S deumaassinatur& : Q — S* x S, numdadoX-modeloA. Tal

predicadoguedesignamogor inv-s, diz-seuminvariantepor seentendequeele
sedeve verificar paratodosos valoresde A(s), conjuntoportadorda esgecie s

em.A. Nessasec@o foramapresentadagcnicasde prova paraa verificag@o de
invariantes.

Num modelo.A com eventos(Definicdo 5.2) é perfeitamentenaturalque a
definiddodaclasse) de estadosnternosdo modeloexija tamkemum invariante
inv-Q. Tem enfo interesseconsideraro problemada preserago “temporal”
dessenvariantepeloseventosque alteramo estado,ou seja,cuja pds-condj&éo
naoimplicaacondidoo = ¢'. Seja

T:S1 X...X 8, =S

um evento dessaclassede eventosque alteramo estado. Antecipemosque o
argumentoda preserago do invariantepor 7 tera o aspectode um predicado
emLogicaDinamica relacionanda@ondideslogicasvalidassobreum estadar
anteriora ocoriénciade r com outrascondidesque se pretendenvalidassobre
gualquerstadar’ paragueo modelopossavir atransitarapbsaocorénciade .
Assim,adesepwel extensiodaformula(2.131)a eventosseia

inv-Q (o)A
pres(o,te, .., tn)A inv-Q(c’)A
pOStT(U,th...,tn,g—',t’)/\ { inV-S(t') (5.10)

Vi<i<n: inV-Si(ti)

Note-seque, da mesmamaneiraque o estadode um modelonormalmente
“pdeemevidéncia’umaesgkciequeestariaomnipresentaosargumentosiosop-
eradoreduncionaisdo correspondentmodelosemestadotamkem o invariante
de estadd‘pde em evidéncia’ condidessobreessaesecie que podemserreti-
radasdaspré-cond{@esdoseventosdo modelo.Querdizer, paramaioreconomia
e melhorinteligibilidadedo texto deumaespecificago, retiram-sedaspré-condi-
cOesasclausulasgbgicagagarantidapeloinvariante.Tal procedimentgraticoé
inofensio desdequeasconjun®eslogicasdo antecedentdaimplicacao (5.10)
sejamencaradagomo nao estritas,cf. equaéo (3.44). Alias, estanao & Gnica
situa@o em que é precisoentenderas conectvas ldgicasnao-estritamenteno
fundo, todo o encadeamentlbgico entrepré e pds-condjdespressupe logica
naoestrita,ja queaavaliagdode umapbs-condj@osd podeserfeitaemcontetos
ondea pré-condj@osejaverdadeira.
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5.4 Exercicios

Exercicio 5.4 Na aplica@o praticada especifica@o formal a problemasconcretosusam-semuitas
vezes‘regrasde algibeira” parasimplificaramgumentogie preseracdo de invariantes.E esseo caso
emmodeloscujo estaddnternoesé sujeitoa um invariantedaforma

inv-Q def A—¢

onde¢ : B — 2 éumdadopredicadoe os eventosa tratar sdo determinsticose tais que as suas
pbs-condjéessdodaforma:

Ei(S) = o =0\S
Ex(a,b) U':UT((Z)

1. Com os dadosdisporiveis, completeda forma mais geral pos$vel (justifique) as seguintes
definidesrelatvasa essemodelo:

FE1 @ e e T
Ey ¢ e P e e
Q =X .

2. Recorraa propriedadegonhecidasia constryéo A — ¢ parajustificar as seguintesduas
“regrasdealgibeira™

— E1(S) preserasempranv-Q, qualquemuesejas. (5.11)
— Parademonstrague E»(a, b) preserainv-Q, bastaprovar ¢(b). (5.12)

Exercicio 5.5 No conteto do Exerdcio 5.4, suponhajueo eventoemcausée determinsticoe tal que
asuapos-condj@oé daforma:

EW)

o' = (A= f)(o) AY =g(o)

1. Tipifique,deformamaisgeralpossvel, asfungdesf eg.

2. Recorraadefinicdoformaldo predicadad — ¢ parajustificarou refutara seguinte“regrade
algibeira”™

— Parademonstrague E presera inv-Q, bastaprovar que f presera (5.13)

.

Exercicio 5.6 O diagramaseguinterepresenta estruturabi-funcionalde umadadaac@o (evento)
determinstica £, comapenasim argumentoe umasdda, nummodelocomestaddnternoQ:
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I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
! g
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Dadasassquintesdefiniddesde f e g,

f = Xo,a). let n=H(a)
. n € dom(oc) = a€o(n)
o { n ¢ dom(oc) = F

9 = Xo,a). let  n=H(a)
in of {a}u{nedom(ff)

ondeH : A — IN éumafunciopré-definida,
1. completea seguintedefinicdio daassinaturalo evento,

e domodeloformalde Q:

Qi

2. descrea por palarras suaso significadodesteevento, relacionando-ccom um modelode
gestodainformac@obemconhecidmaliteraturaalgofitmica;

3. mostreque E satishz o sgyuinteinvariante:
inv-Q(0’) & vn € dom(c) : (0 # o(n) AVi € o(n) : H(i) = n)
i.&, prove o factoseguinte,paraa e o universalmentejuantificadas:
inv-Q(o) Ao’ =g(o,a) = inv-Q(o’)

Sugeséo: desdobre factoa provar emduasguantificadesseparadas prove-asindependen-
temente.

Exercicio 5.7 No conteto do Exerdcio 1.41,Aposumabreve aralise dosrequisitose combaseno
fragmentode modelosugerido(1.105), construaa especificago das seguintesoperadessobreum
modelocujo estaddnternoé System:
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vi : —VIQINT
¢ sorts Text =~ Line*
Line >~ Char*
Nr ~ N
Cursor = L:NrxC:IN
Bool ~ 9
Char ~{0,...,94a,...,2,4,...,%,...}
State >~ C : Cursor X T : Text
state State
events G(n) et = C(o)
t="T(o)
det in  { n<length(t)y = T(o')=tAC(')=(n,1)
vi) = { def
r(c) = let ¢ =C(o)
t="T(o)
in {t#<>= let z=C()
y = L(c")
linha = t(y)
linha' = linha t ( 52 )
in C(d')=cA
A Yy
T(o) =tt ( linha' )
\
Figura5.3: Esboo demodeloV I paraVIQINT.
1. Operaéo

NULL.INV : IdL — 2T"oN7
guedevera indicarosnimerosdetodasasfacturasanuladasiumadadaloja.
2. Operaéo
SALES_BY _DATE : Date — (IdA — IN)
gquedevera totalizarasvendasde um dadodia (emtodasaslojas).

Exercicio 5.8 Pretende-saesteexerdcio esbqar umaespecificagodo editor VI, o editor“classico”
doambienteUNIX. Suponhajuesecome@ por aconstruirainterface

inter face VIQINT
sorts Text, Line, Nr,Char,Cursor, Bool, State
events G :Nr —
r: Char —



5.4. EXERJCIOS 233

sguindo-seaconstry@odeummodeloV I paraVIQINT, cujo esbqo serepresentaaFigura5.3
4

1. A quecomandosieedig@odo VI correspodenos eventospresentesainterfacee no modelo
acima?
2. Daardlisedoqueest jaespecificadalecertoconcluiqueé necesario acrescentad interface
um predicado
inv: State — Bool

quesejainvariantesobreState. Apresente definicdodessepredicadano modeloV I.
3. EscreaadefinicdonomodeloV I dasen@nticadoseventos

h,j,k,0: Nr —
gquedeverdo correspondeaos4 comandosie navegadio queconhecgo algumentonumérico
correspondeo indice de repetiéo, e.g. ao comando3h correspondeno modeloo evento
h(3)).
4. EscreaadefinidoemV I dasenénticademaisum evento
dd: Nr —

cuja conseq@énciaé apagartantaslinhasa partir do cursorquantasas especificadaso seu
argumento.

5. SejaagoraVIQINT enriquecidacom umanova esfecie, String, e maisdois eventosde
edido:
D: —  [* apagatodososcaracteesdesden posi@o
correntedo cursor até ao fimdalinha */
/: String — [* procum a primeira ocorréncia do
“string” argumentoe leva para ai o cursor
*/
SejaVI(String) = Char*. ApresentaefiniddesparaVI(D) eVI(/).

Exercicio 5.9 Considere seguinteinterfacee modeloparaespecificaum sistemade geséiode base
dedadosrelacional(deliberadamentsimplificadoe incompleto):

inter face RDBMS
sorts Dbs, Bool,Id,Table, Tuple, Atrib, Schema, Value, Query
ops join : T'able X T'able — Table
project : Table X Schema — Table
select : Table X Query — Table
inv-T'able : Table — Bool
inv-Dbs : Dbs — Bool
events INIT :—

SCHEMA : Id — Schema
JOIN :Id x Id x Id —
SELECT : Id X Query X Id —
PROJECT :1d x Schema X Id —

(5.14)

4Nestemodeloocorremprodutoscartesianogrefixadogpor selectoregrelembrarSecéo1.3.1),0
gueseusamuito emespecifica@io por modeloparamelhorara sualegibilidade.
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DBMS :ITEM x ITEM x ITEM — RDBMS

DBMS(I, A, V) %

( sorts Bool =2
Atrib = A.Item
Schema = 2Atrid
Value = V.Item
Tuple = Atrib — Value
Query = Atrib — Value
Table = 2Tuple
Id > I.Item
Dbs = Id — Table

ops join(r,s) def {tut' | ternt e sntAt'}
select(r, q) e {ter| (¢|dom(t)) Ct}
¢ project(r, S) def {t|S)| ter}
inv-Table(r) def Vt,t' € r: dom(t) = dom(t')
inv-Dbs (o) “ Vi € dom(o) - inv-Table(o(i))
state  Dbs
events INIT o' = ( )
SCHEMA() < {i € dom(c) = let t € o(i) in dom(t)
JOIN(i, j,k) % {i,j € dom(c) Ak & dom(c) = o' = o U ( jom(a(IZ), o) )
k

; def . r_
SELECT (i,q,k) = {i € dom(c) Nk & dom(c) => ¢’ =0c U select(o(i), q)
def
PROJECT(4,S,k) = {t € dom(c) Nk & dom(co :>c7’:aU( , . )
{ W.5.k) =1 (o) Ak ¢ dom(c) project(a (i), q)
1. Interpretecuidadosamentestemodeloe tentedescreer por palarras suasa senénticainfor-
mal de cadaopera@o.
2. Prove quetodososeventosquealteramo estadgpreseram o invarianteinv-Dbs.

3. SejaXrppms aassinaturalacomponentdéuncionaldainterface RD BM S. Verifiguesea
segyuinteigualdade

select(project(r,s),q) = project(select(r,q),s)
éumXgppms(X)-axiomavalidonomodeloDBM S, paraa X = ( T:ble Schsema Quzzry )

4. Pretende-sagoraenriqueceo modelopor formaa serpos$vel registare verificardepenén-
ciasfuncionaisassociadas tabelasda basede dadossubjacente.Paraisso, a estruturade
tabelas

Dbs = Id— Table

eacrescentadainforma@odequaistabelasstio(oupodedovir aestar)sujeitasadepenén-
ciasfuncionais(F Deps),

Dbs = (Id— Table) x (Id — FDeps)
introduzindoasseguintesnovasespeciesno modeloe suainterface:
FDeps =~ 2FDer
FDep = Attribs X Attribs

Reforceo invarianteinv-Dbs por formaa garantira sahaguardadasseguintescondi®esadi-
cionais:

(5.15)
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- Todasasdepenénciasuncionaisesiobemdefinidas.&, naoenvolvem atributosinex-
istentes;

- Seumatabelaest sujeitaa umadepenénciafuncional, enfio todosos tuplos dessa
tabelasatishzemessadepenéncia.

Exercicio 5.10 Naseq@&nciado exerdcio anterior,suponhajuesepretendeemover dessenodeloo
seuinvariantede estadoj.&, qualquertabelapodeter atributosomissospor exemplo:

A|B|C
ai C1

b2 | c2
a3

quecorresponda seguintetabelat € Table:

=G oa) (e a)(a)

Mega o impactodestageneraliza&odo modelore-especificandoseventosSCHEM A e JOIN.
O

Exercicio 5.11 Naseq@&nciado exerdcio anterior,pretende-senriquecelD BM S comumevento
SORT : Id X AtribList x Id —

talque SORT (4,1, k) signifiquequeseguardaemk o resultadade seordenara tabela; lexicografi-
camentesggundoa lista de atributos!.

NaoespecifiqueSsO RT', masestudeo impactoemD BM SQM O D doenriquecimentde RDBM S
comesseavento(e.g. o quetera de seradicionado® quetera deseralterado?).
O

Exercicio 5.12 Nestecaptulo foi estudadaim técnicaparaespecificago da senénticaformal de
eventog(=“fungdes+ estado”).

Relacionesssaécnicacomanota@ologicatemporalquefoi assuntalo Exerdcio 3.21.
O

Exercicio 5.13 Consideraum modelocujo estadanterno@ correspondeé serméinticaem SETS do
diagramaERA seyuinte:

Departament Nome

1

<>

M
[ ]

Disciplina
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1. Especifiqueformalmenteo evento N DISC sobre@ queregistaumanova disciplina, co-
nhecido® seunome regentee departamento.

2. Provequeasuaespecifica@ode N DISC satishzo invarianteimplicito em Q.

5.5 NotasBibliogr aficas

No cagtulo que aqui terminapretendeu-séazera sinteseentretrés vertentes
basicaglaciénciadaespecificagoformal de ‘software’, a saber:

1. Especificaao construtva com variaweis globais,com operades(eventos)
cujasenanticaeshticaédefinidaporparedeprée pos-condjdes seguindo
o estilo de [Hoa69 e tal comovem sendopropostaem metodologiagle
largaaceitagéocomoo ‘'ViennaDevelopmentMethod'(VDM) [Jon8Q Jon88.

2. Modulariza@o de especificaBesformais,ampliandoo quefoi propostono
Cagtulo 4 (verasrefeiénciasibliograficasdestecagtulo).

O conceitode modelocom estadoe eventos satishzendaumadadainterface
aproxima-sela nogao de objecto(pertencente umadadaclassé propostapela
programa@o por objectodGR83 eespecificagoorientadaa objectodSFSEST.
Podeaindservisto comoum ‘labelledtransitionsystem’ cf. [Hen8.



Capitulo 6
Semantica Dinamica

No cagtulo anteriorencontraram-sboasrazbesparadeixar de especificarpor
fungbes” e passaa especificar'por rela@es”, i.é por eventos. A Definicdo 5.2
apresentowmaformaliza@o do conceitode modelocom eventos,quefoi pre-
viamentemotivadocom exemploscomo ST AC K LIST, cf. (5.9). Assimficou
registadaalgumadanossantuicdo do que“&” um evento,formalizavel por rela-
cBesmatenéticas

Estetipo desen@nticaparaeventosdiz-seestticapor ser‘atemporal’eigno-
rar os aspectoslinamicosde um sistemébasead@m eventos(nomeadamente,
“acontecimentotemporaldoseventos,a suasincroniza&o, etc). Abordaragora
estacomponenteinamicadeum sistemalesoftwareé o principalobjectivo deste
cagtulo.

6.1 ...“0 queéum Evento”?

Estaquesiiopodeserpostaemparalelocomaqueséo(jarespondidajo queeéum
operador?”’Relembremogueasenénticadeum operadoadquiriu“significado”
apartirdaalturaemquesemostrougueele,emconjuntocomtodosos outrosda
suaassinatur&, actuaacomao“gerador”,ou“construtor’deumalinguagemivs,
cujasfrasesganhaam sen@nticaa partir daalturaem que sedefiniaum modelo
denotacionald : ¥ — Sets quepermitia“calcular” o significadode cadafrase.

Fomosaindamaislongeao permitir quesecriassauma“v ersaosimplificada”
de A especifi@vel a custade um conjuntoE de axiomaspresentenainter face
de A. Formalmentecomovimostambem, o (meta)significadodestasconstru-
cOesconstbi-seno reticuladode todasas X.-congriéncias.O diagramaseguinte
resumeodoesseaciodnio:

237
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A

b)) WE EA

Com a introdugo de eventos “emparelhamos’™® com uma“assinatura’de
eventosI’. Comoraciocinarsobrel'? Somogentados construiralgosemelhante
a (6.1). Em primeiro lugar, fara sentidoconstruirWr, o conjuntode todasas
frasescomI'-eventos?

Um qualquertermot € Wy € uma “expresfio bem tipificada” sobre Y-
operadoresO queé uma“expresfio bemtipificada” de I'-eventos?Reparemos
que,ser, » sAodoiseventose r éumterceiroevento,qualquertermo” daforma

7(11,72)

naofaz muito sentido,a nao serqueo seusignificadofossequalquercoisacomo
“r ocorreprimeiro, 7, ocorrea seguir e 7 ocorrede seguidacom argumentos
debitadogor 71 e 7»”. E maisnaturalrepresentarmosssesignificadopor uma
ordemlineardeocor@énciade eventos,

T1 T2 T
L 2 ® L 2
T T
ou mesmmao-llneare.g.
T1
@
T2

(6.2)

Nestecaso diriamosquer; ocorreprimeiro,e depoisou ocorrer ou 0Corrers;.

Concluimosgue qualguerformade I'-linguagemé mais“rica” em situades
guea simplesconstryéo determos. Porissomesmo,qualquerfrasegeradgpor
I" naoseadesignadamtermo, massimumaexpres§iodecomportament@be-
haviour’). Vejamoscomoconstruirexpres®esde comportamento.

6.1.1 Expres®esde Comportamento

Comecemogpor designarmor Br (cf. Wy, por analogia)o conjuntode todasas
expres®esde comportamentdgeraveis” a partirde

:1I—5*xS5*
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ArrisquemosagoraumadefinidoindutivaparaBr, baseadaasclausulaseguintes:

- seb & umI'-comportamentoe = € um I'-evento(i.e = € II), enfio des-
ignaremogoor 7.b 0 comportamentseguinte; = ocorreprimeiroe depoiso
modelocomporta-sesegundob;

- sebeb’ sdodoisI'-comportamentognfiob+ b’ € o I'-comportamentque
representa possibilidadede o modelosecomportarsegundob ou segundo
b';

- 0 éumT-comportamentespeciabuesignificainacgio ou “paragem™.

- naohamaisT'-comportamentodo que os resultanteslasclausulasanteri-
ores.

Matematicamentescreeremosa definiddorecursva:

Br ¥ {0}
U {r.b| e Abe Br} (6.3)
U {b+?d| bb € Br}
Falta-nosagora,apenassermosmaisprecisosquantoa condi@or € T que
ocorreem(6.3). Sejar € II umeventotal que

L(r) = (<81, 80>, <815+, 87,>)
0 queseescree abreviadamentelaforma

T8I X...X 8y =8 X...X 8 (6.4)

Sejat; € Wy et;- € WE,S;, paral <i <nel <j<m. EnfAor nao“é&”

apenasim evento,masumacolec@odeles,

indexadapelospossveis valorest;, t; dosseusargumentosu resultados.Quer
dizer, PUSH(10) nao &, por exemplo, 0 mesmoeventoque PUSH(11). Se
definirmos

[Tl = {7(tr, oo iyt oo ) | 8 € W sy AL eWE,sg}

podemoscaracterizan conjuntode todosos eventos“atomicos” geradogpor I’
comosendo

LEsteI"-comportamentdomapor vezesa designaéo NI L ou STOP, cf. nota®escomoEPL,
ccsoucspreferidasnaSec@o5.5.
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Eve(T) =] _[7] (6.5)

e corrigir, em (6.3),acondi@or € I' parar € Eve(l'). Emresumo,temosa
definiddoseyuinte.

Tell

Definicdo 6.1 (I'-comportamento) Sejadadaumaassinatuadeeventod : IT —
S* x S*, cf. Definido 5.1. O conjuntode todosos “ I'-comportamentos’® o
menorconjuntoquesatisfazasseguintesclausulas:

1. Prefixa@o—sea € Eve(I') eumeventoeb &éumI’-comportamentaenéo
a.b étamemumT'-comportamento;

2. Alternativa—seb e b’ sdoT'-comportamentognéiod + b’ tamkemo é;

3. Inacdio—existeumI'-comportamentparticular 0 quetema propriedade
de emnenhumaircunséncia,fazero quequerqueseja.

O conjuntodetodososT'-comportamentodesigna-s@or Br. O

A definicdo anteriorintroduziuo conceito“sintatico” de I'-comportamento.
Esseconceitocarecede interpreta@o senéntica, e estafundamentalmentele-
pendedanossantuicaosobreo que*é” um comportamentoNaverdadehamais
do queumainterpretadopos$vel. Comecemogor aquelaguedesignaremopor
interpretado PS.

6.1.2 A Interpretacdo PS

Nestainterpretado, vamosestarapenasnteressadogsassequenciasde eventos
— acdes— queum agentgpodefazerde acordocomumaexpresfiode compor
tamentah € Br. Assim,ainterpretadoassociadacadaumadessasxpres§ese
0 conjuntodaquelaseq@&nciasj.é subconjuntale Eve(T)*, cf. (6.5). Cadauma
dessaseq@nciase.g.

<a,B,...,w> (6.6)

seadesignadamI'-trago (cf. ‘trace’) ouT'-historia, paraevidenciaro seucaracter
temporal e poderseatamtemescreer:

8. w (6.7)

lendo-se" a acontecelprimeiro, seguido de 3, seguidode .. ., sgyuido de w”.
Portanto,um trag ou historia representaim instanteconcretoda vida de um
agentedeacordocomo seucomportamentoMasseo agentga“viveu” att w em
(6.6), issosignificagueexistiraminstantesanterioreem queele viveu“menos”,
e.g. 0 instanteem que aindasb acontecel tram <a, 8>. Naverdadep trag
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(6.6) pressupetodosostrags quesao prefixosseus,ncluindo <>, o trag que
correspondaoinstanteemque“aindanaoacontecemada”:

tn = <a,B,...,T,w>

tn—l = <Ot,ﬂ,...,7'>

t; = <a,f,...> (6.8)
to = <a,pB>

t1 = <a>

to = <>

Temos portanto cadainstante; caracterizadpelotrag t¢;, verificando-se
1<j=>1t <t

ondeaordems < s’ (“prefixo de”) sobreseq@nciasarbitrariass, s’ € X* se
podedefinir por
s<seIJreX*:s'=s~r

etem<> comominimo,i.é
Vse X*:<><s (6.9)

Compreende-segoraqueainterpreta@ode um comportamentoaopodeser
qualquersubconjuntaletragps— sb faz sentidoquesejaum subconjuntaletra-
cos fechadopor prefixos Genericamentaym subconjuntaS C X* esh nessas
condidesse

seSAr<s=>res (6.10)
Definicao 6.2 (Dominio PS) Designaemospor dominio PSS (de ‘Prefix-closed
Subsets’p conjuntode todosos subconjuntosido vaziosde Eve(T)* fechados
por prefixos,.é
PS={0CSC Eve(l')*| S satisfaz6.10)}

Constata-sémediatamentgue<> € S paratodoo S € PS, cf. (6.9).O

A interpretado de Br em PSdefine-sefacilmenteatrasésde um homomor
fismo

hps : Br — PS (6.11)
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comasclausulaseguintes(abreviandoh pg paraP.S, comohabitualmente):

PS(b+b) = PS(b)uPSOH) (6.12)
PS00) = {<>} (6.13)
PS(a.b) = {<>}U{cons(a,s)| s € PS(b)} (6.14)

A titulo de exemplo, calculemosa interpreta&o do comportamente.(0 +
3.0). Teremos:

PS(a.(0+ 8.0)) = {<>} U {cons(a,s) | s € PS(0+ 5.0)} (6.15)

Ora

PS(0+ .00 = PS(0)uUPS(B.0)

{<>}U{cons(B8,s)| s € PS(0)}
{<>}U{cons(B,s) | s =<>}

{<>,<6>} (6.16)

Substituindq6.16)em(6.15)obtemos
PS(a.(0+ 3.0)) {<>}U{cons(a,s)| s € {<>,<6>}}

{<>}u{<a>,<a, 3>}

{<>, <a>,<a, >}

cf. odiagrama

Porcomodidademuitasvezesabreviam-seaxpres$esdecomportamentdaforma

“w_on

“0.0" para“a”. Eoqueacontecmasigualdadese;]uintes:

PS(a.(B+7)) = PS(ap+ax) (6.17)
= PS(a.f+a.(B+a)) (6.18)
= {<>,<a>,<a, >, <a,v>}
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guepodemserverificadasisandaasclausulag6.12)e (6.14),cf. o diagrama

B

Exercicio 6.1 Sejamz,y,z € Br expres$esde comportamentog o € Eve(I") um evento. Para
cadaumadasigualdades

1=

quesesguem,verifiqguequePS (i) = PS(j):

z+zr = <z (6.19)
T+y = y+z (6.20)
t+@y+z) = (z+y)+=z (6.21)
z4+0 = =z (6.22)
a(z+y) = azrt+ay (6.23)

Resolvidoo exerdcio anterior ficamoscoma possibilidadede, nainterpreta-
cao PS transformarexpres®esde comportamentale acordocom as equabes
(6.19)a(6.23),umavezquesemostrouqueestasaovalidasnessanterpretado.
Porexemplo,(6.17)decorreimediatamentele (6.23), (6.18)decorrede (6.19) e
de(6.23)etc.

Oraétamkemposs$vel mostramuese PS(i) = PS(j), enfioi = j deacordo
comasequabes(6.19)a (6.23)? o quesignificaqueesseconjuntode equades
€ completcemrela@oa PS e podeserusadaoseguramentgararaciocinarsobre
comportamentosemhaver necessidadde recorrera interpretado fixadapelas
clausulag6.12)a (6.14) do homomorfismqg6.11). Tipicamente 0 operadorde
alternatva + e a constant® formamum monbideabelianadempotentesendoa
prefixadoumaopera@odistributivaemrela@oa alternatva.

Exercicio 6.2 Suponhajueseintroduz,no modeloP S, umaconectva de sequencigio b; b’ coma
seguintedefini@o:

PS(b;0) ' {z ~y) | 7€ PS() Ay € PSH)}

ondeconc designaconcatengio de seq@ncias(cf. Exerdcio 2.9).

2¢f. Seg@05.5.
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Verifiquequaisdosaxiomassgguintessaovalidosparaestaconecta:

a.(bb) = (a.b);b (6.24)

by (b +b¥") = (hb)+ (h0") (6.25)
by (b50") = (b;0'); 0" (6.26)
b0 = b (6.27)

056 = b (6.28)

(0 +8");b (b'58) + (b3 b) (6.29)

Exercicio 6.3 Considerea extengio ao modeloPS parasen@nticade comportamentosya qual &
acrescentadam novo operadorde prefixa@o, dito de prefixado activa e designadgor “:”, como
significadoinformal quesesegue: A prefixad@o « : b difere de a.b por sermaisactivaqueesta,na
medidaemquea aconteceémediatamente ndo chega a serobsenavela histria vazia<>.
Nestaexten$io, designadaP S’, teremosenéio:
PS'(a :b) = {cons(a,t) | t € PS'(b)}
sendadguala P.S quantocaosrestante®peradoresomportamentais.
1. Mostrequeo doninio dainterpretado PS’ naoé fechadopor prefixos.

2. Mostrequeo axioma
VbE Br:b4+0=b

naoseverificaemPS’.
3. Mostreque,paratodoo comportamenté e eventoa, severificaem PS’ o axioma

(a:b)+0=a.b

Exercicio 6.4 ConsidersssayuintesoperadoresobreBr onde parasimplificaranota@o,seescree
II emlugarde Eve(T):

b[¢] : Br x (I = II) — Br I* cujo efeitoé renomeans eventosemb deacordo coma substitujéo
¢
b\ E: Br x 2 B * cujo efeitoé truncar o comportament® a partir da ocorrénciade

qualquerdoseventosemE */

Definaainterpretaéo P S dosdoisoperadorescimaintroduzidose verifiquesesaovalidas,em PSS,
asigualdadeseguintes:

(b+b)[g] = b[g] +b'[¢] (6.30)
b+)\E = b\E+V\E (6.31)
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6.1.3 A Interpretacddo RT

Ha, éclaro,muitasoutrasinterpretagbessenanticagaraexpresdesde comporta-
mento,paraaléemde PS. E provavel quesetenhasentido alias,queainterpreta-
cdo PS identifica comportamentosjue intuitivamenteparecemdiferentes,por
exemploosdoismembroslaequa@o(6.23).A “diferen@” € queno membroes-
guerdoa possibilidadede escolhaalternativa) aparecenum estdio dacomputa-
caoposteriormodo membrodireito, ondeessaescolhét feitalogo noinicio.

A interpretado RT — actonimode ‘Rooted Trees'— quesesegue,fazessa
distincdo e baseia-s@osdiagramagsle comportamentguesedesenharamase-
ccaoanterior. SejaRT' o conjuntode todasaséarvoresde comportamentdinitas
cujosramosesBoetiquetadopor eventosde Eve(T'). Seja

hRT : BF — RT
0 novo homomorfismoalternatvo a (6.11),tal que

1. RT(0) (i.e hrr(0)) €aarvoretrivial semramos queserepresentaelasua
raiz o,

2. SeRT(b) €aarwredecomportamento

enBo RT («.b) €aarvore

3. SendaRT'(b) e RT'(b') asarvoresde comportamento

enBoRT(b+ b') seldaarore
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gueseobtemidentificandoasraizesdasarvoresde comportamentaleb e
b

Porexemplo,RT (a) = RT («.0) se@daarwore

(6.32)
JaART (o + a) = RT(a.0 + «.0) €aarvore

Q
*——oO
Q
R

(6.33)

Logo, temosja um contra-eemplo,nestainterpretado, daequaéo (6.19),con-
siderand@ueasarwores(6.32)e (6.33)sao"“diferentes”. A mesmacoisaacontece
comaequa@o(6.23),jaque,por exemplo,ainterpretado RT dea.(8 + ) €

enquantaueadea.f + a.y &

B v (6.35)

D,

Assim,ainterpretad@o RT parecesatishzerapenaasequades(6.20),(6.21)
e (6.22),isto desdegueseacheque,comrespeitaa (6.20),asarnores

p:
p;

(6.36)

por exemplo,“sejam”a mesmaanore. Carecemosyois,de um modelomatena-
tico parao dominio RT', jaqueo usode diagramasle arvoresde comportamento
é demasiadinformal.

Umaprimeiraaproxima@opodeserconsideraumaarvoredecomportamento
semelhantaumaarwrededecisio(relembraiExerdcio 6.1) semnosetiquetados
e comramosetiquetadosomeventosde Eve():
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RT = Eve(T) = RT (6.37)

Contudo hestaaproxima@o, arvorescomo(6.33) nao sao represeréveis, pois a
nao podeocorrerduasvezesno dominio deumafungdo ¢ € RT deacordocom
(6.37).

Relaxandoengo a funcionalidadeimplicita em (6.37), teremosuma nova
aproximaéo,

RT = 2Pve(l)<RT (6.38)

denaturezaelacionalqueja nospermiterepetiro mesmoaventoaomesmanivel,
masaindasemo efeitodesejadale multi-ocoréncia,poisasrelades

{(a, ), (a,9)}

— formaliza@odaarwre(6.33)— e

{(a-9)}

— formaliza@odaarwore (6.32)— saioamesmaelag@o!
A evolugdo maisnaturalde (6.38) no sentidode registara repeti@o de sub-
anvresé corverterconjuntosemseq@nciasge.g.

RT = (Eve(T') x RT)* (6.39)

interpretanda alternatva de comportamentopelaconcateng@o de sequncias
(cf. Exerdcio 2.9),
RT(b+ V') = RT(b) ~ RT (V)

masagoratemosordementreas sub-arvores,o que nao quefiamospois vai-nos
distinguirasduasarvoresde (6.36).

A nodio “intermédia” entreconjuntos(24) e seq@ncias(4*) quenosinter-
essaé ademulti-conjuntqi.& um conjuntoemquequalquerlementgpodeocor
rer maisdo queumavez (relembraro Exerdcio 1.38). Precisamogois de uma
extengioa 24. Reparemogue

24 = (1414 (6.40)

poisl+1 = 2, relembrand@2.48)noExerdcio 2.6. Naseq@nciadessexerdcio,
vimosaindaque,paraAd e B emSets

A-B = (B+14 (6.41)

cf. (2.108).Combinandagora(6.40)com(6.41),teremos
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2441 (6.42)

querdizer, um conjuntos € 24 podeserencaradaomoumafungio finita que
indica, paracadaum dos elementosdo seudominio, que esteocorreumavez
no conjunto. Ora, se queremogonjuntosondea ocorénciapossaser miltipla,
basta-nogstende(6.42)a

A= NN (6.43)

eteremosaquio desejadanodelode multiconjunto,tal comoo especificamoso
exerdcio 1.38. Assim, o multiconjuntovazio & representadpelafuncao finita
vazia( ) e a uniaode multiconjuntos designada: ¢ y, correspondex adicdo
demulticiplidadegal comovemdefinidaem(1.102).

Voltandoa (6.38),teremogarao dominio de RT o modeloseguinte,

RT = (Eve(T) x RT) =~ IN (6.44)
sobreo qualsedefineainterpreta@oseguinte:

RT(0) 0
RT(b+V) = RT(b) & RT®)

(6.45)
( (o, RT(D)) )

RT (a.b)

1

Reparemogagoragque,paraqualqueth € Br

RT(b+b) = RT(}) @ RT(b)
a
( 2RT(b)(a) >a€dom(RT(b))
# RT(b)

Logo + nao é idempotentg6.19) no modeloRT', comoqueiamos. Nao sendo
dificil provarque® é associatiae comutatva— cf. (A.24) e (A.25) no Exerdcio

4.7 — teremosverificadasasequa®es(6.20) e (6.21). ComoRT'(0) = (), cf.

(6.45)e () é elementoneutrode @, temostamkem verificadaa equaéo (6.22).
Falta apenasverificar a (6.23). Pegandono contra-&emploa.(8 + ) (6.34),
teremos

RT(a.(B+7)) = ( (a7RT(1ﬁ+7)) ) = ( (a;RT(ﬁ)l@ RT (7)) )
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enquantajue

RT(a.f+ay) = RT(a.f)® RT(a.y)
,RT ,RT
((a 1(ﬂ))>@((a 1(7)))

ouseja,
RT(a.(B+ 7)) # RT(a.f + a.y)

o quesignificaque(6.23)tamkemnaoseverifica.

Emresumopainterpretado RT', + e 0 formamapenasim mondideabeliano
e a prefixa@o nao distribui emrelad@o a +. Assim, a congrienciaequacional
=~ pr temgraosenanticomaisfino que=pg.

Note-sequeasinterpretadesPS e RT naosaoaslnicasposs$veis. Naver-
dade,elasrepresentandois “limites” matenaticamentesimplesentre os quais
outrasinterpretades, mais proximasda realidademasformalmentemuito mais
elaboradassepodemdefinir. A suadiscus&oquesaiforadoambitodo presente
estudog referidanaSec&o5.5.

Exercicio 6.5 No estudodainterpretaéo RT' deu-secomoprimeiraaproximaé&o,o modeloRT" =
Eve(T') — RT — cf. (6.37)— que,naverdade¢ aindasemelhantaomodeloP S. Mostreque,de
facto,é possvel definirumafuncao

tracos: RTT — PS
trago(a) def

(onde RT' & dadopor (6.37)) que dé, paracadaarwrea € RT, o conjuntoPS detodasassuas
trajecbrias— tragps— desdearaiz até cadafolha.

Comodefiniria,nestaversiode RT', osoperadoresomportamentaig, + e prefixa@o?
O

6.2 ComportamentosRecursvos

Todasasexpres®esdecomportamentqueforamreferidasmassec®esanteriores
sao demasiadamen@mplesparacaptara realidadecomportamentajue muitas
vezesse pretendgormalizar Por exemplo, pensemosium cronbmetroquefaz

contagendetempoentreo accionamentde um eventoST ART ate aoacciona-
mentode um evento STOP. A contagene feita em termosda ocoriénciade

sucessiadoeventoTIC K. Teremogjualquercoisacomo

b= START.(TICK(TICK (- (TICK .(STOP.)))))

~~
n
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ou, abreviadamente,

b=START.TICK.TICK.---TICK.STOP.0 (6.46)

n

Reparemosgjue a expres§io (6.46) seencontrdparametrizada’pelo valor n
de cadacontagende tempo. De facto,paracadacontagenconcretap valor de
n sel diferente.Sed quenao podemosncontraumaexpresfogerericaparao
comportamentdo nossacronbmetrogualquerquesejaa suacontagem®/ejamos
como.

O cronbmetroestad completament@activo a ndo serque sejaaccionadm
“botdo” START,i.é

b=0+START.x (6.47)

ondez € o comportamentgyarajaaindanaoespecificadocorrespondentaoque
acontecadepoisde ST ART seraccionado.E razaawel, a luz dasinterpretades
senanticagqueatrasseviram, reduzir(6.47)a

b= START.x (6.48)

Passemosgoraa especificatr, 0 comportament@ssociad@o processale
contagemSe ST OP for accionadoa contagenparaimediatamente:

z=S8STOP +...

Casocontiario, o eventoTIC' K marcaa umaunidadede tempoe a contagem
prossguira:
x=STOP +TICK.x (6.49)

Bom, (6.48)e (6.49)especificanum comportamentparacronbmetrogiotipo
“useedeitefora”, poisapds ST OP o cronbmetrdficarainactivo parasempre Um
cronbmetro“reutilizavel” tera, enio,0 comportamento

{b = START.x (6.50)

x = STOPb+TICK.zx

Reparemoagoraquetantoa equa@o(6.49)comoasduasequadesde (6.50)
sao definides(mutuamenteyecursvas. O que nosfaz pelguntar de imediato,
seestaremosum contexto algébricoem queequadesrecursvastenhamsignifi-
cado.

Naotrataremogsteproblemacoma profundidadejueele merecemasantes
mostraremosjue o tratamentcsenanticodalinguagemde eventosBr € crucial
paraa suaresolu@o. Pgguemosaequa@orecursva (6.49),e generalizemoss
eventosconcretosSTOP e TICK porsimbolosde eventosabstractos: e 3:

z=a+p.x (6.51)
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Consideremoainterpreta@o-P.S, porexemplo,segundoaqualteremosaseyuinte
tradu@osenénticade (6.51):

PS(a+ f.z)
{<>,<a>}U {cons(8,b) | b€z}

v (6.52)

Naoé dificil conjecturaumac.p.o. sobreo dominio-PS naqual(6.52)podevir a
serresolvidgpeloTeoremaleKleene: | se&@o menorconjuntodetragpsfechados
por prefixos,{ <>}, e < ainclusiode conjuntosfechadogpor prefixos.

Exercicio 6.6 Mostrequea simplesunidode conjuntosechadosor prefixosé um conjuntofechado
por prefixos.
O

Contudo,relembremosjue a axiomatiza&o que constado Exerdcio 5.3 &
completaparaa interpreta@o-PS. Logo, essaaxiomatiza@o devera ser sufi-
cientepararesohermos(6.51) semnospreocuparmosomos calculosde (6.52).
O comportamentd correspondei basede itera@o de Kleene (relembrarque
PS(0) = {<>}) eaordemse# caracteriavel pelasclausulas

b

< b+?
o<

b
b+ b

paratodoo b,b’ € Br.

Naseyuinteconstry@odacadeiade Kleenecorrespondentaequa@o (6.51),
paraf(z) = a + (.z, usaremos segyuintecorven@o de nota@o, paraqualquer
eventoa € Eve(T'), b € Br en € INy:

a™'y = aad’b

a®b = b

abreviando-seaindaa™.0 paraa™. Teremoenfo:

0 =0

L) = f(f°0)=f0=a+p0=a+p

2000 = a+p.(a+p)=a+p.a+p?

f20) = a+pla+pa+p’)=a+pfatFa+p?

fi0) = B+Xi Ba



252 CAPITULO 6. SEMANTICA DINAMICA

ouseja,nolimite i = oo,
uf=p*+pa (6.53)

designand@or 8* o comportamentoujainterpreta@o-PS & {3}*. Comos™ <
8".a, teremogqueS™ + ".a = B™.«, ouseja,obtemo menordospontosfixos

uf =6« (6.54)

O resultado(6.54) confirmaa nossaintuicao: no comportamentaspecificado
por (6.51)podeindefinidamentaconteceo eventog, atingindo-sainactividade
aposacontecery.

Exercicio 6.7 Mostreque PS(3™) C PS(8™.a).
]

Voltandoao cronbmetroespecificad@ecursvamentepor (6.49),teremosjue
0 seucomportamenteema ser deacordocom (6.54),

TICK*.STOP

oumelhor
START.TICK*.STOP

combinandaesteresultadacom (6.48).

6.3 Interfacese Modeloscom Comportamento

A noc@odeinterfacecomeventoqDefinicao5.1) podeagoraserenriquecidaom
a inclusio de umaexpres$io de comportamentdrecursva, em geral) que pre-
screva o comportamentale qualquemodeloseu,ou que,sequizermosjndique
qualaactvidadepossvel (e espeavel) deumtal modelo.

Definicao 6.3 (Interface Comportamental) SejaJ = (I, so,I') umainterface
comeventostal comofoi formalizadapela Definicdo 5.1. Sejab € Br umTI'-
comportamento.

Entdo ao quadruplo(I, sq, T, b) daremoso nomede interfacecomportamen-
tal. O

Note-sedesdeja que, umaexpres§io comportamentab € Br apresentada
numainterfacecomessecomportamentpodeserapresentadaecursvamenteor
um sistemade equa@esde comportamentoentendendo-spor b 0 menordos
pontos-fixosda equa&o que é apresentadam primeirolugar E o queacontece
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comaseyuinteinterfaceC RON O deumcronbmetro,cujocomportamentgevai
buscara (6.50):

inter face CRONOQO
sorts Tempo
ops 0:— Tempo
suc : Tempo — Tempo
state ¥ : Tempo
events START :—
STOP :— Tempo
TICK :—
behaviour b= START.x
z=STOP(t").b+TICK.x

(6.55)

Em (6.55)apareceassimumaclausulaadicionalde comportamentoeferenciada
pelapalasrra-chare behaviour

Vejamosagoraum dos poss$veis modelosde CRONO — um cronbmetro
capazde contartempomodulo 232:

CRONO32BITS : —CRONO
( sorts Tempo={t—1| t € 2%}
def
ops 0=0
def t+1
1) = t£1
CRONO32BITS % suc(t) = rem(3sz)

events START =o' =0

STOP(t') Yy —ono' =0

L TICK ¥ o' = suc(o)

(6.56)
Faltaapenagliscutiranocgodesatishcao,por partedeum modelo,comrela-
cdoaumainterfacecomcomportamentoSeo modelodersenénticatotal atodos
os eventos(é o queaconteceem (6.56)) ele satishz trivialmentea suainterface,
jaque,estandsenainticamentaefinidagualquercombina@o de eventos estaa
tambem o comportamentoferecidopelainterface. Setal nao acontecerporem,
nao podea interface oferecertragos que vém a serimposséveis de “correr” no
modelo,por haver desajustentreaspré/pos-condjéesdoseventosenvolvidos.
Sejat € PS(b) um trag de eventosadmissvel pelo comportamentd pre-
sentenumainterfaceJ. SejaA um (pretensomodelode J. DefiniremosA(t) —
aavaliacdodet em.A — comosesaue:

A(<>) = 14, (identidadesobe o estadas)  (6.57)
Al<ay,...,ap>) = A(ai)o...o Alay) (6.58)
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onde“o” designaa composjé@o de relades,i.é paraA um conjuntoe R, S C
AXxA,

RoS={(a,a’)e Ax A| Ja" € A:aRa" Na"Sa'}

cf. (1.52).Note-seaindaquecadaA(«;) em(6.58)designaprojec@oa.A(sg) da
reladoespecificadam.4 comosenénticadea;, cf. Definicdo5.2. Porexemplo,
considere-se trag

t = <START,TICK,STOP(t")>

admissvel em CRONO (6.55). A avaliacadodet emCRONQO32BITS seaa
composjéoderelades

CRONO32BITS(START) o
CRONO32BITS(TICK) o
CRONO32BITS(STOP(t'))

i.&, apdscorvenientaenomeaodevariaweis,
(O_II — 0) ° (O_III — O,II + 1) ° (O_I — O_III)

ou seja,simplificando,

(6" =0)o(c'=0"+1) =
o =0+1 =
o =1

gualguemuesejao estaddnicial o.
Podemoginalmenteestabeleceue A satishzumainterface

JZ(I7307F7b)

desdeque,paratodoo ¢t € PS(b), A(t) D @, ou sejanenhumtrago oferecido
nainterfaceé impraticavel no modelo. Veja-seo seguintecontra-&emplo: supo-
nhamogueainterfaceSTACK S, satisfeitapelomodeloSTACK LIST (5.9),
€ adicionadaimaexpres§ode comportamentgueofereceo trag

t = <INIT,POP(j')>

Oraéfacil deverqueaavaliacdodet em STACK LIST conduzaumarelago
binariasobrea esgicieStack queé descritgpelacondigo

o' =<>NANd" # <> Ao =tail(o)

(emqueo sggundoA €& nao estrito)que,ao seruniversalmentdalsa,descree a
relad@o vazia. Logo, SACK LIST passaa nao satishzeresseenriguecimento
comportamentalainterfaceSTACKS.
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6.4 Exercicios

Exercicio 6.8 Suponhajueseenriquecainteriace ST AC' K S como comportamento:

= INIT.PUSH(i).x
x = PUSH(j).w+ POP(j').x

VerifiqgueseSAC K LIST satishz essanterfacecomportamental.
O

Exercicio 6.9 E muito popularum modelode relogio digital com um visor de quatrodigitos e dois
botes,S1 e S2 — por vezesdesignadododee Set respectiamente— que obedecasseuintes
instrudes:

Operation of Your Watch

- RuN | MoDE

Hours & Minutes : Normaldisplayshavs hoursandminutes.
Month & Date : PressS1 onceandrelease.

Seconds : Assumingnormaldisplay pressS1 andrelease.
Normal Display : PressS1 onceandrelease.

- RuN Il MoDE

Hours & Minutes/Month & Date : Assumingnormaldisplay pressS2 once,
thedateandtime will begin flashingbackandforth for 2 second®ach.

Seconds: PressS1 onceandrelease.

SETTING YOUR WATCH

Month : PressS2 onceif at RUN || MODE, or pressS2 twice if at RuN |
MoDE. Advanceby pressingS1.

Date : PressS2 onceandreleaseAdvanceby pressingS1.

Hours : PressS2 onceandreleaseAdvanceby pressingS1.

Minutes : PressS2 onceandrelease Advanceby pressingS1. Theseconds
areresetto zeroandplacedon hold.

Normal Display : PressS2 onceto changeto hold time display Then,press
S1 onceto changeto normaldisplay
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Suponhauealguempretendespecificaformalmenteinterfacedestetipo derelogio, tendochegado
aoseuinteesbqo:

inter face WATCH

sorts
ops
state ...
events S1,S2:—
behaviour b = Sl.h&d+ S2.flash
h&d = Sl.seconds
seconds = S1l.---
flash = S1.---4 S2.month
month = S1.---4+S52.--.
date = S1.---4+S2.--.
hours = --:
minutes =

Completeaclausuladecomportament(ehaviour) dainterfaceW AT'C H deacordocomasinstru-
cBesacima.
O

Exercicio 6.10 Um assuntaueficou porabordamnestecagtulo foi acomposj@éomodulardemodelos
cujainterfaceexibe comportamentoUmaformade exprimir o comportamentalo modeloresultante
passaelaintrodu@ode maisum operadoisobreBr,

b|bIZBF><BF—)BF

cujo efeitoé colocaremparalelo oscomportamentos e &', emulandaa sua“‘execu@oempartilhade
tempo”tipicade qualquersistemaoperatio. Assim,b | b’ poderealizartodososeventosemb ou ',
intercalando-osle formaarbitiaria, masrespeitandesemprea ordemda suaocorienciaem cadauma
dasparcelas.

Definaainterpreta@oP.S dooperador everifiquesesdovalidas,emPS, asigualdadeseguintes:

blb = b (6.59)
b0 = 0 (6.60)

Exercicio 6.11 No exerdcio anteriordefiniu-sea interpreta&o-PS daconstryéob = b1 | ba, de
formasimplificada.

De facto,sempreque,emb; | b2, um eventoa ocorretantoemb; comoembs, dizemosquea €
umacomunicado entreb; e b2. Assim,acorrespondentimterpretaéo PS devera possibilitarquera
ocorienciaseparadadea emb; eemby (comunicadonaorealizadayueraocorénciasimulaneade
a emb; eembs (comunica@orealizada)gueserepresent@or um eventoespecial. Porexemplo,
no comportamento

b=a.p.0]v.a.0
aocoriénciasimulineade o traduzirsed naadig@odostrags <v, 7> e <7, T, 8> e seusprefixos.
RedefinaP S(b1 | b2) parao casogeral,tendoemcontaestasofistica@o.

m}
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Exercicio 6.12 Nosexerdcios anterioregoi abordada interpreta&o PS deum operadosobreBr,
b1 |b2 : Br x Br — Br

cujo efeito & colocaremparalelo os comportamentos; e b, emulandoa sua“execu@o em parti-
Iha de tempo”tipica de qualquersistemaoperatvo. Em b; | b2, seum eventoa ocorretantoem by

comoembs, dizemosquea €umacomunicaéoentreb; ebs. Assim,acorrespondentiaiterpretaéo
PS possibilitaquera ocor@énciaseparadale « emb; e embs (comunica@o nao realizadajjuera
ocorénciasimulineade « emb; eembs (comunicadorealizada)queserepresent@or um evento
especialr. Porexemplo,no comportamento

b=0a.p.0|v.a.0

aocorienciasimulineade a traduzirsed naadic@odostrags <v, 7> e <7, T, 8> e seusprefixos.
Suponhagoraum outroconectvo decomposjéoparalela,

b1 || b2 : Br X Br — Bp

idénticoaoanteriormasqueimpedearealizg@odequalquerromunicaéonaorealizadaNo exemplo
anterior ostrags <a, y> ou <7, a, 3, a>, entreoutros,nao sio maispossveis.
Completea seguintedefinicdodebd; || b2 emtermosdeoutrosconectvos ja estudados:

def
by | by = by |by...

Justifiquea suaresposta.
O

6.5 NotasBibliograficas

O objectivo estecagtulo foi apresentano leitor a técnicade especifica@o da
senanticadinamicade modeloscom eventos(operades)atravésde expresdes
de comportament@possvelmenterecursvas)‘ala’ HennessyHen89, quede-
screvem a articula@o e encadeamentprevisivel dos eventosoferecidosna sua
interface(visiveis),numcontexto modular

E de referir gue, nesteestudoda vertentecomportamentatla especifica@o
formal,asabordagenaquiestudadaapenastocamapontado ‘icebeg™ queéa
teoriaalgébricade processos;omoo leitor podeavercontinuanda ler [Hen89,
de ondeseforambuscarapenasasinterpretadesPS e RT 3. A completudeda
axiomatiza@o propostaparao modeloPS (cf. Exerdcio 6.1) & demonstrada
pp.41-43de[Hen83.

O estudodalinguagemeprL de[Hen89 paradescri@ode processopodeser
encarada@omomotiva@o paraa analisede outrasnotadesmaiselaboradapara
processosgomo ccs [Mil89] e csp [Hoa83. A linguagemcomercialoCCAM
[JG8Q animaespecificabescsp e asuaconcepéotemmuitoavercomo desen-
volvimento,natltimadécadadeumnovo componentelectonico,o ‘transputer’.

30 Exerdcio 6.3inspirou-seem[Cos89.
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Finalmenterefira-seo trabalhopioneirode Park [Par8Q nadefinicdodeuma
sen@nticarelacionaldinamica parao nao-determinismacomputacionalnuma
abordagenpor pontos-fixosNote-sequeo estudadeprocessosonduzaextensio
dosdominiosdenotacionaisonvencionaisporexemplo,detragosfinitos paratra-
cosinfinitos, e de pontos-fixosninimosparapontos-fixognaximos.Porexemplo,
[Par8Q * mostrague o maior dos pontos-fixosda equaéo (6.51) & 3“ + 8*.a,
ondes* designao trag infinito deeventoss. Esteponto-fixocondiz,afinal,com
anossantuicaoquantoa possibilidadede um processoguesecomportasegundo
essaquaéo,optarparasemprepeloramo.x daalternatvaa + 8.z e, portanto,
naoterminarnunca.

4Vertamtem pp.248—2521e [MAS6]
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Capitulo 7

Intr oducao

7.1 Sobre o Binbmio Especifica@o-Reifica@o

A investiga@oemtecnologiadaprogramaéode computadoregemevidenciado,
aolongodosUltimosanos anecessidadde seseparagualqueiprojectode ‘soft-

ware’ emduasfasescomplementaregrimeiroa suaespecifica@io formal— em
gue seescree um texto maten@tico que prescree semambiguidade€'o que” o

‘software’emcausadeve vir afazer— segguidadasuaimplementao— emque
se acabaa por produzir codigo maquinainstruindoo ‘hardware’ sobre“como”

fazero quesepreescreeunaespecificaode quesepartiu.

Nos cagtulos anteriorespreocu@mo-nosem estudartécnicasde especifica-
cao formal. E agoraa alturade abordarmogécnicasparaa implementa&o de
especificages.

Comea@remospor notar que, umavez constrida umaespecificago, ha em
geralmaisdo queumamaneiradeinstruirumadadamaquinaparaqueestarealize
“0 que” o especificadodesenhopense-sepor exemplo,naliberdadedeescolha
dealgoiitmos,de estruturasle dadosdalinguagensie programaéo, do sistema
operatvo, do compiladorparaessdinguagemetc.etc). Portantoarelagoentre
especificago e implementaao &€ de umapara muitas querdizer, especificades
saomaisabstractasqueimplementades.

Defacto,pordetiasdaescritadeumaespecificagoest aideiaqueelavai ser
lida, entendidae sujeitaa raciodnios por sereshumanosgue sd querempensar
no problemaemcausaabstaindodetodosospormenoresio foro computacional.
Ja umaimplementa@o se destinaapenas serexecutadgpor umamaquina,tao
eficientementeuantoposs$vel. Assim, todosos “truques” de programaao in-
troduzidosnumaimplementa@o paraaumentaia suaeficiénciasio, por inerén-
cia, detalhedrrelevantese semsignificadoao nivel da especificago de que se

261
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partiu!l. Em suma,o salto“epistemobgico” entreespecificatese implementa-
cOesestlongedeser‘suave” e & aprincipalpreocupa&odachamaddecnologia
dareificado (ou refinamently um ramorelatvamenterecentedaengenhariala
programaao de computadorebasead@mmétodosformais.

E claro que pretendemosempreque o comportamentale umaimplemen-
tagdo sejaexactamenteaqueleque ficou prescritona suaespecificago formal,
requisitosemo qual a tecnologiado refinamentgerdea todaa suarelevancia.
Assim, o principio daverificado matenatica da correc@o de umaimplementa-
cao facea suaespecificago € centrala qualquermetodologiade reificado e,
naverdade aquilo que ha de mais essenciaho métodoformal adoptado.Trata-
se,antesde mais,de caracterizamatematicamenta palasra “exactamente’jue
acimase escre@eu. Depois, ha que viabilizar tecnologicament® processade
verifica@oformal, estasenddistoricamentadificuldademaisdificil desuperay
comosediscuteemseguida.

7.2 Analisedo “Estado da Arte”

O problemadaverifica@o de correc@o de um programansere-seaum contexto
maislato que é o dachamadavalidagio de programaspu, se quisermosno do
contmlo de qualidadedo ‘software’ enquant@rodutoindustrial.

A primeiraforma de controloda qualidadede um programagque se conhece
designa-sepor teste— ‘debug’ em jargao informatico anglo-saknico — e €,
aindahoje e em larga medida,a mais utilizada. Consisteem corrigir um pro-
gramapor execu®essucessias,numprocessale “erro e novatentatva” proprio
daactua@odosseresrracionais.Osseusncorvenientesaobemconhecidos:

- éassumidamentem métodoanti-cientfico;

- @um meétodoineficazpois,comoficou registadonafrasehistoricade E.W.
Dijkstra,

...0 testede um programa apenasdemonsta a existénciade
erros,nuncaa suaausgncia.

Assim?,

testerevelaerros = programaemerros (p=4q
testendorevelaerros # programandotemerros (—p 7% —q)

1 precisament@or criar umaconfugio entreessegletalhes a es@&nciado problemaem causa
que,um programagque o resoha — mesmoprofusamentequipadocom comenarios adequados—
ndopodeserconsiderada documentg&ode si proprio.

2Fag-sea analogiacoma verificago de umasomaaritméticavia “prova dos9”. . .
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- @ummeétodode aplica@orestrita,pois muitasaplicadesem“temporeal”
sao virtualmenteintesaweis, e.g. em areascomoa aquisi@o de dados'on
line’, o controloanti-missil etc.?;

- & um método que implica custoselevados, pois “errando e tentandode
novo” o programadonecessitadr de maistempoparao deserolvimento
e 0 seuemprejadortera maioresencagosfinanceirogsafriosetc);

- éummeétodogueconduzaexcessvautilizacdoderecurso€omputacionais,
agrasandoosencagosfinanceirosio desemolvimentopelacomprademais
maquinasio quenecesario;

- & um métodoirresponévwel, pois a impossibilidadehumanade testaraté
a exaustio um programa‘iliba” qualquerprogramadoidassuasrespons-
abilidadesprofissionaisp queé contrario ao esprito damoderngprodu@o
tecnobgica;

- @ummétodode “cura” deficiente ja que a experiénciamostrague muitos
errosdetectadosiafasede testede um programaforam originadosmuito
cedonoseuprocessaledeserolvimento;removertaiserrosno fim detudo
(emvezdasuadeteg@o no inicio) & obviamentemaisdificil e trabalhoso
— e.g. recuperadeumamaescolhade umaestruturade dadospodeforcar
asubstituj@odetodososalgofitmosa elaassociados;

- finalmente & um métodoqueagrava o processale manutenao pois,com
osincorvenientesacimareferidos,a manutenao do codigo ocupas inevi-
tavelmenteum lugar predominantena contabilizgéo total dos custosde
produ@ode ‘software’.

Umaformaalternatvaparacontrolodaqualidadedosprogramas— achamada
verificado — demarca-semrela@o ao testeao pretendewerificara correc@o
de um programasemaque se precisede o executar Estaideia paracontrolode
gualidadeem ‘software’ sugiu nosanos60 a partir de trabalhosde investiggéo
guemostraranserposs$vel “calcular” o significadomaten@ticode um programa
decomputadof. Passaa assima poderserequacionadamaespecificago E de
umproblemaaresoher, comumprogramaP candidatasolu@o. Suilgiu enfioo
principio basicodaverificadio: dadaa especifica@o F, constbi-seum programa
P quesuposta assumidamentgatishzessaspecifica@o;o passaleverifica@o
consisteemprovarque

[P] satE (7.1)

3Faga-seaquia analogiacom a impossibilidadede simularem laborabrio a cagade um gerador
deenepgiadaordemde GWattsdepo®ncia.

4Cf. trabalhogpioneiroscomoos de McCarthy[McC63] e Floyd [Flo67] queesto naorigemdas
técnicagle sen@nticadenotacionatlaslinguagensie programago.
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onde[ P] designaa senanticaformal, ou denotacionatle P (cf. sec&o7.7) e sat
€ umarela@ologicade satisfa@o adequadaoformalismode especificago.

O processade controlo de qualidadetransformaa-seassimnum exerdcio
de matendatica. Mas é de suspeitamue, paraespecificabes E de programas
“reais” P, com algunsmilharesde linhas de cbdigo, tanto o calculo de [P]
comoa demonstra@o de (7.1) sejamincomporfweis na pratica. Dai o “falhan-
¢o histbrico” do método,hoje designadgor verifica@o eshtica ou a posteriori
O termoa posteriorirettmo factode,nestemétodode verificado,sb seriniciado
0 argumentade correc@o apdstodoo programaP seencontrarealizado.Orao
“bom senso”apontaparaa necessidadde sefazeremargumentosie correc@o
comporfieis,o que,paraprogramasreais”, sb € possvel seo agumentaoseini-
ciar, de algumaforma, antesda sintesefinal do programaa deserolver. A ideia
foi enfioa dereduzira compleiidadedo argumentode correc@o estruturando-o
emsub-agumentosgdamesmaormaqueum matenético, perantea necessidade
deprovarumteoremaelaboradoestratgicamente decomfeemteoremasiux-
iliares(lemag, ‘mind sized’,queprovaisoladamente.

Suponhamosjue a especifica@o F, de ondese parte paraa constry@o de
P, € — por muito complicadague seja— umaexpres§io matenaticada forma
abstracta

E=g(B,...,E,)
Seia estraégicoveremcadaFE; uma“sub-especificgo” do problemaemcausa,
sub-especificd@m no sentidode especificar‘'uma parte” do problemaoriginal.
Saltaa ideia pensaise quetalvez exista um programapP;, comtodaa probabil-
idademais“pequeno”que P, queimplementacadaF;. QuecadaP; satishz E;
podeverificarsedemonstranda-lemasdaforma

[7] satE;

Faltara agora,apenasgdescobrircomocombinaros n-subprograma$’; entresi,
porexemplo,construindo
E(Py,...,P,)

onde& designaumaconstryéo sintaticaadequadalisporivel nalinguagemde
programgdoqueestaserusadge.g.if P, then P, else P3), porforma
aqueo teoremdfinal”,
[[?(Pla .. 7P73)]] ﬁtip(Ela e aETE)
P E

(7.2)

possaserde compleidadeaceitivel. E claro gue a estraégiaseguida podeser
repetidaestruturalmentesedemonstraumdoslemas

[7:] satE;
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€ aindaum processa@omplicadonadanosimpedede pensaemdecompor
P =&(Py,...,B,)
tendoinspeccionadentretantajue
Ei = ¢i(Ei,...,Ei,)

eassimsucessiamente Constbi-seassimum processaleverifica@oestruturado
emarvore, porlemasaninhadostipicadosraciodniosmatenaticosextensosgue
acabaoor gerar aofim e aocabo,umprogramaP cujaestruturasintaticareflecte
essaarvrede prova.

Designa-seor construtivaestavarianteda verifica@o de programagjue su-
plantoua verifica@oesttica,cf. 0 esquema

Teste
Validago Verificagio { Esftica('a posteriori’) (7.3)
Construtva

E claroquenemtodasaslinguagensie programa@o sio “igualmenteboas”para
sefazerverificagio construtva. E precisoqueaosseuscombinadoresintaticos
(cf. £ acima)sepossanassociacombinadorematenaticos(cf. e.g. ;, ¢ acima).
Datade enfio a hoje bemconhecidaécnicada Programa@o Estruturada, inici-
adacomlinguagensomoo ALGOL 60 massobretudalivulgadapelo PASCAL,
emboraa maior parteda comunidadenformaticaque a adoptoutenhamsido a-
Iheiasasrazdes(do foro tedrico) que motivarama mudane de tecnologia®. Na
nova ordemdascoisassaharam-seas primitivas de estruturado sintatica“bem
comportadastomo,porexemplo,if ...then ...else ... ,while ...do

, repeat ...until ...  etc, e baniram-seaquelaggue, comogoto

, tornavam muito complexos— seréoimpos$veis— raciodnios estruturais
como(7.2)8.

7.3 Refinamento(Reificacao) por Fases
A “formula” de Niklaus Wirth,

Algorithms+ Data Structues= Programs

5 Ainda hoje muita genteignoraestaorigemde facto da Programago Estruturadgque fez furor
nosanos70), quenao foi apenasimasimplesmudana de “sensibilidade’conducente um “novo”
estilo de programa@o baseadaumasintave (aparentemente!)mais‘“rica” paraa programaéo de
computadores.

8Defacto,nd0setratadebanirtodososgotos daprograma&o, masapena® seuusoindiscrimi-
nado.cf. o titulo “provocabrio” doconhecidaartigode D. Knuth: Structued Programmingwith Goto
StatementfKnu74].
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gueficou conhecidgelotitulo do seulivro detexto [Wir76], hoje um “classico”
daliteraturaem Programa&o Estruturadadosanos70, podetalvez serencarada
comoa primeiramensagenao “grandeplblico” de queprogramas“sao” estru-
turasalgébricas— cf.

Operdores+ Conjuntos= Algebras

— de factoo ‘moto’ de uma vastaquantidadede investigaéo levadaa cabo
nasduastltimas décadassobrea aplicado da AlgebraUniversalas ciénciasda
programaao.

Umadasescolaslo pensamentemespecificagioalgébricadesigna-serien-
tadaa modelosouconstrutivgporque segundoela,asespecificabesescreem-se
explicitamentecomomodelosi.é algebrasemvezde seremdefinidagimplicita-
mente)porconjuntosieaxiomasou propriedadesAs linguagensieespecificago
construtva(e.g. VDM [Jon8§ ouZ [Spi8Y) permitemoperadesnao-determiisticas
sobreum estaddocal, quedizer, trabalnamcom algebrasrelacionais’. Neste
contecto, a“f rmula” acimare-escreer-seaem

Rela®es+ Conjuntos= AlgebrasRelacionais

A visdoalgebricada programagaotemo benefcio de nospermitir decomr
0S nossosraciodnios sobreos programassegundo dois eixos ortogonais(cf. a
Figura7.1): asentidadesnanipuladapelosprogramagi.€ estruturasledados)
asopergesqueasmanipulam(e.g. procedimentosungdesetc).

O refinamentanao & excep@o a esterespeito.A maneiracomoemVDM se
procedede especificabesabstractagm direc@o a modeloscadavez maiscon-
cretos(cadavezmaisproximosdamaquinadestino disporivel por ‘hardware’ou
soba formade umalinguagemde programa@o) designa-seor “refinamentode
modelos”. Em VDM recomenda-squeum doseixosacima— o dasestrutuas
dedados— sejaconsiderademprimeirolugar, possvelmenteenvolvendovarias
iterad@es.Logo queos modelosparaasestruturagle dadosassimencontradose
consideransatishtorios (no sentidode seencontrarenja disporiveisnamaquina
destino),asdecifesde refinamentcsao tomadasa direc@o ortogonaldo refi-
namentaalgoritmico, por formaa, eventualmenteatingir codigoexecutivel (e.g.
codificadoem C, PL/1, PascAL etc), cf. aFigura7.2. E estaa estraégiaque
adoptaremoaquie quepassaremosa detalharde seguida.

7.4 Eixosde Refinamento

Tradicionalmentea estraégiaacimaesbqadapara,gradualmenteatingiracom-
plexidadede umaimplementag&o, nao &€ dedutiva. Como se mostrouna sec@o

"Relembraia Partell.
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Algoritmos(y)

y+z=P

Estruturagle Dados(x)

Figura7.1:‘Algorithms+ DataStructuress Programs[Wi76]

Operades |

codigoexecuével

3n+m

(refinamentalgoiitmico)

Sn+1
.80—>081—> ————— Sn—1,{Sn
(refinamentalosdados)
Estruturagle Dados

Figura7.2: RefinamentalosDados/ dasOperades
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7.1, cadadecifio toma-seindutivamente conjecturandgassoge refinamento
baseadosa intuicdo e na experiéncia(deverasarbitraria...) do programadar
Assim, a qualidadedasimplementadesficara dependentéa“boa” ou “ma” ex-
periénciadosrespectiosprogramadoresContudo,0 métodoacabaor funcionar
globalmenteaoexigir, emcadapassoaprovaformal dasuacorrec@oemfacedo
anterior

7.4.1 O Eixo dasEstruturas de Dados

No que diz respeitoas estruturasde dados,a justifica@o formal da correc@o
deumaestruturaeemrela@o a umaoutrabaseia-s@asno@esde representaao,
redundinciae abstacgo.

Representa@o

Comecemoporverumexemploclassicogueé o daimplementagoemcomputa-
dor de subconjuntogle um dadodorinio de dadosA, isto &, o daimplementa-
¢aode 24. Algumaslinguagense.g. PAscAL) disponibilizamoperadorepara
manipula&o de subconjuntosle um tipo enumeradogesdequeestenao exceda
determinadamimerode elementosEstenimeroé, normalmentep comprimento
(ou um seumdiltiplo) da palarra-basedamaquinasobrea qual a linguagemest
implementadaja queatécnicade representgio subjacentsebaseianaideiade
atribuir umaposi@odapalavra (‘bit’) acadaelementado tipo enumeradod em
guesioe assinalaa suapresenanumdadosubconjuntale A forcandoessebit’
al.

Por exemplo, sejaa maquinasubjacentdaseadam palavrasde 16-bits® e
sejacard(A) < 16. Pretendemogue umapalara representeim dadosubcon-
junto S € 24, istoé, S C A. Antesde mais,o compiladordeveraserresponavel
por atribuir a cadaelementade A umae umasb posig@o: entre0 e 15. Podemos
assimdesignaipora; o elementale A cujaposi@o(‘bit’) &i. Sedagorafacil de
deduzirqualo subconjuntale A queumadadapalasrarepresenta—bastacolec-
tar oselementosssociadoasposid@descujo ‘bit’ tomao valor1. Porexemplo,a
palarra

[0]1J0[1[1][0[0]0J0J0J0[0[0[O0]0]0] (74

represent@ Conjunto
{ala as, a4}

enquantauea palarra

[0]ofofofofofofofofojofofofofo]0]

8Como & bhvio, a estrakgia parapalasras de mais de 16-bits se em tudo arélogaa que se
apresenta.



7.4. EIXOSDE REFINAMENTO 269

representa conjuntovazio(, etc.

Esteexemploé suficienteparamotivaranogioderepresentaéo — aideiade
guetodo o valor do tipo de dadosda especificago (nestecasoum dadosubcon-
junto S de A) tenhapelo menosum “representante&o nivel daimplementaéo
(nestecasoumadadapalavra de 16-bits).

Redundancia

Reparemosjueescreemos,no paragrafoacima,“pelo menosum” e nao “exac-
tamenteum”. De facto, pode haver mais do que um representantao nivel da
implementaéo paraum dadovalor da especificago. Por exemplo,suponhamos
acimaquecard(A) = 14. Qualadiferen@entreos conjuntogepresentadosela
palarra(7.4) e pelaguesesegue?

[0]1[of1[1[0fofofofofofofofofo]t]

Nenhumajaquearepresentgode qualquersubconjuntale A, por esteter ape-
nasl14 elementos;consome”’apenas ‘bits’ 0 a 13 e ignoraos ‘bits’ 14 e 15;
portanto,estespodemconsideraiseredundanteparaa representgo em causa,
i.6sAo“desperdjados”.

A existenciade redundncia em representdiesfica aindamelhor caracter
izadase pensarmosagora,numaestraégia pararepresenta2” quandoA tem
cardinalarbitrariamentegrande(aindaquefinito). Esteé um problemaque se
pde inevitavelmenteao recem-iniciadoem programa@o que,confrontadacoma
limitacao da estraégia anterior acabapor sentira corveniénciade representar
subconjuntosle A porlistasde A (A*), eventualmentdigadaspor apontadores.
A redundinciadestarepresentgio € mais que evidente, pois qualquersubcon-
juntode A érepreseritvel por qualquelistaqueo enumeregoor qualquerordem,
comousemrepeti@odeelementosPorexemplo,o conjunto

{ala as, a4}
se@arepreseréivel tantopelalista
<ai,as,as>

comopor
<asz,Q4,01>

comopor
<as,a4,a,az>

etc.
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Abstraccao

Em sintese,comocaracterizaformalmenteas no@esacimadescritasj.& como
formalizararela@oqueexisteentreum dominio dedadose qualquemoutroqueo
implemente?

Paragarantirmosabaixonivel, arepresentgodequalquenvalordaespecifica-
cao,precisamoslefixar acorresponénciaentrecadaelementaarepresentag 0s
seusrepresentantedNo exerdcio emcurso(implementaR4 por A*), essacorre-
spondnciapodeaser:

S~ {l e A | elems(l) = S} (7.5)

paratodoo S € 24. Orareparemosjue a relago pretendidasuige mais sim-
plesseseinvertera corresponénciaacima.fixando,paracadaseqi&ncial € A*
o conjuntoelems(l) € 24 quel “abstractamentefepresentaAfinal, bastaver
emelems aes€nciado processalerepresentdm: elems € afuncaode absta-
ccdo queindica, paracadavalor concretoqual o valor abstractajueaquelerepre-
senta’. Genericamentese A € um dorrinio dedadosaimplementarB seduma
implementaaode A sefor poss$vel definirumafuncdodeabstracao

f:B— A

gue sejasobeejectiva(exigénciaimpostaparagarantirrepresentantegaraqual-
guervalor abstracto).

Exercicio 7.1 Mostre,porindugiosobre24 (paraA finito) que

elems : A* — 24
lems(z) % z=<> = 0
elemsiz) = z#<> = {head(z)} U elems(tail(z))

éumafungdosobrejectia, i.€ queconjuntogpodemseradequadamentepresentadgsor seqncias.
O

7.4.2 O Eixo dasOperagdes

No eixoortogonaldasoperades pretendemoagoracaracterizatamkemformal-
mente a rela@o quedeve existir entreum processalgoritmico e qualqueroutro
queo implemente.A justificad@o formal da correc@o de um dadoalgoiitmo em
relacd@oa um outrobaseia-s@asno@esde simula@o e concretiza&o.

9Formalmente se se relembraro TeoremaFundamentatio Homomorfismo poderemosrer em
(7.5)afungio natural queestabelece isomorfismoentre24 e o quociented* / K ¢jepms- L0Ogo24 &
maisabstractajue A*.
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Simulagdo

Em especifica@o algébrica,um processalgoiitmico podeser especificadgor
umafuncaomatenatica,possvelmenterecursva, daforma

c:A— B

Suponhamosjue, no eixo de refinamentodas esgeciesdos dadosse tomaram,
entretantoasseyuintesdecidesderefinamento:

ag

A

B

Al Bl

ondef e g sAofungdesde abstracao (sobrejectias). Antesde mais,vamospre-
tenderencontraumafuncdoo; que,aonivelde 4, ede By, “simule” 0 compok
tamentadeo:

g
A B
f g
A]_ o1 Bl
isto &, queverifique
Vai € A1 : g(o1(a1)) = o(f(a1)) (7.6)

numaeseciede “efeito ‘pullback’ ” 1. Note-sedesdga que podeexistir mais
doqueumo; quesimules, i.€temosde novo arelagode umpara muitostipica
do refinemento.O efeitode “simulacio” correspond& ideiade ques; podeser
invocadeemlugarde o paraobtero mesmoefeitoqueestalltima:

o(a) = let a1 €{d € A1| fld') =a}
in  g(o1(a1))

10 Analogiacoma constry&odateoriadascatgoriascomo mesmanome.
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Comea@-sepor selecionaum qualquerrepresentantealido do agumentode o,
guesesubmeteabaixonivel, asimula@oo ; o resultadassimobtidoé abstrado
por g dandoo mesmaresultadajueos daria,aalto nivel.

Exercicio 7.2 Considere® seguintediagramalerefinamentalooperadodepertena(€) deconjuntos
paraseg@ncias:

S

A X 24— —  » 2
1a elems 12

e — >
A x4 belongs 2 (7.7)

MostreporindugosobreA* queafungao

belongs(z,y) et
y=<> = F
y#<> = let h=head(y)

. h=zx = T
wn h#x = belongs(z,tail(y))

(7.8)

satishz essediagrama.
O

Note-sequea garantiade simula@o“fiel” afectaapenasfuncionalidadedos
operadoresNao fica garantidaumaboaeficiéncia,comopodeseravaliadopelo
exerdcio quesesegyue.

Exercicio 7.3 Mostre quea concatengio de seq@nciasimplementacorrectamenta unido de con-
juntos,i.e que
elems(l ~r) = elems(l) U elems(r)
Qualo problemadestamplementa@odo pontode vistadeeficiéncia?
O

Comoo nivel daimplementaéo & maisrico em pormenoresoncretosnao
admiraque hajaprocessoslgofitmicosa baixo nivel que nao se manifestama
alto nivel. E o quesepodesentirno problemaguesesegue.

Exercicio 7.4 Mostreque,quandoumaseg&nciaimplementaum conjunto,a operag@oquelhe filtra
elementosepetidog‘garbagecollection’)@ummeropormenodeimplementaéo. (Sugeséo: mostre
gueessaperaé@orefinaafungaoidentidadeentreconjuntos.)

O
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Concretizago Algoritmica

Uma vez fixado o nivel de simula@o a que umaimplementag&o vai ser con-
cretizadajmportaagorainvestirno eixo algoiitmico no sentidode obterfungdes
computweise eficientes O process@ sempresstrutural factorizanda constru-
caodefungdescomplexasemtermosdefungdesmaissimples att queestasejam
executiveissobaformadeum algoritmo.

Vejamos,a titulo de exemplo, um processade concretizago da funcao de
multiplicagdode nUmerosnteiros:

mult : ZxZ-—Z
mult(z,y) L XY

A principal conjecturado deserovimentoé explorar o sinal do primeiro argu-
mentoz de mult e, combasenaconhecidgropriedadala multiplicagio de in-
teiros,

zxy = —((-z)xy)
re-escreeradefinic@dode mult em

def x>0 = multp(z,y)
mult(z,y) = {$<0 = —multp(—z,y)

deferindoo esfor® de desemolvimento paramultp, umanova funcdo que re-
stringe mult com a garantiade que o primeiro agumentoé positivo, i.& um
numeronatural:

multp : INgXZ —Z
multp(z,y) L Yy

Sendoum natural,z podea serusadocomocontadomo passcsgguinte,emque
sedeserolve multp algoritmicamente:

multp : INgXZ—Z

multp(z, y) def z=0 = 0 (7.9)
Py = x>0 = y+multp(z—1,y)

sendonecesario mostrar antesde mais,quemultp (7.9) satishz
multp(z,y) = zXy

o quesefara semdificuldade(e.g. porindugdoem IVy).
Se assumirmosnecanicamentdisporivel a opera@o +, temosja em (7.9)
umafungao executivel (recursva). Mas prossigamosja quea ideia € ilustrara
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pormenoriza@oalgofitmicaaté agerag@ode codigo. O passcseguinteé procurar
umaversaonao-recursiademultp,
nrmultp : INgxXZ —Z
nrmultp(x,y) def ciclo(z,y,0)
introduzindoa funcaoauxiliar

ciclo : INgxZxZ—Z

ciclo(i,y,r) ef 1=0 = r

Y i>0 = cicdo(i—1,y,y+r)
sendoaquinecesario justificar, que

multp(z,y) = nrmultp(z,y)
= ciclo(z,y,0)

Seafacil aumrazaavel programadocodificarasfungdesacimadeseRrolvi-
dasnumalinguagemestruturadag.g. PASCAL,

function nrmultp(x:integer,y:integer):inte ger;
* rely on x >= 0 *%
var r. integer;

i integer;
begin i = x; r = 0
while i > 0 do
begin r = r +vy;
=0 -1
end;
nrmultp = r

end;

function mult(x:integer,y:integer):integer ;
var r. integer;

begin

if x >= 0 then r = nrmultp(x,y)
else r = -nrmultp(-x,y);

mult = r

end;

emboraum*“purista” o pudessebrigar entretante— e paraaimplementaéoficar
imaculadamentgarantida— air substituindoestruturalmentesexpres®esfun-
cionaispor expres®esdenotacionaigquialentesdalinguagemPAScAL, até 0s
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pa@ntesisde significado,[. ..], desaparecererdo meio do codigo, relembrar
(7.1) e (7.2). E, de facto, a codifica@o apresentadad funcionase a senman-
ticamatenaticadasestruturagf  ...then ...else ... ,while ..do

, etc.condissecomasexpres§esmatenaticasqueseescraeramemimult e
nrmultp. ..

7.5 Alternativa Transformacional

Apesardosseusmeéritos,averifica@o construtva ndo € isentadeincorvenientes.
Cadanivel intermédioé primeiropropostce depoisprova-sequeest correctoem
facedoanterior Emboramelhoremuito a primitiva verifica@oesttica— relem-
brar(7.3)— esteestilotipo “inventa-e-erifica” aindaé, muitasvezes poucoefi-
caz,aoassumilqueo engenheirae‘software’ temintuicdosuficientepara“advi-
nhar”implementadeseficientesp queé improvawel, nageneralidadeloscasos.
O 6nusdasprovasde correc@o é teoricamenteeduzidomasa compleidadedo
raciodnio matenaticoexigido em provar passosntermédiosde deserolvimento
de solu@esparaos problemadie ‘software’ davida real continuaa nao serde-
spreavel. Maisainda,é semprdrustantever serconsideavel o esfor® de provar
factosquesdointuitivamentedbvios.

Porexemplo,considere-samaespecificagosimplesdeumsistema-“brinquedo
paragestiodecontasbandrias®:

BAMS = AccNr — Status
Status H : gAccHolder

IR

A : Amount

Amount = 1INy

ondedeve verificarsea saguintepropriedadenvariante:

inv-BAMS(0) € Vn € dom(o) : H(o(n)) # 0
obrigandoa quecadacontatenhapelomenosumtitular.
A um praticantede especifica@o formal pode& custaralgumtempodiscutir
a correc@o formal daseguinte (e 6bvia!) implementagode BAM S no modelo
relational constandale duasrela@esbinarias(vulg. “tabelas”):

BAMSR = HT: 2Bowl x  [*tableofaccount-holdes*/
AT . 9oRow2 [*table of amountst/
Rowl = K :AccNr x H : AccHolder
Row2 = K :AccNr x A: Amount

1 Trata-sedo mesmosistemagueserviude exemplobaseno inicio do cagtulo 1.
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sujeitaao seguinteinvariante:

inv-BAMSR((ht,at)) < milat] = mi[ht] A
depK A(at) (7.10)

onde

mlp) & {m(t) | t € p} (7.11)
éaprojec@opeloprimeiroatributo (o dorinio) deumarelagobinariap, e onde
o predicado

depKA : 2Bow2_, 9
depKA(p) © Vrsep:(K(r)=K(s) = A(r) = A(s)) (7.12)

exprimeadepenénciafuncional K — A.

Quandoexemplos‘de brinquedo”comoestessaoescaladoa exemplosreais,
as demonstra@esformais ou sao ignoradage o métododeixa de ser aceitivel
como“formal”. ..), outransformam-saumpesaddardoqueestrangula desen-
volvimento. E ha quesbesque se levantam: ja quetodo o processcse baseia,
indutivamente ha conjecturae nainven@o, que garantiatemosque sao inven-
tadasas“melhores”implementades?Naoseiaposs$vel derivarequacionalmente
(deduzir)implementadesa partir dasrespectrasespecificades?

A investiggéo maisrecenteem sugeridoestilosalternatvos paraconduzira
reifica@o. A ideiaé desemolverum calculusquepermitaqueosprogramaspos-
samserdefacto“calculados’dedutvamentea partir dasuapropriaespecificago.
Nestaaproxima@o,um passantermédiodeum projectodeduzirseado anterior
de acordocom algumay(s)ei(s) do calculo, que por principio se@ estrutual ao
permitir que os componentesle umaexpres§io possanser calculadossolada-
mente(i.é resultadogle refinamentgré-existentepodemser“re-utilizados”). A
redu@odo 6nusdaprova matenaticaobtem-sdazendacalculoestruturakem|u-
gardedemonstraliesa partir de principiosbasicos.Ali as,estaé queé aideiade
um calculus comoo passaddaem testemunhadaoutroscontextos (cf. o calculo
diferenciale integral, a algebrdinear, etc).

E assimque,apbsumadécadadeintensvainvestigg@onosfundamentosios
métodosformaisparaprojectode ‘software’, & tentadorantecipaique osanos90
venhamaassitirafasede matura@odatecnologiado ‘software’, desemolvendoe
usandderramentas nivel industrialbaseadasmprocessosle calculo. Teremos
assim,finalmente,completoo esquemala evolugio dastécnicasde controlode
gualidadeem‘software’:

Teste
Esttica(‘a posteriori’)

Construtva (7.13)

Valida@o Verificagéo{

Calculo
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sendoo objectivo dos cafdtulos que se sgguemensinara deduzir ou calcular
programas partir de especificages.

7.6 “Especificacdo Reversa”

Refira-separaterminar umtépicoquenaturalmentsumgequandoequacionamos
especificates com implementades— o da especificag&o reversa Que fazer
da imensidadede programaglesenolvidos no passadsemrecursoa métodos
fiaveis? Seia quetais programasstio condenadososmétodosdeficientessom
guenasceram®u & possvel “recupei-los” dealgumaforma?

A chamadaspecifica@o reversaé umadisciplinanascentguepretendepor
umainversao do processale calculo de um programapartir do seucodigo para
asua(provawel!) especificagoformal. Nao é dificil ver naanalogiada Figura
1.5— entreasconstry®esprimitivasdanota@o quenestetexto seutiliza (Sets)
e estruturagle dadosde linguagengde programago estruturada— um pontode
partidaparaexerdciosdeinversaode programagscritosnessasinguagens.

Veremogjueo calculodeprogramasgjueestudaremogodeserusadmasduas
“direcgdes”, directae reversa. Mas, paraja, ficaremoscom o seguinteexerdcio
demotivagio.

Exercicio 7.5 Considere seguinte(pequenoprogramanumalinguagentipo PASCAL:

program Exemplo;
cons max = 2048;
type Elem = String;

var top:0..max; stack:array[1..max] of Elem;

function TOP: Elem; begin TOP := stack(top]
end,;

procedure INIT; begin top := 0 end;

function POP: Elem; begin
POP := stack[top];

top:= top-1
end;
procedure  PUSH (e: Elem); begin
top:= top+1;
stack [top]:= e
end,
function EMPTY: Bool; begin EMPTY:= (top=0)
end;
begin (* main: not yet implemented *)

end.

cujo “significado” Ihe deve serintuitivamentedbvio.
Conjectureumaespecifica@o formal quepossaer sido pontode partidaparaesteprograma.
O
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7.7 NotasBibliogr aficas

A tecnologiadaverifica@ode correc@o de programageve origem,nosanos60,
nos trabalhosde McCarthy [McC63]. A suaestragégia consistiaem descreer
o significadode programassob a forma de fungbesrecursvas, dedutveis dos
‘flowchartsrespectios,manipulandamvectordevariaveis(estadalamaquina).
O seutrabalhopodeserconsideradpioneirodo estudadasen@énticadenotacional
de linguagensde programaéo, posteriormenteleserolvido e aprofundadaem
Oxford por Scott& Strachg.

O usoalternatvo de asserdes i.e formulasdo calculo de predicadogie 12
ordemsobreo espao de estadosde ‘flowcharts’ ou programasem linguagens
tipo ALGOL, foi iniciado por Floyd [Flo67]. Sobrea aplica@o destatécnicaa
‘flowcharts’escreeu Mannaum cagdtulo do seuconheciddivro [Man74]. Para
programagstruturadogjesemolveu-seumaimportantetécnicade raciodnio so-
bre asserdessoba formade ‘proof rules’ associadaas estruturasalgoifitmicas
maishabituaiscf. e.g. [Hoa69 Dij76].

As refeénciagSto81, Gor79 saotextos recomendadosobresenanticade-
notacionaldelinguagensie programago.

As recentedécnicasde calculo de programagém origemna importantees-
colade transformado de programasque se desemolveu dentroda comunidade
daprogramagéofuncional,emparticularo chamadanétodo'fold/unfold’ [BD77,
Dar82 Dar84 Bp82. Os items‘Automatic Implementationof AbstractData
Types’e ‘Synthesisfrom UnrunnableSpecifications’darefe@éncia[Dar87, sdo
contrituigdesparticularmentsugestias.



Capitulo 8

Reificacao dosDadosem
SETS

Dentro do esprito e estraégiadelineadano cagtulo anterior come@-seneste
cagtulo o estudadetécnicagle calculo de programas partir dassuasespecifica-
¢Oes. Tal como vem sugeridona Figura 7.2, aborda-seem primeiro lugar o
eixo dasestruturagle dados.Sempregueé necesario manipular/simplificaex-
pres®esfuncionaisrecorre-saocalculofuncionalqueé dadono apéndiceB.

8.1 Ordensde Redundancia

O calculo deestrutuasde dadosqueaquisecome@ a estudabaseia-sem pro-
priedadesda nota@o dos Sets 1. Numaprimeiraaproximaéo, come@-sepor
ordenamsestruturagconjuntossegundoa ordemsimplesde cardinalidadentre
conjuntos.

8.1.1 Redundancia Simples

Definicao 8.1 (Ordem de RedundanciaemSets) A < B (ler “A & menosre-
dundantegue B” ou“ B & maisredundantejue A") & a ordemde cardinalidade
sobee Sets, i.€ a ordemdefinidapor:

def

A<B¥ 3B L, 4. fesobrejectia. (8.1)

Afundo f (quenaoé Gnica,emgeral) seta referidacomoa funciodeabstracéo
deBparaA. O

LCf. Cagitulo 1.

279
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Escreeremosd < B semprequepretendemosxplicitar fungdesde abstracéo
em=-raciodnios. Porexemplo,
2A jelems A* (82)

para A finito. A ordem= é reflexiva e transitva, e a <-antissimetrianduz o
isomorfismade conjuntos.

Exercicio 8.1 Mostreque

A =1, A (8.3)
A<fBAB=4C = A=5,C (8.4)
A<fBAB=<4A = A~B (8.5)

m}

A transitvidadesignificaguepodemosncadear-passo® sintetizarfungdesde
abstrac@oparan <-saltos.A correspondenteersiofinitariade(8.4) &, enéo,
A jf1 Al jf2 jf

n

Ap

f=F100fn

8.1.2 Sobre-Redundancia

Vejamoscomoé necesaria umaelaborgéo do que acimase expos, a partir do
seguinteexemplode motivagdo: pretende-seepresentafungdesem A — B por
relades(tabelasem24*B | i.e emdirecéoaomodelorelacionaldainformagio.

E sabidoquetodaa fungiofinita“ &” umarelagio. Masnemtodasasrela@es
saofungdes! Sb asquetiveremumadepen@nciafuncionalde A paraB 2. Logo,

A — B <24%B
naoesh correctomassim o raciodnio:

A—B =, {pCAxB| Y(a,b),{a,bYep:(a=a =>b="b)} (8.6)

= {pe2™?| fdp(p)}
- S

ondeS = {p € 24*B | fdp(p)} €um conjuntocujafungio caracteisticaem

24%B &0 predicado

fap(p) % V(a,b),(d\b) €p:(a=d =>b=1) 8.7)

2Relembre-sdep K A (7.12),atitulo deexemplo.
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emkf éafuncdodeabstracéoquecorvertecadareladodeS nacorrespondente
fungao?,

def a
mkf(p) = ( the({b € B| apb}) )aEﬂ'l[P] e

quesb est definidaparareladesp satisazendq8.7). A condido fdp funciona
comoum invarianteinduzidopelorefinamentosendoprecisoescreer

A—=B gl 24P (8.9)

deacordocomadefinicdoquesesegue.

Definicio 8.2 (Ordem de Sobre-redundanciaem Sets) E a ordemdefinidacomo
sesq@ue:

AdB ¥ 35CB:A=<;S (8.10)

Seja¢ a fundo caracteiisticade S em B. Desigra-la-emospor invariantede
refinamentpe esceveremos
A<YB (8.11)

para registar essdnvariantee a funggo deabstacdo f. O
Sempregue A gl‘jf B, opredicadeem A x B
Aa,b).(a = f(b)) A ¢(b) (8.12)
designa-s@or invariantede abstracco.

Exercicio 8.2 Ossayuintesguatroexemplosderepresentg@odaseqéncia<a, b, c>,

B 1 2 3
o= \a b ¢

T2 {a,b,c}
B 7 10 99
= a b c

- a b c

4= 1 2 3
sugerenoutrostantosrefinamentopossveis paraseq@ncias. Definao modelode dadossugerido
por cadaexemplo e discutaa suaadequa@o (em cadacaso,ou indica um contra-&emplo, i.& uma

seq@ncianaorepreserivel, ou apresenta <-raciodnio correspondente).
O

30 operadotthe € 0 quevemdefinidoem(1.49).
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Propriedadesda Relagio de Sobre-redundancia

A rela@odesobre-redunéinciaé umapré-ordemj.é satishzaspropriedadegue
sesgguem:

- Reflexividade:
Aqi\a.TRUEA

- Fechoantissingtrico:

A<YBAB]A= A=B

- Transitvidade(notarsintesedeinvariantegie refinamento):

¢
AJYBABLQC=> AL, C

para
p(c) =v(c) A d(g(c)) (8.13)

ondea conjun@olbgica( A ) deve serencaradaomoumaconectva nao-
estritano seusegundoargumentae.g. F A L = F).

Paraumacadeiaden <-saltos,
i
<;
a{ §

o invariantee funcdode abstracéoglobaissaodadospor:

fdif n f
s{ O ©14)
¢ = Az Nicy, $i((OF=i1 f5)(2))

Obsewvagao sobre a Relagio de Sobre-redundancia
A sguintedefinicao & maisforte do que(8.10):

A9 B ' #: B, — A existee & sobejectiva (8.15)
onde B, designao subconjunto{b € B | ¢(b)}. Estadefinicio & a de facto
utilizadaaté a sec@o 8.8.1e protege-nosda sobie-especificg@o de invariantes,
pois

$(b) = b € dom(f)
€ 0 “menor” invarianteinduzvel sobreB — menorno sentidoem que qualquer
enfraquecimenteeuconduza indefinicdodafuncdodeabstracao f.
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Exercicio 8.3 O multiconjuntoé umanogiointermédiaentreo conjuntoe alista. E “mais do queum
conjunto” namedidaem queda lugar a repeti@o de elementosmasé “menosdo queumalista” na
medidaem quenaoregistaqualquerordementreos seuselementos.

Verifiquequea ordem< reflecteestasconstatages,i.€ que

24 4, A-N 4. = A*
ondemkms (=“make multiset”) & afungdo
l=<> =
mkms(l) def e o ?::t}cl;;l((li)(l)
in ( If ) @® mkms(t)

eonded éauniaodemulticonjuntosqueadiciona multiciplidadescf. (1.102).
O

Exercicio 8.4 Discutaa validadedaseayuintehierarquiadereladesem Sets:

A ——

/N

IR

N

8.2 Calculode Redundancia
8.2.1 A Estrutura dosSets

Relembraios construtoreprimitivosde Sets:
- produtocartesiano A x B
- unidodisjunta A + B

- exponencia@o: AP paraB finito *

4Cf. N2 = R¢ paran = |B].
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a custadosquaissedefinemos seguintesconstrutoreslerivados
- subconjuntos24 paraA finito,
- relagdesbinarias: 24* 5 paraA, B finitos,

- funddesparciaisfinitas:

A-=B = |J BX (8.16)

paraA finito,
- seg@nciasfinitassobreA:

A* = UAH

n>0

- alternativa“nula” :
A+1 (8.17)

onde tipicamente]l = { N1L}, massetem
{0}={1}=...2{z} (8.18)
paraqualquerz;
- definidesrecursivas

X =2 FX) (8.19)
ondeF & umaexpres&oem Sets (“functor”) ervolvendoos construtores
acima’.

Um dosnossosrunning examples’se@ o seguinte modeloparaéarvoresde de-
cisdo:
DecTree = What x (Answer — DecTree) (8.20)

cujo functoré, esquematicamente:

F(X) = Ax(B-X) (8.21)

5Notar que nemtodosos F sefo permitidos. Mais a frente se&o estudadasestridesa F por
formaa(8.19)ter solu@oemSets.
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8.3 O Subdlculo de lsomorfismo

Relembram-s@estasec@o as propriedadeslarelago de isomorfismoem Sets
jareferidasnassec®es2.3 e 2.3.7. Ai seviu formaremx e + em Sets um
semi-anetomutativd®, amenosdeisomorfismo(=) 7:

AxB = BxA (8.22)
Ax(Bx(C) =2 (AxB)xC (8.23)
Ax1 = A (8.24)
A+B = B+ A (8.25)
A+(B+C) =2 (A+B)+C (8.26)
A+0 = A (8.27)
Ax0 = 0 (8.28)
Ax(B+C) =2 (AxB)+(AxC() (8.29)

Assim, fara sentidoescreermosprodutosinitos,
Ay x...ox Ay LI A (8.30)

assimcomounidesdisjuntadinitas,

Ai+---+ A4, ié ZAz-
i=1

e tem—seq ue
Ax...xA = A" (8.31)
N ——’
At +A = pxA (8.32)
~——

n

6Semi-anek naoanelporquendohainversosaditivos, isto &, 4, 0 naoformamum grupo(formam
ummondideabeliano) Ali as, x , 1 tamkemformamum mondide abeliano.

"Recomenda-sao leitor que acompanhe estudodestadeis com umaaralise informal do seu
significadopraticoaluz dacorresponénciadafigural.5. Porexemplo,a associatiidadedo produto
(8.23)corverte-senaseguinteequivalenciadbvia entreestruturasle dadosrecord :

record record
F. A F: record
S: record F. A
F: B; equvalentea S: B
S: C; end,
end S: G
end; end;

emPASCAL.
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comoseesperyaa.

Quantoa exponencigdo,sei (itil relembrarmossfactosseguintes,

AO
A(B+C)
Al

1A

(B x C)A
CAxB

A—B

1R 1R IR

IR

bemcomo

A*

IR

b
L
Sy
IR

pois

1

AB x A€

A
1

BAxcA

(c?

)A

(B+1)4

>

n>0

An

A#B = X4 nXxf=9
ANB=0 = AUB=~A4+B

e, finalmente,
AP = AX 5 APX
A’n
n#m

R

=

XCB
Ax AL
X"NX™=90

(8.33)
(8.34)
(8.35)
(8.36)
(8.37)

(8.38)
(8.39)

(8.40)

(8.41)

(8.42)
(8.43)

(8.44)
(8.45)
(8.46)

ondeasleis (8.45,8.46)podemserencaradasomoinstinciasde (8.44,8.42) re-

spectvamente.

Exercicio 8.5 Naseq@nciado Exerdcio 2.6, definaosisomorfismosorrespondentessleis (8.24)
a(8.29)e(8.33)a(8.37),dadireitaparaa esquerda.

O

Exercicio 8.6 Comrespeitcaoisomorfismamplicito nalei (8.38),

uncurry : (CBYA - (CAXB
o~ Xa,b).(o(a))(b)
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mostreque
CA)( B s (CB)A
o ~ Aa.(Ab.o(a,b))

curry :

éarespectia aplicaGoinversa,.e quecurry = uncurry 1.

m}

8.3.1 Exemplosde Aplicacao

287

A primeiravista, a relado de isomorfismoentredorinios de dadosnzo parece
serde grandeutilidade parao refinamentoumavez que nao ha introdug@o de
redundincia.Napratica,acontec® contrario: osresultadogjuesederivamdentro
destesub@lculosaoaltamentaelevantescomosepodever por algunsexemplos

guesedesemolvema seguir.

Calculo da Implementagao de A* em Lista Recursva

Neste exemplo desemolversed o processade calculo de listas ligadascomo
implementagodeseq@nciasem A*. Comecemogor algunspasso®hvios,

A* = [j An
n=0

> A"
n=0
1+ A+ A%+ ...

cf. respecttamentg8.40),(8.33)e (8.35).
IntroduzindoagoraduasvariaveisauxiliaresL e N,

1%

1%

N = A+4%+...
L = 1+N
teremospor substituj@o,
A = [
e
N = A4+A4%+...

IR

IR

Ax(1+A+A%+..)
AxL

R

Ax1+AxA+Ax A%+ ...

(8.47)

(8.48)

(8.49)

(8.50)
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emqueserecorreuasleis (8.35), (8.45) e (8.33),a versaofinitariade (8.29), e
ondeo passq8.50)seobteve por ‘folding’ sobreo passq8.47).Emsuma,

A% = [ (8.51)
onde L 1+ N
N AxL

R

A luz dacorrespon@énciada figura1.5, L (8.51)vem a sercodificavel em, por
exemplo,

L = °N;
N = record
P: A
S: L
end;

nalinguagemPascAL 8. Seem(8.51)seremoveremasvariaveisL e NV, teremos
A =21+ A x A*

cf. passo048.48) e (8.50). O process@mcimaé, pois, umaversao construtva da
demonstra@odeque A* & pontofixo daequaéo

L=214+AxL (8.52)
gueserealizounasec@o2.3— cf. equa@o(2.29)e sqyuintes.

Exercicio 8.7 O sgyuinteencadeamentte refinamentos,
24 Selems A* =g L

onde
L~214+AXL

( )d_ef <> <« z=(,NIL)
T = cons(a, () < 2=1(2,(a,0)
permite-nogefinarconjuntosdirectamenteem listasligadas. Componhaas duasfungdesglobaisde
abstracéo,

f=elemsog

e simplifique,usanddeis basicaslo calculofuncional(apendiceB), afuncdo f queassimdocumenta
essaefinamento.
O

8Masveja-seoportunamenta seg&o8.7.1sobreesteestetipo de codifica@o.
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Factorizagdo de Relagddes

Esteexemplomostracomotransformarelagdesbinarias em fungesparciais, e
vice-versa.E um de variosresultadositeispararefinamentogujo objectio seja
a implementaé@o no modelorelacionaldainformago, hoje tao difundido como
suportede basededadosemsistemasieinformag@o.

O nossopontode partidaé o dorrinio derela@es24* 8. Teremosgdeimedi-
ato:

2AXB =~ (9By4 (8.53)

cf. (8.38).Seja2? = 28 — {\b.F}, onde)b.F designao predicadcsempe falso
emB, i.e o predicadayueinduz o conjuntovazio em B. Portanto,

2P = p(B) - {0}
sabendaue
24 = P(A) (8.54)
Dosfactos(8.43)e (8.18)deriva-se:

28 = 28 u{n.F}
~ 28 +1

acustado quea equa&o(8.53)— combinadacomalei (8.39)— re-escrge em:

24%B = (2B 4 1)4
= A28 (8.55)

Em suma,todaa familia A-indexadade subconjuntosie B nao-vazios“é”
umarelag@oe comotal podeserrepresentadam suportetatular.

Exercicio 8.8 Mostrequeafungdodeabstracéo:

collect : 24%B A 22
def a
collect = ( ) 8.56
(p) {z € B| apz} aemlo] ( )
estabelece isomorfismo(8.55)e defina
discollect = collect™! (8.57)
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Exercicio 8.9 Demonstreou refutea segguinteigualdade pndeletrasmailsculasdesignamesecies
dedadose mintsculagiesignanfungdes,

2(fom2) o giscollect = 272 o discollecto (A — 2f)

Exercicio 8.10 Demonstreo factoseguinte,em Sets:

(A=~B° =~ (CxA)—B (8.58)

Exercicio 8.11 Estaé correctaa dedy@oseguinte,em Sets?
C +1)A=8)
Cc+1 (B+1)*)

(A—=B)—~C ( )

( )

(C+ 1)(A><(B+1))
( )

(

(

Il

1%

C+1 (AXB+A)

Il

c+1)*F x(c+ 1)t
AxB—=C)x(A=0)

IR

Justifiqguedevidamentea suaresposta.
O

Exercicio 8.12 Verifiqueseo seguinteisomorfismogé valido no calculo SETS:
(A~B)x(A—~C) 2 A—~(B4+C+BxC)

8.4 O <-Subdlculo

A equaéo (8.2) acimaregistouum <-resultadobasicoacercada implementa-
¢ao de conjuntosfinitos. Dois outros <-resultadoslementaresém a ver com

aintrodu@o explicita de redundinciavia construtoreprimitivosdo calculo, por

exemplo

A<, AxB (8.59)
B4, AxB (8.60)
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guepermiteemparelhaumaestruturade dadoscomqualquerutra,e

Aﬂi:(ci.f;glﬂ) A+ B (8.61)
B A+ B (©62

gue permiteinjectarumaestruturanum ‘record’ variante— recordara analogia
dafigural.5.

A maior partedosresultadoslaboradogio <-sub-@lculotém a ver como
refinamentale fungdesparciaisfinitas. Comecemogorrelembrarasleis (8.33)
a (8.38) sobrea exponenciag@o, quer dizer, sobreconjuntosde fungdestotais.
Seia quetaisleis secontinuama verificar parafungdesparciais,querdizer, para
expres§esdaformad — B emlugarde B4 ?

Podefacilmenteverificarseque,de facto,apenag8.34) e (8.33) sdo preser
vadascf. respectramente,

(B+C)—~A4 = (A+1)P+¢
(A+1)8 x (A+1)°
(B — A) x (C — A) (8.63)

IR

Il

0~A = (A+1)°
= 1
No quediz respeitca (8.35)e (8.36),0bteem-seesultadosangencialmentdifer-
entes:quantoa (8.36),& facil mostrarque
(14+1)4
>~ 94 (8.64)

A—-1

1

—aplicar(8.39)ecf. 2 = 1+1 (8.32). Querdizer, obtemosimaformademodelar
conjuntodinitos por fungdesfinitas; quantoa (8.35)tem-seque

1—-4

IR

(A+1)!
~ A41

resultadajuepermanec@o =-subdalculo,cf. (8.39)e apropria(8.35).
Verseadesguidaqueasduadeis quefaltam— (8.37)e(8.38)— conduzem
a <-inequades.Antesdisso,porém,faga-seo seguinteexerdcio.

Exercicio 8.13 Mostreque,paraB 2 0 e C 2 0, setem
A= (B—=C)+2AXB—~C
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ondeo invariante+ sedefinepor
def
) Loz ()

(sugeséo: faga um estudade cardinalidades).

Quelei do calculoestudowqueé destaum casoparticular?
O

A lei distributiva (8.37)“verifica-se"anivel de — desdeque < substitua,
A—-BxCd(A—-B)x(A—~0) (8.65)
comosepodever peloraciodnio segguinte:
A= (BxC) = |JBx0O)X
KCA

~ | (B85 x (%)

KCA
~ {(o,7)| ce BEATECKANK C A}
= {{o,7)| c€e A=~BAT€ A~ C ANdom(o) =dom(r)}
cf. (8.16)e a proprialei (8.37). Assim,existeum S C (A — B) x (A — C) tal

que:
A= (Bx(C)=S

induzindoo invariantep = eqd para:
eqd({o, 7)) ¥ dom(c) = dom(r) (8.66)
A funcaodeabstracaocorrespondente
fl{o,7)) = oNXrT (8.67)

ondeX designao sgguinteoperadode “emparelhamentosobrefungdesparciais
finitasquesatishzem(8.66):

def a
v lef 8.68
onT ( <0'((}L),T(a)> )aedom(a) ( )
Em sumatemosque
A= (BxO)<wd (A= B) x (A= 0) (8.69)

guenosindicacomo — “distribui” peloproduto x .
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Exercicio 8.14 Sea X umafuncidodeabstrac@oinjectiva (sobreeqd)? Justifique.
O

Exercicio 8.15 Sei verdadeira seguintefacto,

(AxB)* 4% A*xB*

em SETS, paraquaisquerd e B?

Nanegativa, apresentem contra-&emplo. Na afirmatia, proponhaf e ¢.
O

A —-versiodalei de“currying” daexponenciaéo(8.38)é outro<-resultado,
(AxB)=~C<dA—=~(B-0) (8.70)
enaoo pretendido,
(AxB)—=C=A—~(B—=0)

porqueasfungdesde abstrac@o curry e uncurry (cf. Exerdcio 8.6) sao aqui,
respectramentenaosobrejectraeparcia— pense-saosvaloresde A — (B —
C) contendo( ) nocontra-dorinio.

O invarianteinduzidopor (8.70)€&, assim,

$(o) € () & rng(o)

paraafuncaodeabstracéo

uncurry(o) € ( P )
(U(a))(b) a€dom(a)AbEdom (o (a))

A “simétrica” dalei (8.70),
A= (B—-C)d(AxB)—~C
vemaser, portanto,nvalida,emboraseverifiqueum factoalgomaiscomplicado,
A= (B-~C)<d2x ((Ax B) = 0) (8.71)

cujo factorextra (em24) vemasero conjuntodosa € A quetémcomoimagem
afuncaovazia.Masé prefeiivel encarail8.71)comoum casoparticularde

A=Dx(B—=C)<d(A—D)x ((AxB)—C) (8.72)
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— fa@-seD = 1 e apliguem-sepropriedadeglementaresle x e (8.64). O
invarianteinduzidopor (8.72)é ¢ = dpi °

dpi(o,7) ¥ m1[dom(r)] C dom(c) (8.73)

ondem [dom(7)] designacomohabitualmente{r; (p) | p € dom(7)}, parao
gueserelembranosselectores , m, associadoao produtocartesiano:

m(a,b) =a

™2 (a, b) =b
Recomendasteinvariantequetodososa € A, queaparecemmodominiodes €
A — D masnaoaparecemmodonminioder € A x B — C, sejamexactamente

asentradasa nivel abstractoa aplicarnafungaovazia(em B — C). A funcdo
deabstracaocorrespondentsei, enfio,umaesgeciede ‘nestedjoin’:

a

def
X (o,7) = (o(a), ( m2(p) ) (8.74)

T(p) ) pEdom(7)Am1(p)=a

a€dom(o)

Refira-separaterminar queo <-subd@lculoinclui —-leis quendopodemser
adaptadaderesultadosemelhantesobrea exponenciaéo. Porexemplo,

(B+C)* 2 BAxcA
e, no entantog validaa seguintelei paradecomposi@go defungdesfinitas:
A= (B+0) ggd (A= B)x (A—C) (8.75)
para
did((o,7)) < dom(c) N dom(r) = 0

DE((J,T)) © oo Uisor
= (A—=i)(o) U4 —iz)(r)

ondedjd (='disjoint domains’)impde dominios disjuntose iy, i, SA0 as “inje-
cgbes”implicitasno co-produtoyecordar(1.28).

Exercicio 8.16 Reparequeo domninio A — 22 dalei (8.55)& menosgeralque A — 28, aonao
permitir conjuntosvaziosnoscontradormios dasfungdesfinitas; essasitua@o & contempladgor

24xB Rdiscollect A — 2P (8.76)

9 dpi=‘domainprojectioninclusion’.
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onde,contudo,discollect deixade serinjectiva. Identifiquea classede fungdesfinitasem A — 28
quediscollect abstrainarelagovazia.Mostreaindaquecollect, estendida A — 28, deixade ser
sobrejectia.

O

Asleis(8.65,8.71,8.723(8.75)desempenhammm papelimportantenareifica-
caodefungdesfinitas. Podemserusadagpara“‘decompor’fungdescomplexasou
aninhadagmtuplosde fungdesmaissimples. Seascombinarmosom (8.76) e
(8.55),estamoem condid@esde afirmarqueo fragmentogueaté aquiseestudou
do <-subdlculo & adequadao refinamentode modelosde dadoselaborados,
baseadoemfungdesfinitas, paraesquemade basesle dadosrelacionais.

Mas, antesdisso,precisamosle estudarum resultadcessenciah todo o pro-
cessadecalculo.

8.5 Calculo Estrutural

O nossoexemplomotivadorsef, agora,o seguinte: temosA — 28 (familias de
conjuntosk sabemosjue2? < B*. Em quemedidapodemosieduzirque

A—2B 9 A-~B* ?

SO seAX.A — X for “monbtono”emrelagoad, i.e, seX <Y = (A —
X) < (A = Y) severificar De facto, pararaciodnios estruturaiscomo este
precisamoslo teoremajuesesegue.

Teorema8.1(<-monotonicidadedosconstrutoresde Sets) Osconstrutoesde
Sets x e+ sdocrescentefmordtonosomrespeitca < (8.10);a exponenciado
requerexpoentessomorfos.

Querdizer dadosos objectosde Sets A, B, X, Y, M, N taisqueA < X,
BdY e M = N, enfioverificam-sesfactos

AxB 4 XxY (8.77)
A+B 4 X+VY (8.78)
AM g xN (8.79)
Esquemade Prova: Seja
ALX, BLYY, M=, N (8.80)

Entdo
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1. Equa@o(8.77):
Ax B g?:g XxY
ondeo produtodeduasfungesf e g & a suaaplicacio “em paralelo”!°:
(f x g)(a,b) = (f(a),g(b)) (8.81)
e o produtode doispredicadosp e ¢ & a suaconjun@o “em paralelo”:
(¢ x ¢)(a,b) = ¢(a) A p(b)

2. Equa@o(8.78):
A+BL?" X +Y

—f+g
ondea somadeduasfung@esf eg é
(f+9)(L,a) = (1, f(a))
{ (f+9)(2,0) = (2,9(b) (8.82)

—recodar (1.29)—ea somadedoispredicadosp e p &

{(¢+<ﬂ)<1,a) = ¢(a)

(0+9)(2,0) = ¢(b)
3. Equaéo (8.79): ComoM e N téma mesmacardinalidade sejaelam,
entio
AM >~ Am
2 Ax...xA
———
e
xN o= xm
2 Xx...xX
~—_———

cf. (8.31). Querdizer (8.79) podereduzirse a uma versdo finitaria de
(8.77)emque

m

A™ m xm
onde
f™ar,...,am) = (f(a1), ..., flam)) (8.83)
¢m<a17"'aam> =V1 S i S m: ¢(ai)

10Recordar1.19). Paramelhorleitura,aaplicagiofuncionalenvolvendoargumentogjuesiotuplos,
eg f{z1,...,2,)), abreviarsedparaf(zi,...,Zn) OU f(Z1,...,2Zn).
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Alternativamentgpodemodslefinira fungao deabstiacdo globalt e o cor-
respondenteévarianter em

comoseseague parac € XV esendaoh oisomorfismente M e N (8.80):
t(o) = foooh™!
(o) = Vn &€ dom(o): ¢(o(n))

Fica por provar queastrésfun@esde abstiacdo compostasao sobejectivase
totaissobe osrespectivognvariantes,o quenao &€ muitodificil. O

Exercicio 8.17 Fag asdemonstra@esqueficarampor fazernaprova do teoremaanterior
O

A relevanciado TeoremaB.1 € permitir-nosrefinarisoladament@s componentes
estruturaisde uma expres$io que designe,em Sets, um dominio de dadosar-
bitrariamentecomplexo. Tornaassimposs$vel o calculo progressio dasestru-
turasde dadosde um dadoprogramaa partir dasuaespecifica@o, porintrodug@o
gradualde redundincia, sintetizandoautomaticamentéuncdes de abstracéo e
os invariantesinduzidospelassucessias deci$esde refinamento. Veremosde
imediatoum exemplode aplica@odesteteorema.

8.5.1 Exemplode Aplicacao

Estamoga em condidesde calculara implementado BAM SR referidana se-
ccao7.5:
BAMS = AccNr — (2:ccHolder . Amount)
<y (AecNr — QﬁCCH oldery s (AceNr — Amount)

>, (2Achr><AccHolder) x (ACCNT N Amount)
<3 (2Achr><AccHolder) x (QACCNTXAmount)

— BAMSR

onde
4 {(J;llf“eqd cf. (8.69)
4 {ézzioplf‘c}ciXAidv cf. TeoremaB. 1 e (8.56)
s { ézzl;l:v";k}cdp cf. TeoremaB.1e (8.9)
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Assim,
f = fiofaofs
= N o(collect x id) o (id x mkf)
= WX o(collect x mkf)
= Xp,7). let =z = collect(p) (8.84)

. a
m ( <m(a)’mkf(’7)(a)> >a€ﬂ'1[l’]

Quantoaoinvariante teremos:

o, 1) = di(f2(f3(p,7))) A
¢2(f3(ps 7)) A
#3(p,7)

= ¢1(f2(Pamkf( ) A

’ﬂ

fdp(v)
= ¢y (collect(p),mkf(v)) A
fdp(v)
= (dom(collect(p)) = dom(mkf(7))) A
fdp(v)
= mlpl =mM] A fdp(y) (8.85)

cujaaralisecondizcomanossantuicao:

- gualguemimerode contade que se conhecentitularestem sempreuma
quantiaassociadém [p] C m1[7]) e vice-versa(m [p] D m1[7]);

- hdumadepenénciafuncionaldeniimerosdecontaparaquantiag f dp(y)).

Exercicio 8.18 Suponhague, no exemplo de calculo acima, BAM S nao exige contascom pelo
menosumtitular, i.& temos24ccHolder emlugarde24ecH older,

Quealterg@oseverificanoinvarianteglobal¢ aimpodr aonivel relacional{Sugeséo: faaC = 1
em(8.72)e apliqueaquio resultado.)
O

Exercicio 8.19 Suponhajue,a partir daespecificao quesefez deum sistemgparaplaneamentda
produé@o (relembrar Exerdcio 2.59):

DPP = Stock X Pricelist X Equip
Stock = #Unid — IN
Pricelist =2 $#Comp — IN
Equip = #Equip — (#Unid — IN)4
#Unid = $#Comp + #FEquip
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secalculoua seguinteimplementaéorelacional:

DPP1 =~ (CC: 2Rowl x  [*tabeladecusto/'stok’ doscomponentey
SE: 2Row2 »  [*tabelade'stok’ deequipamentoy
EC: 2Row3 »  [*tabeladedecomposi@ode*/
[*equipamentosmseuscomponentey
EE: 2Rowd *tabelade decomposi@o de*/
/*equipamentosmsub-equipamentd$

Rowl = Co: #Comp X
QC: IN X [*quantidadeou custo*/
T: 2 X [*etiqueta*/
Row2 = Eq: #FEquip X
St: IN
Row3 = Eq: #FEquip X
Co: #Comp X
Nr: IN
Rowd = Eq: #FEquip X

Se: #Equip X

Nr: IN
Sintetizea funcdode abstracéo correspondente o invarianteinduzidoaonivel relacional.
m]

Exercicio 8.20 Umamaneirahabitualderepresentaseq@&nciasde A* emsistemaselacionais sob

aformadetabelas
21N XA

emquecadalinha databelarepresentaim elementode umaseq&nciae a suaposi@o naseqg@ncia.
Verifiqueenfioque
A* S] N — A S] ZWXA

e sintetizeo invarianteinduzidoaonivel relacional.
|

Exercicio 8.21 Suponhajueseperdeuodaainformad@odeum <-raciodnio, exceptuand@ fungao
deabstrag@oglobal f, queé aseguinte:

f = (A—{domoma,mi))o b o(mkf X g)

onde

a0 = (N )W

Sei possvel reconstituiro processale calculoqueseperdeu?Na afirmativa, faga-o, indicandoa
estrutureoriginal, aimplementago queseobteve, e asleis do calculo SETs queforamutilizadas.Na
negativa, expliqueasuaresposta.

O
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8.6 Aproximagcao Functorial

Recorreremoagoraa nogo cateyorial de functor(em Sets) como objectvo de
sistematizae estendep processalecalculo.

8.6.1 Nocaode Functor

Definicdo 8.3 SejamC',D duascateyorias. Diz-sequeF éumfunctordeC para
D, escevendo-se
F.:C—D

seF éumpar deaplicagdes(ambasdesignadagor F), umaqueaplicaobjectos
de C emobjectosde D e outra umaqueaplicamorfismogle C emmorfismosie
D, tal que
Fx) 2 F v
éummorfismeemD sempe que X Tiyve morfismade C, e setem:
F(le) = lxo
F(fog) = F(f)oF(g)

O

8.6.2 FunctoresPolinomiais

SejamA, B, C objectosem Sets. Sejaf : A — B ummorfismoem Sets e seja
1¢ : C — C adesignaao do morfismoidentidadesobreC. Ento C podeser
encaradaomoo functorconstante

C : Sets —» Sets (8.86)

talqueC(A) =CeC(f) = 1c.
SejamF, G : Sets — Sets functores Define-seo seuproduto

F x G : Sets —» Sets

por (F x G)(A) = F(A) x G(A) epor(F x §)(f) = F(f) x G(f), cf. (8.81).
Porexemplo, F(X) = X x C defineo functor produtodo functor identidade
AX.X como functorconstante& (8.86),etem-seF (f){a,c) = (f x 1¢){a,c) =
(f(a),c).

Podemodger produtosn-ariosdefunctoresdosquaisF(X) = X™ éumcaso
particular Sendof o morfismoacima,teremosestecaso

F(f) = fr: A" - B"
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cf. (8.83).
A nogio de functor produtotem umadual — a de functor co-produto (ou
soma dedoisfunctores)— quesebaseiaem (8.82):
F+G : Sets — Sets
(F+0)4) = FA)+6(4)
F+9) = FH+9()

Functoresco-produtopodemtamkém seriteradosa n-argumentos.Finalmente,
temosa definico:

Definicdo 8.4 Diz-sepolinomialtodoo functorF : Sets — Sets queé

- umfunctorconstanteou
- ofunctoridentidade ou
- acomposjéo ou produtofinitario defunctorespolinomiais.

(Relembe (2.116.))O

Porexemplo,
FX)=1+AxX (8.87)

—cf. (8.52)— & um functorpolinomial,assimcomoF(X) = X*, cf. (8.40). Ja
ofunctor F(X) = C — X se@épolinomialapenaseC for finito 11, tendo-se

(C =) = foo

_ ( c ) (8.88)
F(@(©)) ) ccaom(o)
O resultadaquesesegueé validoem Sets:
Teorema8.2 Todoo functorpolinomial
F : Sets — Sets
podeserreduzidoa formacanbnica:
F(X) % Co+(Cr xX)+ (Ca x X))+ -+ (Cp, x X™) (8.89)

S Cix X

Demonstra@o: Ver[MA86]. O

et
C—X

IR 1R
QA
+
=
3

paran = card(C)
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Porexemplo,paraF(X) = X* tem-seC; = 1 paratodoo i, pois

X* = YOX

i>0

leXi

i>0

1%

— relembrar(8.40)e o factode 1 sero elementmeutrode x 2.
Umresultadsugestio paracorverterfunctorespolinomiaisnaformacarbnica
éafoérmulado proprio binbmiode Newton

(A+B)" = Z"cp x A"7P x BP (8.90)

p=0
comoseilustrano seguintetratamentalo functor‘pedigree’:
F(X) = Ix(X+1)?
jaatrasreferido(2.156,2.118)Ter-se4,

F(X) = Ix(X+1)?
Ix(X?+2xX+1)
~ IxX?42xIxX+1

1R

que, literalmente significa: “sobre umindividuo I ou amboso pai e a mae sao
conhecido$X?), ouumdeou o pai ouamdeé conhecidq?2 x X), outantoo pai
comoa maesao desconhecidod)” .

Combinand8.89,8.90tomalei (8.75)paradecomposigodefungdes,obte-
mosumaregrageralparadecompomumafuncdodaforma

A— F(X)
numprodutocartesianalefungdes,i.e
7, (A = C; x X7) (8.91)
cadaumadasquaispode,por suavez, serrefinadaparaa formatatular (24* ),

regrageralessague seé de muita utilidade em projectode basesle dadosrela-
cionais.

12 Estamosaencarasomasumeaweis defunctoregpolinomiaiscomosenddunctorespolinomiais.
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8.6.3 Calculo Functorial

E agoraa alturade, com a ajudada nogio de functor polinomial, estendermos
TeoremaB.1comosesgyue:

Teorema8.3 SejaF um(endo)functopolinomialemSets. Sempe que

A ﬂ? B (8.92)
entio ,
F(A) <1 F(B) (8.93)

Demonstra@o: Podefazerseporindugdo sobrea estructurado functorpolinomial 7. A
somae o produto(e aexponenciaéo)ja setrataranno Teoremes. 1.

Um dos casosbaseconsisteno functor identidadeF (X) = X, queé trivial, pois
F(f) = f eF(p) = ¢, i.€(8.93)reduz-sea (8.92). O outro casode baseé o do func-
tor constanteF(X) = C. Tem-seF(f) = 1lc e F(¢) = Ab.V, verificando-s€8.93)
trivialmente.O

Esteteoremaornece-nosimaestraégiaelegante functorial, paracalculode
invariantesle abstracaocomplexosaolongodeprocessosereificad@o. Embora
F(X) = 2% naosejapolinomial, (8.93) verifica-separaestefunctor tamkem,
paraA finito.

A Figura8.2apresentam sumario deste‘calculofunctorial” paraasconstru-
cBesmaishabituais(primitivase derivadas)em Sets. Reconhecem-saquide-
vidamentetratadasas “constru®es” (1.19), (1.29), (1.83) etc. apresentadaso
Cagtulo 1.

8.6.4 Exemplo

Estamosgoraemcondi@esdetrataro exemploquemotivouasec@o8.5. Partindo
de
B 4AL.T
2 ﬂelems B*
inferimosdirectamente

A—=28 4 A~ B

deduzindo

f = A—elems
= Mo.(elemsoo)

a

- Aa-( elems(o(a)) )aedOM(U)
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Figura8.1: Summaryof FunctorialCalculus.

F(X) F(f) | F(o)
X f [
C 1¢ Ace.V
2% 2f = Xs.{f(z)| = € s} 2% = As.Vb € 5 : ¢(b)
x* P =AN.<f(z) |z« I> ¢* = ALV1 < i < length(l) : ¢(1())
€ = Ao.foo
x¢ _ c ¢ = AoVe € C : ¢(a(c))
= A ( f(o(c) )CEC
C—=f = Xo.foo
C—-X _ c C — ¢ =Ao.Vx € g): ¢
- ( Fo(e)) )cem(,) s el el
G(X) x H(X) | G(f) x H(f) Mz, ).(6(8))z A (H(6))y
6(x) +HxX) | 6(7) +H() o frzi 2 GO
x = io(NIL = =z xz =1i9(NIL = V
CX) +1 ”'{ ssh ) 2 husina Az. { AR

Figura8.2: Sunario do CalculoFunctorial

A= NT
AoNz € rng(o) : T
= Xo.T

-
Il

Exercicio 8.22 Considere seguintemodeloparafilas comprioridade,
Y~ A—~ B*

sujeitoaoinvariante

#(0) &' <> ¢ rng(o)

onde B & o domrinio de objectosa enfileirare A € um donrinio de prioridadessobreo qual sesue
definidaumaordemtotal.
Suponhauealgiem chegoua sgguinteimplementadorelacionalde X:

s o 2A><JN><B

sujeitoaoinvariante

&) vt €t (r) = m(r') = ma(r) £ ma(r')

Mostre(aplicandoo calculofunctorial) queesteinvarianteé, desnecessariamenterte demais.
O
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Exercicio 8.23 Umafabricade caboscondutore®léctricospretendeumaaplica@oparacontrolodos
seus'stocks’. Ha variostipos de caboscondutorescadaum identificadopor um codigo de artigo.
Cadasegmentode caboconstituiumapontg & de um determinaddipo, tem um dadocomprimento
(maltiplo de 1m) e es& armazenad@alguresnumabobine Cadabobinetem umamatricula quea
identificae esb numdeterminad@stado a saber:armazenadaum dadoarmazm emmanutengo,
em produ@o, em controlode qualidade no cliente,abatidaou morta. Na mesmabobinesd podem
estararmazenadapontasdo mesmotipo. Todasas bobinesdo mesmotipo esfio armazenadaso
mesmaarmazm.

1. Completeaespecificagoseguintedaestruturade baseparagestio deste'stock’,

DBase = $#Art— #Arm x Bobines
Bobines 2 $#Bob — Ponta* X Estado

Ponta = ...

Estado =

onde#Art (codigodeartigo), #Arm(refeénciadearmazm)e#Bob(matriculadebobine)sao
tiposprimitivos.

2. Calcule(usandaSets) umaimplementa@orelacionalde D Base.

3. EscreauminvariantesobreD Base quegarantajueamesmanaticuladebobinendoéusada
paraartigosdiferentes.

4. Projecteessdnvariantesggundoo refinamentaelacionalquecalculou.

Exercicio 8.24 A informa@o constantedos registosprediais dumaConseratoria de Registo Pre-
dial (C RP) reparte-sgor variassériesde livros de acordocom os objectosregistadose asrelades
juridicasentreeles.S6 nosvamosaquipreocupacomasséries‘B” e “C”. Naprimeira,cadaentrada
descree um prédio, e.g. um edificio, um terreno,etc. No chamadaegime de propriedadehorizon-
tal ainformago de cadaprédio constasobretudada descri@o dassuasfracdes, hipotecas prédio
origem. A situa@otipicaé aseguinte:umempreiteirchipotecaumterreno(prédioorigem)parapoder
suportarfinanceiramenta constryéo de um prédiode n-andaregfracd@es). Osandaresicabanpor
sercompradogor particularegjuenormalmenteecorrema empgéstimosquelhessaofacultadosne-
diantenovashipotecasagorasobreasfracddesem causa.Todasashipotecasaoregistadaemlivros
dasérie“C".
1. Completea especificato seguintedaestruturade baseparagesio de umaC R P, onde#Pre
(codigode prédio) Text (texto sunario), #Fra (identificadorde fraccdo) e #Hip (refeénciaa
umahipoteca)saotiposprimitivos.

CRP = BxC(C
B =~ #Pre— Descx 2#H x Fracdesx Origem x Valor
C = $Hip — Credor X Valor
Fracdhes = #Fra — Desc x 2#H™® x % x Valor x Rend
Desc = Text
Origem =2 ...
Credor = Text [*deumahipoteca*/
Valor = ...
% =~ 99 [*percentmemdafracgio*/
Rend =2 /*rendimentaolectvel */

2. Calcule(usandaSets) umaimplementadorelacionalde C RP.
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3. EscreauminvariantesobreC RP quegarantagueumafrac@onuncaé 0% do valor total do
prédioe quetodasasfrac@esdo mesmaprédio prefazem100%.

4. Escrea um invariantesobreC RP que garantaque nunhumprédio vema ser origemde si
proprio.

5. Projecteessesnvariantessegundoo refinamentaelacionalquecalculou.

8.7 Refinamentode ModelosRecursios

8.7.1 Motivacao

Equad®escomo(8.20)e (2.156)atrassaoexemplosdemodelogdedadosdefinidos
recursvamenteem Sets. Muitos outrospodiamter sido apresentadosomoex-

emplo, ja que a recursvidadeé& umatécnica“elegante” paraespecificamuitos
construtoresle dadosnéo primitivosem Sets, por exemplo:

IR

1+ Ax X [*listasfinitassobe A, cf. (8.52)*/ (8.94)
14+ A x X% [+arvoresbinariassobe A */ (8.95)
1+ A x X* [*arvoresgenerlizadassobe A */
V+AxX* [*frases’sobeV eA*/

IR

SECICES
IR

IR

etc.

Que fazerquando,num processade refinamento .encontramosaim modelo
recursvo?

Algumaslinguagenssuportamdirectamente recursvidade(e.g. LispP, ML)
masmuitasoutrasnao (e.g. ‘assemblerse o primitivo FORTRAN). Linguagens
comoo PascAL ou o C ficam“a meio caminho”entreestassitug®esextremas
— arecursvidadeéimplemenéwel deformaindirecta,comrecurscaapontadoes
gueendeream segmentosde mendria dinamica(‘heaps’). A programaao com
apontadore§ umaactiidadesujeitaa erros(cf. problemascomoa indefinicao
de apontadoresa ndo-terminaao causadaor refe@nciasciclicasetc) etendea
produzircodigo “manhoso”,i.e dificil de entendeipor quemnao o escreeu '3,
Uma maneirade ultrapassaestesproblemast pensarem regrasgerericasque
refinemestruturagie dadosrecursvasem equivalentemao-recursiasquesejam
sgyuraseliminandotodaa manipula@onzo-sisteraticade apontadored?.

13Comobemobsenou Wirth [Wir76], os apontadoresio equivalentesno eixo dasestruturasie
dadosaos'gotos’ algofitmicosquea programaéo estruturad@antosepreocupotemabolir
14pamesmdormaquesepodefazerStructuredProgrammingvith Goto Statementstf. [Knu74].
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Olhandoparaa analogiaentreas constrydesprimitivasde Sets e algumas
estruturasledadosdo PascAL, apresentadaaFigural.5, é tentadorrriscarmos
uma “codificagao” de definides como, por exemplo, (8.94) acima. Obtemos,
introduzindoumavariavel auxiliar Node parafacilitar a codifica@o,

X = “Node;
Node = record
P: A; (8.96)
S: X
end;

De facto,seriaconcertezastaa estruturade dadosqueum programadode Pas-
CAL escr@eria, em primeiramao, parapoderrepresentaseq@&nciasdo tipo A.
Contudo,qual o significadoreal da constry&o "Node ? Qual é o “valor” de
um apontador?Ondeest a preven@o contraapontadoresndefinidose ciclos
de apontadoresEstassao limitagdesda“analogia”’invocadague,comotodasas
analogiascarecederigor formal.
Um dos primeirostrabalhosque abordaranformalmenteesteproblemafoi

o de Fielding[Fie8(. Entrevariasestruturaestudadass consideradm refina-
mentode arvoresbinarias deprocura '?,

X = 14 Key x Data x X? (8.97)

guecorrespondadefinicao(8.95)em Sets fazendod = Key x Data.
Um dosrefinamentopropostogparaestaestruturaem|[Fie8( ‘mapsabinary
treeontolinearstorage’:

S92 i (K +1)x ARRAY (8.98)

ARRAY K — Key x Data x (K +1)?

onde K = IN & um conjuntoinfinito numeéwel de apontadores.Esterefina-
mento & propostoem [Fie8( sob um pesadanvarianteinduzido, que impede
apontadoremdefinidose ciclos de apontadoresOraum invariantesemelhant@
tamkemrequeridgparajustificarmosarepresentgoem‘lista-ligada” deseqén-
ciasfinitas, que se apresentoacimaem (8.96) e que, por analogiacom (8.98),
escre@efiamosformalmentecomosesegue:

X, = (K+1)x(K—=Ax(K+1))

Podeko estesdois saltosde refinamentoque “removem recursvidade” ser
generalizados?

15EstamosatransliteraparaSets anotagoV pm usadaem[Fie8d.
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8.7.2 LeisdeDes-recursivacao

No casogeral,suponhamosgue nosé dadaumadefinicdo recursva em Sets da
forma
X =1+ 6(X), (8.99)

ondeG &um (endo)functoem Sets (relembrara Definicao8.3).
Podemosonjecturaque,se X; € umpontofixo emSets de(8.99),enfio

X1 9% (K +1) x (K = G(K +1)) (8.100)

paraK = IN. Parajustificarmosestaconjecturase precisoencontraio par f, ¢
ai referido,paraqualquerg.
O primeiro resultadoque deserolveremosse@ aplicavel a definiddesmais
geraisque(8.99),daforma
X = F(X) (8.101)

daqual(8.99)seobttmfazendaF (X) = 1 + G(X).

Seja{Xy,d : F(Xy) — Xp) um pontofixo dofunctor F (8.101)em Sets. A
existénciado menordospontosfixosde(8.101)estgarantidssempregueF € co-
confinuo. Ignoraremosaquialgunsdetalhegécnicos sendosuficientesabermos
quetodoo functorpolinomialé co-contnuo®.

Queremosgoradiscutiro seguintesaltoderefinamento:

Xo <9 K x (K = F(K)) (8.102)

ondeK &umdominio de“apontadorestal que K = IN. Ora(8.102)se&garan-
tido pelaexisténciade umasobrejecao

K x (K = F(K)) — X,

totalsobre{(k,c) € K x (K — F(K)) | ¢(k,o)}. Parasimplificarmosnicial-
menteo problemaassumiremosemporariamentgues € K — F(K) éuma
funcaototal e desenharemasdiagramaseguinte:

K
lo (8.103)
F(K)

Fixadoum dadoo — queintuitivamenteveremoscomoum segmentode ‘heap’
endereadopor K, oucomouma“basededados’comchave K — f, designada
funcdoque,paracada‘apontador’k € K, abstraio valor de X, quecorresponde

16\er[MA86], p.262,270.
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auma“navega@o” sobres tomandadk comoendereo departida.Podemosicres-
centarf, a(8.103),0ou sejadesenhar

Xod~ K
Jo
F(K)

Como(Xy, d) € ponto-fixode F, podemosdicionard aodiagramae obter

X, ¢~ Kk
67T Jo
F(Xo) F(K)

Finalmentep diagramgpodeserfechadaopor F(f,),

X, <= K
o7 Jo (8.104)
F(Xo) FUo) F(K)
jaqueF éumfunctor
A equa@oimplicitano diagramacomutatvo (8.104)é

fo(k) = 6(F(f5)(a(k)))

Escreeeremosagora f(k,o) em lugar de f, (k), obtendoa seguinte funcdo de
abstracaopara(8.102)

f : Kx(K—FK)) — Xo
J(k,0) E SF (U)o (K))
Podemosxemplificaresteraciodnio como propriofunctorpolinomial(8.87).
(A*, §) eum ponto-fixobem-conheciddestefunctor!” onde

(8.105)

0 : 1+AxA* — A
o ¥ (G TGN
NestecasoparaZ(f,) obteremos
Flfo)(@) = (1+Axf)(x)
= (Li+1ax f5)(z)
= {Gwnon £ 20y ©0

17Consultamssecdes2.3e 8.3.1.
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Compond8.107)com(8.106)obteremossegundo(8.105),

def [ <> < o(k)=(1,NIL)
fk,0) = { cons(a, f,(K)) < olk) = (2, (a, k')

Deixandoagorade assumirques é total, teremosde encararo problemada
indefinicdo de apontadores— o (k) em (8.105)se& indefinidosemprequek ¢
dom(o) eoutrosapontadorek’ nocontra-doriniodeo, acesgseispork, pode&o
estamamesmasitua&o.

Estanogao de acessibilidadesntre apontadorepodef caracterizase pelo
fechotransitvo <}r daseuinteordemsobreK, induzidapor F eo:

ki<rk % kedom(o) Ak €x o(k) (8.108)

ondea conjun@olbgicaé de novo assumidacomoumaconectva nao estrita—
cf. (8.13)— e € sedefineporindugio sobrea estruturgpolinomialde 7, como
sesque:

kece ¥ F (8.109)
kEAx,X.CL' déf k==x
k €rxg (z,y) o kerzVvkegy

def
kerigz = {kegz < r=(2,2)

O sgyuinteinvariantepara(8.102)impedequalquerapontadoracesgel de k de
serindefinido:

def
p(k,o) = let P={k}U{k € K| K <ktk}
in P Cdom(o)

Contudogsteinvarianteginsuficientesepretendermogsestringiranossanterpreta-
¢a0 ao menordos pontosfixos, querdizer, se pretendemogarantirque f(k, o)
nao da resultadosnfinitos. Falta assimforcar que P sejaum conjuntobem-
fundado'® comrespeitoa < r:

d(k,0) ¥ let P={k}U{K e K|k <ik} (8.110)
in P Cdom(o) A
VOcCCP:I3meC:Vk'<rm:k &C

Porexemplo,sejaF(X) = C — G(X). Naosea dificil obtere - paraeste
caso,
kecogz 3¢ dom(z) : k €g x(c) (8.111)

18 Relembraw exerdcio 1.22.
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A condi@o(8.111)iraserltil paraentendermoailustra@odocalculodedesrecursia-
caoqueseapresentarnasec@o8.7.4.

Finalmenteenfio, apresenta-se teoremaguecorporizatudo o queacimase
descreeu:

Teorema8.4 (Primeira Lei de Desrecursivagio)
SejaF umendofunctopolinomialemSets e seja(Xo, d) umpontofixode F tal
gueo conjunto X, é finito ou infinito nume#ével e tal que os elementogle Xy,
consideadoscomoestrutuasarborescentessao finitos.

SejaK umconjuntoinfinito numeével.Sejag : K x (K — F(K)) - 2um
predicadodefinidopor

b(ko,0) ¥ kg € dom(o) A (K <z k= k'€ dom(c))

AN (BkeK :k<tk)
A dom(o) éfinito
Sejaenfimf : (K x (K — F(K))), — Xo umaaplicaciodefinidapor f(ko, o) =
fo(ko) ondef, : dom(c) — X, € umaaplicagddo auxiliar definida,recursiva-
mentee a custadea, por

fo(k) = 6(F(f5)(a(k)))

Tem-seenao
Xo 9% (K x (K = F(K)))

Demonstra@o: Ver[Jou93. O

Até agoratemosinterpretada doninio K comoum conjuntoqualquey in-
finito numeawel, cujoselementosao,decertomodo,refeiénciagparaosobjectos
aimplementarDissemogjueum elementade K podiaserconsiderad@omoum
nome,umachave ou um apontadar E de notarque existe umadiferen@ funda-
mentalentreum apontadonumalinguagenmde programaéo(comoe.g. PASCAL)
e, por exemplo,um nomeou umachave numsistemarelacional.E queum apon-
tadornao € apenas endereo de umacélulade menbria. Um apontadoipode
tamkEm“naosernada’,isto &, podeter o valor NIL. Porissoumaopera@osobre
umaestruturaarborescenteémplementadaa custade apontadore®, tem geral-
menteaforma

p=NIL =
{ -(p=NIL) =
Assim,um dominio deapontadoreé sempredaformal + K (ou K + 1, obvia-

mente)emquel = {NIL} e K &um conjunto(infinito numeéwel, pelomenos
teoricamentejle endereosde célulasde mendria.
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Ja atrasnos aparecerammais do que umavez, doniniosda formal + K,
ver e.g. (8.100). Vamosagoraenunciarum segundoteoremaa quechamaremos
segundalei de desecuisiva@o, que permiteobter essetipo de representgio e
cujademonstra@o (aquiomitidaporrazesdeeconomialeespao) mostraquese
podeusararepresentgiofornecidapeloteoremaB.4paraobteranovarepresenta-

géolg.

Teorema8.5(Segundalei de Desrecursivacao)
SejaG umfunctorpolinomialemSets daforma

GL)=C1 XL+CoXLXxL+...4C,xLXLX...XL
~———

n

emqguepelomenoaumdosconjuntosC; &€ ndovazio.
Seja(X, §) umpontofixo daequa@o

L=1+G(L)

emquel representao conjuntosingular {NIL}, tal quetodosos elementosie
X, consideadoscomoestrutuas arborescentessio finitos e tal que o proprio
conjuntoX éinfinito numeavel.

SejaK umconjuntoinfinito numeavel,comNIL ¢ K. Seja

I''(1+4K)x (K= G(1+K)) — Bool
um predicadodefinidopor

I'((e,po),0") &

((po # mil = po € dom(c')) AN (K <, k= k' € dom(d"))
AN (BkeK: k<l k)
A dom(c') éfinito)

Sejaenfim
r:(1+K)x (K=G1+K)pr =X

umaaplicacdo definidapor

1

TI((eapo)aal) =7 (e,po)

sendo
10

T I:l+dom(a')—)X

19Essencialmentgunta-sea K um elementoN I L e substitui-sgoor esseelementatodosos ele-
mentosde K querepresentamstruturayvazias.
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umaaplicagdo auxiliar definida,recursivamente a custadeo’, por

" (e,p) = 8((idy + G(r'"))((idy + 0") (e, p)))

Tem-seenao
X<, (1+K)x (K—=~GQ1+K))r

Demonstra@o: Ver[Jou93. O

Exercicio 8.25 Aplique asleis de desrecursacao estudadasestecursoa cadaumadasseayuintes
definiddesrecursias,

1+ X

1+Ax X

1+Ax X2

1+AxX*

V+AxX*

Ix(X+1)?

I+1x2%

A+X)—~IN

>R >

IR 1R 1R IR R TR 1R 1R

definindof(k, o) eaordem< .
O

8.7.3 CasosParticular escom Interesse
E interessantanalisam significadode (8.102)paraalgunsfunctoresF simples:

— FunctorconstanteF (X) = C. (C, 1¢) &, obviamenteum ponto-fixode F. De
(8.105)e (8.86)obtem-sea funcaodeabstracao

f i Kx(K—=0C)—
f(ko) ¥ 6( (f )( (k)
16(C(f,) (o <)k)))

lo(le(o(k))
= o(k)

De (8.108)e (8.109)0bttm-sea ordemvazia <} sobreapontadore$K),
peloqueo invariante(8.110)sereduza

b(k,0) L ke dom(o) (8.112)
comoseesperga. De notarque estecasoparticularcorrespondé popu-
lar técnicade programa&o?° pelaqual,emvezdemanipulardirectamente
dadodotipo C (estaticamentarmazenados programananipulaidenti-
ficadoresseuspu refelénciasdinamicasparaeles.

20Tipicade C ou PASCAL, ou aindadaprograma&opor objectos.
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— C = 0 no casoacima. Estecasotrivializa (8.101)a definicado X = 0 deum
dominiovazio;notarque K x (K — F(K)) simplificaemK x (K — 0),
guesereduza

Kx(K—=0) = Kx [J 0¥
XCK
>~ K x(°

Querdizer, o : 0 — 0 sb podesercompletamentendefinida,e dom (o) =
0; enBok € dom (o) = F e(8.112)reduz-sea

$(k,o) € F

Comoseespersa,chegou-seaareifica@ovazia(ondetodoo dadoginvalido).

— FunctoridentidadeF(X) = X. Nestecaso(8.101)reduz-sea X = X, que
aceitaqualquerpontofixo (Xo,d : Xo — Xo) onded & umabijecdo.
Vejamoscomoo menordos pontosfixos implicitosem (8.110)reduzeste
casoao anterior(X, = 0), mostrandajuedefinigio e a propriedadédem-
fundadanaopodemserverificadasao mesmatempo.

Assumirque P & bem-fundada@omrespeitoa k; < x.x k (queseabre-
viaraparak; < k eélogicamenteequivalenteak € dom(o) A k1 = o(k))
implica
ImeP:o(m) ¢ P (8.113)
Massem € P enflom € acestvel dek (m <t k), m € dom(o) e
o(m) < m. Logo
o(m)<m <tk

i.eo(m) <t k,queimplicac(m) € P econtradiz(8.113).Logoaconjun-
cao da definicddo de apontadore® a au€nciade ciclosem (8.112)& im-
poss$vel, e obtemos

$(k,o) € F

Um sabormaisalgofitmico podeseremprestada (8.110)introduzindouma
funcaoauxiliar

reach(k, o) def

{k(}U{K e K| K <t k}
(querdizer, P = reach(k, o)) sujeitaastransformadesqueseseguem?!:

reach(k,o) ef

21Cf. asleis do apgndiceB.
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{K(YU{K e K| K <t k}
= 0 < k¢ dom(o)
= KU { U<, cdFYU{K" e K| k' <} K} <« ke dom(o)

0 & k¢ dom(o)
{k} v { Uk'<fk reach(k',0) <« ke dom(g)

O testededefiniddopodeserencapsuladaumpredicado

de fined(k,o) ' pc dom(o)

Como P = reach(k,c) obtemos,depoisdas substitujes e transformades
necesarias:

. def [ F < k& dom(o)
defined(k, o) = { VK <5 k: defined(F,0) < ke dom(o)

Notar que reach e defined nao calculamo pretendidoponto-fixoimplicito no
fechotransitvo de <x no casode estarela@o serciclica. Um ciclo-<x &
detectadsempreque serevisita 0 mesmok € K. Comoa detecéo de ciclos
seajustaao testede definicio de apontadoregpodemosagrayar os dois testese
escreer

¢(k70) = ¢auw(k;0'; @) (8114)
onde
¢aum(l€, a, C) d:ef
F & kgdom(o)VkeC
{ V&' <rk: ¢aum(l€’,0’, cuU {k:}) <« ke dom(a) (8.115)

8.7.4 Exemplode Calculo de Des-recursivacao

O modeloDecT'ree paraarvoresde decifio atrasapresentad¢B.20) seia explo-

radonestasec@o e submetidoa umasérie de calculos,no sentidode ilustrar os
principaisresultadoslestecagtulo. Ossaltosderefinamentse@oindexadospor

nimerosnaturaisde formaa facilitar a aplica@o daregra(8.14) parainferéncia
defungdesdeabstrac@oe invariantes.

Reificagio dos Dominios dos Dados

A remo@oderecursvidadedeacordocom(8.102)seia a primeiratransformaéo
aplicavel a (8.20). Obttm-se

DecTree <y DecTree;
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onde
DecTrees = K x (K — What x (Answer — K)) (8.116)

Antes de prossguirmos, pensemosim poucosobreo queja consguimosem
DecTree; (8.116).Saoadmis$veisduasinterpretades(pelomenos):

1. OlhandoparaK comoum dominio deapontadoes
K — What x (Answer — K) (8.117)

modelaum segmentode ‘heap’, i.€ de menbria dinamica. Em PASCAL
(ondeo ‘heap’ est “escondido’no ‘run-time system’)escreeriamosgual-
guercoisacomo??

type DecTreel = T“DecTree;
DecTree = record
Q: What;
R: array [Answer] of "DecTree
end;

(8.118)

2. OlhandoparaK comoum dominio de nomesde objectos (8.117)modela
abasedeobjectos
nome — objecto

implicitaemqualquerambientaleprogramaéoorientadaaosobjectodWol8§].
Re-escreendo(8.116)maissugestramente:

DecTreey = ObjName: K X
Archive : ObjBase
ObjBase = K — Attributes
Attributes = Q: What X

SubObjs: Answer 3 K

Prossguiremosagoravia (8.72):
K X (K — What X (Answer — K))
2 K x ((K = What) x ((K x Answer) = K)) (8.119)

DecTrees

DecTree;

[REYAT

Agora, olhandopara K como um dominio de estados DecT'ree, aceitaa
interpreta@o seguinte:

22Estritmentdalando(8.118)éjaumrefinamentale(8.117)porque comojaseviu, osapontadores
emPASCAL implementami + 1 emlugarde K (aalternatva 1 correspondaovalornil ). Portanto,
uminvariantesobre(8.118)se&a necesario,impedindoa alternatva nil  emDecTreel .
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- (K x Answer) — K = diagramaestados-tansid@esde um autbmatode
estadodinitos (deterministico)onde Answer = esimulosdeentrada;

- oprimeirofactork € K em(8.119)= estadacorrentedo aubmato;
- K — W hat = tabelaseninticaassociandoam significadoa cadaestado.

Assim, o salto 2 acabade nos conduzira um nivel mais baixo onde, ape-
sarde tudo, encontramosv elhosamigos”: autbmatosde estadodinitos podem
implementarsecom ‘arrays’ e ‘jumps’! Continuandacom o raciodnio teremos,
sucessiamente,

DecTrees = K x ((K — What) x (K x Answer) = K))
K x (2K><Wh,at x 2(K><Answer)><K)

DecT'rees
K x (2K><What x 2K><Ans’we7'><K)

Il

= DecTreeq
cf. (8.9)and(8.30). O modelofinal,

DecTreey = K x (2K*What o gKxAnswerx K\ (8.120)

nao & nem mais nem menosdo que um esquemaelacionalparaimplementar
DecTree sobaformadedoisficheirosdebasededadogtabelaspndeK assume

agorao papeldeumdorrinio dechaves _
Emresumop nossaraciodnio podeesguematizasecomosesegue:

DecTree <1 DecTree; <z DecTrees <3 DecTrees =4 DecTrees (8.121)

Infer @nciado Invariante de Abstrac¢ao

A funciodeabstrac@oglobalpara(8.121)podeinferir-sevia (8.14),i.&

f(ka <t7 tl)) = fl(f2(f3(f4(k7 <t>tl)))))

onde f se obtem por composj@o functorial dasfungdesde abstracéo f; a f4,
comosesgyue: f4 € dadapor

f4 =1g X (].QKXWha.t X 29)
ondeg € o isomorfismo

(AxB)x(C= AxBxC
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definidopor
9((a,b,0)) = ({a,b),0)
istoé,
fa((k, (1)) = (K, (¢, {((k,a), k') | (k,a,K') €1'}))

Deformasemelhantef; baseia-s@aabstracaomk f (8.9) derela@desparafun-
coes,

fs = 1k x (mkf x mkf)
enquantajue f, &, simplesmente,
fo=1rgx ¥
ondel édadapor (8.74).Finalmente,

fl(kaa) = f‘T(k)
fo(k) € et o(k) = (w,0')
a

(8.122)
<w’< fa(OJ(a)) )aedom(al)>

mn
cf. (8.105,8.81F (8.88).Entao
fa(fa((k, (8, 8))) = (k, (mEf(t), mkf({{(k,a), k') | (k,a,K') € t'})))

_ k (k,a) )
= (k, s ’
( (< w )(k,w)et ( k (k,a,k’)et’>>

fa(f3(fa((k, (8, D)) =

z
<k,< (w,( g ) ) ) ) (8.123)
(k" ,a,k")EL'NE =2 (e, w)et

Combinandd8.123)com (8.122)obtemosdepoisdealgumassimplificades,
Flk, (t, ") e et w= the({m2(r) | 7 €t Awi(r) = k}) (8.124)
. a
L o kAR

Passemosgoraa inferénciado invarianteglobal,queé dadopor:

¢(ka (ta t’)) = ¢3(f4(k: (ta t’>)) A ¢2(f3(f4(k: (t7t’)))) A ¢1(f2(f3(f4(k: (t: tl)))))
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jaqueg¢, €sempreverdadeirogs recorrea fdp (8.7),

¢3 = (AK.V) x fdp x fdp
e ¢2 €0 predicadalpi (8.73).Podeverificarsequeg, (f3(f1(k, (t,t')))) sereduz
a7r1[t’] - 7i'1[t]. Entio

Ga(falk, (1¥)) = VA fdp() A fdp({((k,a), K) | (koK) €0 g e

fap(t) A fap({{(k,a), k) | (k,a,k") €1'})
Continuanda calcularfdp({{(k, a), k") | {k,a,k') € t'}) em(8.125)teremos

Yk, a, k), (ka, b kS €' : (k1 = ko Aa=Db) = K, =k

Finalmenteg; (8.110)baseia-s@aordem

i<k ¥ kedom(o)A

(FV 3da € dom(mwa(o(k))) : k1 = m2(o(k))(a))

& kedom(o)A let o =ma(o(k))
in  Ja € dom(o') : k1 = o' (a)

cf. (8.111).Relembrandd@8.114,8.115acima,podemosgeduzir

o1 (fo(f3(fa(k, (t,1)))))
aauz(k,t,t',0) onde

def
auz(k,t,t', C) =

F < kgmt]Vv
keC  (8.126)
vr e {ni(s) =k| s €t'}: aux(ms(r),t,t',CU{k}) <« kemlt]

Combinandoos resultadosanteriores pbtemosfinalmenteo seguinte invariante
(ndo-triviall) sobre(8.120):

(k. (t:1)) =
(Vk,w), (K, w'y €t k=K =>w=u")A
(V{k1, a, k)Y, (ko by kb € 12 (k1 = ks Aa = b) = K, = kb) A
mi[t'] C mit] A
auz(k,t,t,0)

(8.127)

ondeauz €0 predicadaecursvo auxiliardadopor (8.126).
Pormuito complicadogueo leitor acheo invariante(8.127),devera reflectir
sobreo seguinte:
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- @0"“menor” invariantequegarantesegundoo processale calculoseguido,
acorrectamplementagorelacionalde DecT ree;

- @ umamedidaeloquenteparase avaliar a “inseguran@” e o risco que se
correaoutilizar essamplementaéo completamentdesapoiada.

Exercicio 8.26 Relembredo Exerdcio 2.380 segguintemodelorecursvo, em Sets, paraarvores-B
BT%1—|—BT><(A><BT)*

onde,sobreo tipo de elementosA seconsideradefinidaumaordemtotal < . No conteto dades-
recursvagdodestemodelo,caracterizeaordem< x correspondente.g onde

FX)21+X x(Ax X)*

Exercicio 8.27 Considere seguintemodelorecursvo, em Sets, paraarvoresde expres§io
E =~ V+OxE* (8.128)

ondeV designaum conjuntodevariaveise O um conjuntode operdores

1. Escrera um invariantesobre E que garantaque em todasas ocorrénciasde um operdor
0 € O numaexpres$io o 0 seunimep deargumento£ 0 mesmo

2. No conteto dades-recursacidodestemodelo,caracterizeaordem< = correspondentende
F(X)=2V+0xX*

3. Completeasreticgnciasno sgyuinteprocessalerefinamentale E:

ComoE™* & pontofixo de

obteremosle (8.128),por substituj@o,

E = (8.129)
= (8.130)
SubstituindaagoraF (8.129)em (8.130),teremos
Emsuma,(8.128)implementa-s@or
E =2 V4OXL
{ L = 14VXxL+0xL? (8.131)

4. Aosolhosdaanalogisquefoi dadanasaulasentreasconstry®esprimitivasde Sets e constru-
cbessemelhanteraslinguagengle programado estruturadagomocodificaria(8.131)em C
ou PascaL? (escolhaumadaslinguagens).
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8.8 Ainda Sobre a Manipulacaode Invariantes

Vimos atras como o processade refinamentoacarretaa indugao de invariantes
sobreos dadosrequeridosparagarantira representdo fiel da informago da
especificago. Essesnvariantessao sintetizadosem cadapassoe sao, de certa
forma,“os menores’possveis,cf. sec@o8.1.2.

Estaestraégiatem a vantagende impedirimplementades“mais fortes” do
que efectvamentenecesario — como se podeapreciarao resoher o Exerdcio
8.22,por exemplo— masignoraoutrosaspectosiareifica@odosdadosquesdo
relevantesnapratica,nomeadamente,

- a propria especificago inicial de um projectoest, ela propria, sujeitaa
invariantesad hoc’, i.€ abritrarios;por exemplo,mesmoum tipo primitivo
como

Date =2 31 x 12 x IN

requerum invariantenao-trivial:

dateOk :  Date — 2
me{1,3,5,7,8,10,12} = d<31A
(—(a = 1582 Am = 10)
def V(d<5d)Vv(le<d
dateOk(d,m,a) = m € {4,6,9,11} = d(g 30 a )
m = 2 A leap(a) = d<29
m = 2 A —leap(a) = d<28

onde

leap : IN — 2
leap(a) def ( 1700 < a Arem(a,100) =0 = 400
eaplaj = T\ 1700 > a Vrem(a,100) £0 = 4

)=0

- algumasregrasdo calculo sao “sengveis ao conteto” no sentidoem que
sb podemseraplicadasa um tipo de dadosse esteestver afectadgpor um
dadoinvariante??;

- podeserdesepvel introduzirinvariantesad hoc’ aolongo do refinamento
gue nadatém a ver com fidelidadede representdo (representatividadg
massim comoutrasfacetasio refinamenta@omoa procurade eficiéncia

Porexemplo,sabemosjue

24 < A* (8.132)

—elems
Contudo,podemosestarinteressadosmimplementar24 por listasde A* orde-

nadasporumaordemtotal sobreA, ordemessajueé irrelevanteparaafunciode
abstrac@oelems.

23Veja-sg0li90] paramaisdetalhes.
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Em geral,se A, B forem conjuntosfinitos taisque A <, B, podeacontecer
que A 16 By severifique,onde¢ : B — 2 & uminvariantesobreB e By

designao conjunto{b € B| #(b)}. ¢ podesertaoforte quantodesejarmoglesde
queacardinalidadeB, sejamaiorqueade A. No “limite”, A = By. Tal se&o
casoem

A~ *
2 —elems|linear (A )linear

ondelinear forcaquecadaseq&ncias € A* estejaotalmenteordenadgoruma
dadaordemlinear C € A x A:

linear(s) e vi< < j <length(s) : s(i) C s(j)

O objectvo destasec@oé o deanalisamo impactodetaisinvariantesad hoc’
nosresultadosnteriorment@studados.

8.8.1 Invariantes‘Ad Hoc’

Antesdemais,seia a partirdeagoranecesario decorarcadadominio dedadosA
como “seu” invarianteg,
Ay

umavez que ¢ pode,num dadoestadodo refinamentosermaisforte do queo
implicadopelasregras<1 até ai aplicadasDe facto,um ou maisinvariantesxtra
(‘ad hoc’) podemter sido entretantantroduzidosao arhitrio do implementadar
Assim,passaremoaescreer

A <9 By

emlugarde
A g? B

sendop omitido apenasefor o predicadssempreverdadeird\b.T).
O teoremagueseguepermite-nosntroduzirinvariantesad hoc’ emqualquer
passaleumrefinamento.

Teorema8.6 SeAd §1¢B¢ severificaesea : A — 2 @éuminvarianteextra sobe
A, enio a podeser“empurrado” de A para B comosesejue:

Aa ﬂ? B¢/\aof

emque¢ A a o f abrevia o predicadolb.¢(b) A a(f(b)).
Demonstra@o: Ver[Jou93. O

Precisaremoaindade maisalgunsresultados.
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Teorema8.7 SendaF um(endo)functopolinomialemSets ouo functor2X, A
finitoe ¢ : A — 2 uminvariantesobe 4, tem-seque

F(Ag) = F(A) 7 (9) (8.133)
Demonstra@o: Ver[Oli94]. O

Teorema8.8 SejaA J; B vedadeio e ¢ : B — 2 umpredicadotal quea
restricdode f por ¢,

éaindasobejectiva.Entao
A dy19 By

Demonstrago: Obvia, a partir dadefinici08.10.0

No quediz respeitaa funcionalidadeleum modelo temoso seguinteteorema
garantindajue,seumaopera@o preseraum invariante'ad hoc’, enfioqualquer
umasuaimplementa@ovalidao faz,abaixonivel.

Teorema8.9 Sejac : A — A a especificago de umafungdo transformando
elementosle A e preservandaim dadoinvariante‘ad hoc’ a definidosobe A4,
istoe?4,

Va € A: a(a) = a(o(a)) (8.134)

Entdo, o refinament@’ des implicadopelosalto(8.11),

A—2 s 4

T

By —— By
o
preservaé a aonivelde B.
Demonstrado: ¢’ & qualquerfuncioquesatishca
Vb € By : f(o'(b)) = o(£(b)) (8.135)
a se@preseradopor¢’, aonivel de B, sse

Vb € By : a(f(b)) = a(f(o'(b)))

240 factodeo serunario naocorrespondafaltadegeneralidadeo teoremgpermanecealido para
aridadesarbitréariasdeo:

c:...XxXAX...—> A
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Porredu@oaoabsurdogo ndosei preseradose

3b € By : a(f(b)) A —~a(f(a' (b))
istoé,
b€ By : a(f(b)) A —a(a(f(D)))
via (8.135).Porquef & sobrejectia, f(b) = a paraalguma € A. Logo, teremos

Ja € A: a(a) A ~a(o(a))
assimcontradizenda hipbtesg(8.134).0

Passaremodeimediatoaoestudade umexemplodeaplica@odestesesulta-
dos.

8.8.2 Exemplo: Tabelasde ‘Hashing’

As tabelasde ‘hashing’ sdo estruturagie dadosbem conhecidagwWir76, HS7§
cujo objectivo & combinareficientementasvantagensantodamenbria esética
comodadinamica. Estruturasestticascomoos ‘arrays’ sao de acessaleabrio
mastém a deswantagende ocupardemasiadamendria primaria. As estruturas
dinamicaspaseadaesmapontadoes(e.g. listaslineares anoresde procuraetc)
sao maisversateiscomrespeitoa requisitosde menmbriamaso acessa informa-
caonaoétaoimediato.

A ideia do ‘hashing’ & sugeridapelo significadoda propria palarra: uma
grandebasededadost “hashed’emtantos‘peda®ms” quantopossvel. A procura
dentrode cada“peda®” nao & imediata,mascadapedao & acedidoaleatoria-
mente.Comocadaumadessasub-basededadose maispequenajueaoriginal,
o tempogastona procuraé encurtadgor um dadofactordependentedo nlimero
de sub-basesO acessaleabrio obtem-senormalmentgpelachamaddungaode
‘hashing’,

H : Data — Location

guecalcula,paracadaitem,asualocaliza@onatabelade ‘hashing’. A terminolo-
gia ‘standard’encaracomosinbnimostodosositemsquecolidem i.e competem
parao mesmadocal,ou endereo. Um conjuntode sinbnimoschama-sdudket

Ha variasmaneiragde tratarcolisbes,comoe.g. ‘linear probing’ [Wir76] ou
‘overflow handling’[HS78. Apenasnosdedicaremos estailtima.

Processale Calculo

Sejan € IN o nimerodeentradagprevistasparaa nossdabelade ‘hashing’'e

H:A—n



8.8. AINDA SOBREA MANIPULAGAO DE INVARIANTES 325

umadadafungaode ‘hashing’. Normalmentep € muito menorqueo cardinalde
A, istoé, H é claramentaao-injectva.
O objectvo é usar<-resultadoparacorverter
244...

em algo que possamosdentificarcomo um modeloaceifivel de umatabelade
‘hashing’. O pontode partidaé o resuldaddasico(8.60):

A<, BxA
Instanciandd8.60)paraB = n,
AL, nxA (8.136)
imporemosdeimediatoan x A uminvariante'ad hoc’:
#(i,0) = i = H(a) (8.137)

por forma a que cadaitem a € A sb sejaemparellavel com o seuindice de
‘hashing’H (a). Oraarestri@oden, a(n x A)4 &sobrejecttasobreA, pois

m[{(,a) enx Al i = H(a)}] = A

eteremos
Ad s (nx Ay (8.138)
peloTeoremaB.8. Aplicandoa (8.138)o functor“partesde X, AX.2%, obtemos
24 <y, (27 M), (8.139)
onde
o = 2¢
= As.(Vz € s: ¢(x))
= As.(V(i,a) € s:i=H(a))
e
fi = 9(m2|¢)
= MAs.{m(z)| z € s}
= As{a€ A| (i,a) € s} (8.140)

Relembremosagoraalei de‘currying’ daexponenciaao(8.38),

B
ABXC Euncurry (AC)
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onde
uncurry(t) def A(b, ¢).t(b)(c)

ParaA = 2 obtem-sea sgguinteversaode uncurry,
uncurry(t) def {(b,c)| be BAcet)}
A instanciade (8.38)quenosinteress@ — cf. o ladodireito de (8.139)—
gnxA o (9Ayn

Semanipularmo®sinvariantesleacordocomo TeoremaB.6 obteremos

27 Ne =4, (29", (8.141)
deondesededuz:
fo = Atuncurry(t)
= XJ{@,a)| ienAnact(i)} (8.142)
e
&, = & ouncurry (8.143)

A ®({(i,a) | ienAa€t(i)})
= AXVien:(Va€t(i):i=H(a))
E facilmostramque((24)™), acima—i.eo‘array’ (n — 24)s, — édefacto
ummodeloparatabelasie ‘hashing’. De acordocom (8.144),todo o conjuntono

codoniniodetais‘arrays’ conteasindbnimogHS7§. E todosessesonjuntossao
mutuamentdalisjuntos cf. o seguintelema:

Lema8.1 Para cadatabelade‘hashing't € (n — 24)4, verifica-se
ViZjen:tli)Nt(j) =0
Demonstra@o: Porredu@oaoabsurdosuporque,paraalgunsi # j ea € A, setem
a € t(i) Aa € t(j)
Ento,por ®, (8.144)tem-se
t=H(a)ANj=H(a)
i., 7 = j, logocontradizend@ hipotesenicial deques # j. O

Em suma,cadadb € 24 & partidaem n segmentosde colisio, disjuntos,
cadaum endereado pelo correspondentendice de ‘hashing’ calculadopor H.
Contudoatarefaderefinar24 “recorre” no codoninioden — 24, umproblema
conhecidgeladesignagaodeoverflowhandlingou collision handling[HS7§].



8.8. AINDA SOBREA MANIPULAGAO DE INVARIANTES 327

Manipulacéo de Colisdes

Conhecidaa propriedadeeomposicionatiosrefinamentogm Sets, saltad ideia
tentarrefinarospropriosconjuntosdecolisdesem (sub)tabelade‘hashing’. Esta
solu@otemo nomede ‘rehashing’e conduza qualquercoisacomo

n— (m — 24) (8.144)
sobum invarianteelaboradenvolvendon (possvelmentediferentesfungdesde
‘sub-hashingH; (i = 1,...,n):

B3 = AVi€n:(VjeEm: (VYa€t(i)(j):i= H(a)Aj= H;(a))) (8.145)

Mas, estritamentdalando,rehashingndo € maisdo quemultiplicar o espao de
endereamentode umadadatabelade *hashing’ por um dadofactor(m), pois

((QA)m)n o (2A)n><m
— cf. alei (8.38)— ondeafuncaode ‘hashing’'é
H'(a) = (H(a), Hr(a)(a))

Tipicamentem < n, e 0s conjuntosde colisdestornam-seamais pequenosMas
24 aindarecorreno co-doninio de(8.144)!

Uma melhorsolugio seé analisara teoriade refinamentade 24 queja co-
nhecemosg ai muitasopgesesto disporiveis, por exemplo A* — cf. (8.2).
Teremosnfotabelagde ‘hashing’ corvertidasem ‘arrays’ de seq@nciasde co-
lisbes,

(n = A%, (8.146)

onde®; seobtemvia o TeoremeB.3,

A A
2 ﬂelems A* = (2 )n S]elems"

Ok
onde
elems™(t) = Ai.elems(t(7)) (8.147)
epeloTeoremaB.6,
@) Detemsn (A" = (2N es Letemsn (A))@s0ctemsn
ouseja,

P; = Pyo0elems™

At.Vi € n: (Va € elems(t(i)) : i = H(a)) (8.148)
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A funcdodeabstrac@oglobalse#, cf. (8.147),(8.142)e (8.140),

f@) = filf2(f1)

f1(f2(elems(i(i))))

{a€ A| (i,a) € {(i,a)| i € nAa € elems(t(i))}}
{a€A|liennacelems(t(i))}

= {a€A| Jien:acelems(t(i))}

= U{a € A| a € elems(t(i))}

= U elems(t(7)) (8.149)

iEn

confirmandaintuicaode queabaseabstract® areunfodetodososseus'peda-
cos” guardadosiumatabelade ‘hashing’.

Exercicio 8.28 Prossiga&omo processaecalculoqueseapresentoaolongodestasec@o,refinando
A* emlistaligadapor apontadores terminecomumacodifica@onalinguagenmC.
O

Exercicio 8.29 Relembreo esquemaelacionalderivadono Exerdcio 8.19. Calculeo impactodelhe
associgragora,o invariante(‘ad hoc’) queseseguee quedevera garantir sobreD P P, ascondides
elaboradaguesesegguem:

- guenenhumequipamente feito de sub-equipamentasesconhecidos;

- guenenhumequipamenteemaincluir-seasi proprio comosub-equipamento;

- gqueseconhece prem detodoo componentgueé usadgpelomenosnumequipamento;
- guesenaopodemter em‘stock’ equipamentoguesenaofabricam.

8.9 Invariantes ‘Ad Hoc’ Implicitos em Diagramas
ERA

Antesdeterminarmosapresentaremoatitulo ilustrativo, variosesquemasein-
versfaodeDiagrama£RA (‘Entity-Relationship-Attrilute’) paraexpres®esSets
emqueocorremvariadosnvariantesad hoc'.

Nosdiagrama€sRA quesesguem, E, F' sao simbolosquedesignamenti-
dades#FE, #F designanosrespectiosatributoschavee A, B,C, D, G, ---, Z
designamatributos. Cadaregradeinversaoé daforma

d=c¢e
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onded éumdiagramé&ERA ee éacorrespondentéradug@osenéntica’emSets.

Entidades

= #E—~AxBx---xZ  (8.150)

Relacionamentos

Genericamentejamossupr um atributo abstractad associad@ cadarelaciona-
mento,desdobavel emtantosquantosecesariosemcadacaso.

Relacionamentosl:1 Variassitua®esa considerarconformeas entidadesen-
volvidas(E ou F') sdoopcionaisou obrigatorias:

1. E e F saoambaspcionais:

= ((#F — #E x A)x (8.151)
(#F —--))s

Invarianteassociado:

$(p,0,0") &

Vz,z' € dom(p) : x # ' = m(p(x)) # m(p(a'))A
dom(p) C dom(c")A
m[rng(p)] € dom(o)

Seatributo A ausentdA = 1):

14

#F — #E x A F—~#FEx1

Jé

cf. lei (8.24).
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2. E obrigabriae F opcional:

= ((#F — #E x A)x (8.152)
#HF —--)g

Invarianteassociado:

o(p,0,0") =
Vz,z' € dom(p) : ¢ # 2’ = m(p(x)) # m(p(z'))A
dom(p) C dom(c')A
m[rng(p)] = dom(o)

3. F obrigabriae E opcional:

= ((#F = #E x A)x (8.153)
#F =)o

Invarianteassociado:

$(p,0,0") =
Vz,z' € dom(p) : x # x' = m(p(x)) # m(p(z'))A
dom(p) = dom(c")A
m[rng(p)] C dom(o)

4. E e F ambasbrigabrias:

= ((#F — #E x A)x (8.154)
(#E = ) x
#EF =)y
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Invarianteassociado:

é(p,0,0") ¥

Vz,z' € dom(p) : x # z' = w1 (p(x)) # m1(p(z'))A
dom(p) = dom(c")A
m[rng(p)] = dom(o)

RelacionamentodM:1 Novamentet regras,pelamesmeordem:

1.
= ((#F — #E x A)x (8.155)
#E = ) x
Invarianteassociado:
1(p,o,0')
dom(p) C dom(a’)A
m1[rng(p)] C dom(o)
2.
=  ((#F — #E x A)x (8.156)
(#F = ) x
Invarianteassociado:
1(p,o,0') &
dom(p) C dom(a')A
m1[rng(p)] = dom(o)
3.

= ((#F — #E x A)x (8.157)
(#E = ) x
(#F —--4))y
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Invarianteassociado:

v(p,0,0') &

dom(p) = dom(a')A
mlrng(p)] C dom(o)

= ((#F — #E x A)x (8.158)
(#E — ) x

Invarianteassociado:

v(p,0,0') &

dom(p) = dom(a')A
mi[rng(p)] = dom()

— NB: Osrelacionamentos : 1 sdocasogarticulareslosrelacionamentos
M : 1, apenasmpondoum requisitodeinjectividade.

RelacionamentodM:M (pelamesmaordem):

—  ((#E x #F — A)x (8.159)
(#F = )%
(#F =)y

Invarianteassociado:

o(p,o,0") € mldom(p)] C dom (o)A
ma[dom(p)] C dom(c")

Denotarque,quandoA = 1 (i.erelacionamentsematributos)setem

(14 1)#P#E
o Q#HEXFHFE

#E X #F —~1

IR
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2.
= ((#E x #F — A)x (8.160)
(#B = )
(#HEF =)y
Invarianteassociado:
plp,0,0") = mi[dom(p)] = dom(o)A
ma[dom(p)] C dom(o")
3.

= ((#E x #F — A)x (8.161)
(#E = -+
(#F = --4)),

Invarianteassociado:
p(p,0,0") € m[dom(p)] C dom(o)A
")

(obsene-sequeo diagramalestaregraé simétricoemrela@oaodia-
gramadaregraanterior)

= ((#E x #F — A)x (8.162)

Invarianteassociado:

#lp,0,0") S mldom(p)] = dom(a)A
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Alarm Cost

Component
Equipment
sub-block-o

Figura8.3: Exemplodeum diagrameERA
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8.9.1 Exemplode Aplicacido

Na figura 8.3 mostra-seum diagram-ERAque pretenderegistar a estruturada
basede dadosde produ@o de umafabricade determinaddipo de equipamentos
(relembraros exerdcios 1.3, 2.59 e 8.19). Estediagramapretenderegistar as
seguintesintuicdessobreo problema:

- afabricaconstbi um determinaddipo de equipmentauja produ@o en-
volve componentemdividuaisobtidosexternamentée.g. comprados um
fornecedor);

- cadacomponenténdividual tem um custoe esf armazenadem determi-
nadaguantidadeverificadaemrelagoaum dadovalor minimodealarme

- cadacomponentee, sggundoumaquantidadedeterminadaparte de pelo
menosum equipmentde.g. o circuito ref. X temn circuitosintegradosde

ref.Y);

- osequipmentopodemconter sggundoumaquantidadedeterminadagut-
rosequipmentogsomosub-blocoge.g. o computadopessoatef. Z temm
‘PC boards’'deref. T).

Em resumo,é possvel reconstituira arvore de produ@o de cadaequipmento,
arvreessajuepodeernvolver componentesidividuaise/ououtras(sub-anores
deprodué@o.

A tradu@o destediagramaparaSETS podeserobtidade acordocom asre-
grasacimadescritas.O diagramaenvolve apenasluasentidadesComponent e
Equipment. A partirdaregra(8.150)obtem-se:

Alarm Cost

Component

Quantity )

—i.6, em SETS:

#Component — Alarm x Cost x Quantity
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( Description ( Quantity )

Equipment

—i.6,emSETS:
#Equipment — Description X Quantity
O relacionamentgartede (‘part of’) podesertido em contaadicionandoyia
regra(8.160),umafuncaoparcialfinita extra:
(#Component x # Equipment — Quantity) X
(#Component — Alarm x Cost X Quantity) x
(#Equipment — Description X Quantity)

Finalmente,o relacionamentsub-bloco-de(‘sub-block-of) & incorporadose-
gundoaregra(8.162):

( (#Equipment x #Equipment — Quantity)X
(#Component x #Equipment — Quantity)x
(#Component — Alarm x Cost X Quantity)x (8.163)
(#Equipment — Description X Quantity)

)o

cujoinvariante® éinduzidopelasregrasacimaempreues:

®(ry,79,€1,€2) def m1[dom(r1)] C dom(ey)

A
mo[dom(r1)] C dom(ey)
A
m1[dom(ry)] = dom(es)
A

mo[dom(ry)] C dom(ey)

Independentementdesteinvariante, pelasleis (8.63), (8.29) e (8.22) a ex-
preso(8.163)podesertransformadam

((##Equipment x (#Equipment + #Component)) — Quantity) X
(#Equipment — Description X Quantity)x
(#Component — Alarm x Cost X Quantity)
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O mesmanvariantepodeserparcialmentealiviadovia lei (8.72),finalmentecon-
duzindoa

( (#Equipment — Description X Quantityx )X
((#Equipment + #Component) — Quantity)
(#Component — Alarm x Cost X Quantity)

)e

O invariantequerestaé

(8.164)

pler,e0) = let X = Uredom(er) dom(ms(e1(k))) (8.165)

E = {x € #Equipment| (1,z) € X}
C = {z € #Component | (2,z) € X}
in dom(e2) = C A E C dom(ey)

Note-sequeo “significado” assimobtidoparao diagrama— vertidoemSETS
por (8.164)e (8.165)— &, emtermosde especifica@o, relatvamentepobrecom-
paradocomagquiloqueo especificadoprovavelmentdinhanasuamentemasnao
teve meiospararegistarno diagrama. Por exemplo,ondeé queem (8.165)ve-
mosagarantiadequenenhurrequipmentgoderecuisivamenteserumsub-bloco
de si préprio? Se#é necesario fixar um invarianteparao efeito, invarianteesse
gue a nota@o ERA & incapazsd por si de explicitar. Em suma,um diagrama-
ERA podea sersemd(vida um bom ponto de partidaparaarrancarcom uma
especificago formal de um dominio de dados. Mas na maioriados casosse@a
necesario acrescentanformag@oextra queo diagramdoi incapazleregistar

Exercicio 8.30 Perante seguintefragmentadaformula@odosrequisitosdeumaaplica@odegesto
pedaggica,
No sistemaacacemicode umadadaunivesidadetoda a disciplina & fornecidapor
um e um sb departamentogue a entrega a um seudocenteresponavel (regente).
Departamentosdisciplinassdo entidadesaracterizadasentre outrosatributos,pelo
seunome

doisprogramadorediscutemsobrequaldosseyuintesdiagramasie Entidades-Reldies(a) e (b), que
sesgguem,devemadoptar:

Departament Nome Departamente ( Nome)
1 1
‘ Regente
M
[ ]

Disciplina Nome

M
[ ]

Regente Disciplina %Nome)

(@) (b)

X
!
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1. Dé-lhesasuaajuda,comparandda) e (b) combasenasenénticaem SETS queestudoypara
diagramaslestetipo.

2. Escreraafungaoque,emnota@o SETS, converteainforma@orelacionaldeum dosformatos
(a) ou (b) parao outro,seé quetal fungdopodeserdefinida.

8.10 Exercicios

Exercicio 8.31 Demonstreou refuteos sgguintesfactos,em Sets:

Ax A* 4 AF (8.166)
A= (Bx2B) <« 24xX2xB (8.167)
(AxB—=C) =2 A—~(BxC) (8.168)
(AB =~ B—at (8.169)
(A=_B)x(B—=C) =¥ A-~C (8.170)
paraA, B e C quaisquee onde
At U A™ (8.171)
n>0
designao conjuntodetodasasseq@nciasnao-\aziasde elementosle A.
O
Exercicio 8.32 A lei
A= (BxC) Qffredm (AxB)—~C (8.172)

generalizaimadasleis basicaglo calculo Sets queestudownestadisciplina.
1. Identifigueessdei e mostrequeelaé defactoumaparticularizaéode (8.172).
2. Definaafungaodeabstraggo f(s.172)-

Exercicio 8.33 Indique4 leis A gljf B docélculo SETs taisqueafuncdodeabstiacdo f, apesade
parcial,é injectiva. Paracadaumadelas,escrea a definico dafungdo de representaéo correspon-
dente,.&, dainversaf—1.

O

Exercicio 8.34 No conteto do Exerdcio 2.50,reparequeo facto

(4%)? <% 2" x A
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severifica,em SETS, paramaisdo queumapossibilidadeale f e ¢.
Proponha-oporformaaquef((z,y)) funcionedaseguinteforma,ilustradapelodiagramaabaixo:
cadabooleanemz actuacomofiltro, separandaseq@nciay nasduassub-segénciasquesdodadas
comoresultado.
Exemplo,paraz = <0,1,1,0> ey = <a, b,c¢,a>:

zr=<0,1,1,0> y = <a,b,c,a>

<b,c> <a,a>

Seidafuncaodeabstracéoqueacabade propdr injectiva? Justifique.
O

Exercicio 8.35 Seia queo seguintefacto
A* x (A= B) <} (Ax B)*

severificaem SETS? Na afirmatva proponhaf e ¢. Nanegativa, apresentem contra-gemplo.
O

Exercicio 8.36 Numaclinicatrabalhamvariosmédicos(Doctor). As consultasdomarcadasnteci-
padamenteiegistando-sepor ordemde chegada,qual o doente(Patient) e qualo médicoqueo vai
ver.

Pretendenda clinica um sistemade informa&o paraa geséo de e consultase suasmarcades,
duasempresasle ‘software’ diferentesconcorreranao projecto,propondodois modelosalternatvos
guediferemlogo naestruturadabasede dadosde suporte:

DBasel = (Patient X Doctor)*
DBase2 = Doctor — Patient™

NB: interpretePatient™ deacordocom(8.171)acima.

1. Expliqueporpalarrassuajuallhe pareceseraprincipaldiferen@ade‘design’entreD Basel
e DBase2.

2. Sekoestesnodelosgualmenteepresentatos? Naneyativa, qualdelesimplementao outro?
Justifiquea suaresposta.
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3. Especifiqueaopera@oseguinte:

consulta : Doctor x DBase — D Base
def

consulta(d,o) = ...... I* o médicod consultaa baseo e, casoaindatenhadoenteseuspara
ver, vé o queesh ha maistempoa espea, devolvendoa baseja sem

esseadoenteregistado*/
paraasduassitua®esD Base = DBasel e DBase = D Base2.

Exercicio 8.37 Relembredo exerdcio 8.220 seguintemodeloparafilas comprioridade,
PQueue(A,B) =~ A— B*
sujeitoaoinvariante
#(0) &' <> ¢ rng(o)

onde B & o dominio de objectosa enfileirare A & um domrinio de prioridadessobreo qual sesue
definidaumaordemtotal.

1. Calculeumacodificag@onalinguagemC daestruturaP Queue. Justifiqueo seucalculoindi-
candoasleis do calculo SETs aquerecorreu.

2. Calculearespectia fungaodeabstracéo.

Sugeséo relembreo exerdcio 8.7.
O

Exercicio 8.38 SejaA umqualquettipo dedadosn@ovazio. A ideiacomumemprogramagodeque
qualquerobjectoa € A érepreserével por um apontadoparaesseobjectoé transmitidapelo facto
seguinte:

A gﬁ 1+ A

Caracterizéormalmentef e ¢.
O

Exercicio 8.39 Considereo sgyuinte diagramaE-R-A (“Entidades-Relacionamers & Atributos”)
referentea um sistemadeinformag@oaca@mico:

( AreaCienfica Departamento

Disciplina T Docente
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Calculea senmainticaformal em Sets destediagramajncluindo o respectio invarianteimplicito.
De acordoo modeloobtido,sugiraum nomeou umainterpretadoinformal parao relacionamente.
O

Exercicio 8.40 Pretende-sespecificae depoisimplementaum sistemade informa@otipo ‘World

Wide Web’ querelacionepaginasdeinformad@o (Page) entresi soba formadeumaredesenantica,

isto &, capazde exprimir ligacdes(LnkId) arbitiariasentreosendereosdessapaginas(/d).
Umadasseguintesduasestruturagm SETS especific@ssesistemas aoutraé umasuaimplementa-

¢ao.
X = (Id— Page) x 27dxInkldxId (8.173)
Y = Id— (Page x 2LnkldxId) (8.174)

Qual?Justifiquee calculeo invariantequeafectaa queé implementagéo.
O

8.11 NotasBibliogr aficas

A maior partedestecagdtulo é a tradu@o e fusdo de partesdosartigos[Oli90],
[O1i92] e relabriostécnicogOli94] e [OC93. A “inversao” ERA-Sets foi pela
primeiravez apresentadam [Oli93] e posteriormenténvestigadaeem[Rod93 e
[OC93.
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Capitulo 9

Reificacdao dasOperagoes

Umavez obtidas,segundoo processale calculo que se estudouno cagtulo an-
terior, asfungdesde abstracao ervovidasno refinamentalosdominiosde dados
manipuladogpor umadadaoperaé&o de umaespecificago,e.g. o : A — B, é
alturade nosprocuparmosom o refinamentaalgoiitmico da opera&o propria-
mentedita.

Relembremoslaintrodu@o quefizemosno cagtulo 7 osingredientesio re-
finamentano eixoalgoritmica

simula@o (= obten@ode computabilidade)
concretizadoalgoiitmica(= obten@odeeficiéncia)

Quantoa simula®es,relembremo® diagramacomutatvo

ag

A

B

A1 Bl

01

deacordocomo qualsepretendecalcularumasimula@oo; deo:

9(01(ar)) = o(f(ar)) (9.1)

Comoengiodissemosa técnicaclassicaconsisteem, indutivamentegconjecturar
o1 e depoisprovarmatematicamentgueos; satishz(9.1).

343
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Alternatvamente a ideia que est subjacenteao calculo de simuladesque
aquidesemolveremog£ encaraf9.1)comoumaequa@oquetentaremosresolver
emordemao;”. Naverdadegualquerr; quesatishe (9.1) sedaceifivel como
simula@o. Seg for injectiva, existeg~! e teremosjue

9 (9(01(a))) = g7 (o(f(ar)))

o1(a1) =g~ (o(f(ar)))

Nestecasoha umaulnicasolug@o paraa equa@ode simula@o, bastandaalcular
e simplificarg=!(o(f(a1))):

o1(a1)) = g7 (o(f(ar)))

= ...e... *expres@olivrede f edeg */

Seg naofor injectiva, podehaver maisdo queumasolu@o, conformeprocesso
decalculo,

g9(o1(a)) = o(f(a))

= g(...e...)
obtida“eliminandog” deambososladosdaequaéofinal:
0'1(&1) = ...€e...

Isto significaquenadaimpedeque,se existir um processale calculo alternatvo
tal quesecheguea

g(o1(ar)) = g(...€"...)
enfio
01(01) = ...€e ...

se@outrasolu@opossével pararefinamentaleo.
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Quantaaconcretizaaoalgoiitmica,trata-sedeprolongar processaecalculo
até seobtera senmainticade um fragmentode codigo executvel:

al(al) = ...€é...

[7]

sendaP o executvel final.

Quecalculoutilizaremosagoranestegaciodnios? Dasalternatvasposs$veis
! escolhemos chamadaalculo ‘Fold/Unfold’ dosanos70/80,por ser(talvez)o
maissimples.Essecalculoé sumariamentexpostono apéndiceB.

Apresentaisedo nestecagtulo algunscalculosde simula@esde operades
sobredominios de dadosja refinadosanteriormente Apresenta-seepois,ainda
gue sema suficienteintrodu@o, um breve estudode uma classede processos
de refinamentdipicos da concretiza@o no eixo algoiitmico — a elimina@o da
“falsa”recursvidade,i.& a gera@odecicloswhile oufor a partirdesimula-
cOes(aparentamentekcursvas. O apéndiceB devera serconsultadcd medida
quesefdr progredindmaexemplifica@o.

9.1 Caélculo de SimulagdesSimples

Entendemopor simula@o simplesaquelaem que a funcio de abstracéo g da
equad@oderefinamentq9.1) € umabijecdo, o quegarante comovimos, a uni-
cidadedasolug@o. A situa@omaissimplesé ade g serapropriaindentidade.

Est nestasitua@oo calculodasimula@o do testede pertena sobreseqi&n-
cias. Relembremo® Exerdcio 7.2 em quefoi conjecturadaima definicdo re-
cursiva parao operadorbelongs, que depoisse provou que simulava o testede
pertena (€) deconjuntosaonivel deseq@ncias.

Pretendemosagorafazero calculo desseoperadorsemrecursoa quaisquer
demonstrag@es, através de transformadesda equaéo definicionalimplicita no
diagramacomutatvo (7.7),

belongs(z,y) = z € elems(y) (9.2)
e dadefiniddodacorrespondentiingdodeabstracéo:

r=<> = 0

x#<> = {head(z)} U elems(tail(z)) (9.3)

elems(x) def {

1Verseg@ofinal destecagtulo.
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cf. Exerdcio 7.1.
Teremospor substituj@o?:

_ y=<> = 0
belongs(w,y) = = € { y#<> = {head(y)} U elems(tail(y))

deonde,aplicando(B.1), obtemos

belongs(z,y) = y=<> = z€l
9Ly y#<> = z € ({head(y)} U elems(tail(y)))

o quevemadar, feitasalgumassimplificadesbasicas,

y=<> = F

belongs(z,y) = { y#<> = 1z =head(y)V z € elems(tail(y)) (0.4)

Falta-nosapenaseliminar” elems nadefinicdoacima.Ora,se
belongs(z,y) = x € elems(y)
ento,substituinday portail (y),
z € elems(tail(y)) = belongs(z, tail(y))
guesepodepor suavezsubstituirem (9.4) obtendo-se

y=<> = F

belongs(w,y) = { y#<> = z=head(y)V belongs(z,tail(y))

Finalmentepor (B.6), teremos
belongs(z,y) = (9.5)

y=<> = F
y£E<> = { z # head(y) = belongs(z,tail(y))

queé exactamentg7.8).

9.2 Calculo de Simulagdescom mais do que uma
Soluc@o

9.2.1 Simulacaoda Intersec@o sobre Seqencias

Apbsosexemplosanterioregicaaideiadequequalquenperadosobreconjuntos
pode,via elems, sersimuladopor operag@essobreseq@éncias(listas). Em boa

2Querdizer ‘unfold’ de(9.3)em(9.2).
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verdadepymaboapartedasfungbessobrelistasquequalquemprogramadoacaba
por escreer paraseuusopessoabcabgoor serafinal,umabibliotecade fungdes
deconjuntosmplementadogor listas.

Vejamosmaisum exemploqueé aparentementgimples:pretendemosalcu-
lar asimula@oint sobrelistasdaintersec@aodeconjuntos:

2X  x 2X 0 2X
elems elems elems
X* X X* . X*
wnt
Teremossucessiamente,

elems(int(ly,12)) = elems(l1) N elems(l2)

_ h=<> = {}
= ({ ( (1)) )N elems(l2)

i =<>) = {head(l1)} U elems(tail(l;
L= <> = {}

(i =<>) = ({head(l1)} Uelems(tail(ly))) Nelems(ls)
h=<> = {}
_ 2 =<>) = ihead(ll)} N elems(lgerlems(int(tail(ll), 1))

= -~

A
“ .
~-

B

Parasetrabalharemagoraas sub-expres@esA e B cornvem anotaras seguintes
propriedadebasicaglateoriadosconjuntos:

{ajnx = { ey T (9.7)
elems(z ~y) = elems(z)U elems(y) (9.8)

E imediatoaproveitar(9.7)e (9.2)em A:
4 - head(ly) € elems(ls) = {head(l1)}
- =(head(ly) € elems(lz)) = {}
)

{ belongs(head(l1),l2) = {head(l1)}
—(belongs(head(l1),12)) = {}

Substituj@ode A em B:

B = { belongs(head(l1),l2) = {head(l1)
= )

—(belongs(head(l1),l2)) = {} } ) U elems(int(tail(l1),12))
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'

c
—(belongs(head(l1),l2)) = elems(int(tail(l1),l2))

{ belongs(head(l1),l2) = ihead(ll)}Uelems(int(tail(ll),lz)l

onde,por (9.8):
C = elems(<head(l1)> ~ int(tail(ly),12))

SubstituindcagoraC' em B:

B - { belongs(head(l1),l2) = elems(<head(ly)> ~ int(tail(ly),ls))

—(belongs(head(ly),l3)) = elems(int(tail(ly),l2))
= elems( belongs(head(l1),l2) = <head(l1)>r\int(taz’l(ll),b))
- —(belongs(head(l1),l2)) = int(tail(l1),l)
podemosinalmentesubstituirB naexpresgode ondepartimos,obtendo:
elems(int(ly,12)) =
h=<> = {}
_ belongs(head(l1),l2) = <head(l1)> —~ int(tail(l1),l2)
h=<>) = elems({ —r(belongs(head(lll),l;)) = int(tail(;l),lg) e
h=<> = <>

= elems bel head(l1),1
({ —(h=<>) = { —r(beel;:;:((h:;d((lll)),l22)))

<head(l1)> ~int(tail(l1),12)
int(tail(ll), l2)

44

~

)

>

D
Chegyamosassima umaigualdadedaforma
elems(int(ly,l2)) = elems(D)
sendaindistingveis, quandoabstrédaspor elems, asexpres®esint(l,,l2) e D.
Podemogpois“eliminar elems” deambososladosdaequaéoe obter
def

mnt(li,l2) =

h=<> =2 <>
Al =<>) = belongs(head(l1),l2) = <head(l1)> ~ int(tail(l1),l2)
T —(belongs(head(l1),l2)) = int(tail(l1),l2)))

ouainda,

int(l1,l2) d:ef

“(h=<>) = let w:{ —(belongs(head(l1),l2)) = <> (9-9)

h=<> = <>
belongs(head(l1),l2) = <head(l1)>
in  z~int(tail(ly),l2)
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Comoelems nao & um operadorinjectivo, a solu@o que obtivemosnao &
Unica. De facto,nadaimpedequeoutravariantedo processale calculoconduza
aoutrasolu@o, porexemploumamaissofisticadajuefiltre ocorénciagepetidas
do mesmoelementadel;. Finalmenteg 6bvio quea decisiodefazero ‘unfold’
inicial deelems(l;) emlugardo deelems(l2) foi arbitraria.

Exercicio 9.1 Acabadeserestudadaim processale calculodasimula@o, sobrelistas,daoperg@o
deintersec@odedoisconjuntos.

Adapteesseraciodnio ao calculo de umasimula@o da reun&o de conjuntosrepresentadopor
listas,

9X  x 9X 4U, 9X
elems elems elems
X* X X* — s X*
T

guegarantaa propriedadele ndorepeti@odeelementos.
O

Exercicio 9.2 No conteto do refinamentdclassico”de conjuntogparaseq@nciag(listas),

24 < A*
queé estabelecidpelafungdoelemsconstruao processale calculodo seguinteoperadosobrelistas
gueimplementeo calculodo cardinaldeum conjunto:

l=<> = 0
l#<> = let  h = head(l)

comp(l) = t = tail(l)
. belongs(h,t = 0
in  comp(t) +{ ﬁbeloig(s(,h,)t) - 1
(9.10)

ondebelongs € o operadoqueimplementac aomesmanivel.
O

Exercicio 9.3 No mesmoconteto queo exerdcio anterior suponhaagoraque sepretendecalcular
o operadosobreseq@nciasqueimplementea diferen@ de conjuntosa designapor dif, partindoda
equaéo

elems(dif(l,r))) = elems(l) — elems(r)
gueresultado respectio diagramade refinamento.Suponhaaindaque alguiem deuja os seguintes
quatropassosiessecalculo:

elems(dif(l,r)))
= elems(l) — elems(r)

l=<> = 0
( l#<> = {head(l)} Uelems(tail(l

)) ) — elems(r)
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_ l=<> = 0

B { l#<> = ({head(l)} Uelems(tail(l))) — elems(r)

_ { l=<> = 0

N l#<> = ({head(l)} — elems(r)) U (elems(tail(l)) — elems(r))
_ l=<> = 0

B { l#<> = ({head(l)} — elems(r)) U elems(dif(tail(l),r))

1. Justifique(ou refute)ospassogjuejaforamdados.
2. Completeo processalecalculo.

Exercicio 9.4 Calculeassimula®esdosoperadoresobrelistas— elems, length, tail, head —
induzidaspelosrefinamentogstudadoso Exerdcio 8.20.
O

9.2.2 Simulagdessobre o Modelo Relacionalda Inf ormacao

Vejamosagoradois exemplosde simula@o de operadessobreo modelorela-
cionaldainformag@o,referentes doisproblemasujareificad@odosdadogafoi
feitaanteriormente.

Simulagdo de uma Operagao de Insercao Relacional

Relembremo® modeloBAM S dasec@o 7.5 cujo refinamentoem BAM SR
(relacional)foi calculadonasec@o8.5.1. Considere-sa sejuinteopera@oque
acrescentam titular aumaconta:

addAccHolder : AccNr x AccHolder x BAMS — BAMS

addAccHolder(k,t,0) o

kedom(oc) = let z=o(k)

tk = 7T1((.Z'))
i q:(“ r L ) (9.11)
OO (e U {t) an)

-(k € dom(o)) = o

Pretendemosalculara suasimula@o sobreBAM SR, 0 quecorresponda re-
solveremordemaz a sgyuinteequa@odereifica@o:

f(x(k,t,{p,7))) = addAccHolder(k,t,f((p,7))) (9.12)
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ondef éafunciodeabstracédodadapor (8.84).

Comearemogor desenolvero ladodireito destaequaéo,substituindar na
defini@dodeaddAccHolder por f({p,~)) etentandcsimplificardepois.Note-se
gueessasubstituj@o correspondea re-escreger, no corpode addAccH older, as
seguintessub-epresées:

o — f({p, M)
k € dom(e) — ke mp)]
o(k) — (collect(p)(k), mkf(7)(k))
tr U{t} — collect(p)(k)U {t}
@ — mkf(y)(k)

Orareparemosjue
collect(p)(k)U{t} = collect(pU {{k,t)})(k)

e,consequentementgue

"T( (U {100 )
k

= fleT ( (collect(p U {{k, t)}) (K), mk £ (7) (k) ) (9.13)
= Utk B} ) (9.14)

Assim,aequa@o(9.12)corverte-seem,

_ kemlp = f(pu{(kt),7})
f@(k,t,{p,7))) = {ﬁ(kem[[pp]]) = f((Z’,y){) "

ou, removendoos fs deambosos seudadose simplificando.em:

okt (p, 7)) = <{ ﬁ(lfee;?[[pp]]) > ZU{<k,t)} .

Querdizer, numacodifica@o em, por exemplo,SQL, teremosjue,apostestarse
k seencontranatabelaobtidaexecutando

SELECT ALL AccNr FROMp;

fazerexecutar
INSERT INTO p VALUES (k, t);

Note-seque— comoseriadeesperar— aexecu@odestalltimainstru@oapenas
nao é seggura,poisviolara o invariante(8.85) casok naosejachave de umaconta
jaabertae comsaldoconhecido.
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Simulagdo de uma Operagao sobre Arvoresde Decisio

Detodasasopera®essobreo tipo DecT'ree (cf. sec@08.7.4)vamosseleccionar
asqyuinte,

decide : DecTree x Answer — DecT'ree

decide(o,a) © Jet m= dom(my(0)) (9.15)
. o < a ¢ m
" (m2(0))(a) < a€m

que especificaa ac@o de escolherumadadaresposta: disporivel no menuda
raizdeumaarnwrededecifioo e selecicionaa sub-arvorecorrespondentésea
for umarespostazalida).

Vamosquerercalculara simula@o de decide ao nivel 4 da reificad@o cal-
culadanasec@o 8.7.4,isto &, DecT'rees (8.120). Come@mospor construiro
correspondentdiagramgcomutatvo) dereifica@o:

decide
DecTree x Answer —— DecT'ree

fX]-AnswerT Tf

DecTrees x Answer —— DecT'reey
decides

queconduza equa@o
f(decidey(k, {t,t'),a)) = decide(f(k, (t,t')), a) (9.16)
ondedecidey € encaradacomouma“incognita” e f € a funcao de abstracao
(8.124).Substituindd9.15)em(9.16)obtemos
f(decideq(k, (t,t'), a)) decide(f(k, (t,t')), a)
= let m = dom(ma(f(k,(t,1'))))
- [k, (t,1)) < ag¢m
" { (ra(J (k

A6t))@) <= aem

No processalecalculoquesesegue,assumiremoasdefiniddes(1.54)e (1.55)
doshabituaisoperadoreselacionaisde projec@d selec@o. Oraé facil mostrar
que

dom(ma(f(k,(t,1')))) = proj(2, sel((1,k),t"))
eque
(m2(f (k, (£,1'))(a) = let " =sel((1,k),t)
t" = sel((2,a),t")
k' = the(proj(3,t"))
in  f(K,(t,1))
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Entao,
f(decidea(k,{t,t"),a)) =
let m = proj(2,sel({1,k),t")) (9.17)
{ {k,{t, t")) < a¢m
in  f( let k' =the(proj(3,sel((2,a),sel({1,k),t')))) <« a€m )
in (K, (1))

A remo@ode f deambososmembroglaequaéo (9.17)conduz-nos

decides(k, (t,t'), a) déf

let m = proj(2,sel({1,k),t'))

K = k < agm
the(proj(3, sel((2,a), sel({1,k),t')))) <« a€m
in (K, (t,t))

gueimplementaa esperadapera@o de “manipula@o de apontadoresho con-
texto da programago em ambienterelacional. Notar quedecide, nao & solu@o
Unicade (9.16)porquef (8.124)nao¢€ injectiva. Outrassolu@esvalidaspodiam
aproveitara operg@o parafazer‘garbagecollection’ sobret e t' porremo@ode
todasasentradaslirectamentacesbreisde k, quenaose@omaisrevisitadascf.
o invariante(8.127).

Exercicio 9.5 O conjuntodosnimerosinteiros(Zy) € refinavel em INg + INg (ondea etiquetado

co-produto‘representa’o sinal, positvo ou negativo) soba fungdo de abstracéo f = [id, sym |,
ondeseusaa constry@&ofuncional
[f,9] : A+B-—C

el < { ST 21

def
eondesym(n) = —n.
Considerenesteconteto, o diagramade refinamentade funcao que calculao quadradade um
. . def o . ..
inteiro, sq(z) = z°, ondea éavariawel:

ZOLZO

[id,sym ]T T[ id,sym ]

INg + INo —= INo + INo

1. Justifiqueosseguintespassoslo calculo:

([id,sym])oa = sqo([id,sym]) (9.18)
= [sq,(sqosym)] (9.19)
= [sq,5q] (9.20)
= ido[sq,sq] (9.21)
= [id,sym]oi10]sq,sq] (9.22)

Nota: baseie-segntreoutros,nosfactos(1.36),(1.31)e (1.32).
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2. Completeo processale calculoporformaaobter finalmente

— 3 ; 2
ow € {2200 3 ue)

Exercicio 9.6 Especifiqueaonivel de DecT'ree asopera®esdeinicializagdo deumaanoredede-
cisio,interroga@odequalapeguntacorrentee interroga@odequalo menuderespostaslisporiveis
paraessgpegunta.

Calculeasrespectiassimulg@esaonivel de DecTreey.
O

9.3 Calculo de SimulagdesEnvolvendo Invariantes
‘Ad Hoc’

Vimosnasec@o8.8comosepodemadicionarnnvariantesad hoc’ aumaesgecie
dedadoscomo intuito de obtereficiénciaalgoiitmica. E agoraaalturadever tais
invariantesa participarno processale calculode simula®esnessasondides.

O nossoexemploseia o dastabelasde ‘hashing’,jainiciadonasec@o8.8.2.
O conjuntode opera®esquepretendemosimularé o seguinte:

initial Db : — Database
initialDb < ¢
insert : A x Database — Database
insert(a,o) EPAY {a}
find : A Xx Database — 2
find(a,0) ¥ (a€o0) (9.23)
remove : A x Database — Database
def
remove(a,o0) = o —{a}
para
Database = 24 (9.24)

A funcdodeabstracéoé— relembra-se— dadapor (8.149).
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A Operagdo find
O diagramalerefinamentgarafind é:

AXQA%Q

1A><f1°f2T le

Ax (29"

®> Fonds 2
tendo-sea sguinteequaéoaresoheremordema finds:
find2(a7 t) = fmd(a, fl (f2 (t)))

Teremossucessiamente,

findx(a,t) = find(a, fi(f2(?)))
= a€ fi(f2(t))
= a€ Ut(i)

Entrandoagoraemconsidera@gocomo invariante®s (8.148),teremos:

Vaet(i) = a€t(H(a)V \/ a € t(7)

i€n tEnNi£H(a)
= (a€t(H(a))V \/ F
i€EnNiZ£H (a)
= a€t(H(a))

= find(a,t(H(a)))
Emsuma:
finds(a,t) = find(a,t(H(a)))

i.& find corresponda belongs sobreo ‘bucket’ aquea pertenceindexadopelo
indice H(a), comoespeavamos.Comoa cardinalidadele ¢(H (a)) & menordo
queadelJ... t(i) 3, o ganhoemeficiénciaé 6bvio.

i€En

30 quesb naoacontecese H for umafungio constanteymabhvia “ma” escolhgparafunciode
‘hashing’.
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A Operagaoinsert
Diagramaderefinamento:

insert

Ax24 24

leflonT Tflsz
A% (@40, sr (24,

inserts

Equa@oderefinamento:

fi(f2(inserta(a, t))) = insert(a, f1(f2(t)))
Raciodnio:
f1(f2(inserta(a,t))) insert(a, f1(f2(t)))
{a} U fi(f2(t))

{ayu Jt6)

i€EN

{gdutEH@)U  |J )

ien—{H(a)}

= ‘H@)u |J )

i€n—{H(a)}

ondet’ éafungao“singular”:

ien—{H(a)} i€En )
( i
= LEJH{ (i € dom(t)) = t(i)

= JettHe

= fi(f(ttt))

Emsuma,

fi(fa(inserta(a,t))) = fl(fZ(tT( {a} 5,5((621(@)) )))
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ou,removendof; o f, deambososladosdaigualdade,

insertz(a,t) = tf ( msertl(r{z(,izH (a)) )

Podeobsenarsequeinsert, ndoénadamaisqueinsert confinadaao‘collision
bucket’ queé relevante obtendceficiénciadadaa suamenorcardinalidade.

A Operagaoinitial Db
Diagramaderefinamento:
initial Db 2A

[ s

= (24 s,
Equa@oderefinamento:

f1(f2(initial Dby)) = initial Db

Racioénio: umavezque

U initialDby(i) = 0

i€EN

€ imediatoderivar

initial Dby = (6)
i€En

Obtem-seassima corvencionalnicializacgdodatabela/tipo “ciclo for” (i = 1,n)
prefixandocada’bucket’ no conjuntovazio.
A Operagdoremove

Diagramaderefinamento:

A x 2A remove 2.A

leflonT Tflofa

A (2™ @2 remors ((2)™)a,
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Equa@oderefinamento:
fi(f2(removes(a, t))) = remove(a, f1(f2(t)))
Raciodnio:

fi(f2(removes(a, 1)) remove(a, f1(f2(t)))

fi(fa(t)) — {a}

o

= Jt0) ~{a}
i€En
- UtnnTa
= @) n{a})
iEn
= Jt6) - {a})
i€n
= (M(H@)-{ahu |J 6 -{a}
ien—{H(a)}
= ¢Y(H@)u |J ) —{a}
ien—{H@}

(%)
ondet’ éafungao“singular”:

to= ( @) - (o) )

E alturadetirar partidodo invariante®, (8.144),do qualinferimos

Vien: (VYa€t(i):i= H(a))

!

Vien,a€ A:a€t(i)=1i=H(a)
!
Vien,a€ A:i+# H(a) = a & t(i)
!

Vi €n,a € A:i# H(a) = t(i) — {a} = t(4)

queé suficienteparareduzir(x) acimaat(z). A raciodnio subsequente similar
aodeinsert, conduzinda

hlfa(removes(a, ) = f1<f2(”(t(H(a)) —h{rc(z?Ut(H(a)) )”
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i.& (removendof; o fo deambososladosdaigualdade):

removes(a,t) = tf ( removgcs?z(H(a)) )

Tal comoem inserts, Maisumavez se obsena queremoves & nadamaisdo
queremove confinadaaorelevante‘collision bucket’. Mas,aoinvésdeinserts,

removey foi obtidarecorrendexplicitamenteaoinvariante'ad hoc’. Ficaassim
patenteo papeldetal invarianteno processaleobten@odeeficiénciaalgoftmica.

9.4 Desrecursivacao Algoritmica

Quandoatras se parou na expres&o (9.6) como resultadode um processode
calculodeumasimula@o(belongs) eshvamosapenapreocupadosmobteruma
versio“compuiavel” dareferidasimula@o.

E pos$vel prossguir no eixo algoritmico no sentidode sevir a obteruma
codifica@onao-recursiadebelongs. Sejabeloop umafuncioquesatishca

beloop(x,y,b) = bV belongs(x,y) (9.25)
Antesde mais,é imediatoque
beloop(x,y, F') = belongs(x,y) (9.26)
poisaestrutur&{V, F'}; Vv, F) formaummonbide. Mais ainda,paray = <>,

beloop(xz, < >,b) = bV belongs(z,< >)
= bVF (9.27)
= b

assimcomo,paray # < >,

beloop(xz,y,b) = bV (z = head(y) V belongs(x, tail(y)))
= (bV (z = head(y)) V belongs(x, tail (y)) (9.28)
beloop(x,tail(y), (bV (z = head(y))))

cf. (9.26).Juntandq9.27)com(9.28),teremos

beloop(x,y,b) def

{y=<> = b

y#<> = beloop(z,tail(y),bV (x = head(y))) (9.29)

Repare-seagoraque o0 mesmomondide tem a constantebooleanal’ como
elementabsorente,i.& que

bVvT =TVvb=T
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Logo, por(9.25),
beloop(z,y,T) =T

(b=T) = beloop(x,y,b) =b
Podemodirar partidodestacondidonaseayuinteelaborgéode (9.29)por (B.2):

beloop(z,y,b) def

—e> o b = b
v= -(b) = b
<> = b=
Y -(b) = beloop(x,tail(y),bV (x = head(y)))
o quesimplificaem
beloop(x,y,b) def
y=<>Ab = b
y=<>A-b = b
y#F<>Ab = b
y#£<>A-b = beloop(z,tail(y),bV (z = head(y)))

ou, finalmente

beloop(z,y,b) def

{ y=<>Vb = b

y#£<>AN-b = beloop(z,tail(y),(z = head(y))) (9.30)

aplicando(B.3). Ora,juntando(9.26)com (9.30),0btemosa “semanticadenota-
cional” de,respectramenteainicializagoe o corpodo seguinteciclo-while

{ bool found = 0;

list p;
{ p =y
while ((p = <>) && - found)
{ found = (x == head(p)); (9.31)
p = tail(p)
}

}

codificadoaquinumanota@o procedimentaad hog “tipo C”. A variavel auxiliar
p destina-se pouparo paiametroy. Usa-seaindafound emlugardeb porser
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maissugestio. Ficaassimbemevidentequevariaveiscomofound , queparecem
resultarde “toquesde intuicdo” na programaéo ‘ad hoc’, afinal decorremncien-

tificamente,na programa@o formal, a partir daspropriedadesnatenaticasdos

operadoregnvolvidos. Veremosa seguir comoesteraciodnio & generaliawel a

pontodeabarcaumagrandeclassede algoritmos.

9.4.1 Generaliza@o

O processale desrecursiagio quefoi apresentadaasec@oanteriorndaoé nem
mais nemmenosdo que umainstnciade umaregra geréricapararemo@o de
(“falsa”)recursvidade queagorasediscutianageneralidade.

Nessesentido sejadadaa funcaoabstracta

f+ ..xYx...—M
def p(—aya—) = u (932)
fev) = { @) >y )i (e). )

cujospaametroslgoritmicament@relevantesaoomitidos,sendmsrespectios

argumentossubstituidogor “_", e ondeocorremos seguintesoperadoresuxil-
iares,

p LoXY X — 2
e Y —Y

d o XYx...— M
0 MxM-—M

U — M

onde(M; 6, u) formamum mondide.
Naoe dificil verbelongs comocasoparticularde (9.32),paraassubstituj@es

f(y,-) | belongs(z,y)
p(Ly,-) |y=<>

u F

d(-,y,-) | d = head(y)
9 ,

e(y) tail(y)

Na prética, existe um semniumerode definiddesrecursvas que caem,tal como
belongs, no esquemd9.32),por exemploo factorialdey,

y'—{ y=0 = 1
) —(y=0) = yx(y—1)
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multp (7.9),comp (9.10),etc.etc Assim,sededuzirmosimaregraparadesrecu
sivar (9.32),poderemosiplica-laa umavastagamade simula@esrecursvas®.

Generalizandentioo queacimasefez emrela@oa belongs, come@aremos
porintroduzirafungao

def

floop(L,y, 1) = r0f(Ly,-) (9.33)
que,pelaspropriedadeslo mondide (M; 6, u), obedecera propriedade:
f(oy,-) = floop(,y, -, u) (9.34)

De (9.33)obtem-sesucessiamentepor substituj@o,pelaregra(B.1) e pelaspro-
priedadeslo mondide (M ; 8, u):

floop(-,y,,r) = r0f(.,y,-)

=i

T

u
) d(-y,)0f(-e(),-)

<

> D>

u

(d(-y, )6 (- ey),-))

)

)

=
= r
= T

= (r0d(_,y,))07(e(y),-)

A

Mas, porinstancia@ode(9.33),tem-se

A= floop(-, e(y), - T’Gd(_, Y, —))

Emsumagteremos

_ p(Ly,.) = T
floop(y,1) = {ﬁpc,y,-) = floop(_,e(y), - r0d(_y, )

gue, conjuntamentecom a “inicializacdo” (9.34), condiz com a senénticado
seguinteciclo-while

{ M r = u;
Y y =V
while (= p(.y, )
{r=rod.y, o
} y = ey)

40 padgio algoiitmico (9.32) & conhecidma literaturapeladesignaéo de esquemale recusivi-
dadelinear moradica Trata-seapenasle um entreosvariosesquemagalsamenteecursvos quese
conhecem.
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No casode# admitirum valorabsorenteem M, i.éuma € M talque
abm =mba = a
€ aindaposs$vel especializamais floop,
p(y,-) = r

flOOp(_,y,_, T) = T=a = a
POU) P ke = floop(sely)sr8d(sy, )

_ p(Ly,)Vr=a = r
N _‘p(—a Y —) Ar 7é a = flOOp(_, e(y): - ng(—: Y, —))

conduzindaociclo-while

{ M r = u;
Y y o=y,
while (- p(.y, ) &&rl= a)
{r=reod.y, )
y = e(y)
b
}

do qualbelongs (9.31)& umainstancia.

Exercicio 9.7 A luzdo expostonestasec@o, calculeverdesndorecursvasdey! edecomp (9.10)e
codifique-aem“pseudo”-C.
O

Exercicio 9.8 Considereasgyuintefungao

g : Y — M
def ply) = w
9ly) = { -(p(y)) = d(y)0g(e(y))

onded é associatia e v € umqualquerlementale M.
1. Mostreque,paratodooy € Y, aigualdade
9y) = f(yov (9:35)
severifica,onde
f : Y — M
o s
—~(p(y) = dy) 0 fe(®))

ewu éelementmeutroded.
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2. Mostreque,desdequef sejatamkEm comutatva, engio g & concretiawel algoritmicamente
no seguinteciclo-while :
{ Mr =y
Yy =V
while (= p(yy))
{ v =71 6dyy:
yy = e(yy);
}
registadona nota@o “pseudo-C”usadanestadisciplina. Sugesho. partada definicdo da
fungdo floop (9.33).
3. No casode v sero elementoabsorentede §, que podedizer do comportamentalo ciclo-
while acima?Justifiqueformalmente.

Exercicio 9.9 Qualo operadosobreseg@&nciasguesimulao filtro

filter(S) % {f(z) | z € S}
norefinamento
filter

24 ——— 2B
elems elems

A __ , B*
?

ondef : A — B ? Deduzaesseoperadarou conjecture-ce prove arespectia simula@o.
O

9.4.2 Calculo Avancado sobre EsquemaLinear Monadico

Veremos,paraterminarmoseste cagtulo, dois exemplosde concretizaao al-
goritmica orientadosao esquemadinear moradico e que nos mostramduasper
spctvascomplementaredo calculodeprogramas.

No primeiro, trata-seda concretizago algoiitmicado fechotransitvo de um
grafo adclico. Pretende-seom esteexemplo mostrarcomoo calculo de uma
desrecursiag@opodee deve baseaiseempropriedadeslapropriafuncioquees-
tamosa desrecursiar. No segundo,mostra-senao sb comoé possvel reduziro
“grauderecursvidade”(polinomialidadeleumafungdo(algofitmo), mastamiem
comoapré-condi@odeumafungdopodeparticipamo processdransformacional,
acabandgor sefundir como corpodapropriafuncio.
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Concretizado Algoritmica do FechoTransitivo de um Grafo Aciclico

Sejag € 24*4 um grafoadclico (e.g. umahierarquiade classes)sobreo qual
fazsentidocalcularosantecessorede umno z:

ants(g,) < {m(p) | p € g Ama(p) = 7}
O fechopor antecessoramediatose transitivos & especificad@or
antst(g,5) & U {z} Uants™(g,ants(g,z)) (9.36)
zeS
Comecemogpor deserolver| ) em(9.36):

P =0
0) = let z€S8
in  ({z} Uantst(g,ants(g,))) Uants*(g,S — {x})/

~

antst (g, S)
S
(S

~~

A

Reparemosha sgyuinte propriedadedistributiva do fecho ants* em rela@o a
opera@odeacumulado(U), cujadedu@opor (9.36)é imediata:

antst(g,SUR) = ants*(g,5)Uants™(g,R) (9.37)
Aplicandoestapropriedaddogo apbsa associatiidadede U:

A = ({z}Uants(g,ants(g,z))) Uantst(g,S — {z})
= {2} U (ants* (g, ants(g, 2)) Uants*(g, S — {z}))
= {z}Uants™(g,ants(g,z) U (S — {z}))

Obtemosassima versio linear moradica paraantst, de ondeja podemose-
mover arecursvidadeconformeexemplosanteriores:

ants™ (g, 9) def ants™loop(g, S, 0)
onde

antstloop(g, S, R) def

S=0 = R
-(S=0) = let =ze€S
in antstloop(g,ants(g,z) U (S — {z}), RU {z})

B
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Comoo grafoé adclico, tem-se
z & ants(g,x) (9.38)
Logo:
B = ants(g,z)U (S —{z})
= (ants(g,z) US) — {z}

Em suma:obtemoso classicaociclo emqueS conémosnbsaindapor visitar, R
conémosnobsjavisitados(e, nofim dociclo, o resultadadetodaasvisitas)e z &
o elementaqqueé “marcado”comoacabaddale visitar:

R = vazio;
while S = vazio
{ x = next(S);

R = addElem(R,x);

S = union(S,ants(g,x));
S = remElem(S,x)
3
output(R);
NB: (sobreo termo“marcar’acima)— o par (R, S) €dotipo 24 x 24, i.g,
24 x 94 = (24)°
% 2A><2

i.e, podemoster um Unico S ondeos elementosesto emparelhadosom uma
marcabooleand?2) aindicarvisitado= 0 ou 1.

Desrecursivacao Bi-linear

Paraterminarmo®stecagtulo, vamosfazeraindamaisumexerdcio dedesrecursia-
cao, estede umafungao com pré-condi@o sobreuma estruturaalgofitmica bi-
linear afectadade um invariante.Em particular veremoscomoesteparticipano
processaransformacionalgue acabapor fundir o corpoda fungdo com a sua
pré-condj@o.

Nasec@o8.7.1foi referidaa estruturaarvore binaria de procura, queseen-
tendenormalmenteomoa definicdo queseseggue(relembran8.97),aquiapenas
enriquecidaomselectores):

BinTree = 14 BinNode

BinNode = LT :BinTree x
K :Key X
D : Data X

RT : BinTree
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sujeitaaoseguinteinvariantede (bi-)ordenaéo:

inond : BinTree — Bool
invnd(t) def
t=NIL = V
-(t=NIL) = let t={(ltk,d,rt)
in  (Vik € collkeys(lt).lk < k)A (9.39)
(Vrk € collkeys(rt).k < Tk)A
tnvnd(lt) A invnd(rt)

para

collkeys : BinTree — 25V

collkeys(t) def

t=NIL = {}
-(t=NIL) = collkeys(LT(t)) U

9.40
{K(1)} T
collkeys(RT(t))
A opera@oaserrealizadeé a seguinte:
findb : BinTree x Key — Data
findb(t, k) &
{ k€ collkeys(t) =
let 1t =LT(t)
mk = K(t)
md = D(t)
rt = RT() (9.41)

k=mk = md
in 3 k<mk = findb(it, k)
~(k=mk) = { —(k<mk) = findb(rt,k)

A funcio findb &, pois, parcial. Reparemogomoa suapré-condi@o (k €
collkeys(t)) eliminaa necessidadée testarset = NIL. Comoestamosn-
teressadosm realizare codificara fungao na suatotalidade,come@remospor
“totalizar” findb embebenda pré-condi@o na suadefinicao e escolhendaim
valor error (mensagende erro) tal que error ¢ Data. Cria-seassima sua
versao findbt, total:

findbt : BinTree x Key — Data U {error}

def { k € collkeys(t) = findb(t)
=(

Findbt(t, k) = k € collkeys(t)) = error (9.42)
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Prossguiremos‘desenrolandoa expres§odetestek € collkeys(t) via (9.40):

t=NIL = ke{}
k€ collkeys(t) = {4 =N = ’]z € r}«él(lge\z;s(LT(t)) x
k € collkeys(RT (t))

Comok € {} & F, re-escregemos(9.42)em:

fmdbt(t k)=
t=NIL = F
-(t=NIL) = k€ collkeys(LT(t)) V .
k= K(t)V Vv ) = findb(t, k)
) k € collkeys(RT (t))
t=NIL = F
~(t=NIL) = k€ collkeys(LT(t)) V
=(( k= K(t) v v )) = error

k € collkeys(RT(t))

e,aplicando(B.4),

findbt(t, k) =
t=NIL = error
k € collkeys(LT(t)) V = findb(t, k)
k=K(t)V \%
_ k € collkeys(RT (t)) (9.43)

~(t=NIL) = =( k € collkeys(LT(t)) ) = error
k=K(t)V
k € collkeys(RT(t))

<<

Usandaassociatiidadee comutatvidadedadisjun@oe aplicandaaregra(B.6),
o predicadq9.43)re-escrege-seem

k=K(@)V
k € collkeys(LT(t))V <
k € collkeys(RT (t)))
k=K@t = V
{ (k= K1) = { (k € collkeys(LT(t))

v
—(k € collkeys(LT(t))) k

=
=k € collkeys(RT(t))
Substituindce simplificando,obtemos

Ffindbt(t, k) =
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k=K({t) = findb(t k)

t=NIL = error
k=K() = A

-(t=NIL) = {ﬁ(
A=

{ k € collkeys(LT(t)) = findb(t,k)

k € collkeys(RT'(t)) = findb(t,k9.44)
~(k € collkeys(LT(1))) = { —(k € collkeys(RT(t))) = error

Orao invariantesobreBinT'ree (9.39) e a definiddo de findb (9.41)garantem
osfactosseguintes paraquaisquet € BinNode ek € Key:
k=K({t) = findb(t,k) = D(t)
k € collkeys(LT(t)) = k< K(t)
= findb(t,k) = findb(LT(t),k)  (9.45)
gue,por suavez,tornamposs$veistréssubstituiesem (9.44),conduzinda:

Findbt(t, k) = k=K() = D(t)

t=NIL = error
-(k=K(t) = A

—~(t=NIL) = {

A = k € collkeys(LT(t)) = findb(LT(t), k)
- —(k € collkeys(LT(t))) = B
. k € collkeys(RT(t)) = findb(RT(t),k)
B = { —(k € collkeys(RT(t))) = error (9.46)
‘Folding’ B (9.46)deacordocom (9.42),
k € collkeys(RT(t)) = findb(RT(t),k) _ ..
{ —(k € collkeys(RT(t))) = error = findbt(RT (), k)
somosconduzidos
t=NIL = error
findbt(t, k) = B k=K({) = D)
-~(t=NIL) = { Ch=K(®) - 4
A = k € collkeys(LT(t)) = findb(LT(t),k) 947
=\ (k€ collkeys(LT(t))) = findbt(RT(t),k) O

O passdinal consisteemremover a ocorénciaquerestade collkeys em (9.46).
A estraégiaparaessgiassaconsisteem“enfraquecer’a condi@o

k € collkeys(LT (t))

em(9.47)para
k< K(t)
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cf. (9.45)°. Aumentaassimo conjuntode valoresparaos quaisa condigo de
testede (9.47)valeV, queassimincluira oselementosle
X ={keKey| k< K(t)} — collkeys(LT (t))
Como,paraqualquerk € X,
k # K(t) Ak & collkeys(LT (t)) Ak & collkeys(RT(t))
teremos
findbt(RT(t), k) = error
cf. (9.44).Portanto(9.47)podesersubstitidapor
k € collkeys(LT(t)) = findb(LT(t),k)
k<K®) = —(k € collkeys(LT(t))) = error (9.48)
(k< K(t)) = [findbt(RT(t),k)
Fazenddfolding’ de(9.48)via (9.42),(9.47)sei&finalmentere-escriteem
Findbt(t, k) =
t=NIL = error
k=K({t) = D)
-(t=NIL) = _ k< K(t) = findbt(LT(t),k)
~(k=K®) = { (k<K(t) = findbt(RT(t) k)
ou,aplicandoaregra(B.1),
findbt(t, k) =

t=NIL = error
k=K({t) = D(t)

= NID) - {ﬂ(kzm o g FSEO = mmo

(9.49)
k)

comeandoa pdr emevidénciaafalsarecursvidade.
Paraseobtera solu@o puramentéterativa (‘tail-recursion’) usa-seum resul-
tadoauxiliardadoemapendice(B.11) quepermitecorverter(9.49)em

def

findbt(t, k) =
{ t=NIL = error
-(t=NIL) = D(loop(t,k))
loop(t, k) = (9.50)
k=K(it) = t
t=NIL = error (9.51)

-(k=K() = {ﬁ(t=N1L) = loop({ ﬁ(::II{{((:))) z fzg’((?) X

5Dadoum predicadg, por“enfraquecep” designa-sasubstituj@odep porumgq tal quep = q.
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Em suma,obteve-se(por transformades)umadefinicdo de findbt queé di-
rectamenteodificavel num ciclo-while E imediatocodificar(9.51)soba forma
deinstru@esde umalinguagemimperatva. Porexemplo,o seguintefragmento
deprogramaPASCAL, derivadode (9.51):

TYPE Key = ...;

Data = ..

BinTree = "BinNode

BinNode = RECORD
K: Key;
D: Data;
LT,RT: BinTree

END;

VAR tree: BinTree;

PROCEDUREHindbin (k: Key; VAR d: Data);
VAR p: BinTree; q: Key;
BEGIN p = tree;
IF p = nil  THEN terminate-error
ELSE q = p.K;
WHILE g <> k DO
BEGIN IF k < g THENp := p°.LT
ELSE p := p".RT;
IF p = nil  THEN terminate-error
ELSE q = pK
END;
d = D(q)
END (* findbin  *);

éexactamentacodifica@opropostaor Fielding[Fie8( (ressaladadevesdiferen-
cas na escolhados identificadores)jue & a trabalhadaem estilo ‘invent-and-
verify’ usandaegrasde provadametodologiaV DM.

9.4.3 Sintese

A sintesede algoritmosa partir das suasespecificabesrecorrequasesempre
a técnicasde desrecursiagio. De facto, muitasexpres®esmatenaticasusadas
em especificago formal “encerramem si” processoglgortmicosque,umavez
chegadosafasedeimplementa&o,importaexplicitar.
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Um dos casosmais interessantesesteaspectaem a ver com as seguintes
expres®esquedefinemconjuntospor compreengo,

{7(z)| = € X Ap(z)}

(a conheciddbrmulade “abstrac@&o de Zermelo-Fraenkl”dadaumafuncao f :
A — B, um subconjuntdinito X C Aep: A — {V,F} um predicadode
“filtragem” sobreA; e seq@&nciagpor compreengo,

<f(z)|z + LAp(z)>

paraosmesmosf ep e L € A*. Expresescomoestassao extremamente/ul-
garesemespecificagoformal, a primeirapor especificafiltragemdeinformago
(e.g. X podeserumatabelarelacional,f podeexprimir aprojec@odealgunsdos
seusatributose p podeexprimir um predicadade selec@o, cf. SQL) e a segundo
por especificaprocessamentte ‘streams’.

Comorefinamosonstrydestaobasicascomoestas?

E sabidoque{f(z) | = € X A p(z)} designaexactamente resultadoda
aplica@odaseyuintefuncdoyp a X:

p:24 5 2B
ply) <
y=0 = 0
y#0 = let ecy
a:{ ple) = {f(e)}
—ple) = 0
in aUep(y—{e})

0 mesmoacontecendentre< f(z) | z < L A p(z)> e¢(L) para

y=<> => <>
y#<> = let = head(y)
o(y) = y' = tail(y)
w {282 ame, )
—(p(z)) = o)

Reparemosgjue

p(x) = cons(f(z),d(y"))
-(p(z)) = o)

€ equialentea

~ phi(y")

{ plr) = <f(z)>
-(p(r)) = <>
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Assim, tantop como¢ sao instanciasdo esquemainear moradico(9.32) e nao
se@adificil mostrarqueesto nascondid®esde seremdesrecursiadaspeloresul-
tadogerericodasec@o9.4.1.A titulo deexemplo,para¢ teremos:

{ B*r = <>

ATy =y,
A X;
while (y 1= <>)
{ x = head(y);
y'=tail(y);

if p(Xx) r = conc(rf(x));
}

ou, cadavez mais em concreto,codificandoa funcdo em termosde stdin e
stdout eassumindasfungdesde'i/o’ dedicadagetA eputB ,

{

A X;

while ((x = getA(stdin)) I= EOF)
} { if p(x) putB(f(x)); }

etc.

Exercicio 9.10 Deserolva o raciodnio anteriorparaa constryéo .
O

Comonotafinal, & dereferirqueo problemadadesrecursiago,quedissemos
pertencero eixo do refinamentalgoftmico (cf. Figura7.2) se podereduzirum
casoparticularde simula@o em quetodasas fungdesde abstracéo sdo identi-
dades.

9.5 Exercicios

Exercicio 9.11 No conteto do conhecidaefinamentale conjuntogpor seq@nciag(24 Letems A7)
calculea simula@o do calculo do segmentoinicial de um nimeronatural,isto &, resoha emordema

z 0 sguintediagramaderefinamento:

An.n
INg —— oIV

idT Telems

No —= IV~
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Sei o resultadado seucalculo tnico?Justifique.
O

Exercicio 9.12 Justifiquecuidadosamenteraciodnio quenospermitiupassade (9.13)para(9.14).
O

Exercicio 9.13 A fungao
f(n,7) d:ef gidX (Az.zXn) (r)

implementaa nivel relacional,umaopera@o queconhecesobremulticonjuntos.ldentifique-ae re-
constituao respectio processalecalculo.

[}

Exercicio 9.14 O sgyuinteciclo-while

{ Mr =u
Yy =y
while (= p(y))
{ r =r 6 dy);
y = ely)
r = r 6 v,
}

registadonanota@o “pseudo-C"usadanestetexto, foi propostocomoconcretizaéo algoiitmicada
seguintefuncdo
f Y — M

) def { p(y) = v

YOI U -w) = d) 6 fle)
onded é associatia e temw comoelementmeutro.

Discutaa correg@odessaoncretiza@oalgoiitmica,justificandoformalmente.
O

Exercicio 9.15 Relembreo modelo BAM S da sec@o 7.5 cujo refinamenteem BAM SR (rela-
cional)foi calculadonasec&o8.5.1.

Calculeaimplementag&orelacional,ao nivel BAM S R, do operadorde fecho de umaconta,i.&,
resohaemordemaw o seguintediagramaderefinamento:

AceNr X BAMS —TemACC | pang

id f !

AccNr X BAMSR I E—— BAMSR
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onde
remAcc(k,o) def 5 \ {k} (9.52)

Sugestio. Podetlhe-a sertil recorreraoseguinteoperadorelacionalde elimina@o detuplos,

del((i,a),t) = {r € t| a #mi(r)}

queé, afinal,o opostode sel (1.55).
O

Exercicio 9.16 No contexto do exerdcio anterior suponhague o banco,queja tem o relacionala
funcionar pretendaimanova opera@oquefagaimprimir automaticamentemacartaa erviar atodos
ostitularescujascontasémsaldoinferior aumdadovalor g.

1. Especifiqueum novo operadorsobreBAM S queselecioneo conjuntodesseditularespara
umaqualquelg € Amount.

2. Calculeaimplementa@orelacionaldesseoperadomonivel BAM SR.

Exercicio 9.17 No contexto dosexerdcios anterioressuponhajueo Gabinetede Rela@esPublicas
(GRP)deumauniversidaderetendeimsistemadeinformagoparacatalogaéoderecortesiejornais
(noficiasquereferema Universidadejuepermanentementsto a serselecionadodosjornaispelo
GRPearquivadosempastas.

Suponhajue,apdster cheggadoao sgguintemodelode dadosparaa base:

GRP = #Cota — (24554t x Dados)
Dados = T :Texto X [*titulo danoficia */
J : Jornal X [*jornal emqueapareceua noficia */
D : Data X /*datadojornal */
P:IN x  [*paginadojornal */
D : #Doss X /*dossierondefoi arquivadoo recorte*/

(ondeTexto, Jornal, etcsaotipos adefinirapropriadamentejocé tem aindaqueespecificae im-
plementaoperadesparaos seguintespropositos:

- Obterosassuntopor queesh catalogadaim dadorecorte (9.53)

- Recatalogaum recorteacrescentando-llreaisum assunto (9.54)

- Inserirumnovo recorte(aindasemclassifica@o)sabidoosseusdados  (9.55)
earespectia cota

- Obterascotasdetodososrecortesjueversamum dadoassunto (9.56)

- Obterosdadosde umrecortedadaa suacota (9.57)

- Eliminarum dadorecorte (9.58)

1. Fa@ a analogiaformal entreGRP e BAM S, identificandoum modelomais abstractodo
qualtantoBAM S comoG RP saoespecializates.
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2. Suponhajuejatem BAM S implementadem ambienterelacional(BAM SR). Pretende-
seagoraimplementarGRP re-utilizando,ao maximo, asimplementadesja disporiveis de
operadessobreBAM S, nomeadamenteem Acc (9.52),add AccH older (9.11)e algumas
outrascujasenanticaseespecifica seguir:

nitBAM S
initBAMS

newAcc

new Acc

depIntoAcc

depIntoAcc

drawFromAcc

drawFromAcc

getAccHols
getAccHols

allAccOf
allAccOf

getAccBal
getAccBal

— BAMS

()

AccNr x AccHolder x BAMS — BAMS
Ak, t,0).
kedom(c) = o

~(k € dom(a)) = “U( ({t,}c,O) )

AceNr x Amount x BAMS — BAMS
Ak, q,0).

k€ dom(c) = let x=o0(k)
ty = mi(z)
a, = m2(x)

. k
n ot (tr,qr +q) )
—(k € dom(o)) = o

AceNr x Amount x BAMS — BAMS
Ak, g,0).

k €dom(c) = let z=o(k)
tr, = m1(x)
qr = m2(z)

k
isa = oty y)
“(e<qw) = o
—(k € dom(0)) = o

AccNr x BAMS — 2AccHolder
Ak, o).

{ k € dom(oc) = wi(o(k))
-(k € dom(c)) = 0

AccHolder x BAMS —s 24¢ceNr

A(t,0){k € dom(o) | t € m1(o(k))}

AccNr X BAMS — Amount
Ak,0).{ k€ dom(o) = m(a(k))

Na 22 colunada tabelaseguinte indique operadesde (9.53) a (9.58) sobreGRP que se
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podemimplementarpor simplesreutiliza@o das correspondentesperadessobre BAM S
(nal2coluna):

BAMS [ GRP |

nitBAM S
newAcc
depIntoAcc
drawFromAcc
getAccHols
allAccOf
getAccBal

(NB: paracadaoperaé&onao-reutiliawel indiqguearazio.)

3. Selecionaimadasoperades(9.53)a(9.58)queficaramdeforadatabelaacima.Especifique-a
e calculearespectia implementagorelacional.

Exercicio 9.18 Numa determinadamplementagio de SQL as tabelasrelacionais(241 %X 4n)
encontram-sémplementadasobreficheirossimples;.& comoseq@nciasem (A1 x ... X An)*.
Calculeasimula@osobreficheiros(seq@ncias)do operadorelacionalde sele¢@o:

sel : (Z?:1 Ai) x 2A1X...XAn . 2A1X...XAn

sel((i,a),t) ¥ {r e t| a=mi(r)}

Exercicio 9.19 Uma estruturade informa@o da classedaslistas & a chamaddista de interesse
Trata-sede umalistaemqueo Gltimo elementosobreo qualsemanifestotinteressépor consultaou
inser@o)“salta” automaticamentearacabeadalista. A listapodeassimconsideraseordenadaela
ordemdecrescentde“interesse’manifestadat aomomentgelosseuselementoso quelhe confere
um caracteradaptatio.

Teremosenfio, paraum dadodoninio de dadosn@o-vazio A:

IList =~ A*

1. Calculeumaconcretizago algoiitmica ndo recursva da seguinte opera&o de inser@o em
IList,

ilInsert: IList x A — I[List

ilInsert(l,a) def cons(a, filter(l, a))
emqueserecorrea segyuintefungaoauxiliar:

filter(l,a) def

l=<> = 1

=<>) = { a = head(l) = filter(tail(l), a)

—(a = head(l)) = cons(head(l), filter(tail(l), a))
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2. Estahasaquinteespecificagodaopera@odeconsulta

ilFind: IList x A — 2

ilFind(l, a) oe elems(l)

coerenteeomadescri@odelista deinteressequeacimasedeu?Justifiqueinformalmente.

3. Decorredasopera@esque manipulamI List que estaestruturapossuium invarianteasso-
ciado. Formule-o. Se&a que esseinvariante pode ser exploradona optimiza@o da fungao
ilInsert? Justifique.

Exercicio 9.20 Na interface com o utilizador de servios sobrebasesde dadostorna-seinlUmeras
vezesnecesario fazerpassaparaa camadale apresentgio resultadoestruturadosle opergdesda
camadaomputacionalUm casatipico & avisualiza@oderesultadogjuesaofungdesparciaisfinitas,

A—B

e que se podemmostrarno écransoba forma de tabelasmapas folhasde calculo etc. Linguagens
comoo VisualC/C++saoparticularmentadequadagarao efeito,recebendessasungdbesdacamada
computacionasobaformadelistasligadasdepares:

typedef struct L {
A key;
B data;
struct L *next;

b
o quefaz sentidotendoem contaum refinamentdemconhecido:
N fdp AxB
A—B Q50 2
S]elems (A X B)*

S19(8.7) L

para
L=1+(AXB)xXL

eondegs.7y €afungaog doexerdcio 8.7.
Interessaoisteraodispor umapequenaibliotecadefungdesC/C++queimplementenaalgebradas
fungdesfinitas.

1. Completeo seguintediagramaderefinamentaeferentea um operadodessaalgebra:

dom
A—~B —— 7

mkf o elems o g(g.7) elems o g(g.7)

dom
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2. Calculeumaversaonaorecursva dedom’.

3. Indique, justificando,qual & a opera@o dessaalgebraque & simulada,ao mesmonivel de
refinamentopelafungdoquesesegyue:

st X L— ol

¢(a,l) . {a €dom’(l) = let z=m(l)
p = mi(x)
z' = ma(z)

in { a=mi(p) = m2(p)
—(a=m(p)) = ¢(a,2')

Exercicio 9.21 Recordedo Exerdcio 2.53adefinicdodafungaoseguinte:

subl : A* x IN x INg — A*

subl(l,i,n) def

n=0VvVIi=<> = <>
n>0ANI#EL> = let t=tasl(l)
in i=1 = <head(l)> —~ subl(t,i,n — 1)
i>1 = subl(t,i—1,n)
queextrai, deumaseq@ncial, a suasubseqgénciaden elementogou detantosquantosor possvel
extrair) quecome@ na:i-ésimaposi@o.
Calculeumaimplementadoiteratva de subl e escrga-asobaformadeumciclo-while nanota-

cao“pseudo-C'usadanestetexto.
(Sugesho: comecepor transformarsubl numainstinciado esquemdinearmonradico.)
|

Exercicio 9.22 O sgguintemodelodedados,

DPP = #FEquipment — Structure
Structure = #Unit — Quantity
#Unit = #Component + #Equipment
Quantity = IN
Parts = #Component — Quantity

(onde # Equipment e #Component S20 esgeciesathmicas)é uma versio simplificadadaquele
quefoi assuntadasec@o 8.9.1,supostosujeitoa um invarianteque,comoseviu, garantea correcta
definid@dode arwresde produ@ofinitas.

Umadasopera@esmaisinteressanteguesedefiniramsobreD P P é aquelaguecalculaaexplosio
deum equipamentmo seutotal de pe@senvolvidas,

explode : # Equipment x DPP — Parts

L let  f = apply(o, #e)

i @oeamnd 00 2 (1
erdom z=(2,k) = f(z)® explode(k,o)

explode(#e, o)
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onde® e ® designanoperadessobremulticonjuntosquedeve conhecee apply & aseuintefuncdo
auxiliar:

apply : DPP x #Equipment — Structure

def k € dom(c) = o(k)
apply(o, k) = {kedom(a) = ( )

1. Mostrequeo factoseguinteseverifica,
explode(k,0) = auz(apply(o,k),o)
ondeauz €aseguintefuncio:

aux : Structure X DPP — Parts

aua(f,) <
r=() = ()
f# ( ) = let «z€ dom(f)

. = (
in ( f(z
(2 k) = fl@)® auw(apply(a, k), o)
2. Assumacomoverdadeiro®sfactosseguintessobreauz,
nauz(f,0) = auz(n® f,o) (9.59)
auz(f1,0) © auz(f2,0) auz(f1 ® f2,0) (9.60)

emostrequeelessdosuficienteparaobteraseguinteconcretizadonao-recursiadeauz(f, o),
expressaquiemnota@o “pseudo-C”:

Il

{ Parts r = ();
Structure ff =f

Quantity n ;
Unit  x;
while (ff I=
{ x = choice(dom(ff)) ;
n = ff(x);
ff = ff \{x}

S X

if x == (1,k r:rea(
52

if x == @2k ff =ff n ® apply( o,K));

Exercicio 9.23 Recordeo modelode dadosActPlan queé assuntado Exerdcio 2.70e do qualse
podededuzira sgguinteimplementad@orelacional,

ActPlane — Z#ActxDescriptianXSpan x Z#Actx#ResxﬂV % Q#ActX#Act

) @ aux(f \ {z},0)
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calculadaapds 0s6 passoslerefinament@ueseseguem:
ActPlan =~ #Act — STR x IN X (#Res — IN) x 2#Act
>y #Act — ((STR X IN) X (#Res — IN)) x (#Act — 1)
<, (#Act = ((STR x IN) x (#Res — IN))) x (#Act x #Act — 1)
Ay ((#Act — STR x IN) x (#Act x #Res — IN)) x 2#Actx#Act
1 (#Act = STR x IN) x (#Act X #Res — IN) x 2#Actx#Act

S]5 Z#Actx(STRXW) ™ 2(#Act><#Res)><1N % oFt Act X #Act
ooy 2#ActXSTR><ﬂV x 2#Actx#Res x IN x Z#Actx#Act
istoé,tal que:
= { f1=#Act — (w1 om o, w2 0 W 01,72 © W1, dom © W) cf. (8.64)e (8.23)
f2 =MW
<5 { b2 = dpi cf. (8.72)
fa =M xg
< { ¢3 = dpi X A\r.V cf. (8.72)
=N { fa = {{m1,m2), m3) cf. (8.23)
fs =mkf x mkf x id
< { ¢5 = fdp X fdp X Ar.V cf. (8.9)
=P { fo = 2{m1{m2,m3)) 5 9l(m1,m2),M3) & g cf (8.23)
onde
_ p
peET
1. Simplifiqueaexpres§o
def
;o= 1 fi

queexprimeafuncdodeabstraca@oglobal.
2. Calculeasimula@odebestStart sobreActPlang, ondebestStart &afuncio:

bestStart : #Act X ActPlan — INg
bestStart(a, db) e et D= m4(db(a))
D={} = 0
in D#{} = MAX bestStart(aa, db) + m2(db(aa))

aa € D N dom(db)
3. Suponhauealguem propds o sgguintediagrameéERA comoespecificagode Actplan:

Description

M

Act

M

M

Res
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Combasena senénticaem SETS que estudouparadiagramasiestetipo, compare(formal-
mente)o modeloimplicito nestediagramacomo modeloAct Plan acimaproposto.

9.6 NotasBibliogr aficas

O calculo fold/unfold’ foi um tbpico de intensaactividadede investiga@o nos
anos70. Ver[BD77, Dar82 Bp82 paraasprincipaisomis®esdasuaapresenta-
caonestecagtulo.

A aplica@o explicita do calculo ‘fold/unfold’ a um problemaderefinamento
algoiitmico aparecepelaprimeiravezbemcaracterizadmo trabalhopioneirode
Darlington[Dar82 Dar84. A estragégiaai propostee desemolvidaem[Oli85] (a
principalfonte paraassec®es9.1,9.2 e 9.4.2)comyvistaa cornverteremcalculo
o tradicionaldesemolvimento por ‘inventand verify’. Por exemplo, a solu@o
(9.9) & curiosamenteemelhant@a umafuncdointersect queé primeiroproposta
e depoisverificadaporindugdo sobreconjuntosnap.145de[Jon8(Q.

Ver[Oli85, Oli94] paramaisinformag@osobrea aplica@odastécnicaslassi-
casda“transformaé@o de programas’ao refinamentalgofitmico. Narefeéncia
[Oli82] € apresentadom “catalogo” deregrasdedesrecursiacdodotipo dasque
foramestudadasestecagtulo.

Mas a principal omissio &, semduvida, a do chamadoCalculo de Oxford,
recentementelesenolvido por Caroll Morgan (a partir do chamadocalculo de
transformadoesde predicadosde Dijkstra [Dij76]) e queo leitor interessaden-
contraa descritonum conhecidolivro de texto [Mor90]. Como se mostraem
[O1i92], estecalculoé ortogonalemrela@oa SETS. De facto,umavezcalculado
oinvariantedeabstracaoememSETS, poderemosisaro Calculode Oxford para
completaro refinamentalgoitmico.
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ApéndiceA

Tabua de Propriedades
Basicas

Esteaneo apresentaim reperbrio de propriedadeslementaresla teoria dos
conjuntosnvocadaso presentaexto. O anexo naosepretendesernemexaustvo
nemminimal. As propriedadeapresentam-sarganizadasegundoasclassesios
operadoredasicosgue suportama especificago formal construtva propostaao
longodotexto.

Usa-sea simbologiatradicional. Supoem-seiniversalmentguantificadaso-
dasasvariaweislivres.

A.1 Calculo Basicode Condicdes

_ Al
PAg=1Dp (A1)
_r=q (A.2)
V=p
- A3
» (A-3)
F=p
— (A.4)
Ve € A:p(x) A\Vz € A:q(x) (A.5)

Vz € A:p(z) Aq(x)

387
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Vee A:p(x),SCA

APENDICEA. TABUA DE PROPRIEDADES BASICAS

Vz € S :p(z) (A.6)
~(p=q) © pA—q (A7)
p=>q < —pVgq (A.8)
-(Vz e A:p(x)) + TJzeAd:-p) (A.9)
A.1.1 Condigdessobre Conjuntos
ACB & VzxeA:xz€B (A.10)
a€ AUB & a€AVa€eB (A.11)
a€e ANB & a€ANa€eB (A.12)
ae{zeA| plx)} & aeAApa) (A.13)
agA & {a}jnA=90 (A.14)
ANB=0 & ACB (A.15)
ACBAACC « ACBNC (A.16)
A.2 IgualdadesElementaresde Conjuntos

A-B = ANB (A.17)
A = {a| a€ A} (A.18)
A = Jla} (A.19)

a€A
U{the(4)} = [J A (A.20)

i€l iel
9 = o (A.21)
|AxB| = |A|x|B| (A.22)
J[AUB| < |A|U|B| (A.23)
ANA=A , AUA=A (A.24)
ANB=BNA , AUB=BUA (A.25)
AN(BNC)=(ANB)NC , AU(BUC)=(AUB)UC (A.26)
AN(BUC) = (ANnB)U(ANC) (A.27)
AU(BNC) = (AUB)N(AUQ) (A.28)
A-A =0 (A.29)
A-(B-C) = A—(BUO) (A.30)
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A.3 FuncoesParciais Finitas

Paraquaisquefungdesparciaisfinitas f, g e h, tem-se':

= guUf

fuUg
fuf
ftf
fu(guh)
fi(gth)

f
f
f
f

dom(f U g)
dom(f T g)
rng(f T 9)
rng(f U g)
(fug\s
(ft9\S
(fA\S\R
fo(g\9)
fI(SUR)
(fIR)|S
(fIR)\R
fASUF|S
(f\R)[S
SNdom(f) =0
dom(f \ S)
dom(f | S)
fldom(f)]
fig

f | dom(f)
(ftg9)lS

4

f

f
(fUg)UhA
(fTg)th
fu( )
(us
()
()1
dom(f
dom(f
rng(f) Urng(g
rng(f) Urng(g)
(f\AS)U(g\9)
(f\S)t(g\9)
f\(SUR)
(fog)\S
(fISU(fIR)
(fIS)IR
f10

f

f1(S-R)
fAS=f
dom(f) — S
dom(f)NS
rng(f)
f\dom(g)Ug
f
(f18)1(g19)

9)

f

) Udom
) 9)
)

U dom

(
(

389

(A.31)
(A.32)
(A.33)
(A.34)
(A.35)
(A.36)
(A.37)
(A.38)
(A.39)
(A.40)
(A.41)
(A.42)
(A.43)
(A.44)
(A.45)
(A.46)
(A.47)
(A.48)
(A.49)
(A.50)
(A.51)
(A.52)
(A.53)
(A.54)
(A.55)
(A.56)
(A.57)
(A.58)
(A.59)

1Semprequeocorreo operadode uniao de fungdes(U) sue-se adicionalmentegueosrespec-
tivosoperandosaofungdescoerentes;f. Definicao1.5.
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f =

f\ dom(f)
F\(SNR)
()\S =
()Is

A.4 Seqencias

TABUA DE PROPRIEDADES BASICAS

F\SUF|S (A.60)
() (A61)
F\SUf\R (A.62)
() (A.63)
() (A.64)

Sejams, r,t seq@nciasemA*, f : A — Beg: B — C aplicades,ea um

qualquerlementale A. Tem-se:

head(cons(a, s))
tail(cons(a, s))
s~ <>

<>~ s

s~ (r—~1t)

g of”

ffs~r)
<a>—~s
length(<>)
length(cons(a, s))
length(s ~ )
lengtho f*
elems(<>)
elems(cons(a, s))
elems(s ~r)
elemso f*
elems(<f(a) | a + s Ap(a)>)

Paras # <> el < i < length(s), tem-se

tail(s)(4)
tail(s ~r)
head(s ~ )
tail o f*
elems(tail(s))

N

Il

N

a (A.65)
s (A.66)
s (A.67)
s (A.68)
(s~71)~t (A.69)
(g0 )" (A.70)
fr(s) ~ f*(r) (A1)
cons(a, s) (A.72)
0 (A.73)
1+ length(s) (A.74)
length(s) + length(r) (A.75)
length (A.76)
0 (A.77)
{a} U elems(s) (A.78)
elems(s)Uelems(r)  (A.79)
27 o elems (A.80)
flelems(s)] (A.81)
s(i+1) (A.82)
tail(s) ~r (A.83)
head(s) (A.84)
f* otail (A.85)
elems(s) (A.86)
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length(tail(s)) = length(s)—1 (A.87)
cons(head(s), tail(s)) (A.88)

|
»
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ApéendiceB

Algumas Leis do Calculo
Funcional

A nota@o funcionalque & usadanestetexto paraexprimir fungdes— definidas
por expres®esfuncionaiscondicionaiseventualmenteecursvas— gozadepro-
priedade$asicagjuesaoconhecidasyoseuconjunto peladesignaéodecalculo
‘Fold/Unfold’ (designa@oqueseexplicaramaisa frente).

Essecalculo, estudadoextensvamentenasduasiltimas deécadassea aqui
apenadrevementesxposto,partindode algunsconceitoshasicosquea seguir se
apresentamSemperdade generalidadeexprimir-nos-emosm termosde fun-
cBesunarias.A extenfio coerentalessasungdescomargumentosextra nao pde
problemasespeciais.

Comoseestudownasec@o 3.4.2,0 valordeumaexpres§iomatematicamente
indefinidasearepresentadpor um simboloespecial, L, quedefinematematica-
mentea noco de “calculo abortado”ou de “computa@o que nao termina”. L
€, portanto,“o pior” valor queumafuncao podedebitarcomoresultado.Como
enfiovimos, estaideiapodeserformalizadgpor umaordemparcial< tal que:

1<z

paraqualquervalor z (€ claroque L < 1). Tem-seaindaque, paraquaisquer
valoresa, b e qualquerfuncio f,

fL) = 1L
1l = a
{ﬁ(L):>b:L
V. > a _
{—(V)#J__a

393
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F = 1 - b
(o2 -

Nabasedo calculofuncionalesBioalgumadeis quesepassanaenunciar

B.1 Distributividade Aplicacao/Condicao

P = q, _ p = fl(z,q)
f(:L',{ = 7,) = {—-p = f(.’L',T’) (B.1)

B.2 Manipulacaode Condicbes

_ p = q
¢ = {ﬁp g (B.2)
p = q
. _ (pvr) = gq
2i-{mzr e
p = ¢ qg = S
({ ) = ) = s _ p = {—.(q) = éB.4)
N ro=
Qg 2T 0 = {2
qg = a (pAg) = a
{ p = {ﬁ((I) = — {(p/\ﬁq) = b (B.5)
) > = o>

B.3 Aumentode Definicao
Sempregueumafunciog &€ maisdefinidaqueumaoutraf, isto&,que

fe) =g(z)V flz) = L

— relembrar(3.48)— enfiog podesempresubstituir f emqualquerexpreso¢
emque f participe,i.&

¢(f(z)) < ¢(g(2))
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A ilustra@o maistipicadestetipo de substituji@otema ver comasseguintes
leis, que permitirdo substituiras conectvaslogicasV e A por expres®escondi-
cionais‘mais latas”:

= V

pVg < {ﬁg = 4 (B.6)
p = q
pAg < {ﬁp:, "

habitualmentelesignadasVv preguigoso”e“A preguicoso”.

B.4 ‘Fold/Unfold’

Dadaa definiddodeumafuncaorecursva f, compadi@ogererico
def p(z) = g(z)
s { gy 2 et

sempreque f € aplicadaa um dadoargumentaz numadadaexpres§og, i.e

¢(f(a))
chama-séazero ‘unfold’ (=desenolar) de f o processalesubstituj@ode f pela
suaregradedefinico,i.g, ¢(f(a)) podesertransformadem
(/)({ p(a) = g(a) )
~(p(a)) = h(f(e(a)))
0 quenormalmentgermiteaindaobtera expres§io
p(a) = ¢(g(a))
{ g 2 e (1)

poraplica@odalei distributiva (B.1).
Reparemogueatransformaaopor‘unfold’ correspondeler aregragerérica

_ @ = g@
"’(f(”””“’“{ ) = h(fe) )

daesquerdparaadireita. A leiturano sentidoinverso,dadireitaparaa esquerda,
que permitira simplificar (B.7) para¢(f(a)), € de extremautilidade no calculo
e designa-sepor ‘fold’ (=enmwlar) de uma expresfio atrasés de uma definicdo
recursval.

IDefacto,deve escreer-se < onde,naigualdadeacima,seescreeu =, indicandoqueo ‘fold’ de
umaexpres§opodeserinseyuro,isto &, converteraexpres§ioemvalorindefinido. Teremo cuidado
deevitar essasitug®es,aliasmuito poucofrequentes.



396 APENDICEB. ALGUMAS LEIS DO CALCULO FUNCIONAL

B.5 OutrosResultados

Considere-se sgguinteesquemabstracto,

1) { oy o (o (2) (B8)
o @) = dx B.8
~(p(z) = {ﬁ(q(m)) = f(r())

onder édaforma

[ @) = a()
”(””)‘{ “(e@) = bz)

e ondee & umafungdo de erro com propriedadesle “funcao absonente” com
respeitoa composjéo,i.é
w(e(z)) = e(x) (B.9)

verifica-se.Teremoxno,introduzindoumafuncidoauxiliar w em(B.8):

@ = {20 7@

(@) = w(z)
@) = d@)
w(e) = {ﬂ(q(m)) = 1) (.10)
onde,'unfolding’ f em(B.10),
@) = d)
we) ={ @@y = 0o K 3 0 ew)
: .

Considerandagora(B.9), teremos

A

I
~~
>
8
—N
J
)
=
~~
8
S—r
SN—r

i.e otemosumasolu@o paraw (B.10) queé iterativa e directamenteorvertivel
emciclo-while :

{ q(z) = d(z)

-(¢(z)) = w(()\a:.{ ﬁg(v’”) j (B.11)

@ ) @)

€
Z



ApéndiceC

Tabua de Funcoese
Invariantesem SETS

Apresenta-saesteanexo umarela@o de fungdesde abstrac@o e invariantesas-
sociadosasleis do calculo SETS. O anexo ndo pretendede formanenhumaser
exaustio. Cadafungaoou invarianteindica,emindice,alei a queserefere.Por
exemplo, f(s.31) € ¢(s.31) SA0, respecttamente a fungao de abstracéo e o in-

variantereferentes lei (8.31). Segue-sea ordempelaqual essadeis ocorremno
texto. Definem-se@amkem asinversage algumasungdesde abstracao bijecti-

vas. As fungdese predicadodasicosempragyuessao listadosno fim do apendice

(sec@oC.3).

C.1 Funcbesde Abstraccao

figo)y =
f(8.24) =

f(8.31) =
f(8.32) =
figsry =

fa38) =

mkf

1

Ao{a(1),...,0(n))

AL.2

Xz, y). ( (x(a)(,ly(a)) >a€A

uncurry

397

(C.1)
(C.2)
(C.3)
(C.4)
(C.5)

(C.6)
(C.7)
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C
f(8.58) = Jo. ( a )
U(a" C) {a,c)edom(o) ceC

fese™ = Ao ( e )
(8.58) cLeJC o(c)(a) a€dom(o)(c)
fes9) = m
fge0) = 2
f(8.64) - dOm
fseo) = X
{a, b)
fer0) = Ao ( :
(8.70) (o(a))(b) acdom(c) AbEdom(o(a))
femy = W
+
fersy = W
f(s.132) = elems

fgare) = /\U-< . )
<b70(<avb>)) (a,byedom(o)

—1
f(s.172)

C.2 InvariantesInduzidos

¢(8.9) = fdp
¢(8.69) = eqd
¢(8.70) = Ao ( ) ¢ rng(o)
b2y = dpi
b5y = djd
¢(s.172) = fdpodom

C.3 Funcbdese PredicadosBasicos

D—E(O',T) def fro0UidyoT

djd(o,7) = dom(c)Ndom(r)=10

(C.8)

(C.9)

(C.10)
(C.11)
(C.12)
(C.13)

(C.14)

(C.15)

(C.16)
(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.20)
(C.21)
(C.22)
(C.23)
(C.24)
(C.25)

(C.26)
(C.27)
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dpi(o,7) ¥ mi[dom(r)] C dom(o) (C.28)
eqd((o,7)) ¥ dom(c) = dom(r) (C.29)
elems(b) < {b)| i € length(b)} (C.30)
fdpr) € vt er:im@t) =mt) = m(t) = (C.31)
i@ ¥ 1,a) (C.32)
ix@) ¥ (2,a) (C.33)
oxr ( “ ) (C.34)
a)) a€dom(o)

mkf(p) < el < B| ) )aem[p] (C.35)
M (o,7) & ( )> (C.36)

(a byEsel(a,r) acdom(o)
sel(a,7) < {{d',b) € dom(r) | a' = a} (C.37)
uncurry(t) def A(b, ¢).t(b)(c) (C.38)
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ApéndiceD

Solugesde Alguns Exercicios

Apresentam-seesteaneo resolu®esdeexerdciosdesteexto. Chama-s@aten-
cao parao factode muitosexerdciosteremresoly®esalternatvas. Procurou-se
documentapos varios estilosde resoluy@o possveis, desdea indugao estrutural
a dedu@o sistenatica suportadgpor métodoscomoo ‘fold/unfold’. A medida
gueosexerdciossetornamrotineirosrelaxa-saumpoucoa justifica@oexaustva
dospassosiadog(leitor deveraidentificarem cadacasoasleis cujarefeenciase
omite).

D.1 Exerciciosdo Capitulo 1

Resolu@o 1.4 Paraagramaticadadapropde-sea seguinteassinatura:

pop : (pilha) — (pilha)
push : (elem) x (pilha) — (pilha)
empty : — (pilha)

Yo = top : (pilha) — (elen)
true : — (bool)
false : — (bool)

empty? : (pilha) — (bool)

Resolu@o1.6. A gramaticaproposte equialentea:
(A) == a(B)| b(A)a(C)
(C) == €|(BKC)

401
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(B == abj|a(Dyc
(D) == (A (AD)

(relembre-s¢1.7)e (1.8) e 0 Exerdcio 1.5dapag.13) o queconduza assinatura:

(o1 : (B) = (A
o2 : (A) x{(C)— (A

o3 : —{(C)
_ ) os : (B)x(C)—(C)
X6 =9 o5 : — (B)

os : (D) — (B)
or : (A — (D)
\ o5 : (A) x (D) — (D)

Resolu@o1.12 Ter-sed, sucessiamente':

- Ofacto(1.37)verifica-se:

((f o h) x (geoi))({a b)) ((f x g) o (h x 7)) ((a,b))
por(1.14)e(1.19)

(f x 9)((h x i)({a,b)))
por(1.14)e(1.19)

(f x g)((h(a),i(b)))
por(1.19)

(f(h(a)), g(i()))

propriedadeeflexiva daigualdade

((f o h)(a), (g 0)(b))

(£(h(a)), g(i(b)))

(£(h(a)), g(i(b)))

AR I i e i [ |

- Ofacto(1.38)verifica-se:

laxs({a,b)) (1a x 15)({a, b))

1 def.delx e(1.19)
(a,b) = (la(a),18(b))
1 def.delx
(a,b) = (a,b)
1 prop.refl. daigualdade
v

I Deixa-seaoleitor ataref dejustificaros passosizodocumentados.
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- Ofacto(1.39)verifica-se:

(f;g)oh)(x) = ({(foh,goh))(z)
1 por(1.14)e(1.20)
(£L9)(h(x)) = ((foh)(x),(goh)(z))
1 por(1.20)e(1.14)
(f(h(z)),g(h(2))) = (f(h(z)),g(h(z)))
1 prop.refl. daigualdade
\%4
- Ofacto(1.40)verifica-se:
(mo(f,g)(x) = f(x)
1 por(1.14)
m{(f,9)(=@) = f(z)
3 por(1.20)
m((f(z),9(z))) = f(x)
1 def.dem
fl) = f(a)
1 prop.refl. daigualdade
14

- Ofacto(1.41)verifica-se sendoa prova aralogaa anterior
- Ofacto(1.42)verifica-se:

((foh)+(goi))(z) = ((f+g)o(h+1))(z)
1 por(1.14)

(foh)+(god)(@) = (f+9)((h+i)(z))
1 por(1.29)

z=1i1(a) = u((foh)(a)) _ z=ii(a) = di(h(a))
{m:i2(b) = iz2((goi)(b)) (f+9)({ z—is(t) = ix(i(h)) )

1 por(l.14)e(B.1)
{w=i1(a) = u(f(h(a)) _ {x=i1(a) = (f +9)(1(h(a)))
z=1i(b) = 12(g(i(b))) z=14(b) = (f+9)(2(i(b)))
1 por(1.29)
{x=i1(a> = i1(f(h(a))  _ {m=i1<a> = i1(f(h(a)))
z=12(b) = i2(g9(:(b))) z=12(b) = 12(g9(i(b)))

prop.refl. daigualdade

< >



404

- Ofacto(1.43)verifica-se:

APENDICED. SOLUGDESDE ALGUNS EXERCCIOS

latr(z) = (la+1g)(x)
1 def.delx epor(1.29)
R { z=1di1(a) = u(la(a))
z =12(b) = i2(1lp(d))
1 def.delx
. = { r=1ii(a) = ii(a)
1 subst.deiguaisporiguais
R { z=141(a) = =
z=1d(b) = =«
1 variantede(B.2)
T = z
1 prop.refl. daigualdade
v
- Ofacto(1.44)verifica-see decorrede
mo(jxi)o{f,h) = jof (D.1)
meo(jxi)o(f,h) = doh (D.2)

Aplicandoa constryéodefungdesaambososmembrogie (D.1) e (D.2) ter-se4:

mo(jxi)o(f,h) = jof
mo(jxi)o(f,h) = ioh
(mio(j x4) o (f, h),m20(j x1i)o(f h)) ; (jofioh)
(m1,m2) 0 (§ x i) o (f, h) ? (jofioh)
ido (j x i) o (f, h) ; (jofiioh)
(jxi)o(f,h) = {(jof,ioh)

(deixa-seaoleitor ataref dejustificarcadapassalo raciodnio acima).

Alternativamentepastariaecorrera(1.19)e (1.20):
(7 x4)(
= (g xi)(
(i(f(a)),i(h(a)))

((4 © f)(a), (i o h)(a))

((G x2) o {f, h))(a)

f
f

h
(a

(a))
s h(a)))

= (jof,ioh)a)

comoquefamosdemonstrar(Deixa-seaoleitor ataref dejustificarcadapassalo

raciodnio acima).
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Resoluo1.13 Tersed,sucessiamente’:
- Ofacto(1.56)verifica-se:

2°9(z) = (2/ 02)(2)
1 por(1.50)
{(fog)@)| aca} = (2/02)(x)
1 por(1.14)
{f(g(a)] aca} = 2/(2%(x))
1 por(1.50)
{f(ga)]| aea} = 2'({g(a)| acaz})
3  por(1.50)
{flg(@)| acz} = {f(®)| be{gla)| a€a}}
i subst.deiguaisporiguais
{fg@)| acz}t = {fO)|be{y|l acazny=gla)}}
1 por(A.13)
{fg(@))| acz}t = {f(®)| aczAb=g(a)}
1 substdeiguaisporiguais
{f(g(a))] acz} = {f(9(a))| a €z}
1 prop.refl. daigualdade
14
- Ofacto(1.57)verifica-se:
2’0) = {fa)| ac}
por (1.50)
{f(a)| F}
= 0
- Ofacto(1.58)verifica-se:
2(zuy) = {f(a)| a€xuy}
por (1.50)
= A{fla)|acxzVacy}
por(A.11)

= {fle)] aez}U{f(a)| acy}
por{z | p(z)V ¢(z)} = {z| p(z)} U{z| ¢(z)}

2Deixa-seao leitor atareh dejustificaros passos@odocumentados.
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= 2@u2/(y
por (1.50)

- Ofacto(1.59)verifica-se:

2?@ny) = {f(a)]aexny}
por (1.50)

= {f(a)| aezracy}
por(A.12)

= {f(@)| acz}n{f(a)| a €y}
dualde passcequialenteacima
= 22@n2(y
por (1.50)

- Ofacto(1.60)verifica-se:

(ros)™ = {(m(@),m@)| perAgesAmp) =mlg)}
por(1.52)e(1.51)

= {m@)m@)|perAdesT Am®)=m(d)}
pordef.proj.e(1.51)

= {(m®),m())| ger™  Ape s Am(p) = m(q)}
pormudanadevariaweis

-1 -1
= S or

por(1.52)
- Ofacto(1.61)verifica-se:

ro(sut) = {{m(q),m(p))| pErAge (sUt)Am(p) =m(q)}
por(1.52)

=  {(m(q),m(p)| pETrAgEsAm(p) =m(q) VpETAgEtATAp) =m(q)}

por (A.11) e calculodepredicado®lementar

= {{m(q),m(p))| p€rAgesAm(p) =nm(q)}U{{m(q),m2(p))| pETAgEtATAP) =7i(q)}

por(A.11)

= (ros)U(rot)
por(1.52)

- Ofacto(1.62)verifica-se:

rod = {{m(q),m(p))| pErAg€BAT(P) =m(a)}
por(1.52)
= {{m(a),m(p))| pE T AF Ama(p) =m(a)}
poisz € ) = F

= {{m(q),m(p) | F}

poispAF =F
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= 0
pois{z | F} =0

Resolu@o1.17 Tersed,sucessiamente:
- Ofacto(1.72)verifica-se:

(A= (fog))lo) = (A= f)o(A—g))(o)
1 por(1.14)

a 3 N e
(f@dm)lﬂm@ = (A= DA~ (o)
1 por(l.14)edef.ded — f

a B R a
(f@d@)) =« ”(gw@)L@m@)

a€dom(o)
1 pordef.ded — f
(scon ) (scon )
f(g(o(a))) f(g(o(a)))

1 prop.refl. daigualdade
\%

a€dom(o) a€dom(o)

- Ofacto(1.73)verifica-separaf injectiva:

(domo (f — A))(o) (2 o dom)(0)
por(1.14)
2/ (dom(o))

por (1.70)

dom((f = A)(c))

f(a)
dom(( o(a) )aedam(g))

{f(@)] a € dom(a)}

~ Il < |

2f (dom(o))

pordefiniciodedomninio
2/ (dom(o))

por (1.50)

2/ (dom(o))
prop.refl. daigualdade

2/ (dom(o))

< < |l <« |l «

- Ofacto(1.74)verifica-se:

(rgo (A= f))(o) = (2/ orng)(0)
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rng((A = f)(o))

a
rng( ( f(a(a)) ) aedom(a))

{f(o(a))| a € dom(a)}

{f(o(a)) | a € dom(a)}

- Ofacto(1.75)verifica-se:

(dom o (A — f))(o)

dom((A — f)(e))

a
d"m‘( f(o(a) )

{a| a € dom(o)}

- Ofacto(1.76)verifica-se:

(rngo (i = B))(0)

)
aEdom(o)

{o(a) | a € dom(o)}

S

- Ofacto(1.77)verifica-se:

(A= fe]9)

— ||

< |l <« |l <

APENDICED. SOLUGDESDE ALGUNS EXERCCIOS

por(1.14)

2/ (rng(0))
por(1.50)edef.deA — f

{f(z)| = € rng(o)}

pordef.derng

{f(@)| = € {o(a)| a € dom(o)}}
prop.teoriade conjuntos

{f(o(a)) | a € dom(c)}

prop.refl. daigualdade

dom(o)
por(1.14)
dom(o)
pordef.deA — f

~— Il < |

)

dom(o)

a€dom(o)

pordef.dedom
dom(o)
por (A.18)

< |l

rng(o)
por(1.70)

-~ |l

rng(o)

pordef.derng

rng(o)
pordef.derng

< <+ |l <

= (A=0H0)Is
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1 pordef.deA — fe(1.66)

(A_\f)(< o(a) )aedam(a)ﬁs) B (< f(o(a)) >aedom(a)) '

1 pordef.deA — fe(1.66)

a _ a
( f(a(a)) )aedam(a’)ﬂs - ( f(a(a)) >aedom(o-)ﬂS

1 prop.refl. daigualdade

- Ofacto(1.78)verifica-se:

(A= (o1 Uoa2)
pordef deA —

f(on UUz (a)) )

( a€dom(oc1Uoa)
por(A 40) ( f(o U 72(a)) >a€dom(o-1)udom(0'2)
por prop.dadef.deco pr):egsm U o2(a)) a€dom (o) flo1U 02 (a)) a€dom(oa)

U a
peIaDef 16( f(ol( )) )aEdom(o-l) ( f(02(a)) >a€d0m(ag)

= (A= f)(e)U(A = f)(o2)
pordef.deA — f

- Ofacto(1.79)verifica-se:

(F~1p)o(la—=g)@) = (f—9)0)
1 por(1.14)e(1.68)
R L)) = f(a)
(f = 1p)((1a — g)(9)) (9(U(a))>aedom(a)
1 por(1.68)
IR a _ f(a)
" “’)‘(gwa» >a6dom<a>) ) (9<0<a>>>aedom<a)
1 por(1.68)
( (a) ) ) = ( f(a) )
g(a a)) acdom(c) g(a(a)) a€dom(o)
I
v

- Ofacto(1.80)verifica-secomosedemonstra seguir.
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O ladoesquerdale (1.80)re-escree em
(A=) t(A=f)(r) = (A= f)o)) \dom((A— f)(7)) U (A~ f)(r)
por (A.57)

= (A= f)0)) \dom(r)U (A — f)(7)
por(1.75)

= (A= file\dom(r))U (A — f)(7)

(estudep passadnjustificado).
O ladodireitode (1.80)re-escreeem

A=f)etr) = (A=f)lo\dom(r)UT)
por (A.57)

= (A= f)(o\dom(r))U(A— f)(r)
por(1.78)

Logo, osladosde (1.80)coincidem,comoqueiamosmostrar
- Ofacto(1.81)verifica-se:

A= (5)0) = lisn(o)
T por(1.69)e(1.13)
a _ .,
]-B(O'(Cl)) a€dom(a)
1 por(1.13)
I
U(a) a€dom(o)
I
o = o
I
v
O
Resolu@o1.2Q
A+ ¥ — Sets
A(Tabela) def 5 A(Tuplo)
A(TUplo) d:ef .A(AtTId) —‘A(Valor)

A(AtrIds) def  oA(Atrid)
A(Histogama) < A(Valor) = IN
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A(Valores) def  5A(Valor)
A(Nat) = 1IN
A(valores)(a,7) = {t(a)| t € r Aa € dom(t)}
A(atributos)(r) def U dom(t)

ter

A(contagem)(a,v,7) = card({t| t € rAa € dom(t) At(a) =v})
A(histograma)(a,r) Lt ( v )
.A(contagem) (a’ U 7") veA(valores)(a,r)

NB: Naoé necesario especificamodeloparaasesgeciesV alor e Atrld, poiso modelo
nadapresumesobreelas(cf. parametrizg&o). O

Resolu@o1.32 Profe-se:

refsTo : WWW x Ref —» 28/

refsTo(o,r) et {r' € dom(a)| (2,7) € elems(a(r'))}

Resoluéo1.34

1. Prode-se:
nomes : PlanoEstudos — 27V °™¢
nomes(pe) L Lt ob= {d| d € pe A is-Obrigat(d)}
op = pe — ob
. N N
in 27 (ob) U Ude()p 2Y(D(d))
2. Propbe-se:
areas : PlanoEstudos — 29"
areas(pe) ' let  ob= {d| d € pe A is-Obrigat(d)}
op = pe — ob

in (Uyeq 21 (D(d))) — 24 (ob)

Resoluo1.35 Tersea?®:

3Deixa-seaoleitor atareh dejustificar passopor documentar
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(A.70) — estaigualdadeconverte-seem

(50 f)s) = ((go ) )s)
1 (114
g (f(s)) = ((ge £))(s)
T (184
9°(f7(s)) = <(gofla)|a+s>
1 (184
g (<fla)las>) = <g(f(a))|as>
T (184
<g®) |b+<f(a)|a+s>> = <g(f(a))|a+ s>
!
\%4
(A.76) — estaigualdadeconverte-seem
(lengtho f*)(s) = length(s)
T (L19)
length(f*(s)) = length(s)
T (184)
length(<f(a) |a+ s>) = length(s)
I
v

(A.80) — estaigualdadeconverte-seem

(elemso f*)(s) = (2/ oelems)(s)
!
elems(f*(s)) = (27 oelems)(s)
1 (1.84)
elems(<f(a)|a+s>) = 2/ (elems(s))

1 (1.50)
elems(<f(a)|a¢s>) = {f(a)| a € elems(s)}
!
|4

(A.85) — estaigualdadeconverte-seem

(tailo f*)(s) = (f" otail)(s)
T 119
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tail(f(s)) [ (tail(s))
(1.84)

tail(<f(a) | a + s>) <f(a) | a « tail(s)>

< e el

Resolugo 1.37 Tem-seG(X) = 2% eF(X) = X — C, no diagramada esquerda
(paraf injectiva) e x = rng nodadireita. Logo osfactossdo:

domo(f =~C) = 2/ odom
rngo(C—f) = 2 orng

guecoincidemcom(1.73)e (1.75),respectiamente O

Resolu¢o1.38
1. Basta-nosnostrarquea expres§o

a

x
TyT ( x(a) +y(a) >a€dom(z|(dom(y)))

[\

~"
z

designaexactament® mesmaoqueo ladodireitode (1.102).Repare-semprimeiro
lugarque
dom(z | (dom(y))) = dom(x) N dom(y)

Recorrend@aofacto(A.57), terseda sub-epresfio z equivalentea

a
y \ (dom(z)) U ( )
CL‘(CL) + y(a) a€dom(z)Ndom(y)
(O leitor reparaa facilmentequeo facto
X-—(YnX) = X-Y (D.3)

foi tamkem Util nesteraciodnio). Apliquemosagora(A.57) ax t z e obteremos
z \ dom(z) U z. Faltaapenasiesemolver dom(z):

dom(z) = (dom(y) — dom(z))U (dom(z) N dom(y))
por(A.40) e (A.54)

= (dom(y) Ndom(zx)) U (dom(x) N dom(y))
por(A.17)
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= dom(y) N (dom(x) U dom(x))
por (A.27)

= dom(y)
def.de A

Juntanddudoter-sed,defacto

a

(z \ dom(y)) U (y \ dom(z)) U ( z(a) + y(a)

)aedom(m)ndom(y)
tal comoem(1.102).
2. Profbe-se:

® : IN x MSet(A) - MSet(A)

n®o def ( . )
nx O'(Cl) a€dom(o)

Prova da propriedadeproposta(deixa-seao leitor a tarefa de justificar os passos
dadosguesdoelementares):

a

n®(meo) = n®(<mxa(a)) )
a€dom(o)

S
= n X (m X U(a)) a€dom(o)

(enfown )
(n X m) X 0’((1)) a€dom(o)

= (nxm)®o

Resolu@o1.39 Prode-se
o0 MSet(A) x MSet(A) — M Set(A)

def a
TOY T\ inf(z(a),y(a))

a€dom(z)Ndom(y)

onde
inf : INxXIN— IN
. def <y = <=
inf(@,y) {m>y Z
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Resolu@o1.43 Veja-seo Exerdcio 1.45.0

Resolu@o1.5Q Proe-seasgyuinteespecifica@o:

(( k¢dom(oc) = o
k€dom(oc) = let z=o0(k)
w =W (z)
wi=( " )
1=
C(w(n)) n€dom(w)AD(w(n))<d
clear(sigma,k,d) ::112_=C1(1;> dom(w1)
e ={z €| D) < d}
co=c—cl
b= B(z) + Ekedom(wl) w1 (k) — Zmeq C(z)
n ot k
\ (H(x),b, w2, c2)
O

D.2 Exerciciosdo Capitulo 2

Resolu@o2.6:

1. Vamosdefinirosisomorfismogpedidosdadireitaparaa esquerdaTer-sea:
(237 AxB=BxA
(m2, 1)
(238) Ax (Bx(C)2(AxB)xC
(m1 o w1, {m2 0 w1, T2))

(2399 Ax1=2A
Aa - (a,NIL)
(240) A+B=2B+ A
[42,11]
cf. (1.30). Repare-seomoestalei &€ a “dual” de (2.37), substituindoproje-
codesporinjecdese a constry@opelaalternatva.
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(24) A+ (B+C)=(A+B)+C
[[¢1,420%1],32 042 ]

itsoé:

. y=1i(z) = 1(2)
Ao d TR0 = { y=ix(z) = is(i1(2))
v=ixy) = i2(i2(y))
Repare-sgueestalei €a“dual” de(2.38).
(242) A+0= A
Aa - (1,a)
(243) Ax020
A fungdoidentidadeno conjuntovazio.
(Repare-sgueA x 0 =0.)
(244) Ax (B+C)2(AxB)+(AxC)

[(1a x41),(1a X i2)]

istoé:
r=40(y) = (m(y),i1(m(y)))
Aw-{ Ziay) = (my)ia(ma(n) -4

(246) Ax...x A= A"
—_—

n

Ao.(o(1),...,0(n))
AN A+...+A=2nx A
—_————

n

A\z.x
2. Trata-sede (2.47)seguidade (2.39):
1+1 =2 2x1
N~
2
>~ 2

Resolu@o2.15 As primeirasreticBnciascompletam-seom:

_ { fs(0) E; S fs\ {3}
S(fs)=( ) = fs
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As sggundageticenciascompletam-seom:

= let i=head(p)
t = tail(p)
i€ dom(fs) = fs
is-File(fs(i)) = fs

is-Dir(fs(z)) = fsT( rmdz'r(i%(i),t) )

n i € dom(fs) =

Resolu@o2.22 Tersea:

Y xB
1+AxY)xB

1xB+AxY xB

R <> IR <> IR < IR

B+ AxY xB
——

X

R <>

X B+AxX

(Cadapassaleve serjustificadocomasrespectrasleisde SETsS.) O

Resolu@o2.24 Dainversiodo PAscaL dadoresulta:

Exzp = (14 Node) x Z,
Node = (14 BinOps) x (1+ Node)
BinOps = BinOp x Exp
BinOp = 4

istoe,

Exp = (1+ Node) x Z,
Node = (144 x Ezp) x (1+ Node)

Oradagranaticadadaobtem-se

Exp Zo+ Exp+4x Emp2

R <> IR

Ezxp Zo+ Ezp x (1+4 x Ezp)
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gquesecorverteem

YXZ()
14(1+4x Exzp) xY (D.5)

Exp

b.<
IR 1R

~
Node

deacordocomo resultadado Exerdcio 2.22. IntroduzindoNode teremosainda:

Exp = Y xZ
Node = (144X Ezp)xY
Y = 1+ Node

RemaendoY teremosfinalmente,

Ezp = (14 Node) x Zg
Node = (144 x Ezp) X (1+ Node)

quecoincidecom (D.5), comoqueiamos.O

Resoluéo2.26 ProvaporindugosobreNy:
1. CasodeBase (k = 0). Tem-senestecaso

£(0) 0°
expansode f parak = 0
0 0

prop.refl. daigualdade

< < o+l

2. Saltoindutiva (k > 0)

(a) Hipotesedeindudo:
flk—1) = (k- 1)*

(b) Passo Tersea:

fk) = &
1 expangiode f parak > 0
impar(k) + f(k—1) = &
1 expan$iodeimpar
2%k -1+ f(k-1) = K
1 hipotesedeindugio
2%k—14+(k—-1)° = k°
1 expangiodobindnio
2%k —1+k —2k+1 = Kk’
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cancelamentdesimétricos
k2
prop.refl. daigualdade

k2

< < |l

Resoluéo2.27 Prova porindugiosobre2X :
1. CasodeBase (z = (). Tem-senestecaso

elems(list(0)) = 0
1 expangodelist paraz = 0
elems(<>) = 0
T por(A77)
0 =0
1 prop.refl. daigualdade
v

2. Saltoindutiva (z D 0)
(a) Hipotesedeindudo:
Ve € z : elems(list(z — {e})) = = — {e}

(b) Passo Tersed:

prop.refl. daigualdade

elems(list(z)) = =z
1 expangodelist paraz # 0
elems(cons(e,list(x — {e}))) = =z
1 por(A.78)
{e} Uelems(list(z — {e}))) = =«
1 nhipotesedeindugio
fefu(@—{e}) = =
1 por(A.17),(A.28),etc.
T = =z
I
14

Resolu@o2.32
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1. Ofactoademonstraourefutaré
Vie IN";a € IN : ¢(1) = ¢(ins(l,a))

O seusignificadoinformal &€ o degarantirqueumalistal naotemelementosepeti-
dos.Vamostentarprovar queins presera ¢.

Prova porindugdosobreA*:

(a) CasodeBase (I = < >). Tem-senestecaso

Pp(<>) = P(ins(< >,a))

I
length(< >) = card(elems(< >)) = length(ins(< >,a)) = card(elems(ins(< >, a)))
I
0=card(l) = length(<a>) = card(elems(<a>))
I
0=0 = 1=card({a})

I

V = 1=1
I

V = V
I
v

(b) Saltoindutiva (I # <>)
i. Hipotesedeinduddo:
o(tail(l)) = ¢(ins(tail(l),a))
ii. PassoA demonstrg&oafazeré umaimplicacgodeimplicages,
($(tail(l)) = d(ins(tail(l),a)) = ($(1) = ¢(ins(l,a)))
quesereduza
d(ins(tail(l),a)) Ap(l) = ¢(ins(l,a)) (D.6)

umavezque(l) &maisforte ques(tail (1)) *. Masrepare-seue(D.6)
é falso, isto &, que existem! e a tais que ¢(ins(tail(l),a)) A (1) A
—¢(ins(l,a)) — fa@-se,por exemplo,l = <2,1> ea = 1. Logoa
prova fracassa assimsemostraqueins naopresera o invarianteg.

4Veja-seo porqi destasimplifica@o, queé normalmentditii emdemonstra@odeinvariantes:
(a=b)=(c=>d)
!
((a=b)Ac)=>d

?
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2. A prova anteriorsd fracassowporquel podenao estarestritament@rdendadaPor
outrolado,ins pareceinserirordenadamentem elementanumalista. Isto sugere
gueumapropriedadejueins preseracomoinvarianteé

o(1) € Vi, j < length(l) : i < j = 1(i) < 1(5)

Repare-sguey &, alias,logicamentanaisforte queg.

Resoluéio 2.42 Vamosaplicaro Teoremade Kleene,paraf(x) = RU z~'. Estando
garantidea continuidadede f (porqwe?),ter-sed (justifiqueospassoslados):

o =0

fi® = R

20 = RUR!

20 = RURUR Y™
= RUR‘'UW®RMH!
= RUR'UR
= RUR™

Logopf = RUR™ (i.& ofechosimétricode R).
Coincidira R U R~! como maior dospontos-fixosde f? Em geral,n&o: é facil ver
quequalquerela@osimétricaquecontenhak & pontofixo de f:

f(SUS™) talqueSincluiR = RU(SUS™ ™!
= RuUST'uH!
= RUS'US
= RUSUS™!
sSus™

A maiordetodasessaseladesS &, olviamentep supremaP x P. O

Resolu@o2.44 ParaR = () aequaéo

z=1pURUz 'URozx

((raVvbd)Ac)=d

?

(raAcVbAC)=>d

?

(bAc)=>d

O ultimo passasd é valido quandm € logicamentenaisfracoquec.
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simplifica-seem
r=1p U z !

Estamospois, nasitua@o do Exerdcio 2.42,parao casoR = 1p. Tersed, deimediato
(justifiqueospassoslados):

puf = 1pU(p)”!

1pU{{g,p) | (p,q) € 1P}
lpU{(p,p)| (p,p) € 1P}
1pUlp

= ]-P

Logo,paraR = 0, uf = 1p.

Paramostramue,paraqualquerR, P x P €o maiordetodosospontos-fixosie f basta
mostarqueé pontofixo (pois P x P & o limite universalsuperiordo recticulada2?* ).
Tersea (justifigueos passosiados):

f(PxP) = 1pURU(PxP) 'URo (P xP)
1pPURU(P X P)URo (P x P)
P x P

Logo, & pontofixo. O

Resolu@o?2.45
1. f éconfnuapelofactodeU e Az.x o z seremfungdesmonbtonas(Teorema2.3).
2. Continuando:

0 = RURUR*UR*UR")’

8
= URJ'
=1
. 21:_1 .
rfo = U#r
j=1

o0 = R’

s

Il
—

J

Logouf = R, 1.8, ofechotransitvo de R.
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Resolu@o2.48 Antesdemais,vamossimplificaraequa@odada:

X =2 AxX+(X—=0+BxX
1 por(2.108)

X =2 AxX+0+1)"+BxX
1 por(2.42)e(2.107)

X =2 AxX+1+4BxX
1 por(2.40)e(2.41)

X =2 1+4AxX+BxX
1 por(2.44)

X = 14(A+B)xX

E facil dever que,afinal,estamoperanteumainstinciade (2.29). Logo a menorsolu@o
daequaé&odadaé (A + B)*. O

Resolu@o 2.49 Esteexerdcio resole-semostrandoque pack € injectiva masnao &
sobrejectia, logo ndoé umabijecdo. O

Resolu@o2.50 Fag-seporexemplo,A = 0. Tersed, engo,

(0*)? = 2" x0*
!
(1) = 2"x1
!
1 = 2
!
F

ondecadapassadeve serjustificadocomasrespectiasleisde SETs. O

Resolu@o2.52 Aplicandoo métodopropostoter-sea:

Exp = Sinal x Termo x (AdiOp x Termo)*
Sinal =2 14141
Termo 2 Factor x (MulOp x Factor)”
Factor = 1414 Ezxp
AdiOp = 1+1
MulOp = 141
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1 por(2.46)etressubstitujdes

Ezp = 3xTermox (2x Termo)*
Termo 2 Factor x (2 x Factor)”
Factor =2 2+ Exp
1 porsubstituj@ode Factor e (2.44)
Ezp = 3xTermo x (2x Termo)*
Termo = (2+ Exp) x (4+ 2 x Ezp))*

1 porsubstitujodeTermo
{ Exp = 3x((2+ Ezxp) X (4+2 X Exp))*) x (2x ((2+ Ezp) x (4+ 2 x Ezp))*))*

Resolu@o2.53
1. Tem-separai = n = 2:

subl(<2,3,1,1,2>,2,2) = subl(<3,1,1,2>,1,2)
= <3>~subl(<1,1,2>,1,1)
= <3>~<1>~subl(<1,2>,1,0)
= <3I>~LI>~<>
<3,1>

para; = n = 3:

subl(<2,3,1,1,2>,3,3) subl(<3,1,1,2>,2,3)
subl(<1,1,2>,1,3)

<1> ~subl(<1,2>,1,2)
<1,1> ~ subl(<2>,1,1)
<1,1,2> ~ subl(<>,1,0)
<1, 1,2> ~<>

= <1,1,2>

para: = 4,n = 3:

subl(<2,3,1,1,2>,4,3) = subl(<3,1,1,2>,3,3)
subl(<1,1,2>,2,3)
subl(<1,2>,1,3)
= <1>~subl(<2>,1,2)
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<1,2> ~ subl(<>,1,1)
<1,2> ~ <>
<1,2>

A intuicdo diz-nosque subl extrai de umaseqiéncial a suasubseqénciade n
elementogou osquefdr possvel extrair) quecome@ naz-esimaposi@o.

2. Ofactoaprovaré
Vo € A* : subl(z,1,length(z)) = =

(= = éidénticaa suapropriasub-seqg@nciade igual comprimentaa comear nal2
posi@o).

Prova porindugdosobreA*:
(a) CasodeBase (x = <>). Tem-senestecaso trivialmente:
subl(<>,1,length(<>)) = <> & <>=<>
&V
(b) Saltoindutiva (z # <>)
i. Hipotesedeinduddo:
Vz € A* : subl(tail(z), 1, length(tail(x))) = tail(x)
ii. Passo Teremossucessiamente:
subl(z,1,length(z)) = let  h = head(z)

poislength(z) >0  t = tadl(x)
in  <h>~ subl(t,1,length(z) — 1)

= <head(z)> ~ subl(tail(z),1, length(tail(z)))
por (A.87)

= <head(z)> — tail(x)
pelaH.indu@o
= =z

comosepretendiademonstrar

Resolu@o2.55
1. Bastafazerl = <>. Tersedaenfio

length(subl(<>,i,n))

<

length(<>)
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ST S [

poisn > 0 emgeral.
2. S6 asitug@oemquen > 0 em > 0 & quenosdeve preocupar De facto, para
n = 0 ter-sedq, simplesmente,

subl(l,%,0 + m) subl(l,1,0) ~ subl(l,i + 0, m)

subl(l,i,m) <>~ subl(l,i,m)

subl(l,i,m) subl(l,1,m)

IR I T S | |

e,param = 0, simplesmente,

subl(l,i,n + 0) subl(l,i,n) ~ subl(l,7 + n,0)

subl(l,i,m) subl(l,i,n) ~ <>

< e

Nasitua@oemquen > 0em

\Y

0, o casodebasg(l = < >) éimediato:

subl(< >,i,n+ m) subl(< >,1,n) ~ subl(< >,i+n,m)

<> <>~AL>

<>

N
\%

R I T =

No passandutivo temos(l # < >) e aseguintehipbtesedeindugo,
subl(t,i,n+m) = subl(t,i,n) ~ subl(t,i+ n,m)

parat = tail(l). Temosquepreverdoiscasos; = 1 ei > 1. No primeiro,teremos
(parah = head(l)):

<h> ~ subl(t,i,n +m — 1) <h> ~ subl(t,i,n — 1) ~ subl(l,i + n, m)

<<

<h> ~ subl(t,i,n +m — 1) <h> ~ subl(t,i,n — 1) ~ subl(t,i+n —1,m)
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poisi + n > 1. Pelahipotesedeindugdo,paran — 1 emlugarden:

<h> ~ subl(t,i,n +m — 1) <h> ~ subl(t,i,n — 1) ~ subl(t,i +n —1,m)

<h> ~ subl(t,i,n +m — 1) <h> ~ subl(t,i,nm — 1+ m)

TR (I |

Faltaapenadrataro casoi > 1 emque,tamtem,setera: +n > 1:

subl(l,i,n + m) subl(l,i,n) ~ subl(l,i + n,m)

subl(t,s —1,n+ m) subl(t,i —1,n) ~ subl(t,i +n—1,m)

TR (I |

pelapropriahipbtesedeindugdo,parai — 1 emlugardesi.

Resolu@o2.56
1. Proe-se

msetTot(a) &ef Z o(a)

a€dom(o)

masrepare-sgjue,por + naoseridempotente) -, .\ o(a) # > rng(o).
2. Profbe-se

tAgl(p,0) b
msetagip, o) = msetTot(p| {a € dom(c)| b=0c(a)}) berng(o)

— maséprecisaomarconscénciadocomportmentalestdfuncgdoquandaiom(o) C
dom(p)...

3. Fa@-ses = p acima(o queimplicaqueo codoninio B teraqueserIN) eterse4:
( : )
msetTot(p| {a € dom(p)| b= p(a)}) berma(p)
_ b
- ( 2 acdom(p)ro=p(a) P@) )bemg(p)

b
> _ b
a€dom(p)Ab=p(a) berng(p)
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E facil dever que,sep for injectiva, setera

_ b
- b
berng(p)

obtendo-selefactoafuncdoidentidadeemrng(p). Mastal ndoaconteceéxsep nao
for injectiva: emlugardaimagemb teremo9 x card({a € dom(p)| b= p(a)}).

O factopropostcg, pois,falsoemgeral.

Resolu@o2.57
1. Tem-sesimplificandototal:
total(c) = Y {ma(a(k))| k € dom(a)}

No exemplosugerido,tem-setotal(c) = > {10} = 10. O problemasumge do
factode+ ndoser em IV, idempotenten + n # n. Logoarepeti@ode quantias
érelevante.Assim,sugere-se:

total(o) def Z<7rz(a(k')) | k < list(dom(o))>

ondelist & afungdoque‘lista um conjunto”referidanadisciplina. A fungdo pro-
postavema set finalmentea segyuintefuncdorecursva:

ot { dom(o)={} = 0
total(o) = dom(o) #{} = let k€ dom(o)
in  w(o(k)) + total(o \ {k})

2. Propbe-se:
todosTit(o) = | J{m(o(k)| k € dom(o)}

(Repare-sgueU éidempotente..)

Resolu@o2.58
1. Naoha“buracos’noplanodeestudos:

$i(p) E melNy: 2t p)=n

ondeseemprgaa constry&o(1.30)sobreoperadoreseselec&o®.

5A expres@io2l 44 1(p) —istoé 2l 1414 1(p) — abrevia, pois,a expres§io

z=11(a A(a
{{ m:z@%bg j Agb)) | a€p}
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2. O numerodedisciplinaspor semestr@ao podeexceders:

d2(p) L vie 5,a € 2: card(auz(p,i,s)) <5

onde
aue(pi,s) = {dep| [AAl(d)=iA[R,R](d) € {s,3}}

(onde3 & o regimedeumadisciplinaanual).

Resolu@o2.59

1. Arelad@odedecomposi@odeequipamentoemsub-equipamentateveraseradclica
(deoutraformateremosequipamento&nfinitos”).

Formalmente:

o(oc) = let 1z = (#Equip — dom)(o)

e
. {d|@x»eu@}>%®Mm
in  acyclic(discollect(y))

ondediscollect e acyclice sao asfungdesque vém nos Exerdcios 2.75e 2.28,
respectramente.

2. Prome-seaquiumaversaototal e naoa parcialsugeridano ‘template’dado:
explode : #Equip X Equip — Comps
ezxplode(e, o) def
e€dom(c) = let b=o(e)
C
u=(l,¢c) = b(u)

in @uedom(b)
u=1{(2,e)Y = blu)® explode(e, o)

Resolu¢o2.6Q

1. Tem-se:
HASH =~ AB™M
TAM = 100
AB = 1+ arvbin
arvbin = Z X INF x AB x AB
INF = medx med
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ondesepodereconhecercomoformade armazenamentde sinbnimos a estrutura
arvore binaria:

AB = 14+Z xINFx AB x AB

2. SejaH : Z — 100 afungadode‘hashing’. Terseé:

¢ : HASH —2
é(t) = Vie TAM : ¢'(i,t(3))
onde
¢ : TAM x AB—2
§liz) = {x:(l,NIL) => Vv
R z=(2,a) = H(m(a))=1iA¢(i,m3(a)) A $'(i,ma(a))

Resolu¢o2.62
1. Prode-se:
total(o) def z let z=o0(i)

i€dom(e) . z=14(n) = n
z=12(c') = total(sigma’)

2. O padBoabstractale Orc € aequa@orecursva
X = A~ (B+X)

— paraA = Item e B = IN — que é exactamente pad@o abstractade F'S
(2.94),paraA = Id e B = File. Recordand® Exerdcio 2.13,&facil, porinspe-
ccao,fazerasassocigdesseuintes:

- rubricascorresponda files
- cats correspondedirs

- novaSubcat correspondemkdir.

Resolu@o2.68
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1. Provarourefutaro primeirofacto:

431

Por(2.167)e sugestodada

A= gorUao) & N so1uos(2)
z€dom(o1Uoz)
por (A.40)
© A 9(01 U 02(2))
z€(dom(c1)Udom(o2))
pelaassociatidadede A, generalizada
& N\ #@une)r A\ d1Uo)
z€dom (o) z€dom(o2)
peladefinicaol1.6
Y AT CTCH) MY AN C )
z€dom(o1) z€dom(o2)
devoltaa(2.167)e sugestodada
& (A= 9(01) A (A = 9(02)
Ficaprovado.
2. Provarourefutaro sggundofacto:
A=40) = A=4(@\S)
1 por(2.167)esugesiodada
N d@) = N\ ¢\S@)
zEdom (o) z€dom(a\S)
1 por(A.54)
AN oe@) = A o)
zEdom (o) z€dom(c)—S
1 por(A.1), generalizada
v

Ficaprovado.

3. Provarourefutaro terceirofacto: €imediataa prova apartirde(2.167)e (A.5), que

€ umaequvaléncia.Ficaprovado.

4. Provarourefutaro quartofacto:note-seque,por(2.167),sugestiodadae generaliza-

caodaconheciddei deMorgan,setera:

\YARECTCIEN)!

z€dom(o)



432 APENDICED. SOLUGDESDE ALGUNS EXERCCIOS

0 queé manifestamentdiferentede
N\ (@) & A=(-9)
z€dom(o)

Ficarefutado.

Resolu@o2.69 Sabemosgjue
o1t o2 =01\ dom(o2) U
cf. (A.57). Logo, pelosfactosinvocadosdo Exerdcio 2.68,ter-sed, sucessiamente:
A= P(or1To2) = A— ¢(o1)\ dom(az2)Uo?)

& A—¢(o1\ dom(o2)) N A — ¢(02)
= A—\d)(0'1)/\A—‘¢(0'2)

QED. O

Resolué@o?2.7Q Prode-se

def a
bestSchedule(db) = ( bestStart(a, db) >a€d0m(db)

onde— sobgarantiade seradclico o grafo# Act — w4 (db), recordarExerdcio 2.59—
bestStart éafungio®

bestStart(a,db) © let x= db(a)

D = m4(z)
) D={} = 0
m D#{} = MAXuuepndomanbestStart(aa,db) + m2(db(aa))

Note-sequeestaespecificagoignoradeliberadamentactvidadesprecedentedesco-
nhecidasO necesario invariante impondoa propriedadedclica acimareferida,é seme-
Ihanteao propostono Exerdcio 2.59.0

Resolué&o2.75
1. Oraciodnio & o seguinte:

(a) & = o poisé o Unicooperadoibinario;

6\Vermaistardea segundaalineado Exerdcio 9.23.
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(b) da resultagueosresultadosie 8 e o devamserrelades;
(c) deKey — elems inferimosb € Key — Author™;

(d) logoa € 2Pagex2V.

(e) doexpostoresultad = merge e a = discollect;

(f) faltaapenasy = collect.

2. Profbe-se:

listByIndex : A*Xx(A— B)— (Ax B)"

listByIndez(l, o) Lt <{a,o(a))|a<+1lAa€dom(o)>

— masrepare-s&o comportamentdestafuncdoparadom(o) C elems(l).
3. Formulago™:

(a) mkAuthorIndex(a, ( )) =<>
(b) k & dom(b) = mkAuthorIndex(aU {(p, {k}}},b) = mkAuthorIndex(a,b)

Prosade(a): Repare-seue,pordefiniddodaconstryéo A — f, setem Key —
elems(( )) = ( ) Ie'vandoadiscollect(( )) = (). Assim,merge(a)o ) =
0. Segue-sequed ' = 0 e collect(d) = ( ). Segue-seendo que(Str —
NatSort)(( ))=( ). FinalmenteStrSort(dom({ ))) = <>,logo

listByIndex (<>, ( )) =<>

comogquefamos.

Prova de (b): aideia & mostrarquea relado geradapor § € a mesmaquerpara
mkAuthorIndexz(aU {{(p, {k})},b), querparamkAuthorIndez(a,b).

Dadefinicdodemerge decorreumapropriedadejuevai ser(til nestaprova,
merge(rUs) = merge(r)Umerge(s)
— recordar(2.85).Logo:

merge(a U {{p, {k})}) merge(a) Umerge({(p, {k})})

merge(a) U {(p, k)}

De(1.61)decorregntio:

(merge(a) U{(p,{kh}) oz = (merge(a)oz)U ({(p,k)}oz)
ondez abrevia discollect(Key — elems(b)). Mas
{pk)}ez = {{pm)| qezAk=m(q)}

= { istosek ¢ 2™ (x)

7Suiem-seasformulasuniversalmentguantificadas.
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Ora

2" (x)

dom(discollect(Key — elems(b)))
= dom(bd)

Logok ¢ 271 (x) &, afinal,0 mesmoquek ¢ dom(b) o quefaz partedahipotese.
Ficaassimcompletaa prova.

QED.

Resolu@o?2.78

1.

split(<2,5,4>,2)

= <subl(<2,5,4>,(j —1) x2+1,2) |j<—inseq({

= <subl(<2,5,4>,(j —1) x 24 1,2) | j + inseq(2)>
<subl(<2,5,4>,(j —1) x 2+ 1,2) | j + <1,2>>
<subl(<2,5,4>,0 x 2+ 1,2), subl(<2,5,4>,1 x 2+ 1,2)>
<subl(<2,5,4>,1,2), subl(<2,5,4>,3,2)>

= <<2,5>,<4>>

Tem-sedeimediato,paraX eY aindapordeterminayr

split : XxIN—Y"™

poiso resultadale split € umaseg@nciae afungaotemdoispa@metrosdosquais
0 segundoé passad@omo3° argumentoa subl (INy), aindaqueo seutipo tenha
deserreduzidoa IV paraevitar adivisaodiv(c, 0) no corpode split. Comol & 1.°

argumentode subl, tem-seX = A*. Comoo resultadade subl &€ tamkemdo tipo

A*, ter-sed, finalmente:

split @ A* x INg — (A")"

. inseq(n) calculaaseq@&nciaqueé a permutadocrescentelo sggmentoinicial 7.

split(l,n) realizaaparticdodeumalistal nalistadesublistasuasde comprimento
fixo n, excepto,possvelmentea Gltima.

. Ofacto

elems(length* (split(l,n))) = {n}

sb se verifica quandolength(l) € multiplo de n. Bastafazerl = < > parao

contradizer:

elems(length* (split(< >,n)))
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= elems(length” (<< > | j + <1>>))
elems(length* (<< >>))
elems(<0>)

= {0}

# {n}

(poisn > 0)

D.3 Exerciciosdo Capitulo 3

Resolu@o 3.2 Partindodadefinicdodealcancedet,
[t]={WV®) | peVw}

(Definicao3.5),teremosno nossocaso:

l+z] = {Wp(1+-’1))|p=(f)/\t€WE,nat}
= (141,140 +1),1+0+(1+1),...}

e
[z+1] = {W"’(x+1)| p = < :: )/\tIEWE,nat}

A+1,0+D)+1,((A+1)+1)+1,...}
Paravalidarmosasafirma®esbastacalcularmogl + ] N [z + 1]:
L+zlnz+1] = {14+t| t€Wsnat ATt € Wepar : 1+t =1t"+1}

O sinal“=" naexpres&oanterioré o deigualdadesintatica,a congrienciadaalgebrayy;
aestenivel o axiomadadog irrelevante(sd o seriasea congrénciafossexz). Assim,por
exemplo,(1+1)+1# 1+ (1+ 1) esdparat = t' = 1 équeaigualdadeseverifica,
istoé:

I+zlnz+1] = {1+1}

correspondendap(z) = p'(z) = 1.
Emsumaso a Gltimaafirma@oé queé verdadeirad
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Resolu@o 3.8 Ter-sed, necessariamentd\(f) = length. Logo, A(p) = A* (para
umdadoconjuntoA) e A(u) = INo, reduzindoosnossogyrausdeliberdadea

f:A*—)N()

u :— INg

b:— A*

a: Ny x INg — INy
d:mx A* = INy
e:mTxXA* 5 AF

tal que

length(b) = wu
length(e(z,x)) a(d(z,z),length(zx))

(omitem-sensA(. . .) paramaiorlegibilidade).

A constanté tera queserumalistade As e u 0 seucomprimentod = <>ewu =0
sdoumaescolhanatural(masnao Unica,claro). O construtore € o UnicoemA paralistas
de As. Seescolhermosons comosuapos$vel instanciaéo,paraA(r) = A, veremosl e
a implicitamenteinstanciadopelo sggundoaxioma,pois

length(cons(z,x)) = 1+ length(zx)
Ter-sed, portanto,
a(y,z) = y+z
d(z,z) = 1

0 queterminaanosseaconstry@odaalgebragquesepede.0

Resolu@o 3.2 No primeiro casotemos(o raciodnio decorrede propriedadesle-
mentaresiasoperades— e + sobrelV):

F(A(n,m)nxm) = ’\(””’y)'{ﬁj = yra-nxy
= )\(my).{ﬁii z Z+xxy—y
_ A(m,y)-{ﬁ; 2 y-ytoxy
= A(xy)-{zii :: g+w><y
- e {313,
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_ z=1 = 1xy
a )\(w,y).{x>1 = TXy
. =1 = zXy
- A(m,y).{x>1 = Xy
= AMzy)lzxy
por(B.2)
Logo afuncdodadaé pontofixo dafuncional F'.
No sggundocasotemos:

m =1 =

Az, y)y + (z—1)"

sendoimediatament®bvio que A(n, m).n™ nao & pontofixo: veja-seo casoxr = 1, em
quez? = 1 eafungdoday comoresultadoO

Resolu@o 3.22 No primeiro caso,bastamostrarque [@(f and f')] & o mesmosi-
gnificadoque[(@f) and (@f')]. Teremos

, [i=0 = F
[O(fand f)] = ’\l'{z’>o = [fand f](i—1)
)\.{izo = F

i>0 = [fIGi-DAL[f1GE-1)

guantoaoladoesquerdoe
[(©F) and (©F")] Xi.[0f]() A [OF](4)
_ oyl i=0 = F i=0 = F
= XM is0 = [f6-1) i>0 = [fli-1)

Y i=0 = FAF
- 1 i>0

= [fIG-DALFIGE-1)

B M{i:ﬂ = F
T YV i>0 = [flG-D)A[FIGE-1)

guantoaladodireito. A igualdadee evidente.
Quantoa segundoaxiomao processgesume-se

[not ©N] = X~([OF1(2)
= 2i~([f1G+ 1))

e
[O(not f)] = Xi[not f](z+1)

A (Mg (A1 GE+ 1)
= Ai~([f1G+1))
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cheggando-séamtemaumaigualdaded

D.4 Exerciciosdo Capitulo 4

Resolu@o4.9:
1. Trata-sedo axioma(4.17),comoseprova facilmente:

MOD(BinOp(empty)) = MOD(unit)
!
MOD(BinOp)(MOD(empty)) = I
!
MOD(BinOp)(#) = I
!
D=0 = I.e
{—\(02@) = let = e
mn
!
Ie = Ie
!
v
2. Comecemogpor ver o queé necesario paraprovar (4.18):
MOD(BinOp(inj(i))) = MOD(3)
!
MOD(BinOp)({i}) = 1
!

let ae€{i}
in  MOD(binOp)(a, MOD(BinOp)({i} — {a}))

1.6(i, MOD(BinOp)(®))

| < || «—

1.6(i, 1.€)
Logo, 0 I-axiomaqueé precisoparacompletara prova acimaé
0(i,e) = 1

(isto &, e deve serelementaeutrodef).
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Passemosagoraa (4.19). Repare-santesde maisque,sendce elementmeutrode
8, adefinidode BinOp temaestruturade f, dadaem(2.80). Assim,tem-se:
BinOp(z) = 1.G4cza

desdequef sejaassociatia e comutatva:

0,605, k) = 0(6(35),k)
0(i,5) = 65,9
Passemosagoraaofactoa provar,
MOD(BinOp(union(z,y))) = MOD(binOp(BinOp(z), BinOp(y)))
gquesereduza:
I1.04couy = I1.60(1.0ucqe,1.04¢y)

Oraé conhecidajueestefactoso severificasel.6 for idempotenteisto &, se
1.6(i,i) = i

Emsumaha4 axiomasaimporal:

0(i,e) = 1
0(i,0(5,k)) = 6(6(5,5), k)
0id) = 6G,9)

9(i,i) = i

Resolu@o4.10 Vejamoso queacontecemrela@oaesgecieAs:

(MOD(T1))(As) =2 T;(As)

)

27}(Item) ~ 1
I

2! = 1
)

2 =21
)
F

Logo o isomorfismonao se verifica nestaesgecie, 0 que € suficienteparamostrarque
MOD(T1) e T; naosao.J-algebrassomorks.O
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D.5 Exerciciosdo Capitulo 5

Resolu@o5.5:

1. Peladefinicdodeinv-Q e ¢ ficamosa saberque@ = A — B. Logo f se@uma
funcdode B paraB e g um qualquembseradorde Q. Emsuma:

f +: B—B
g : (A—=B)—C

2. Temos

def

(A—=9¢)(o) = Vae€dom(o): ¢(c(a))

recordar Exerdcio 2.68.

Sef preserar ¢, issosignificaque,paratodoo b € B, ¢(b) = ¢(f(b)), logo, por
maioriaderazo,

Va € dom(c) : ¢(o(a)) = ¢(f(o(a)))
Daquiinfere-se:
(Va € dom(o) : ¢(a(a))) = (Va € dom(o) : ¢(f(o(a))))

queé amesmacoisaque

(A—=¢(0) = (A—=(40f)(0))
ouamesmacoisaque

inv-Q(o) = Inv-Q((A — f)(o))
queé exactament® argumentadapreseragiodeinv-Q por E, pois

(A= (dof)(o)) = (A—=¢)(A— f(o))

comosepodefacilmentedemonstrar

Resolu@o5.6:
1. Designaremopora e 8 osespaosacompletaem E, isto €, temos:

E : a—p

E(a,r') € o =g(o,a) Ar' = f(0,0)
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tendo-sepbrigatoriamente,

f @ @Qxa—p
g @ Qxa—Q

Dadefinicdode f infere-sedeimediato,3 = 2 (Booleanos)Infere-seamkemaque
Q tera de ter a estruturade umafungao finita cujo domninio & do mesmotipo que
o contra-dormio de H, isto &, IN; ao aplicar H a a ficamosa saberquea & A;
infere-seaindaquec(n) € um conjuntoa quea podepertencersendaz dotipo A,
tersed,emsuma:

E:A—2

Q=2IN—2°
A definiddode g confirmaestatipificacao.

2. Abstratamentefrata-sede umaopera@o de arquvo dea € A numafanilia de
conjuntogde A indexadapor IV, senda indicedo conjuntoaalbegara identificado
pelocalculode H (a).

Podemogensamumainfinidade de instanciasdesteobjecto computacional por
exemplo,A umtipo dedadosAluno, H (a) o calculodamédiafinal decursodea,
e Q aestruturade umabasede dadosquearquiva alunosem classesie equialén-
cia indexadaspor notafinal. Mas todasessadnstinciascaemna classede uma
conhecidaestruturacomputacionala tabelade ‘hashing’, onde H & a funcao de
‘hashing’(relembrarfigural.8 dapag.48 e respectio exerdcio).

3. Ofactoaprovar simplificaem
inv-Q(o) = inv-Q(g(o,a))
Por(A.5), inv-Q(o) desdobra-semduasqguantificades,
inv-Q1 (o) A inv-Q2 (o)
onde:

inv-Q1(6) = Vn€dom(o):0# o(n)
inv-Q2(c) = Vn€dom(o): (Vi € a(n): H(i) =n)

O factoaprovar podeserdemonstradatravésde duasprovasmaissimples,

inv-Qi(o) = inv-Qi(g(s,a)) (a)
inv-Q2(0) = inv-Q2(g(o;a)) (b)
1
inV-Ql(U) A inV-Q2(02 = inV-Ql(g(a, a)) A inv-Q2(g(o, a)l

~" ~~

iNv-Q(o) iNV-Q(g(o,a))
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Provade (a):

mQie) = it (6 )
!

inv-Qi(c) = iv-Qi(e \{H@HA®# {a}U..))
!

inv-Qi(c) = 0#{a}u...
1

inv-Qi(o) = V
!
v

(NB: deixa-seaoleitor atarefa dejustificarospassosiados).
Provade (b) — sggueo mesmoesquemalaanterior:

Qi) = mvatot ((J )

!
inv-Q2(c) = inv-Q2(c \ {H(a)}) A (Vi € {a}U...: H(i) = H(a))
!
inv-Q2(oc) = Vie{a}U...: H(i) = H(a)
!
inv-Q2(0) = H(a)=H(a)AVi€ { ZEZ; ;ZZZEZ; z g(H(a)) : H(i) = H(a)
!
) = { B0 Cdomio) 5 vie o) ) =Ko
!
v
(NB: deixa-seaoleitor ataref dejustificaros passosiados).
m|
Resolu@o5.7.
1.

NULLINV : IdL— 2"™N"
oy def id €dom(o) = let z=m(o(id))
NULL-INV(id,s') = { in o =0As = Maz(dom(z)) — dom(z)
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2.
SALES BY DATE : Date — (IdA— IN)
SALES_BY _DATE(d, f') L gt z= puncurry(IdL — w2 (o))
k
v=(

. , w;)l(x(k)) kedom(z)Ad=m1 (z(k))
in o =cANf = @kedom(y)y(k)

onde

puncurry : (A—(B—-C)) — ((AxB)—0C)

puncurry (o) et (a,b)
(G(a))(b) (a€dom(a))A(bEdom (o (a)))

D.6 Exerciciosdo Capitulo 7

Resolu@o7.1: O factoaprovaré
Vbe2? :3s€ A" : elems(s) =b
Prova porindugiosobre2:
1. CasodeBase (b = {}). Nestecaso o factoa provar reduz-se
Is € A" : {} = elems(s)
Bastaescolhers = <>.
2. Saltoindutiva (b D {})
(a) Hipotesedeindugaa: Paracadae € b, tem-se
Ire A" :b— {e} = elems(r)
(b) Passo Queremosnferir
s € A* : b = elems(s)
apartirdahipotesedeindugdo. Bastaescolhes = <e> —~ r, pois
elems(s)=b <& elems(<e>~r)=1b
{e} Uelems(r) =b

(UG- {e}) =b
b=">b
"

tete
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Resolu@o7.2 O factoaprovaré
VYa € A,s € A" : belongs(a, s) = a € elems(s)
ProvaporindugdosobreA*:
1. CasodeBase (s = <>). Tem-senestecaso

belongs(a,<>) = a € elems(<>)

2. Saltoindutiva (s # <>)
(a) Hipotesedeindugio:
Va € A : belongs(a,tail(s)) = a € elems(tail(s))
(b) Passo Teremossucessiamente:

belongs(a,s) = let  h = head(s)
por ‘unfolding’, a=h =V
o —(a=h) = belongs(a,tail(s))
= let  h = head(s)
pelaH.indugo, a=h = V
¢ —(a=h) = ac€ elems(tail(s))
= let  h = head(s)
por(B.6) in (a=h)Va € elems(tail(s))
= (a = head(s)) V a € elems(tail(s))
porsubstituj@ode h
= a € {head(s)} V a € elems(tail(s))
por(D.7)
= a € ({head(s)} Uelems(tail(s)))
por (A.78)
= a € elems(cons(head(s),tail(s))
por (A.79)
= a € elems(s)
por(D.8)

comosepretendiadlemonstrarNa demonstra&orecorreu-s@osfactossgguintestomados
comobasicos:

a€{b} & a=b (D.7)
s# <> = cons(head(s),tail(s)) =s (D.8)
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Resolu@o7.3 Prova porindugdosobrel:

1. CasodeBase (I = <>). Tem-senestecaso

elems(<> —~r)) =elems(<>)Uelems(r) < elems(r) = {}Uelems(r)
< elems(r) = elems(r)
< V

2. Saltoindutiva (I # <>)
(a) Hipotesedeindudo:
elems(tail(l) ~r) = elems(tail(l)) U elems(r)
(b) Passo Teremossucessiamente:

elems(l ~r)

— eloms ({ l=<> = r )
unfolding’ e (A.67) -(l=<>) = cons(head(l),tail(l) ~r)
l=<> = elems(r)

por(B;e(A_ (=<>) = {head(D)}Uelems(tail(l) ~1)

_ { Il=<> = elems(r)

por (A.79) ~(l=<>) = {head(l)}U (elems(tail(l)) U elems(r))
_ { Il=<> = elems(r)

por (A.26) -(l=<>) = ({head(l)} Uelems(tail(l))) Uelems(r)
= { l=<> = {}Uelems(r)

por (A.78) ~(l=<>) = elems(cons(head(l),tail(l)) U elems(r)
= i =<> = elems(l)Uelems(r)

por (D.8) e (A. )_‘(l =<>) = elems(l)Uelems(r)

= elems(l) Uelems(r)
por(B.2)

comosepretendiademonstrar
O problemaé arepeti@ode elementosomunsal e r, conduzindaa listasarbitraria-
mentelongas.O
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Resolu@o 7.4 Vamosdefiniraoperg@odefiltragempretendidacomoseseyue:
l=<> = <>
~(l=<>) = let h=head(l)

filtra(l) & t = tail(l)

. h € elems(t) = t

m —(h € elems(t)) = cons(h, filtra(t))
O factoquevamospretendeprovar € o seguinte:

VI € A* : elems(filtra(l)) = elems(l)
ProvaporindugaosobreA*:

1. CasodeBase (I = <>). Tem-senestecaso

elems(filtra(<>)) = elems(<>) & elems(<>) = elems(<>)

&V
2. Saltoindutiva (I # <>)
(a) Hipotesedeindugio:
elems(filtra(tail(l))) = elems(tail(l)) (D.9)

(b) Passo Sejah = head(l) et = tail(l). Hadoiscasosaconsidergrconforme
h € elems(t) severificaou ndo. No primeiro,tem-seque{h} C elems(t).
Logo, {h}Uelems(t) = elems(t), ousejaelems(cons(h,t)) = elems(t),
ousejaelems(l) = elems(t), ousejafinalmente:

elems(filtra(l)) = elems(l)
No sggundocasoer-sed filtra(l) = cons(h, filtra(t)) e,assim,

elems(filtra(l)) =  elems(cons(h, filtra(t)))
= {h}Uelems(filtra(t)))
por (A.78)
= {h}Uelems(t)
por(D.9)
= elems(cons(h,t))
por (A.78)
= elems(l)
por (D.8)

comosepretendelemonstrar
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Resolu@o 7.5 Modelocujo estadce dadopor

X = top: ({0} Umaz) x

stack : (max — Elem)

e oferecendms eventosseguintes:

TOP : — Elem
TOP(e) L o =0 let s= stack(o)
t = top(o)
in e =s(t)
INIT : —
INIT() e 5= {0, stack(c))
POP : — Elem
POP(¢) L gt 5= stack(o)
t = top(o)
in e =s{t)ANd' =({t—1,s)
PUSH : Elem —
PUSH e) L let s= stack(o)
t = top(o)
in o' =(t+1,st ( ttl ))
EMPTY : — Bool
EMPTY(®) ¥ o =oAl = (top(s) =0)

E ohvio queestemodelo,decalcadalo codigo, exibe a insegurana desseproprio codigo
notocanteaoseventosPUSH, TOP e POP (augnciadasnecesariaspre-condjées—
descubrajuais).O

D.7 Exerciciosdo Capitulo 8

Resolu@o8.1
a) Provade
A=<, A
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(1) A=y, A¥ 3,4, ... fésobrejectia.
(2) Orals : A —> Aely ésobrejectia. Prova:

(2.1) 14(a) L

(2.2) Vaea. Jorca. a=14(a’)

(2.3) Peladefinicdodel4, o' existee éigualaa.

(2.4) Logo14 ésobrejectia.

b) Provade
(A<fB ANB=X,C) = A=Xp,C

(1) Considergueseverifica(A <y B AB =, C)
(2) Entaoverifica-seA <y B def Jf.8—»4 - f €sobrejectia.
(3) Verifica-sdamtemB <, C et Jg:c—B - g ésobrejectia.
(4) Pordefinido, f ésobrejectiasseVoca - Toer - a = f(b)
(5) Pordefinicio, g ésobrejectiasseViecp - Jeecc - b = g(c)

(6) QueremoprovarqueA <4 C ,istoé,provarquefog: C — Aequefogé
sobrejectia.

(7) Ora,f: B— Aeg: C — B, logo, peladefinicaode composj@&odefuncdes,
fog:C— A

(8) Comoporhipotese,f e g sdosobrejectias, f og tamkemé umafungaosobrejeciia,
comodemonstraremasseguir:

(8.1) Yaca - (Fben - a= f(b))

(8.2) Voen - (Feec - b= g(c))

(83) Vaca - (Fven - a=f(B) A (Feec- b=yg(c))
(8.4) Vaca - (Fpep - (Feec.a = f(b) A b= g(c)))
(8.5) Vaea - (Feec - a= f(g(c)))

(8.6) Vaeca - (3eec- a= fog(c))
c) Provade
(A<;B AB=<,A) = A=B
(1) A= Bsseds.a—,p - f é€sobrejeciiaeinjectivaoud,.g_, 4 - g &sobrejeciiae
injectiva.
(2) Seemb) fizermosC = A, podemosconcluirque f o g € g o f existeme sao
sobrejectias.Logo f e g sdoinjectivas.
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Resolu@o8.2 Exemplosderepresentéindaseq@ncia<a, b, ¢, >, ondeA = {a,b,c,d, e, -}.

2 |
| Exemplo Modelo de dadossugerido |
2 |
| <a,be> A* |
2 |
@] fabe) 24 |
2 |
7 10 99
o (192w
2 |
@ (¢ (A= IV):
1 9 3 inv3
2 |
1 2 3
(4) ( a b ¢ > (N_\ A)inv4
2 |

(1) 2* ndoé adequadpararepresentart*, pois apesade todosos elementosie A*
seremrepreseréeis, elementodiferentesde A* s3o identificadosem 24 (logo
perde-se capacidadeerecupera&o).

Exemplo:<a, b, c>, <c,b,a>, <b, b, a, c>, ttmtodasa mesmaepresentgoem
24: {a,b,c}.

(2) IN — A éadequadpararepresentad™ desdeguesecorvencioneum®critério” de

ordeng@oemIV, e.g. aordema < b. A funcioderecuperagopodeé ser assim,

o= g g = <>
flo) = ~(c=( )) = let m=min(dom(s)) (D.10)
in  <a(m)>~ f(o\{m})

ondemin calculao menorinteiro dentrode um conjuntonaovaziodeinteiros:

card(S)=1 = the(S)
=(card(S)=1) = let z€dom(o)
min(S) def m = min(S — {z})
. z<<m = <«
mn “(z<m) = m
(3) A — IN sujeitoaocinvariante

inv3(f) def card(rang(f)) = maz(rang(f))
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(4)

APENDICED. SOLUGDESDE ALGUNS EXERCCIOS

para
c={} = 0
—(c={}) = let e = choice(c)
def ¢ =c—{e}
max(c) = m' = maz ()
. e>m' = e
in

—le>m') = m

— nao & adequad@ararepresentard*, pois existem elementosle A* nao rep-
resendveisem A — IN, isto &, umaeventualfuncio de “recupera@o” nao seria
sobrejectia 0 quecontrariaa definicio.

Exemplo:<a, b, b, c> naoérepreserivel emA — IN.

A* Qv IN — A, onde

nvd(f) et card(dom(f)) = max(dom(f))

paraasfungdes
fr (IN A) — A
def = <>
fr(f) = { ~( = <f(1)>~ fr(shl(f))
shl (N —A) — (N = A)

def (i1
shi(f) = < f@) )iedom(f)/\i7é1

Resolu@o8.3 Queremogprovar

2A ﬂdom A—~IN ﬂmkms A*

0 queequiale a provar doisfactos:

@)

2% dgom A = IN
Verifica-sepoisdom : (A — IN) —» 24 & sobrejectia, isto &,

VC € 2% :3f € (A— IN) : ¢ = dom(f)
jaque,paratodo o subconjuntaC de A, & semprepos$vel encontraumafungao

f € A — IN queo tenhacomodoninio, porexemplo( (ll

acC
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(2) A— IN <pmrms A", onde
mkms : A" — (A—=IN)

mkms(l) &ef @
- length(<e|e+IlAe=a>)
acelems(l)
Teremogde provar quemkms € sobrejectia, isto &,
VfeE(A—=IN):3l € A" : f =mkms(l)
Podemodaz-lo construtvamenteassociandacadaf, aseq@nciar( f) seguinte:

r(f) = Conc(<<a|i € f(a)>|a € dom(f)>)

ondeCone(< l1,...,ln >) =11 ~--- ~ I, eaconstryéo<...|i € ...> deve
serconvenientement@nterpretaddporqe?). Porexemplo,a f = ( ) associa-se
<>,af = a b associa-salista<a, a, b, b, b>, etc. Faltaapenasnostrar

2 3

quef = mkms(r(f)). Sendofacil mostrarqueelems(r(f)) = dom(f), bastaa
provar, paracadaa € dom(f), quelength(<e | e < r(f) ANe = a> = f(a) se

verifica. Oraéfacildemostramque<e | e+ r(f) Ae = a> = <a|i € f(a)>,de
ondesededuzlength<a | i € f(a)> = f(a), comosepretendia.

Resolu@o8.4 Ha4 factosavalidar:
(1) A=B=A=B
Obvio.
2 AB=A<B
Decorredo factode = serfechoantissingtricode <.

B ACB=A<XB
De A C B decorrequeo cardinalde A éinferioraode B, logo A < B.

4 A<B=AdB
Fa@-seS = B em(8.10).

Resolu@o8.5:
(8.33) A°=~1

(8.34) AB+C = 4B x AC
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(8.35) Al = A

(8.36) 14 1

(8.37) (Bx C)* = BA x Cc*

Xz, y)- (

Resolu@o8.6. Partindode

curry

APENDICED. SOLUGDESDE ALGUNS EXERCCIOS

Aa_(NIL)
a

a
AT - ( NIL

g~

uncurry

g~

queremosgprovar que: curry = uncurry

o )
(z(@),y@) ),_,

CAXB N (CB)A

Aa - (Ab-o(a,b))

(CB)A N CAxB
Aa, b} - (o(a))(b)

1

1(gBya; eque(b) uncurry o curry = lgaxs.

(@)

curry o uncurry(o)

(b)

uncurry o curry(o)

curry(uncurry(o))

curry(XMa, b) - (o(a))(b))

Aa - (Ab- (Ma,b) - (a(a))(b))(a, b))
Aa - (Ab- (o(a))(d)
1igBya (o)

~— ~

uncurry(curry(o))

uncurry(Aa - (Ab - o(a,b)))

Ma,b) - ((Aa - (Ab - o(a,b)))(a))(b))
Ma, b) - ((Ab- o(a,b))(b))

Xa, b) - o(a,b)

loaxz (o)

(o2

, isto &, provar que: (a) curry o uncurry =
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O

Resolu@o8.7. Partindode

w [ (w=<>)={)
elems(z) = { (o £ <>) = {head(z)} U elems(tail(x))
ede
def | (x=(1,NIL)) = <>
9@ =1 (2= (2 (a,))) = cons(a, g(1))
vamoscalcularf = elems o g:
f(z)
= (elemso g)(x)

_ ( NIL)) = <>

z =1,
= elems({ (x=1{(2(a,1))) = cons(a,g(l) )

‘unfolding’ deg

ey | @

(1, NIL)) = elems(<>)
(2,{a,l))) = elems(cons(a,g(l)))

_ i (x=(1,NIL)) = {}

def. deelem (z =(2,{a,1))) = {head(cons(a,g(l)))} Uelems(tail(cons(a, g(1))))
_ (x={Q1,NIL) = {}

(A. 65)e(A 6i (z =(2,{a,1))) = {a}Uelems(g(l))
_ (z=(,NIL)) = {}

folding’ wai (=(2,(a,1})) = {a}Uf{)

Emsuma,obteve-se:

def (x=(,NIL)) = {}
f(=) { (z = (2,{a,2'))) = {a}Uf(z) (D.11)

Resolu¢@o8.8 Defina-se

discollect(o) def {{a,b) | a € dom(a) Ab € o(a)}
Entao:

a

collect(discollect(oc) = ( {z € B| adiscollect(s) z}

) a€mi[discollect(o)]
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a
( {x €B | ac dom(a) ANz € 0'((1)} )aedom(a)

e
discollect(collect(p) = {(a,b)| a € dom(collect(p)) A b € collect(p)(a)}
{{a,b)| a e m[p]Ab€ {z € B| apz}}
{{a,b) | a € m[p] A apb}
= p
O

Resoluo8.1Q Provar(B — C)* = (A x B) —~ C:

(B—C)* (8.39) ((C+1)"%)4
(8.38) (C+1)**®

(839) (AxB)—~C

R1R 1R

NB: podea adicionalmenteserverificadoo seguinteisomorfismo:

(AxB)~C — (B—-0)"

b

o~ )‘a'(<a(a,b) ) (D.12)

) {a,by€dom (o)

Resolu@o8.11 Consideraa sgyuinteseq@&nciadeisomorfismos:

(A=~B)—~C =(839) (C+1)*8
~(8.39) (C+1)@EHH
>~ (8.38) (C 4 1)A*(BFD
= (8.29) (C + 1) BF(AxD
& (8.24) (C+1)AxB)I+A
~@834) (C+1D)*"™Px(C+1)"
(

~(8.39) ((AxB)—C)x(A—=C)

No terceiropassaa lei (8.38)es mal referida,pois (C4)8 # ¢4”). O
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Resolu@o8.13
[A=(B—=0)4 = (B—=0C)+1"

= (B=cCl-1)+1"
= |B—C"

(Icl+1)'EhiA

(0] +1)!1

(O] +1)!=*A

= |(BxA4)=C|

I(Ax B) =~ C|

SesefizerC = 1, ter-sed:
A=~ (B-1);=Z(AxB) =1 & A—2Bxgixs

isto &, obttm-sea lei (8.55)comocasoparticular O

Resolu@o8.14 A fungao

@) )
aXT {o(a),7(a)) a€dom(s)

sedinjectivasobreeqd, sse
(U'I N TI — a_ll N TH) = ((0_177_/) — (0_”77_/!))
semprequedom(o’) = dom(r') edom(a") = dom(r"). Ora

"

(wwrewn ) o, L ewrown )
@ @1 @) ) mion = \G@T@N ) i o

ssedom(o’) = dom(a") eVa € dom(a’) : (¢'(a) = 0" (a)) A (7' (a) = 7" (a)). Logo
o =d" A" =71" oqueimplica(s’, 7'y = (", 7"). O

Resolu@o 8.15 O factoé verdadeiroe indica que todaa seq@&nciade paresé repre-
sent&el porumpardeseq@&nciasdo mesmacomprimentoadequadamentgpadas Trata-
sedeumalei ardlogaa (8.65),podenda suadedy@oserfeitade formasemelhante:

(AxB) = |J@AxB)"

n>0

U A" x B"

n>0

= {(ll,l2>|11€An/\l2€Bn/\’n20}

{{li,12) | l1 € A* Al € B* Alength(l1) = length(l2)}

(A" X B*) A1y ,12) length(ly )=length(is)

1R
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Logo,

0] def A(l,7).length(l) = length(r)

A funcdodeabstrac@oqueseproe é aadaptadode aseq@ncias,.&
f def AT l=<> = <>
Tl l#<> = <(head(l),head(r))> ~ f(tail(l), tail(r))
Alternatvamentepodefazerseadedy@ode f e ¢ apartirdeaalinea(4) doexerdcio 8.2:
(AxB)* J7w* IN — (AxB)
< (N = A) x (N = B)
gf:; A* X B*

em cujaresoly@o fr e inv4 sao definidos,Sendofs a inversade fr, deixa-secomo
exerdcio aprossecy@odesteraciodnio. O

Resolu@o8.16 Classalefungdesfinitasquediscollect abstrainarela@ovazia:
discollect(a) = 0

{{a,b) | a € dom(c)AbE a(a)} =0

a € dom(c)ANb€o(a)=F

a & dom(oc) Vb ¢ o(a)

o=( )VVaé€dom(o):o(a)=10

te e

A fungdo

2A%B 4 9P

def a
collect(o) = ( {z € B| aox} )ae o]
1o

collect

nao & umafungio sobrejectia, pois, por exemplo,paraf = ( ) emA — 2% nao

{}

existenenhumelementa- € 24*® tal quer = collect(r). O

Resolu@o8.18 Teremos:

BAMS o~ AceNr — (24¢eHoler o Amount)
(8.22) = AceNr — (Amount x 24ccHoldery
(8.64) =2, AccNr — (Amount x (AccHolder — 1))
(8.72)d3  (AceNr — Amount) x ((AccNr x AccHolder) — 1))

(864) >~ (ACCN’I" N Amount) x (2Achr><AccHolder)
(8 9)45 2Achr><Amount x 2Achr><AccHolde'r
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onde:
~ f1 = AceNr — (Xa,b) - (b,a))
! $1=Az-V
f2 =Achr—\ (¢d x dom)
=9 ¢2 — )\
3=D§|
o[£
~, fa=id x (Ar- NIL) )
peET
4 )\z V
4 fs =mkf xid
=5 ¢s = fdp x (Ax-V)

Calculodo invariantefinal:

o(p, 1)) = ds({p, M)A
Pa(fs({p,7))) A
#3(fa(fs({p, 1)) A
d2(fs(fa(Fs({p, 7)) A
d1(f2(fs(fa(fs({ps7))))))
= ¢5({p; M) A P3(fa(fs({p, 7))
= fdp(p) A d3(fs({mkf(p),7)))

= fdp(p)/\dpi((mkf(p),( N’}L) )
= fdp(p) Am[Y] C dom(mkf(p))
= fdp(p) Am[y] € m[p]

Em suma,aigualdadepresenteem (8.85)é relaxadaa inclusio, comoseprevia informal-
mente.d

Resolu@o 8.19 No quesesegue,designaremopor h a funcdo de abstracéoimplicita
noresultadado exerdcio 8.13,i.&

a

h(o) déf( ( b ) )
b
7(2:8) ] 4 yedomo) €271 (dom (o)

porh’ oisomorfismaD.12),por afungio(D.4) e porj afungio

Jj = )\(G, b, C)'«a: b):c) (D.13)
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Teremoseng@o:

DPP

Tem-seainda(referindoapena®s invariantesrelevantes,i.& nao universalmenterer-

dadeiros):

1%

Il

If
[

1

2

3

4

APENDICED. SOLUGDESDE ALGUNS EXERCCIOS

=

(#Equip x #Comp) + (#Equip x #Equip)) — IN))
(#Comp — IN) x (#Equip — IN)) x

(#Equip x #Comp) — IN) x ((#Equip x #Equip) — IN))
#Comp — IN) x (#Comp — IN)) x

#Equip — IN) X

(#Equip x #Comp) — IN) x

(#Equip x #Equip) — IN)

2#E‘quipxw x
2(#Equipx#Comp)xW
2(#Equip><#Equip)><W

((2 x #Comp) — IN) %

2#Equip)<ﬂ\f

X

X
Z#Equlpx #Comp X IN x
2#Equip)< #EquipxX IN
22>< #CompxIN x

2#E‘qu1px IN x
2#Equ1px #Compx IN x

2#Equipx #EquipXIN

{ fi=Ffesxidxh

{ fo=1id xid x (i = IN)

{ fa=1d x id X f(s.63)

{ 1= X((p1, p2), p3, 1, ps) - {{p1, p3), p2, (p1, ps))
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]

fs =id x mkf x mkf x mkf
¢s = (Az- V) x fdp x fdp x fdp
= { foe=h xidx 2/ x 2

4 fr = (mkfo29) xid x id x id
=T ¢r=(fdpo2) x T, (Az - V)

dequeresultaa sgguintefuncdodeabstrac@oglobal,

f = fiofaofsofsofsofeofr
= (frses) xid x (ho (i = IN) o fses))) © fao (' omkfo2') xid x mkf o2 xmkfo2?)

e 0 sgguinteinvarianteinduzido:
¢ = (fdpo?')x fdpx (fdpo?2’) x (fdpo?2’)

que podetio seraindamais trabalhadosse necesario. Por exemplo,o termo fdp o 27
conduzia a:

(fdpo2)(r) = fdp({{(a,b),c)| (a,b,c) € 7})
= fdp({{{m1(t), m2(t)), m3()) | £ € 1})
= Vit €r:m(t) = m(t) Ama(t) = ma(t') = ms(t) = ms(t))
etc.

Resolu@o8.20 Relembre-saresoly@odo exerdcio 8.2:

A* Sll N —~ A

<]2 2]I\/><A
tendo-se:
fi=fr
<h { ¢1 = invl
f2 = mkf
<
= { ¢> = fdp

Sintesedo invarianteinduzidoa nivel relacional:

p(o) = ¢2(0) A d1(f2(0))

fdp(o) A invl(mkf(o))

fdp(o) A (card(dom(mkf(c))) = maz(dom(mkf(o))))
= fdp(o) A (card(mi[o]) = maz(mi[o]))
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Resolu@o8.21 Deduz-sejue

f = fiofaofs
onde
fi = A—={(domoma,m)
f2 = M
fs = mkfxg

Comea@ndopor fs3, mk f identifica-secomofuncdode abstracdodalei (8.9). Quantoag,
parafuncionarcomofungio de abstrag&o o seutipo tera queser2® —s (X — 1), para
umqualquerX, jaquetemdesersobrejectia. Identifica-seaqui,pois,alei (8.64). Assim,

(A= B)x (X 1) Q3 2%%B x9¥

Passand@ f», & identifica-secomofungcdo de abstracéo dalei (8.72) mas,paraque f»
“encaie” em f3 éprecisoque X sejaumpar A x Y, paraumdadoY. Terseéengo:

A—-Bx(Y—=1) < (A—=B)x(AxY —=1)
<]3 2A><B x 2A><Y
Finalmenteem f1 apenasemosqueinspeccionakdom o w2, 1), queé afinalo mesmo
que(dom o 2, id o 1), sugerinda aplica@odalei (1.44):
(domoma,idom) = (dom X id) o (w2, m1)
Logo,

A — (dom o ma,id o 1) A — ((dom x id) o (w2, w1))

(A — (dom x id)) o (A — (w2, m1))

Ha, pois, dois passogle refinamentaqui: no primeiro,a (2, 71) associa-salei (8.22),
recordaro exerdcio 8.5. No nossocontexto, teremos:

A (Y =21)xB <, A-Bx(Y 1)

no sggundo,dom aplicay — 1 em2Y — denovo alei (8.64),agoraemsentidoinverso
— e1d aplicaB em B: No nosscconteto, teremos:

A—=2"xB <, A=~ (Y —=1)xB
Pondotudojunto:
A—=2"xB =, A—~(Y—~1)xB

= A—\BX(Y—‘l)

<4, (A—=B)x(AxY —1)
<]3 2A><B x 2A><Y
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— recordar exerdcio 8.18e suaresoly@o— para

= cf. (8.64)
) cf. (8.22)
<, cf. (8.72)
<5 cf. (8.9)e (8.64)

Resoluéio8.22 Podemosgnoraro invarianteg sere-definirmoss = A — BY.
Vamosinferir o invariantea associaa ¥’ e compaéa-lo como ¢’ proposto.Sabemos,
peloexerdcio 8.2,que

B* <y IN—B
ondef édadapor (D.10).Logo, ter-sea
A—=B" =<4.; A—(IN—B)
istoé,
A—=B" < A—(IN—B);
= (AxIN)—B

s 2(A><HV)><B

2A><]N><B

Note-sequeparao calculodo invarianteapenasnteressanos passos e 4:

fs =mkf
= { ¢s = fdp
= { fa = 27

ondej & afuncio(D.13). O invarianteresultantevem engioa ser fdp o 2/ que,comose
viu nofinal do exerdcio 8.19,corresponda:

¢" = Vit €r:m(t)=m(t) Am(t) = m(t) = ma(t) = ma(t)

Repare-sgueo padéodestepredicado,

pANg=T
quandocomparad@omo de¢’,
p=q
mostraser
¢Il — ¢I V r

Logo ¢’ &maisrestritoqueg”. O

Resolu@o8.30
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1. Deacordocom(8.157)teremosparao diagramaa)

((#Disciplina — #Departamento X Regente)x
(#Departamento — Nome) x
(#Disciplina — Nome)),

e parao diagramgb)

((#Disciplina — #Departamento x 1)x
(#Departamento — Nome) x
(#Disciplina —~ Nome x Regente)),

ambososmodelossujeitosao mesmanvariante:
vp,o,0') = dom(p) = dom(a’) A 2™ (rng(p)) C dom(a)

E facilagrejarp e o’ emambososmodelosyeconhecendemdom (p) = dom(o”)
o invarianteeqd (8.66) associada lei (8.69). Logo, o modelode (a) & afinal o
refinamentale

((#Disciplina — #Departamento x Regente X Nome)x
(#Departamento — Nome)).»

e o modelode (b) o refinamentale

((#Disciplina — #Departamento x Nome X Regente)x
(#Departamento — Nome)).

(eliminandotamkem1, elementaneutrode x ) sujeitosa um invariantemaisleve:

vp,o) = 27 (rng(p)) C dom(a)

Por(8.22)osdoismodelossaoisomorfose, portanto ndistinguveissobo pontode
vistade especificago. Naovale a penadiscutir— & aajudaquelhesdeve dar!
2. Conversaode(b) para(a):
flp,o,0") ©f et o) = #Disciplina — m (o)
oy = #Disciplina — m(a')
p1 = #Disciplina — m1(p)
in  (p1 Xo3,0,01)

Resolu@o 8.33 No Exerdcio 8.15referem-sedois dessegactos,o queseai prope e
alei (8.65)dequesepartiu. As fungdesde representgio correspondentesio, respectia-
mente,

71 (mtm)
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Mol (A—=m,A—m)

Outrasduasleis nestasitua@osio (8.9)— propondo-se

de

mkf~ (o) = {{a,0(a))| a € dom(0)}
— e(8.72),propondo-se

def

%—1

(A — w1, uncurry o (A — m))

onde

uncurry(t) et (t(b,c) )
bedom(t)Ac€dom(t(b))

Resolu@o8.34 Profe-se

Fla,y)) € (boolgate(z,y, V), boolgate(x,y, F))

paraafuncaoauxiliar
T=<>Ay=<> = <>

def
TELISANY#<> = ({ ~

boolgate(x,y,b) = head(z) =b = head(

y) .
head(x) = b) = <> ) b00lgat€(t(lll(£l

— recordarExerdcio 2.11.
A funcdodeabstracao f temduasrazdesparanaoserinjectiva. Primeiro,a pos$vel
desigualdaddecomprimentoslez e y, eliminavel atravésde uminvariante

¢((z,y)) & length(z) = length(y)

Emsegunddugar, dadasluasseqi&nciag e f, 0 seuentrelgamentmumasd sequ?encia
y (dadopor z quando(t, f) = f({z,y))) & miltiplo. Porexemplo,o par{<a>, <a>)
se@represerétvel tantopor (<1, 0>, <a, a>) comopor{<0,1>, <a,a>). O

Resolu¢o 8.37

1. Peloexerdcio sugeridaem-se

B
2 S]elems B*
L

ﬂQEm.SJ



464 APENDICED. SOLUGDESDE ALGUNS EXERCCIOS

(ondeL = 1+ B x L) tendosidono mesmoexerdcio calculadea funcdodeabstra-
cgcdo compostaf = elems o grs.s.7, que doravante designaremo®or f(p .11y,
veja-sg(D.11).

Assim:
A—\B* %A_‘QE.E_SJ A~ L
ks 24k
Jetems (A X L)*
posr Xonde X=1+(AxL)xX
Emsumajtemos:
PQueue(A,B) < X
X =2 1+4(AxL)xX
L = 14BxL
Codificandeem C, teremogjualquercoisacomo:
struct X {
A key;
L *queue;
struct X *next;
s
struct L {
B first;
struct L *rest;
¥

2. Queremosalcular

f=(A—=ggasr)omkfo fipiy
—_———

h

Comecemosgor h:

h(z) mkf(fp.11y(x))

{ e=(L,NIL) = mkf({})
e =@ (a2 = mkf({(a,0}Ufoi)a))

Repare-sepeladefinidodemk f, que:

mkf({}) = ()
mkf(pU~) mkf(p) Umkf(y)

mkf({(a,b)}) ( s )
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Logo,
o z=(,NIL) = ( )
"W sy = (‘;)Uh(x') 19
Finalmente,
fl) = (A— gpes7)(h(x))
e=(,NIL) = ()
i RRLCICE R I (P [ v )
f(=")
pois
A= N = ()
(A= flloud) = (A= flo)U(A—f))
Emsuma:

e=(1,NIL) = ()
f@) € / @ :
z=(2,{{a,0),2)) = U f(z)

95z.8.7(1)

Resolu¢o8.38 Bastaaplicar(8.61)parad = 1. Comalguma‘re-escrita"teremos:
Az.IS-A(z
AQulSAE 44

ou seja,exclui-seo valor NI L parao apontadoemcausal

Resolu@o8.4Q

1. X éaimplementago,cf.:

Y

Id — (Page x 2Lnlc1d><]d)

Id — (Page x (LnkId x Id — 1))

PP (Id — Page) x (Id x LnkId x Id — 1)
(Id N Page) x 2Id><LnkId><Id

X

lXA& IR

IR
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S6 halugarainvariantea partirdo 2.° passo:

#(a,p)

= ¢2(f3(o,p))

= dpi((id x \S. ( NIL ) )(o,p))

= dpi(”:( N:;-L ) )

€S

zEp

= mp] C dom()

D.8 Exerciciosdo Capitulo 9

Resolu@o9.1 Teremossucessiamente?,

elems(z(l1,12)) = elems(l1) U elems(l2)

_ hi=<> = 0
- { (I =<>) = {head(l1)} Uelems(tail(ly))

_ { h=<> =
h=<>) =
:{ h=<> =
Ahh=<>) =
h=<> =

- {ﬁ(11:<>) =
h=<> =

- {—-(l1:<>) =
h=<> =

- {—|(11=<>) =

) Uelems(l2)

elems(l2)
({head(l1)} U elems(tail(l,1))) U elems(l2)

elems(l2)
elems(tail(l1)) U ({head(l1)} U elems(l2))
elems(l2)
. head(l1) € elems(lz) = elems(lz)
elems(tail(l1)) U { —(head(l,) € elems(lz)) = {head(l1)} Uelems(ls)

elems(l2)
belongs(head(ly),lz) = elems(tail(l1)) U elems(lz)
—(belongs(head(l1),l2)) = elems(tail(l1)) U {head(l1)} U elems(l2)

elems(l2)
belongs(head(l1),l2) = elems(z(tail(l1),l2))
—(belongs(head(l),l2)) = elems(<head(l1)> —~ z(tail(l1),l2))

Lh=<> = [
= elems( Al=<>) = { belongs(head(ly),l2) = =z(tail(l1),l2)

—(belongs(head(l1),12)) = <head(ly)> —~ z(tail(l1),l2)

8 Justifiquecadapassado raciodnio.
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Emsuma,obtemos:

def

:E(ll, l2) =

-

h=<> = [

hh=<> = {

belongs(head(l1),l2) = <>

—(belongs(head(l1),12)) = <head(l1)> ~z(tail(lr),l2)

Resolu@o9.2 Anotem-seasseguintespropriedadesdecard:

card® = 0 (D.15)
card({a}) = 1 (D.16)
ANB=0 = card(AUB) = card(A)+ card(B) (D.17)

Tem-seasguinteequaéoderefinamento:

comp(s) = card(elems(s))
guevamosresoher emordema comp:
comp(s)
= card(elems(s))
= C‘“"d({ iies o (Dh d(s)} U elems(tail(s)) )
‘unfolding’ deelems ¢ ° {head(s)} U elems (tail(s
. s=<> = card(®)
(B_l) s#<> = card({head(s)} U elems(tail(s)))
s=<> = 0
= L<> = {head(s)} Nelems(tail(s)) =0 = card({head(s)} + card(elems(tail(
0.15e®.179 ° —({head(s)} Nelems(tail(s)) =0) = card({head(s)} U elems(tail(s)))
s=<> 0
= {head(s)} Nelems(tail(s)) =0 = 1+ card(elems(tail(s)))
(D.16)e {head(s)} C el ss(t%éilfsﬁ = —({head(s)} Nelems(tail(s)) =0) = card(elems(tail(s)))
(s=<> = 0
s#<> = let h=head(s)
= t = tail(s)
introdu@odel4t . h € elems(t) = card(elems(t))
L mn —(h € elems(t)) = 1+ card(elems(t))
(s=<> = 0
s#<> = let h=head(s)
= t = tail(s)
‘folding’ por corhp . h € elems(t) = comp(t)+0
L n -(h € elems(t)) = comp(t) +1
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s=<> = 0

sSELIL> =

(B.1)

let

i comp(t) + {

h = head(s)
t = tail(s)

Em suma,calculamog9.10),comosepretendiad

Resolu@o9.3

belongs(h,t)
—(belongs(h,t))

= 0
= 1

1. Justifica@odospassosiados:(1) ‘unfold’ deelems; (2)regra(B.1)e{}—-B = {};
(3) distributividadede — (A.17) por U; (4) ‘folding’ via equaéodepartida.

2. Prossguindo(sugere-sgueo leitor justifiqueosnovos passos):

_ {l:<>
14 <>
l=<>
14 <>
l=<>
I1#<>

=
=
=
=

=

=

0

({head(l)} — elems(r)) U elems(di f(tail(l),r))

0

({ =(head(l) € elems(r))

0
{

head(l) € elems(r)

head(l) € elems(r)

head(l) € elems(r))

l=<> = <>

= elems(

l#£#<> = {

:: ?head(l)} ) U elems(dif(tail(l),r))

=

belongs(head(l),r)
—(belongs(head(l),r))

elems(dif(tail(l),r))

= {head(l)} U elems(dif(tail(l),r))

=  dif(tail(l),r)
= cons(head(l), dif(tail(l),r))

obtendo-sdinalmente por elimina@o de elems de ambosos ladosda equaéo, a

definico:

l=<> = <>

dif(,r) &

Resolu@o9.5:

1. Justificades:

l#<> = {

belongs(head(l),r)
—(belongs(head(l),r))

= dif(tail(l),r)
= cons(head(l),dif(tail(l),r))

- Passode (9.18)para(9.19)— facto(1.36)e posteriorcontrag@ode sq o id
emsgq (identidadedacomposjéo).

- Passade(9.19)para(9.20)— PropriedademZ,: (—xz)? = «?
- Passade(9.20)para(9.21)— Introdu@odeid (identidadedacomposj&o).
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- Passade(9.21)para(9.22)— facto(1.31),paraf = id e g = sym.

2. Tendo-senbtido,naalineaanterior

(lid,sym])oa = [id,sym]oi10][sq,sq]
obtem-seagorapor elemina&odafuncdodeabstracéo:

def .
a = i1o[sq,sq]

istoé,

a(@) £ ([ sq,5q](x))

. z=11(a) = sq(a)
- “({ m:iz(b) = sgb))

. {x:il(a) = 11(sq(a))
- z =12(b) = 11(sq(b))

—_—— N

{ r=1ii(a) = ii(a?)
$=12(b) = ’i1(b2)

comoqueiamos.(Cadapassadeve serjustificado.)

Resolu@o9.7: y! instancia9.32)daformaseguinte:

fGy, ) | 9
p(—vy’—) y= 0
[ 1
d(y,-) |y
(7] X
e(y) y—1

Comonaoha elementaabsorentede x emIN, ter-sed, deimediato:

{ nat r = 1;
nat0 y =y,
while y '= 0
{r=r xy;
y =y -1
¥
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comp instancia(9.32)daformaseguinte:

foy,-)
(LY, )
d(5y,-)
6

e(y)

comp(y)
y=<>
0

{

+
tail(y)

belongs(head(y),tail(y))

0
—(belongs(head(y),tail(y))) 1

=
=

Comonao ha elementoabsorentede + em INy, tersed, apds algumassimplificades

algofitmicas6bvias®:

A integradiocom(9.31) podetamlemfazerse,conduzindaa qualquercoisacomo:

{ nat0
list
while

}

{ nat0
list
while

}

m|
Resolu@o9.8

r = 0;
y =y
vy = < >)
{ A h = head(y’);
y' = tail(y);
if —(belongs(h,y)) {r=r+1%}
s

r =0
y =V
vy = <>)
{ A h = head(y);
y = tail(y);
list p =y,
bool found = O;
while ((p !'= < >) && (found==0))
{ found = (h == head(p));
p = tail(p);
if (found ==0) {r =r +1}
h

9NB: Em rigor, tais simplificad@esdeveriam serjustificadasem faceda senénticadalinguagem

algoiitmicaemcausa.
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1. Desenolvendoo factoa provar, teremos:

gly) = f(y)ov

_ ({ ply) = u L
=(p(y) = d(y)b flely))
{ ply) = wubv
=((y) = dy)6(fle(y))) v
=
=

I
J
S
N

d(y) 6 (f(e(y)) 0 v)
————
g(e(y))

v

d(y) 0 g(e(y))

(Cadapassaleve serjustificado.)

2. Partindodaalineaanterior sabendajuef & comutatva e aproveitandoa sugesio
dadateremos:

fly) 6o
v f(y)
= floop(y,v)

9(y)

Daquisededuzquea (inicacoisaquesealteraa ainicializagodo ciclo (v emlugar
deu). Logo o codigodadoest correcto.

3. No casodew sero elementabsorentedef teremos

9y) = fy)owv

= v

Logoociclo é“in(til”, poistemasenénticadasuainicializago. Ou seja,o codigo
dadopodeserreduzidoa

Mr =v;

{
}

Resolu@o9.9 Vamosdeduzi-loa partirdaequa@oderefinamento
elems(?(1)) = filter(elems(l))

queé, afinal, maissimples:
elemso? = 2% o elems
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O calculoéimediato:

elemso? = 25 oelems

= elemso f*
(A.80)

Remawendoelems deambososladosdaigualdadeobtidater-sed:

? o
istoé,
() Y <f@)|eei>
O
Resolu@o9.11 Equa&oderefinamento:
(Anm)oid(n) = elems(z(n))
7
n = elems(z(n))
Calculo:
n = elems(z(n))
I
{ Zig z L}I}Um = elems(z(n))
I
n=0 = elems(<>) B
{ n>0 = elems(<n>)Uelems(z(n—1)) = elems(z(n))
I
n=0 = elems(<>)
{ n>0 = elems(z(n—1))Uelems(<n>) elems(z(n))
I
n=0 = elems(<>) _
{ n>0 = elems(z(n—1) ~<n>) = elems(z(n))
I
n=0 = <>
elems({ n>0 = a(n—1)~<n> ) = elems(z(n))

deondeseextrai:
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() def n=0 = <>
- n>0 = z(n—1)~<n>

(Cadapassadeve serjustificadocomasrespectiasleis de SETS.)
Naturalmentez naoé Gnica— porexemplo,omitindoo pass@acimaemquesetrocou,
por comutatvidade,a ordemdosargumentosie umareun&o de conjuntospbterse-ia

() def n=0 = <>
N n>0 = <n>~z(n—1)

(seq@&nciadescendent@estecaso).0

Resolu@o9.12 Vai serdtil o factosgyuinte,valido paraqualquerfungaofinita o e con-
junto S:

o = (c\S)U(o]9) (D.18)
Orarepare-seue(9.13)re-escree, sucessiamentegm

FUps) T (Fp U {{k, 1)} ) [ {k})
= (fley) \ kU (f(p U {(k, 1)}, 7)) [ {k})

t
= (fUpU{(k, ), )\ kU (fF(pU {(k, 1)}, 7)) | {k})
= (9.14)

(D.18)

(9.13)

Resolu@o9.15 Antesdemais,precisamosio sgyuinteresultadoparaqualquerX:

Flp\X = F({tep] m(t) g X}, {tey| m(t) ¢ X}) (D.19)

v

A B

Demonstra@o: Repare-sguecollect(A) = collect(p) \ X equemk f(B) = mkf(y)\
X. Logo:

f((A, B)) f((collect(p) \ X, mkf(y) \ X))

= flp,M\X

comoquefiamosdemonstrarc
Considere-sagoraa equaé&oderefinamento:

flw(k; {p, 1) = fF(lp, ) \ {k}
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Ter-sea:
flwk,{p,m) = flp, )\ {k}
=  f({tepl m@)#k}{t €v| m(t) #k}))
(D.19)
= f((del((1’k>:p):del((lak):'Y)))
istoe,

wik, (p,y) E (del((1,k), p), del((1,k), 7))

CodificanddnformalmenteemSQL, parap c 2N:A00N7" XT:AccHolder e’}’ c 2N:Ach’r><Q:Amaunt:

DELETE FROMp WHEREN = k

DELETE FROM~y WHEREN = k
O
Resolu@o9.16

1. Novo operador:
def
o(o,q) = m1(a(n))
ne€dom(c)Awa(a(n))<gqg

(nota:z € A A p(x) abreviaz € {a € A| p(a)})

2. Queremogalculara simula@o o( f({p, 7)), q), onde f & a funcao de abstracéo
calculadeem§8.5.1:

o(f(p,):q) = U m(f(p,7)(n))
nedom(f(p, 7)) Ama(f(p,)(M)<a &

v~ v~
A B

Reparemosantesde maisque:

A = dom(collect(p))
= mlp]
= mi[y] [I*poreqd noinvariante*/
= {m()| zen}
B = m(f(p,7)(n)
mkf(y)(n)
the({m2(t) | t € vy Ami(t) =n})
¢ = m(flp,7)(n))
collect(p)(n) [*(8.56)*/
{m2(t) | t € pAmi(t) =n}



D.8. EXERACIOSDO CARITULO 9 475

Teremosenfo:
o(f(p,7):q) (D.20)
= U {ma(t)| t € pAmi(t) €Dnid)
n€{mri(z)| z€v}nthe({m2(t)| teyAm(t)=n})<q
= U {ma(t)| t € pAmi(t) = m1((D.22)
z€yAthe({ma(t)| teyAmi(t)=m1(2)})<q
= U =) teprmt)=m(=)} (D.23)
zE€EYATa(z)<q
= Jim®| tepamE)=m@) Am(z) <q} (D.24)
TEY
= {m@®)|tepn\/ (m@t) =m@) Am@) <)} (D.25)
zTEY
= m{t€p| Iz € v: (m(t) =m(x) Am(z) < q)}] (D.26)
Paraalemdea fdp noinvariante,recorreu-seo sgyuintesfactosbasicos,quenao
carecendedemonstrg&o:
fae{f(x)| ze AAp(@)}] q(a)} = {f(z)| x € AAp(x)Aq(DRT)

Ozeanp(a)9(f(x)) (D.28)
U@ | pie)} (D.29)

Ouc{f(a) zeArp(a)}9(a)

{f@ 1\ pi(2)}

i€l iel
\/ p(z) = 3FreX:p) (D.30)
reX

(paraX finito).
CodificanddnformalmenteemSQL, parap € 2N:AchrxT:AccHolder eye 2N:Achr><Q:Amount:

SELECT p.T FROMp, v
WHEREp.N = v.N AND~+.Q < q

Resolu¢&o9.19
1. Relembrando

cons(a,l) = <a>~1
I = <>~

teremos:
cons(head(l), filter(tail(l), a))
filter(tail(l), a)

<head(l)> —~ filter(tail(l),a)
<> ~ filter(tail(l), a)



476 APENDICED. SOLUGDESDE ALGUNS EXERCCIOS

0 que permitepdr filter(tail(l),a) em evidénciae reconheceem filter o es-
guemamoradico:

a=head(l) = <> ) .
{—'(a:head(l)) =  <head(l)> %f’”e’"(\m”(”xa)

~ ~~ e(l)
()

ededuzir:
filter(l,a) = filterit(l,a,<>)
para

filterit(l,a,r) def

l=<> = r

~l=<>) = filterit(tail(l),a,{ a=head(l) = r

-(a = head(l)) = r ~ <head(l)>

2. Nao,porqueaconsultade umalistadeinteresseemo efeitolateraldealteraralista
consultaddazendosaltaro elementode interesseparao topo, casoexista. Logo,
il Find nao tem senmainticafuncional e tera de ser especificadaomo um evento,
nummodelocomestadar € I List.

3. Naohaelementosepetidos:
(1) def (elems(l)) = length(l)
o queimplicaque

head(l) ¢ elems(tail(l))

Tem-seaindaque
a ¢ elems(l) = filter(l,a) =1

(carecede prova, masnao é pedida). Assim, paral # <> e a = head(l), tem-
sequea = head(l) implicaa ¢ elems(tail(l)), que por suavez implica que
filter(tail(l), a) = tail(l). Logo,esseramode filter simplificapara:

a = head(l) = tail(l)

Resolu@o9.2Q

1. O “?" superioré substitido por 24. O “?" inferior & substitido por X, para
X ~1+4 Ax X, cf exerdcio 8.37.
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2. Repare-s@ueclems o gr,.8.7 Seencontradefinidaem (D.11), quedesignaremos
por f(p.11y, e quemk f o elems o grs 8.7 € afuncdoh calculadeem (D.14), que
designaremopor h(p.14y. Teremosenioa segyuinteequadoderefinamento:

Elems(gEm_gj(dom'(w)l = dom(cnkf(elems(gEm_gj(w))l)

f(p.11)(dom/ (z)) h(p.14)(z)
Desenolvimentodedom(h(p.14)(x)):

dom(h(p.14)(x))

z=(,NIL) = ()
= a=pe) = (iziii)uhw.w')’
¢ =(1,NIL) = 0

~~
f(p.11)(1,NIL))
- z={(2,{tz)) = {m@®}uU dom(h(D_14)(a:'))
—_———
f(p.11)(dom/ ("))
r = (1,NIL) = f(Dll)((lyNIL)) , ,
r=(2,({t,2")) = {m(t)}V fip.11)(dom'(z"))
Fp 11y (25(m1 (). dom! (27))))
= o] FENID = (LN )
TP 2 =(2,(t2")) = (2,(m(t),dom (2)))

Cancelanddp.11) emambososmembrosioresultadacimaobtemosfinalmente:

by def ¢=(1,NIL) = (1,NIL)
dom(z) = {m=<2,<t,x'>> = (2 (m (), dom’(z')))

Versaonao-recursia:

dom/(z) = domloop(x,{1, NIL))

ot [ z=(,NIL) = r
domloop(z,r) == {x=(2,(t,x')) = domloop(a’, (2, (m(£),))

3. Tem-seporinferéncia,queaassinaturae¢ &
¢:AxL—B
A opera@osimuladaé a propriaaplica@o (parcial)defungdesa argumentos:

ap(o, a) def { a €dom(oc) = o(a)
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A justifica@o procededo proprio calculode ¢ comorefinamentale ap. Comece-
mospor expandirh(p 14):

g=(L,NIL) = ( )(a)

i@ = § o=@ = a2 )Uhouwe)

~ vl

> 4

Deserolvimentode X :

a € {m(t)} = ap(( :;Eg > ,a)

X a €dom(hpis(z')) = ap(hpagy('),a)
#(a',a)
_ { a=mi(t) = m(t)
“(a=m(t) = ¢('a)

Entao:
x=(1,NILy = L
def

e E emeteny = { G200 2 W

Teremosdfinalmentequeintroduzirumapre-condjéo a ¢ paraeliminaro casoem
queg daria_L comoresultado Obttm-seenfioa correspondentiincdoparcial:

s z#£(,NIL) = let z={(2(2z'))
d(x,a) = in a=mt) = m(t)
~(a=m(t)) = ¢ a)

Resoluéo9.21 Repare-santesdemais'® que

it=1 = <head(l)> —~ subl(t,i,n — 1)
1>1 = subl(t,i —1,n)

€0 mesmoque

i=1 = <head(l)> ~ subl(t,i,n — 1)
i>1 = <>~subl(t,i—1,n)

e,logo,que

i=1 = <head()> [ i=1 = subl(ti,n—1)
i>1 = <> 1>1 = subl(t,i—1,n)

10 Justifiquecadapassado raciodnio quesesegue.
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ou ainda,estendendo raciodnio:

{z’:l =  <head(l)> i=1 = i {i:l = n-1,

i>1 = <> As“bl(t’{wl = i-1 i>1 = n

Logo, estamogperantg9.32), paraassubstituj@es

f(oy,-) | subl(y,i,n)
p(oy,-) [ n=0Vy=<>

u <>
i=1 = <head(y)>
(- y,-) {i>1 = <>
9 —~
se(y), - tazl(y),{ i>1 = i-1 { i>1 = n

0 queconduz.emnota@o“pseudo-C’bastantdivre, a

[ ap =y
int | =i
int m =n;
A* 1 =<y

while (m > 0) && (p = <>))
{ A h = head(p);

p = tail(p) ;
if ( ==1)
{ m-
r=r —~ <h>;
}
else j-;

}

isto&,aociclo-while pretendidod

Resolu¢o9.22
1. Antesdemais,repare-s@ueexplode(#e,a)) = fo(apply(o,+#e),a), onde

f=C) = ()
f;é( ) = let x€dom(f)
folf.o) y_d e=R = (f’“
z={(2,k) =
in Yo fo(f\{z} o)



480

APENDICED. SOLUGDESDE ALGUNS EXERCCIOS

éafuncdoqueresultadacornversodo esquemalereduéo @me_ ... —recordar
(2.80)e(2.81),parap = @. A substituji@odeexplode(k, o) por fo (apply(o, k), o)
nadefinicdo de fg € legitima e mostra-nogjue, afinal, a funcdo aux propostano
exericio coincidecom fg. Logo o factopropostcé verdadeiro.

. Do primeirofactoassumidaomoverdadeiranfere-se

f(z) ® aux(apply(o, k), o) = aux(f(x) ® apply(o, k), o)

0 quepodeseraproveitadoparare-escreer o corpodadefiniGodeaur em

s=(Lk) = f("“w) ) & auz(f \ {2}, 0)
z=(2,k) = (auz(f(z)Q® apply(o,k),0)) @ aux(f\{zr}, o)

Aplicandoagorao segundofactoassumid@omoverdadeirderemos mesmdrag-
mentore-escritoem

= (k) = (f(kx) )eaaux(f\{x},o)

r=(2,k) = auz(f(z)®apply(o,k)® f\ {z},0)

o quevemadarem

2= (LE) = (chx)) @{w:(l,k) = aus(f\ {z},0)
e=@k = () r=(2,k) = auw(f(wl®apply(0,k)@f\{w},U)J

X

explorandoo factode ( ) sero elementoneutrode &, e de acordocom a regra
seguinte,queestend€B.1):

f({ P = q { p = s):{ p = f(g9)
-(p) = r | " =t =) = f(rt)
Prossguindo,X re-escree em

z=(Lk = ( )
auz(f \{x}@{ r=(2k) = f(@)©apply(ok) ")

denovo explorandoo elementmeutrode® e por (B.1). Verificamosassimqueauz
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instanciao esquemdinearmoradico(9.32)daformaseguinte:

481

-y, | auz(y, o)

(LY, )

z=(Lk) =
=

Yy
(
d(-y,-) { Yy
T = (2: k) )
@

4l

y(z) ® apply(o, k)

k
( () ) [*paraz € dom(y) */
(

@y\z

Comonaohaelement@bsorentede® emParts, ter-seadeimediato,em“pseudo-

c,
{ Parts r=©
Structure y' =y,
while v =0
{ Unit x = choice(dom(y’));
Quantity n = y'(x);
et z=(1,k) =
z=(2,k) = (
v o=y e T2E0
h
}

1)

=
= nQapply(o,k)

Apbssimplificadesalgoiitmicasbaseadaso elementmeutrode® e senainticada
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constry&oif ..then  ..else !! obtersea:
{ Parts r = ();

Structure y =y,

while vy = 0

{ Unit x = choice(dom(y’));
Quantity n = y'(X);

y =y e}
z=(Lk) = Z :
z=(2,k) = ()
:y,® x—lk) =

z=(2,k) = nQapply(o,k)
};

}

e finalmenteo cddigo propostono exerdcio. Note-sequeasprimeirastrésinstru-

coesdo ciclo while se podemcorverternumasb opera@&o deget afunciofinita
(futuratabela).

11 Mais umavez se chamaa aten@o parao factode, emrigor, tais simplificadescarecerende
justificadoemfacedasen@nticadalinguagemalgoitmicaemcausa.



