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DepartamentodeInformática
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4.2 Programase Módulos:RevisãodoEstadoda“Arte” . . . . . . . . 182

4.2.1 Parametrizac¸ão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
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5.4 Exerćıcios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230
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8.3 O SubćalculodeIsomorfismo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285
8.3.1 ExemplosdeAplicação. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287
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8.8 AindaSobreaManipulaç̃aodeInvariantes. . . . . . . . . . . . . 321
8.8.1 Invariantes‘Ad Hoc’ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322
8.8.2 Exemplo:Tabelasde‘Hashing’ . . . . . . . . . . . . . . 324

8.9 Invariantes‘Ad Hoc’ Implı́citosemDiagramasERA . . . . . . . 328
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9.1 CálculodeSimulaç̃oesSimples. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345
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Exerćıcio 1.6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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Exerćıcio 1.38 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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Exerćıcio 2.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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Exerćıcio 2.31 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
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Exerćıcio 2.51 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
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Exerćıcio 3.11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
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Exerćıcio 4.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202
Exerćıcio 4.6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203
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Exerćıcio 5.9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233
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Exerćıcio 5.13 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
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Exerćıcio 8.13 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291
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Exerćıcio 8.23 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 305
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Exerćıcio 8.32 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 338
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Caṕıtulo 1

FundamentosdeEspecificaç̃ao
Algébrica

1.1 Intr odução

A vidarealest́apovoadade“coisas”aquechamamos,emlinguagemcomum,ob-
jectos. Algunsobjectos,estruturalmentemaiselaborados,podemmerecero nome
(mais“ambicioso”)desistemas. A nossainteracç̃aocomascoisaspressup̃oeal-
gumaforma de “linguagem” de comunicac¸ão com elas. Tal linguagemdeverá,
no mı́nimo,sercapazdedescrevera estrutura dascoisasdequedesejamosfalar.
Tecnicamente,daremoso nomedesintaxea essasestruturas.

Poroutro lado,é precisoter umaideiado queascoisas,assimdescritas,sig-
nificamparanós. A estasegundacomponente“epistomoĺogica”danossaintera-
cçãocomo mundorealchamaremossem̂antica(dascoisas).Temosent̃ao:

Objecto

2
Sintaxe
Sem̂antica

Porexemplo,a Figura1.1 descrevea estruturasint́aticadafrase�43 “Maria gostadequemgostadela”

A sem̂anticade frasescomoesta,tiradada nossalinguagemnatural, podeser
bastantedifı́cil dedescrever. Maspodemostent́a-lo,noquediz respeitòa frase� :
a suasem̂anticarefere-seaumarelaç̃aobináriagostadefińıvel entrepessoas,5.6 ���87:9 � �'�'� 6 7.�+; � �<��� 6 7.�
a que � acrescentao seguintefacto,oupropriedade:

1
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SujeitoE D

PredicadoE D
ComplementoE

Maria gostade
D
SujeitoE D

PredicadoE D
ComplementoE

quem gostade ela

Figura1.1: Estruturasint́aticadeumafrase.

5.6 �F�87 $HG�IKJ 7�L'MN7.&�O 5.6 �F�87 $PJ 70L'MN7 I�G &
Historicamente,foi a Linguı́sticaa primeiraciência(humana)quesededicou

ao estudoda linguagem(natural) e da suacaracterizac¸ão sint́aticae sem̂antica.
ComoadventodaInformática,tornou-senecesśarioavançarparaumacaracteriza-
çãodosobjectosmuito maisprecisa,no sentidodetransportarconhecimentosdo
nı́vel humanoparao nı́vel da máquina. Isto porqueum computador— como
qualqueroutramáquina— nãotemintuiçõesneminteligência Q e,portanto,não
conseguelidar como discursoamb́ıguo.

Porexemplo,comoensinara um computadora organizac¸ãoe funcionamento
deumainstituiçãobanćaria?Teremosdelhe falardecoisascomoquantiasdedi-
nheiro, contasdeclientes, seustitulares, chequesetc.Portanto,essascoisasfazem
parteda“sintaxe” deum banco.Mas teremosaindaquelhe dizer, por exemplo,
quenão fazsentidodepositardinheironumacontaqueaindanãofoi aberta!Ou
maisainda,ensinar-lhequeo balanço deumacontaapóso deṕositode G escudośeGSRUT , ondeT é o balanço dacontaantesdessedeṕosito.Claramente,estesfactos
têm agoraa ver com a “semântica” do serviço prestadopelo dito banco. E que
dizerquantoaomododefuncionamentodasportasdoedif́ıcio banćario?Seŕa deV

inteligência W inter+legere (=“ler nasentrelinhas”).
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dizeralgumacoisa?Seo fizermos,algúempodeŕadizerqueestamosa sermuito
“espećıficos”, ou seja,a “especificarpormenoresirrelevantes”.É óbvio quea no-
çãode “pormenorirrelevante” é relativa: o queé irrelevantenumcontexto pode
serrelevantenoutro. No exemplodado,o mododefuncionamentodasportasdo
edif́ıcio banćario seŕa semdúvidaum pormenorrelevanteno respectivo projecto
de construc¸ão civil. Quer dizer, especificarsignificaŕa sempre“ter uma visão
intensionalmenteparcial”domundoquenosrodeia.

Somosassimconduzidosaoconceitodeespecificac¸ão. Um dicionário X diz:

- especificac¸ão (substantivo feminino)— actoouefeitodeespecificar;

- especificar(verbotransitivo) — indicar a esṕeciede; particularizar;men-
cionar.

Em resumo,especificarum objecto,sistemaetc.significaparticulariźa-lo (tanto
sintaticacomosemanticamente),masnãodemasiado!

Outroaspectoa discutirquantoa especificac¸õestema vercomoutradassuas
dimens̃oes,a da redund̂ancia. Vamossuporque algúem nos aparececom um
programaem PASCAL que implementao problemado sistemabanćario acima
referido. Podeŕa esseprogramaserconsideradoumaboaespecificac¸ão do pro-
blema?Facilmentesevêquenão,masagoranumaoutradimens̃ao:esseprograma
est́a “sobre-especificado”,i.é cheiode informaç̃ao redundante.Por exemplo,o
programapodeŕa definir umaestruturadeinformaç̃aoglobalqueregistetodasas
contas,baseadae.g. no tipo dedadosY

type contas = ˆregisto;
registo = record

Nr: Numero de conta;
St: Estado de conta;
Next: ˆregisto

end;

ounoutroqualquerquelhesejaequivalente.
Paraalém de exigir algumconhecimentode pormenoresde codificaç̃ao em

PASCAL — e.g. a implementac¸ãode listasdex por apontadores(ˆx) — estepro-
gramaimpõe umaordemde acessosobrecontas.Trata-sede umaredund̂ancia
pois,abstractamente,nenhumclientedobanco“vemprimeiroqueoutro”,ou“tem
prioridadesobreoutro” (comigual status). Porconterestaredund̂ancia(e talvez
outras)a referidacodificaç̃ao diz-seuma implementac¸ão (e nãoumaespecifica-
ção) doproblema.Z

Pág.581doDicionário deLı́nguaPortuguesa, 1975,PortoEditora,porJ.A.CostaeA.S.Melo.[
Trata-sedesoluç̃aoacad́emicaimpenśavel numasituaç̃aoreal,o quecontudonãoprejudicaasua

eficáciaenquantomerailustraç̃ao.
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Temos,emresumo,umbinómio2
especificac¸ão— O QUE o sistemadevefazer
implementac¸ão— COMO o sistemao faz

Como é previśıvel que haja mais do que uma implementac¸ão parauma dada
especificac¸ão (e.g. porescolhadediferentesestruturasdedados,dediferenteslin-
guagensdecodificaç̃aoetc.), temosumarelaç̃aodeumparamuitosentreespecifica-
çõese suasimplementac¸ões.Essarelaç̃aoé umarelaç̃aodeabstracc¸ão:

\ \ \ \^] ____ ` (abstracç̃ao)

umaespecificac¸ão

. . . . . .

assuasimplementac¸ões

A maiorpartedaredund̂anciaemimplementac¸õesé introduzidaporraz̃oesde
eficiência,i.é no sentidode tornaros programasmaiscurtose/oumaisrápidos.
O queseganhaem eficiência(em ‘run-time’) perde-seem clareza(de leitura).
Em grandessistemasde ‘software’ essaperdade clarezapodevir a ser, ao fim
e ao cabo,anti-ecońomica,já quepodedificultar (senão inviabilizar) a fasede
manutenc¸ão do sistema,a maisonerosae importantede todasasfasesdo ciclo
devida deumprodutode‘software’. Seacrescentarmosa esteestadodecoisaso
factodeo ‘software’podertererrospordetectar—istoporquenãoé, tradicional-
mente,feito qualqueresforço nosentidodejustificarasimplementac¸ões— temos
identificadaa crise de produtividadequese instalouna indústriado ‘software’,
criseessacujoscontornosforamdeterminadoshá,pelomenos,duasdécadas.

Éhojedoconsensogeralaideiadequeo ‘software’deveserconcebidoapartir
de especificac¸õestão abstractasquantoposśıvel, quecaptemapenasa esŝencia
dossistemasaconstruir, queconstituamabasedasuadocumentac¸ão (querparao
utilizador, querparaaequipademanutenc¸ão)equesejamo pontodepartidapara
a suaimplementac¸ão.

O principal objectivo é queasespecificac¸õessepossamescrever numalin-
guagemnão-amb́ıguaparaevitar errosde interpretac¸ão. Esteobjectivo conduz
aoconceitodeespecificac¸ão formal, isto é, a especificac¸ãodesistemasusandoa
linguagemmateḿatica.Al émdesernão-amb́ıgua,a linguagemmateḿaticaabre
caminhoparaa justificaç̃ao de correcç̃ao dasimplementacc¸ões, imposśıvel de
outraforma a . Nestecontexto, o desenvolvimentode umaimplementac¸ão podeb

Paraumaintroduç̃ao maisdetalhadaa esteassunto,porventurao maisimportantedosmétodos
formaisdeprogramac¸ão,podemserconsultadas,naparteIII destetexto, assecç̃oes7.1e7.2.
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serfeito emsimult̂aneocoma demonstrac¸ãomateḿaticadasuacorrecç̃aofaceà
suaespecificac¸ão:

especificac¸ão c O QUÊ

justificaç̃ao d c O PORQUÊ

implementac¸ão c O COMO

(1.1)

Osmétodosditos formaisdeprogramac¸ão têmpor objectivo fazercumpriro
desideratodo diagrama1.1. Desdejá seanunciaquehá variadasmaneirasdeo
fazercumprir, sobretudodependentesdateoriamateḿaticaqueseadoptaporbasee
. Começa-senestecaṕıtulo por fazerumaintroduç̃aoaoestudodastécnicasde

especificac¸ãode‘software’(nassuasvertentessintáticaesem̂antica) usandouma
linguagembaseadananotaç̃aomateḿatica“convencional” f .
1.2 A Sintaxe

Voltemosaoproblema-exemploda“informatizaç̃aodeumsistemabanćario” referido
na secç̃ao anteriore comecemospor enumeraralgumasentidadessint́aticasque
porventuranosocorramsobreele g :

Quantia— dedinheiro

Titular — o donodeumaconta

IdConta— a identificaç̃ao(e.g. umnúmero)deumaconta

Sistema— o conjuntodetodasascontas

abertura — deumanovacontanosistema,indicandoo seutitular

fecho— deumacontaquesepretendeeliminardosistema

deṕosito— deumadeterminadaquantianumacontadosistema

levantamento— inversadaanterior

co-titular — adiç̃aodemaisumtitular aumacontadosistema

balanço — inquéritoaosaldodeumadadacontadosistema.h
Porexemplo,aLógica,a Álgebra,aMateḿaticaDiscreta,aTeoriadasCategorias,etc.i
Sugere-seo livro de texto [AKM81] como posśıvel refer̂enciade consultaparaos conceitos

mateḿaticoselementaresqueo presentetexto assumèapartidacomosendodoconhecimentodoleitor.j
Naturalmentequetemosemmenteum sistemadegest̃aobanćaria à escala“brinquedo”,já queo

problemanasuaextens̃aorealseriaimpratićavel comoexemplointrodut́orio.
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Sistema

Titular

Quantia

IdContakk
k

lllllllll m m m m m m m m ml l l l l l l l l
mmmmmmmmm

abertura,
co-titular

deṕosito
levantamentobalanço

fecho

Figura1.2: Relaç̃aoentreesṕeciese operadores.

É intuitiva a constatac¸ãodequeasentidadesacimaexplicitadassãode duas
naturezasposśıveis. As quatroprimeirassãodesignac¸õesdeclassesdeobjectos
presentesno problema.Mais correctamente,sãonomesde tipos, ou esṕeciesde
objectos.As restantesentidadessãonomesde“coisas”quepodemacontecernum
banco.Dar-lhe-emoso nometécnicodeoperações, ouoperadores. Emresumo,

entidadessint́aticas

2
esṕecies
operadores

Notemosaindaqueasesṕeciese osoperadoresest̃aorelacionadosentresi, poisé
posśıvel identificaro conjuntodeesṕeciesquecadaoperadorenvolve:noooooop ooooooq

abertura r s�	 Mt�NuwvH7�L Ix*�y{z 6'| �87 I �}M8���8��~�7��
fecho r s�*�y�z 6'| �87 I �}M8�F�8��~�7��
deṕosito r s'� uw7 | �NMN7 IK*0y{z 6'| �87 I �}M8���8��~�7��
levantamento r s'� uw7 | �NMN7 IK*0y{z 6'| �87 I �}M8���8��~�7��
co-titular r s�	 Mt�NuwvH7�L Ix*�y{z 6'| �87 I �}M8���8��~�7��
balanço r s�*�y�z 6'| �87 I �}M8�F�8��~�7 IK� uw7 | �NMt7��

o queserepresentanografodaFigura1.2.
É posśıvel melhoraro relacionamentoacima,senosapercebermosqueo con-

junto deesṕeciesmanipuladaspor um operadorsepodedesdobrarnumparque
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exprimea suafuncionalidade, ou seja,o conjuntodassuasesṕecies-argumentoe
a suaesṕecie-resultado:noooooop ooooooq

balanço r D s'*0y{z 6'| �87 I �}M8���8��~�7�� I�� u�7 | �NMN7 E
co-titular r D s'*0y{z 6'| �87 I�	 Mt�NuwvH7�L I ��MN���8��~�7�� I ��MN���8��~�7 E
levantamento r D s'*0y{z 6'| �87 IK� uw7 | �NMN7 I �}M8���8��~�7�� I �}M8���8��~�7 E
deṕosito r D s'*0y{z 6'| �87 IK� uw7 | �NMN7 I �}M8���8��~�7�� I �}M8���8��~�7 E
fecho r D s'*0y{z 6'| �87 I �}M8���8��~�7�� I �}M8�F�8��~�7 E
abertura r D s'*0y{z 6'| �87 I�	 Mt�NuwvH7�L I ��MN���8��~�7�� I ��MN���8��~�7 E (1.2)

Sejam
�

e � osnomesdadosaosconjuntos:� 3 s'� u�7 | �NMN7 Ix*�y�z 6'| �87 I �}M8�F�8��~�7 I�	 Mt�NuwvH7�L��� 3 s balanço, co-titular, levantamento,deṕosito,fecho,abertura
�

Ent̃aoo sistema(1.2) podesercaracterizadomatematicamentecomosendouma
aplicaç̃aode ��r�� � ;
� . Porqueaordemdosargumentosdeumoperador�����
é relevantee podeenvolver repetiç̃aodeesṕecies,somosconvidadosa substituir
osconjuntos( s����F� � ) de(1.2)porseqûencias( �
���F��� ) deesṕecies,e.g.

balanço r D ��*�y�z 6'| �87 I ��MN���8��~�7 �
IK� u�7 | �NMN7 E
Teremosent̃aoqueajustaraaplicaç̃ao(1.2)a��r �}�,;��
obtendonoooooop ooooooq

balanço r D �%*0y{z 6'| �87 I �}M8���8��~�7 ��IK� uw7 | �NMN7 E
co-titular r D �%*0y{z 6'| �87 I�	 Mt�NuwvH7�L I �}M8���8��~�7 ��I �}M8���8��~�7 E
levantamento r D �%*0y{z 6'| �87 IK� uw7 | �NMt7 I �}M8�F�8��~�7 ��I ��MN���8��~�7 E
deṕosito r D �%*0y{z 6'| �87 IK� uw7 | �NMt7 I �}M8�F�8��~�7 ��I ��MN���8��~�7 E
fecho r D �%*0y{z 6'| �87 I �}M8���8��~�7 ��I �}M8���8��~�7 E
abertura r D �%*0y{z 6'| �87 I�	 Mt�NuwvH7�L I �}M8���8��~�7 ��I �}M8���8��~�7 E

A todaa aplicaç̃aodestetipo chamaremosassinatura.

1.2.1 Assinaturas

Definição1.1(Assinatura) Seja
�

umconjuntofinito não vaziode śımbolosde
esṕeciee � um conjuntofinito de śımbolosde operac¸ão. Daremoso nomede
assinaturaa todaa aplicaç̃ao ���0��r � � ;���
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Sistema

Quantia

IdConta

Titular

k
k k

k

��
� �

�

��
��

�

�
�

�

�
fecho

balanço

abertura
co-titular

levantamento
deṕosito

�
� �
�

Figura1.3: DiagramaADJ para ���������
Paratodoo ���1� , dizemosque �#$H� & é o valordasuafuncionalidade.

Notação1.1(Funcionalidade) Dada umaassinatura � , é vulgar escrever-sea
express̃ao ��� � Q ; �F�F� ;���  r �

(1.3)

para exprimir o factodeque �#$H� & 3 D � � Q IF�F���FI ��  ��I � E . �
De acordocom a notaç̃ao acima,podemosfinalmenteescrever a assinatura��������� do nosso“sistema-brinquedo”paragest̃ao de uma instituição banćaria

comosesegue:

¡�¢¤£¦¥�§ nooop oooq balanço ¨ª©¬«F}®K¯�°²±%³,´.µ²¶8°²·x¸¹± º »}¼�±F¯0°½µ½±
co-titular ¨ª©¬«F}®K¯�°²±%³
¾�µ¿°½¼�ÀÁ±FÂÃ³�´.µ²¶8°²·x¸¹± º ´.µ²¶�°²·�¸
±
levantamento ¨ª©¬«F}®K¯�°²±%³,»}¼�±¬¯�°½µ½±�³�´¦µ²¶8°²·x¸¹±Äº ´.µ²¶�°²·�¸
±
deṕosito ¨ª©¬«F}®K¯�°²±%³,»}¼�±¬¯�°½µ½±�³�´¦µ²¶8°²·x¸¹±Äº ´.µ²¶�°²·�¸
±
fecho ¨ª©¬«F}®K¯�°²±%³,´.µ²¶8°²·x¸¹± º ´.µ²¶�°²·�¸
±
abertura ¨ª©¬«F}®K¯�°²±%³
¾�µ¿°½¼�ÀÁ±FÂÃ³�´.µ²¶8°²·x¸¹± º ´.µ²¶�°²·�¸
± (1.4)

o quepodeserilustradopelodiagrama“em aranha”daFigura1.3. A estetipo de
diagramastamb́emsedá,naliteratura,o nomede“diagramaADJ” Å .Æ

Designac¸ão derivadado grupode investigac¸ão que tornoupopularo uso destesdiagramas,cf.
Secç̃ao1.5.
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Definição1.2(Constantes) Dadaumaassinatura � , o conjunto z�Ç detodasas
constantesde � , deesṕecie

�
, define-seporz ÇÃÈFÉtÊ3Ës������ÍÌ��#$H� & 3 D �+��I � E ��

Reparemosqueumaconstante� é declaradanumaassinaturaescrevendo �Î��+�Ïr �
ou, simplesmente,���Ðr �

. Querdizer, umaconstantepodesercon-
sideradaumoperador“zero-ádico” Ñ ouseja,a designac¸ãodeum“valor” deuma
álgebra.

Porexemplo,consideremosumaestruturaalgébricaconhecida— o monóide
— etentemoscaracterizaracorrespondenteassinatura.EmÁlgebra,dizemosque
éummonóidetodoo conjuntoJ munidodeumaoperac¸ãobinária ÒÓ�0J ; JÔrJ , associativa,e comumelementoneutroÕ . Notemosquesó existeumaesṕecie
numaálgebradestetipo. Logo

� 3Ös'J � naassinaturadeum monóide. Como Ò
ébinária,escreveremos�#$HÒ & 3 D ��J×IKJØ��IKJ�E . A especificac¸ãodeummonóide
exige, ainda,a presenc¸a do elementoneutro Õ ; trata-sedeumaconstantetal que�#$HÕ & 3 D �+�+IKJ�E . Emresumo,teremos� 3 s'J �� 3 s�Ò¦I �0��#$²Ò & 3 D ��J×I�JØ�
I�J�E�#$HÕ & 3 D ���+I�J�E
ou,usandoa notaç̃aomaisvulgar(1.3):� 2 Ò:�0J ; JÙr�JÕ��Ðr�J
Note-sequenemaassociatividadede Ò nema neutralidadede Õ sãoreflectidasna
assinatura,já quesãopropriedadessem̂anticasdosśımbolosdeoperac¸ão Ò e Õ , e
umaassinaturasó especificaa suaestrutura sintática.

Exerćıcio 1.1 Especifiquea assinaturade um espac¸o vectorial,e representeo respectivo diagrama

ADJ.Ú
Definição1.3(AssinaturasHomogéneas/Heterogéneas)Uma assinatura �Ù��Ûr � � ;Ü�

tal que Ì � Ì}3ÞÝ diz-sehomoǵenea; sempre que Ì � Ìß�ÛÝ , a assi-
natura diz-seheteroǵenea.

�à
Um operadordiz-semońadicoouunário setemapenasumargumento,diádicooubinário setem

dois,etc.
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Claramente,a assinaturade um monóide é homoǵeneaQNá ; já a nossaassinatura� ������� acimaé heterogénea. A maiorpartedosproblemasdavida real,quando
especificados,conduzema assinaturasheteroǵeneas.Dáı a necessidadedestaex-
tens̃aoà álgebra“cl ássica”.

Exerćıcio 1.2 Suponhaque os requisitosdo sistemade gest̃ao de uma instituição banćaria acima
estudado(SGIB)sealteramnoseguintesentido:

- todasastransacc¸õessobrecontaspassamafazer-seapenasporcheque;

- a “história” de cadaconta(i.é todosos chequesqueforam movimentadosdesdequeela foi
criada)ficaregistadanabasededados.

Façaasalterac¸õesàassinatura
¡â¢¤£¦¥x§

quejulgue,comoconseqûencia,convenientes.Ú
Exerćıcio 1.3 O Departamentode PlaneamentodaProduç̃ao (DPP) deumafábricade equipamento
electŕonico pretendeumabasede dadoscontendoinformaç̃ao sobrea estruturade qualquerequipa-
mentoemproduç̃ao,e ńıveisdo ‘stock’ existente.Cadaequipamentodeveŕa serregistadocombase
nosseusblocosestruturais,i.é, seguindoosesquemastécnicosdefinidospelosdepartamentosde‘de-
sign’ emanutenc¸ão.Segundoestes,qualquerequipamentóeumblococonstitúıdoporumdeterminado
númerode:

- circuitosintegrados;

- outroscomponenteselectŕonicos(d́ıodos,transistores,resist̂encias,conectoresetc..);

- outros(sub)blocos.

O DPP pretendeusarabasepararelacionarńıveisfuturosdeproduç̃aocominvestimentosa fazer, face
aosńıveisde‘stock’ existentes.Deveŕa,assim,serregistadoo custounitário (deproduç̃aooucompra)
de todosos componenteselectŕonicos elementares.Em particular, pretende-seter dispońıvel uma
operac¸ãoquedeterminea“explos̃aoemcomponentes”(relaç̃aocomponenteelementarãº número) de
qualquerdosequipamentosquea fábricaproduz.

Escreva umaassinaturaqueespecifiquedeformadetalhadaa camadasint́aticadaaplicaç̃aoqueo

DPP acimapretendever desenvolvida.Ú
1.2.2 GramáticasversusAssinaturas

É agorarelevantemostrarcomo,por detŕasde todaa graḿaticagenerativa dita
independentede contexto ou de contexto livre (‘context-free’) — exprimı́vel na
clássicanotaç̃aoBNF, porexemplo— est́a umaassinaturaalgébrica,heteroǵenea
namaiorpartedoscasos.

Seja äÖ3 D /�I�	�I � Ix�,E umagraḿaticaindependentedecontexto, onde / é o
conjuntodosseusśımbolosnão-terminais, 	 éumconjuntodeśımbolosterminaisVHå

E não só: em Álgebra, grupos,gruposabelianos,ańeis etc. continuama ter assinaturasho-
moǵeneas.
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(disjunto de / ),
� �æ/ é o seuśımbolo inicial e � 9 / ; $H/æç4	 & � é o

conjuntodasproduç̃oesou regrassintáticasde ä . A inferênciadaassinatura� �
determinadapor ä seguedoiscritériosbásicos:

1. a cadaśımbolonão-terminaldagraḿatica ä correspondeumaesṕeciena
assinatura� � ;

2. a cadaproduç̃ao da graḿatica ä correspondeum operador na assinatura�è� ;

(a) esseoperadorconstŕoi-sedaseguinteforma:sejaaproduç̃aoemcausa
daforma D /1	�Eè�é�Ð3ëê D /�	 Q E8ì D /�	 X Eí�F�F� D /�	   E8î
ondeos śımbolosnão-terminaisserepresentamentre

D
. . . E e ê , ì , î ,�F��� sãoseqûenciasdeśımbolosterminais; ent̃aoo operadorcorrespon-

denteaessaproduç̃aotema funcionalidade��� D /�	 Q E ; D /�	 X E ; ���F� ; D /1	   E�r D /�	�E
Observaç̃oes:

- o śımbolo � queseescolhepor produç̃aoé arbitrário,desdequeproduç̃oes
diferentescorrespondamaśımbolosdiferentes;

- aassinaturaqueseconstŕoi “perdeinformaç̃ao” quantoaosśımbolostermi-
naisdagraḿatica,quesãoignorados;

- emborao śımbolo inicial
� �ï/ se possaconsideraruma“esṕeciedis-

tinguida”, issonãotemqualquerimplicaç̃ao formal naconstruc¸ãodaassi-
natura.

Em resumo,a assinaturaret́ema esŝenciagenerativa dagraḿatica,de forma
abstracta— abstractanosentidoemque“filtra” asintaxeconcreta, i.éosśımbolos
quesó est̃aonagraḿaticapor umadeduasraz̃oes:ou desambiguama graḿatica
paraefeitodereconhecimentoporumaut́omato(e.g. daclasseLL(1), LR(0) etc.),
ou são śımbolosquepresumivelmenteaumentama “legibilidade” da linguagem
geradapelagraḿatica QxQ .

Vejamosumexemplo:sejadadaagraḿatica ä deumapequenalinguagemde
comandoscujosśımbolosnão-terminaissão:

D
CmdE (comando),

D
Var E (variável)VNV

A estacomponentedeumagraḿaticaé vulgardaro nomesugestivo de“açúcarsint́atico”. Esteé
particularmentenotório emlinguagenscomerciaiscomo,porexemplo,o COBOL.



12 CAṔıTULO 1. FUNDAMENTOSDE ESPECIFICAÇ̃AO ALGÉBRICA

e
D
NatoE (númerosnaturaisincluindoo zero).As suasproduç̃oessãoasseguintes:D

NatoEð���Ð3 0 Ì suc(
D
NatoE ) Ì D Var ED

Var Eð���Ð3 x Ì yD
CmdEð���Ð3 skip ÌD

CmdE ; D CmdE�ÌD
Var E := D NatoE�Ì

if
D
NatoE then

D
CmdE else

D
CmdE�Ì

while
D
NatoE do

D
CmdE

(1.5)

NotemosquecadacláusulaBNF daformaD
NTE����Ð3Üñ Q ÌNñ X Ì¤�F���0Ìtñ  

abrevia defacton produç̃oes: D
NTEð�é�Ð3 ñ QD
NTEð�é�Ð3 ñ X

...D
NTEð�é�Ð3 ñ  

Isto permite-nosadiantarquea assinaturacorrespondentèa graḿatica(1.5) teŕa
trêsoperadorescomresultadoem

D
NatoE , outrosdoiscomresultadoem

D
Var E , e

cincocomresultadoem
D
CmdE . Seguindoaordemdasproduç̃oes,teremos:

� Q � r D
NatoE� X � D

NatoE r D
NatoE� Y � D

Var E r D
NatoE� a � r D
Var E� e � r D
Var E� f � r D
CmdE� g � D

CmdE ; D CmdE r D
CmdE� Å � D

Var E ; D NatoE r D
CmdE� Ñ � D

NatoE ; D CmdE ; D CmdEòr D
CmdE� Q8á � D

NatoE ; D CmdE r D
CmdE
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ou,adoptandonomesmaissugestivos:ó ��L 6 � r D
NatoEM |âô L<��~�� | �8� � D

NatoE r D
NatoEõ 7{v 6 L � D

Var E r D
NatoEG � r D
Var ET � r D
Var E| 7 y 7 � r D
CmdE���'ö � D

CmdE ; D CmdE r D
CmdE7��NL'M8÷ � D

Var E ; D NatoE r D
CmdE��� � D

NatoE ; D CmdE ; D CmdEør D
CmdEô M ô v 6 � D

NatoE ; D CmdE r D
CmdE

(1.6)

Note-sequeseescolheramos nomes“ G ” e “ T ” comooperadores,sendox e y
śımbolosterminais,o quenãoconstituiinconvenientenenhum.

Exerćıcio 1.4 Dadaaseguintegraḿaticaindependentedecontexto:ù ú û½ü ¾þý²¾�ý û pilhaÿtý���ÿü ¾ ú �Fû
pilhaÿNý û elemÿ8ý û boolÿ��¾ ú �

push ý pop ý onto ý empty ý top ý true ý false ý ( ý ) ý ? �� ú np q û pilhaÿÔ¨ ¨ ú pop
û
pilhaÿ�� push

û
elemÿ onto

û
pilhaÿ��

emptyû
elemÿÔ¨ ¨ ú top

û
pilhaÿû

boolÿÔ¨ ¨ ú true � false � empty(
û
pilhaÿ )?

construirumaassinatura
¡â£

correspondente.Ú
Vamosagorasuporqueumadadagraḿaticadecontexto-livre ä cont́emprodu-

çõesdaforma D
NTEè�é�Ð3 ê�ì���î (1.7)

onde ê ,ì e î sãoseqûenciasdeśımbolosterminaisou não-terminais,
D
NTE é um

śımbolo não-terminale ì � designa“uma ou maisocorr̂enciasde ì ”. Comose
traduza produç̃aoacimanaassinatura� � correspondente?

Reparemosque, em Teoria das Linguagens,ì � apresenta-secomo “abre-
viatura”dopardeproduç̃oes D

L Eè�é�Ð3 ì�Ì^ì D L E (1.8)

Bastaŕa assimacrescentara ä um novo não-terminal
D
L E e substituira produç̃ao

(1.7)por D
NTEð��� 3 ê D L ENîD

L Eð��� 3 ì�Ì�ì D L E
construindo-seaassinatura� � apartir dagraḿaticaassimestendida.
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Estaextens̃aomerecealgunscoment́arios.Primeiro,asproduç̃oesa acrescen-
tarpoderiamtersido D

L Eè�é�Ð3 ì�Ì D L E8ì
em lugar de (1.8), o queapenasalterariaa ordemdos argumentosdo segundo
construtordaesṕecie

D
L E em � � . Mastamb́empodeŕıamoster introduzidouma

infinidadedeproduç̃oes,D
L E%�é�Ð3�ì�Ì¬ìâì�Ì�ìâìâì�Ì'�F����Ì�ì:�F����ì� 	�
 �M

vezes

Ì¬�F���
gerandoem � � um operador

M
-ário (

M �� ) por cadanúmerodevezesque ì se
repeteem ì � Q8X .
Exerćıcio 1.5 Suponhaque,em(1.7), ��� (=“nenhuma,umaouváriasocorr̂enciasde � ”) apareceem

lugarde ��� . Faça um tratamentoańalogoao anteriorcom vista a construira assinaturacorrespon-

dente.Ú
Exerćıcio 1.6 Considereasproduç̃oesseguintesdeumagraḿaticaindependentedecontexto

ù
.û

A ÿÔ¨ ¨ ú a
û
B ÿ�� b

û
Aÿ a

û
Bÿ �û

B ÿÔ¨ ¨ ú a b � a
û
Aÿ � c

Construaa assinatura
¡â£

correspondente.Ú
Exerćıcio 1.7 O quadroqueseseguedescreveduastransformac¸õesconhecidaspararesolverconflitos
LL(1) emgraḿaticasindependentesdecontexto:

Transformação � ù�� º ù���� Antes � ù�� Depois � ù����
Factorizac¸ãoà esquerda

û
A ÿÔ¨ ¨ ú � ��� �! û

AÿÙ¨ ¨ ú ��û
A’ ÿû

A’ ÿÙ¨ ¨ ú ���  
Eliminaç̃aoderecursividadeàesquerda

û
A ÿÔ¨ ¨ ú û

Aÿ � �"� û
AÿÔ¨ ¨ ú � û A’ ÿû

A’ ÿÔ¨ ¨ ú ��û
A’ ÿ��$#

Caracterizeecomenteascorrespondentestransformac¸õesentreasassinatauras
¡â£

e
¡ £�%

.Ú
V Z

Só no Caṕıtulo 2 seestudaŕa a teoriamateḿaticaqueexplica estamultiplicidadede extens̃oes.
Quandodizemosque ��� é “abreviatura” de(1.8)estamosa esconderesseprocesso,quenoslevaŕa a
encarar(1.8)comoumaequaç̃aodaqual � � é umasoluç̃ao.
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1.2.3 TermosversusÁr voresSintáticas

Põe-seagoraumaquest̃ao de fundo: a qualquergraḿatica ä de contexto livre
correspondeumalinguagem &Ã� , queé o conjuntodetodasasfrasesgeradasporä ; quandosubstituimosä pelasuacorrespondenteassinatura�è� , o queé que
obtemospara&Ã� ? Porexemplo,dadaa frase

x:=0; while x do skip (1.9)

de & � , cf. (1.5), comoa representaraonı́vel de � � ? Veremosdeseguidaqueo
conjuntode todasas árvoressintáticasdasfrasesgeradaspor ä é a construc¸ão
que,partindode �è� , correspondea &ß� . Paraisso,precisamosdeumadefiniç̃ao
básica:

Definição1.4( � -termo) É dadaumaassinatura � �â� r � � ;��
. Para cada

esṕecie
� � � , é posśıvelconstruiro conjuntodetodosos“ � -termos”deesṕecie�

, queseŕa o menorconjuntoquesatisfazasseguintescláusulas:

1. todaa constante���Ðr �
é um � -termodeesṕecies;

2. para todoo operador �Î� � Q ; �F��� ;��   r �
, se, para Ý(' M ' | ,

�$)
é um� -termodeesṕecie

� )
, ent̃ao��$ � Q I��F���¬I � ) IF���F�¬I �8 ¦&

é um � -termodeesṕecie
�
.

O conjuntodetodosos � -termosdeesṕecie
�

designa-sepor *,+�- Ç . Um � -termo
tamb́emsedesigna� -palavra (‘word’) ou � -frase.

�
É fácil fazercorresponder̀a definiç̃ao indutiva anteriora seguinteexpress̃ao

recursiva:

* +.- Ç ÈFÉtÊ3 zèÇ}ç�s���$ � Q I��F���¬I �8 ¦& Ì /0 ���1� 1�#$H� & 3 D � � Q IF���F�¬I ��  �+I � E213 Ý4' M ' | � � ) �5* +.- Ç76
89 �

(1.10)

Querdizer, acadaesṕecie
� ) � � correspondeumadefiniç̃ao:noooop ooooq * +.- Ç;: È�ÉtÊ3 �F���*�+.- Ç7< È�ÉtÊ3 �F���

...*�+.- Ç7= È�ÉtÊ3 �F���
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Figura1.4: Representac¸ãodetermospor árvores

Uma maneirapráticade entendero conceitode � -termoé encararcada � -
termo ��$ � Q IF���F��I �8 ¦& ou como o ‘string’ de texto B���$ � Q I��F���¬I �8 ¦& B , ou como uma
árvoresimbólica, tal comoseilustranaFigura1.4(a).

Porexemplo,a árvoredesenhadanaFigura1.4(b)representaum � -termoda
assinatura�è� correspondentèa linguagemä acimareferida.Escritolinearmente,
teremos: � 3 ����ö $ 7��NL�M8÷ $HG�I ó ��L 6 & I ô M ô v 6 $ õ 7{v 6 L $HG & I | 7 y 7.&�& (1.11)

É imediatovernodiagramadaFigura1.4(b)— ounaexpress̃ao(1.11)— aárvore
sint́atica(sintaxeabstracta) dafraseconcreta(1.9).

Emresumo,amaneiramaisabstracta(i.éecońomica,sempormenoresdesnecessários)
dedescreveraestruturasint́aticadeumobjectocomplicadodavidareal(e.g. uma
instituiçãobanćaria),deumalinguagem(decomunicac¸ões,deprogramac¸ãoetc.)
etc.é atravésdaconstruc¸ãodeumaassinatura� .

Exerćıcio 1.8 Dadaumaassinatura
¡ ¨DC1º�´�EÃ³+´ onde´ ú � ¶^ý ÂD�C ú �GF ý�H�ýJI�ý�KG�¡ ��H � ú û W�L�ýP¶Kÿ¡ � FM� ú û W�L�ýP¶Kÿ¡ ��K � ú û W�L�ýHÂ¬ÿ¡ ��I � ú û Wþ¶¬ýP¶DL ýPÂ¬ÿ

construao respectivo diagrama-ADJeenumeretodosostermosdacorrespondente
¡

-linguagem.Ú
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Exerćıcio 1.9 Estudou-seacimacomoumagraḿaticade contexto livre
ù

podeserabstractamente
caracterizadaporumaassinatura

¡ £
, bemcomoarelaç̃aoqueexisteentreN £ — alinguagemgerada

por
ù

— eo conjuntodetodosostermosem OQP!R .
É sabidodaTeoriadasLinguagensqueamesmalinguagempodesercaracterizadapormaisdoque

umagraḿatica,i.é N £ : ú N £ <TSU ù V ú�ù Z
EmquemedidasepodeafirmarqueOQP!R : ú OVPWR < U ù V ú�ù ZVX
Justifique.Ú
Exerćıcio 1.10 Construaa assinaturaalgébricacorrespondenteao seguintefragmentoda graḿatica
dalinguagemdeprogramac¸ãoPASCAL, expressosobrea formadeum grafodesintaxe, onde ©^¯.¶�° é
o não-terminalparainstruç̃oese Y[ZD\ é o não-terminalparaexpress̃oes:

� � ©^¯.¶�° ]^
_
`aQbcQd;� �e

f

aQbcgd�

� untilrepeat h
©^¯.¶8°

�ie fj

agbcgd:=Id �

ie fj
�

Y�ZD\¤Â
©¬¯{¶�°

��

Ú
Paraterminar, refira-sequetodaa esṕecie

� � � semconstrutoresnumaassi-
natura� conduza * +�- Ç�3lk , cf. (1.10).Issocorresponde,emtermosgramaticais,
a nãoapresentarmosquaisquerproduç̃oesparaum dadonão-terminal.Porexem-
plo, em ��������� teremos* +nm R!o"p - ��qsr�t  vuxw 3l* +nm R!o7p - y ) u{z}|~w�� 3l* +�m R!o7p - � zvw^ vu ) w 3lk
Querdizer, paraaespecificac¸ãode

� ä+*�� ficarcompleta,seŕanecesśarioenrique-
cero diagramadaFigura1.3comosconstrutoresdessasesṕecies.Massubsistem
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problemasem ��������� : tamb́em * +nm RWo7p - � ) Ç ux�7��w 3�k . Issoaconteceporquenos
esquecemosdeumaconstante M | M ô � r �}M8�F�8��~�7
que correspondeao “banco vazio”, i.é ainda sem contas,ou seja, à primeira
configurac¸ãodeumbancoespecificadopor ��������� . A raz̃aopelaqual,semquais-
querconstantes,aesṕecie

��MN���8��~�7
ficavaziadetermosentender-se-́aresolvendo

o exerćıcio quesesegue.

Exerćıcio 1.11 Com basena fórmula(1.10),concordaou discordada seguinteafirmaç̃ao: “Numa

assinatura, évaziadetermostodaa esṕeciepara a qualnãosão fornecidasquaisquerconstantes.” ?Ú
1.2.4 Representac¸ãodeTermospor Express̃oes-S

Vamosagoraver umaestrat́egiasimplespara“programarmos”directamentena
linguagemabstractaquenosé transmitidapor * + , o quefaremoscomrecursoà
linguagenL ISP paracomputac¸ãosimbólica.

Em L ISP existe um único suportepararepresentac¸ão de informaç̃ao, desig-
nadopor express̃ao-S— abreviaturade“express̃aosimbólica” — deacordocom
a sintaxeseguinte:D

Express̃ao-SEð�é�Ð3 D
ÁtomoE�Ì ( D Express̃ao-SEM� ) (1.12)

ondeseconsideraum
D
ÁtomoE toda a unidadede informaç̃ao indiviśıvel, não-

estruturada(i.é “atómica”). Por exemplo,são átomosos inteirose os ‘strings’
alfanuḿericos,e.g. 10, -5 , x12 , Sun3@160. Dão-sea seguir exemplosdeD
Express̃ao-SE nãoatómicas:

()

(1)

(1 um 2 dois)

(1 (2 (3 (4))))

Vejamosagoracomoé simplesrepresentarqualquertermo
� ��*�+ por uma

express̃ao-S,paraumadadaassinatura���ß�Þr � � ; �
. Em primeiro lugar,

todoo śımbolodeoperac¸ão � �U� é representadopelocorrespondentéatomof .
Vamosdesignarpor s ��� a representac¸ãoemexpress̃ao-Sdo termo

�
. Sejaagora� 3 �}$ � Q IF���F�¬I �   & . Teremosaseguinteregradetraduç̃ao:s<�}$ � Q I��F���FI �   &^� 3 (f s � Q �����G� s �   � )
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Porexemplo, s ��ö'L�� $�Ý�� &�� 3 (srqt 17)s'� ; $x��R G &^� 3 (* 2 (+ 3 x))

e arepresentac¸ãoemexpress̃ao-Sdo termo(1.11)atŕasseŕa

(seq (atrib x zero) (ciclo (valor x) nada))

Capitalizandotudoo queat́eaquiseviu, podemosdizerquequalquerfrasede
qualquerlinguagem(independentedecontexto)podeserrepresentadaporumaex-
press̃ao-S.Estapropriedade“universal”dasexpress̃oes-Sé exploradano próprio
L ISP, cujosprogramassão— elespróprios— express̃oes-S.Porexemplo,a ex-
press̃ao-S

(defun fac (n) (if (eq n 0) 1 (* n (fac (- n 1)))))

designa,emL ISP, a definiç̃aorecursivadafunçãofactorial:� 7 ô $ | & ÈFÉtÊ3 2 | 3l O Ý| �� O | ; � 7 ô $ | cÍÝ &
Daqui resultaumaeconomiaconceptualaprecíavel: umalinguagem,umaúnica
estruturadedados,a quenãoé alheioo sucessocrescentedalinguagemnosdias
dehoje.

1.3 A Sem̂antica

Em tudo o queacimaseexpôs, a especificac¸ão quefazemosde um sistema—
atribuindo-lheumaassinaturae, por inerência,definindo-lheumalinguagem—
é meramentesimbólica, ou seja,carecede “significado”. O termo“semântica”
costumaserusadoparadesignara fasedeatribuiçãodesignificados̀asentidades
sint́aticasQ�Y . É nestafasequeseprocuraumaconstruc¸ãodaforma

sintaxe c½c�c¦c�c¦c¦cér sem̂antica
significado

Comoseverá,há váriasformasdedotaruma � -linguagemdesignificado.A
quesevai ver nestecaṕıtulo introdut́orio é talveza maisintuitivae maissimples,VH[

O estudoda Sem̂antica,na Lingúıstica, datado século passado:“. . . c’est sur le corps et sur
la formedesmotsquela plupart deslinguistesont exercé leur sagacit́e; les lois qui presidentà la
transformationdessens,. . . , ont et́e laisśeesdansl’ombre.. .Commecetteétude, aussibien quela
phonetiqueet la morphologie, mérite d’avoir sonnom,nousl’appelerons la sémantique.. . c’est-̀a-
dire, la sciencedessignifications.” (Michel Bréal,1883).
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por se limitar a seguir a tradiç̃ao cient́ıfica secular(e.g. da Fı́sica,dasCiências
da Engenhariaetc.) de raciocinarsobreo mundofı́sico com baseem modelos
mateḿaticos.A principaldiferença é que,naFı́sica,CiênciasdaEngenhariaetc.,
o universode discursoé “cont́ınuo” e “infinito” (cf. e.g. doḿınioscomoespac¸o
e tempo), o que contrastacom a naturezadiscreta do ‘software’, impostapela
finitudedasmáquinasondeesteest́a condenadoa correr.

Istoexplicaqueosformalismosrequeridospelosmodelossem̂anticosdo‘soft-
ware’ pertenc¸am ao doḿınio da Álgebrae da MateḿaticaDiscretae, no nosso
casoe nestecontexto, à teoria“ingénua”dosconjuntos,e nãoaoclássicocálculo
diferenciale integral.

Começaremosassimpor revere sistematizarosconceitosdateoria“ingénua”
dosconjuntosqueser̃aoúteisemespecificac¸ãoformal.

1.3.1 NoçõesdeTeoria “Ing énua” deConjuntos

À classedetodososconjuntosfinitos (ou infinitos numeŕaveis)daremoso nome
deSetsQNa .

Dadosdoisconjuntos� e � , entenderemoscomoelementara noç̃aode fun-

ção, ou aplicaç̃ao � de � para � , quesedesignaŕa por � �c�r � ou �×�}�ªr� . A aplicaç̃ao identidadesobreum conjunto � , queseŕa designadapor Ý�� ou
simplesmentepor

M y quando� estiversubentendido,define-seporÝ}� � � c�r��Ý���$ 7.& È�ÉtÊ3 7 (1.13)

A composic¸ão de duasaplicaç̃oes �×���ªrò� e 5 ��z rò� é a aplicaç̃ao��� 5 �0z r�� tal que $ ��� 5 & $ ô & 3��}$ 5 $ ô &�& (1.14)

paraqualquerô �Öz . Os conjuntos� e � dir-se-̃ao isomorfos, escrevendo-se���3 � , see só sefôr posśıvel estabelecerumaaplicaç̃aode � para � , ou de �
para� , quesejaumabijecç̃ao.

ConstruçõesPrimiti vas

Assumiremosque,se� e � sãoconjuntosemSets, ent̃aofazemsentidoasconstru-
çõesseguintes:

- o seuprodutocartesiano:� ; �Ö3�s D 7 I ÷ E�Ì 7 ����1 ÷ ��� � (1.15)V b
Seguindoa terminologiade[AKM81], por um conjuntoinfinito numeŕavelentendemosum con-

juntocujocardinal � ��� é iguala � å , i.éaocardinalde © ü .
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- asuauniãodisjunta:�ÎRÎ�ï3 $Ns0Ý �+; � & ç�$Ns'� �,; � & (1.16)

- aexponenciac¸ão: � � 3 s'��Ìè����� r � � (1.17)

ondeaqui � é um conjuntofinito e �Ö�Ã� r � é a designac¸ão de uma
qualqueraplicaç̃aode � em � , i.é tal que7 ��� O �}$ 7.& ����}$ 7{&T�3��}$ 7 B &øO 75�3 7 B

Admite-seaindao conjuntovazio k (tamb́emdesigńavel por s � ) e, paratodo
o númeronatural| ��* / á , o conjunto| 3 s0Ý�IK�¦IF���F�¬I | �
designadosegmentoinicial de * / induzidopor | . Note-seque 3 k| R ÝÄ3 s | R Ý � ç |
Semprequefor claropelocontexto, escreveremos“ | ” emlugarde“ | ”. É, pois,
naturaldesignarmospor  o conjuntovazio k . Note-seaindaqueo conjuntodos
valoresbooleanośe isomorfode � , s�)ßIx( � �3 �
o queexplica que,quandofor claro pelo contexto, escrevamos“ � ” comoabre-
viaturade s')ßIx( � . Designaremospor condiç̃ao ou predicadotoda a aplicaç̃aoñ���� c�r � , para� qualquer.

PRODUTO CARTESIANO ( � ; � )

Ao produtocartesiano(1.15)est̃aoassociadasasrespectivasprojecç̃oes� Q e � X ,��� :� cÍ� ; ��� <c�r�� (1.18)

taisque � Q $ D 7 I ÷ E & 3 7� X $ D 7 I ÷ E & 3 ÷
Da mesmaforma que,dadosdois conjuntos� e � , sepodeconstruiro seu

produto� ; � , tamb́emfazsentidoconstruiro produto� ; 5 deduasaplicaç̃oes



22 CAṔıTULO 1. FUNDAMENTOSDE ESPECIFICAÇ̃AO ALGÉBRICA��� �Þc�r z e 5 �}� cwr¡  , e quecorrespondèa aplicaç̃ao de � e de 5 “em
paralelo”: � ; 5 � � ; � c�r�z ;  � ; 5 $ D 7 I ÷ E & ÈFÉtÊ3 D �}$ 7{& I 5 $ ÷¬& E (1.19)

Outraagregaç̃ao funcionalassociadaao produtocartesianoQ e é a chamada
construç̃aodefunç̃oes, designada

D ��Is¢�E e que,para �1����c�r z e ¢1�0��c�r£  ,
temo significadoseguinte: D ��Is¢�E � � c�r�z ;  D ��Is¢�EF$ 7.& È�ÉtÊ3 D �}$ 7.& I¤¢þ$ 7.& E (1.20)

Paraalémdasuautilidadenaconstruc¸ãodeespecificac¸ões,estasconstruc¸ões
funcionaisgozamdepropriedadesqueserevelar̃aomuito úteisnoscálculosque
quereremosfazersobreessasespecificac¸ões.Maisdoquelistaressaspropriedades
éútil perceberasuaorigem.Atente-se,paraesseefeito,nodiagramaquesesegue:

z z ;  
� � ;¦¥� Q

� Q
§ § ;�M �� �

�
�
�

�
�

AAAA
AA ¨

@ @ @ @
@ @�©  

¥� X
� X

M

�
D ��I¤¢�E� ¢

Repare-se,antesde mais,queasfunçõespresentesno diagramaest̃ao coerente-
mentetipadas.As seguintesquatropropriedadeselementares,

� Q � D ��I¤¢�Eø3 � (1.21)� X � D ��I¤¢�Eø3 ¢ (1.22)� Q �
$ § ;4M8& 3 § �ª� Q (1.23)� X �
$ § ;4M8& 3 M �ª� X (1.24)V h
Asconstruc¸õesqueestamosaapresentarnãosurgemaoacaso— correspondemaconstruc¸õesuni-

versaisqueseexplicamfacilmenterecorrendòaTeoriadasCategorias[Mac71] mascujafundamenta-
ção,contudo,preferimosocultarparajá.
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correspondem̀a leituradosquatroparesdecaminhosalternativosentre“nós” do
grafo. Porexemplo,para“irmos” de � para z temosduasalternativas: directa-
menteatravésde � , ou passandopor

D ��Is¢�E e depoispor � Q . Daqui infere-sea
primeiralei eassimsucessivamente.

Secombinarmosverticalmenteassetasdo diagramaobtemoso facto,mais
elaborado,quesesegue:$ § ;�M8& � D ��Is¢�Eø3 D § ����I M �«¢�E (1.25)

Seacrescentarmosa função ¬U�í(Ûc�rÔ� aodiagramae nelerepresentarmosas
composic¸ões ���«¬ e ¢V�«¬ seremosconduzidosa:D ��I¤¢�E�«¬ 3 D �(�«¬wIs¢Q�«¬¦E (1.26)

O produtobinário � ; � é extenśıvel ao produtofinitário � Q ; ���F� ; �   ,
para | �Ö* / , tamb́em desigńavel por ®  )~¯ Q � ) , ao qual est̃ao associadastantas
projecç̃oes� ) quantososfactoresenvolvidos.

Napráticadaespecificac¸ãoformal,usam-semuitasvezesprodutoscartesianos
prefixadospor selectores, paramelhor legibilidade. O efeito é o seguinte: se
definirmosz×3 � ; � temosimediatamentedispońıveisosoperadorescańonicos
deselecc¸ão � Q e � X , �¡� :� c z°� <c�r��
comoacabamosdever. Alternativamente,podemosdefinirz±�3 �Ö��� ;�� ���
Nestecaso,osselectores“anónimos” � Q e � X passar̃aoadesignar-se� ²� c z �c�r��
Comoa escolhadosselectores( � ,

�
, etc.) é livre, desdequesenão repitamno

mesmoproduto,a legibilidadedo texto podeaumentarsignificativamente,sem
contudoperturbaro seusignificadomateḿatico.

UNIÃO DISJUNTA ( �ÎR � )

Paraa uniãodisjunta�ÎR � o diagrama(1.18)passaa ser� ) :c�r��ÍR � ) <� c�� (1.27)

ondeduascláusulas M Q $ 7.& 3 D Ý0I 7 EM X $ ÷¬& 3 D �¦I ÷ E (1.28)
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definemascorrespondentes“injecções”. Dualmenteao quefizemosacimapara
o produtocartesiano,fazsentidoa construc¸ão funcional � R 5 definidacomose
segue: � R 5 � � RÎ� c�r�z�R³ �ÓR 5 $²G & ÈFÉtÊ3 2 G43 M Q $ 7.&øO M Q $ �}$ 7.&�&G43 M X $ ÷¬& O M X $ 5 $ ÷F&�& (1.29)

Da mesmaformaqueassociamosaoprodutocartesianoa construç̃ao defun-
ções(

D ¢�I 5 E ) podemosassociar̀a uniãodisjuntaa chamadaalternativa(ou esco-
lha) de funções,quesedesignapor ´v¢âI 5Tµ , para ¢Ü��� c�r¶  e 5 ��� c�r·  e
temo significadoseguinte:´�¢�I 54µ � $ � R � & c�r¸ ´v¢�I 54µ $HG & È�ÉtÊ3 2 G�3 M Q $ 7.&òO ¢þ$ 7.&G43 M X $ ÷¬& O 5 $ ÷¬& (1.30)

Tal comoaconteceuparao produtoCartesiano,tamb́em nestecasoum dia-
gramanosajudaa encontraraspropriedadesbásicasdasconstruc¸õesfuncionais
associadas̀a uniãodisjunta:

z z R³ 
� �ÎR �M Q

M Q�� �� R 5
�
�  

�M X
M X � 5

�
�

¥ �´ ~ I |�µA A A A A A�¹
@@@@@@ º~ |

Repare-sequeestediagramáe “semelhante”aodo produtoCartesiano,mascom
todasassetasinvertidas,projecç̃oessubstitúıdaspor injecç̃oes,“ R ” em lugarde
“
;

” e,finalmente,“ ´��F���FI��F�F� µ ” emlugarde“
D ���F��IF�F��� E ” Q�f . Ter-se-́a:´<��I¤¢ µ � M Q 3 � (1.31)´<��I¤¢ µ � M X 3 ¢ (1.32)VHi

Dois diagramasnestasassimrelacionadosdizem-seduais. Naturalmenteque,parapreservarmos
osmesmosśımbolosemambososdiagramas,o mesmośımbolodefunçãodesignacoisasdiferentes
emdiagramasdiferentes.
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SETS PASCAL C/C++ Descriç̃ao informal�1³�» record
P: A;
S: B

end;

struct ¼
A first;
B second;½

;

‘Records’

��¾¿» record
case

tag: integer
of x =

1: (P:A);
2: (S:B)

end;

struct ¼
int tag; /* 1,2 */
union ¼

A ifA;
B ifB;½

data;½
;

‘Records’variantes

»�À array[A] of B B ...[A] ‘Arrays’��¾ F ˆA A *... ‘Pointers’

Figura1.5: SETS versusLinguagensdeProgramac¸ão.

$ § R M8& � M Q 3 M Q � § (1.33)$ § R M8& � M X 3 M X � M (1.34)

assimcomo ´<��I¤¢ µ �
$ § R MN& 3 ´<�(� § I¤¢V� M µ (1.35)

e como ¬��4´<��I¤¢ µ 3 ´�¬�����Is¬Á�«¢ µ (1.36)

etc.
A uniãodisjunta ��RÍ� é extenśıvel à “somafinitária” � Q R ���G� RÍ�   , para| ��* / , tamb́emdesigńavelpor Â  Ã ¯ Q � Ã , àqualest̃aoassociadastantasinjecç̃oesM Ã quantosostermosenvolvidos.
A Figura1.5apresentaumaanalogiaentreasconstruc¸õesprimitivasdanota-

ção queestamosa definir e a notaç̃ao paradefiniç̃ao de estruturasde dadosem
linguagensdeprogramac¸ãoestruturadas,aquiexemplificadasemPASCAL e C.

Exerćıcio 1.12 Demonstreou refuteasigualdadesdefunçõesqueseseguem,relativasa construc¸ões
funcionaisatŕasdefinidas: ��ÄªÅÇÆ � ³Q�~È�Åíµ � ú �ÉÄ¹³4È � Å���Æ¹³
µ � (1.37)F À�Ê § ú F À ³ F § (1.38)û Ä'ý�È�ÿ!ÅÇÆ ú û Ä�ÅÇÆ{ýJÈ�ÅÇÆ�ÿ (1.39)Ë V Å û Ä'ýxÈ�ÿ ú Ä (1.40)Ë Z Å û Ä'ýxÈ�ÿ ú È (1.41)��ÄªÅÇÆ � ¾Ì�~È�Åíµ � ú �ÉÄ�¾�È � Å���Æ�¾Óµ � (1.42)F À � § ú F À ¾ F § (1.43)�ÎÍ�³¹µ � Å û Ä'ý�Æ0ÿ ú û ÍÏÅÄ<ý µÐÅÇÆ�ÿ (1.44)
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ConstruçõesDerivadas

Combasenestasnoç̃oesprimitivas,podemosprogredirparaasseguintesconstru-
çõesderivadas:

- osconjuntosdeelementosde � :� � �3 s�ÑªÌ«Ñ 9 � � (1.45)

- asrelaç̃oesbináriasde � para� : � ��Ò � (1.46)

- asfunç̃oesparciaisde � para� :� ���Ö3ÔÓÕ4Ö � � Õ (1.47)

- asseqûenciasdeelementosde � :� � 3 Ó Ø× á �   (1.48)

CONJUNTOS E RELAÇÕES

As construc¸ões(1.45)e (1.46)sãoconhecidasda teoriaelementardeconjuntos,
comosoperadoreshabituaistaiscomoa intersecc¸ão( Ù ), reunĩao( ç ), etc.. O op-
eradorô 70L y (cardinal) realizao cálculodonúmerodeelementosdeumconjunto.
Sempreque ô 7�L y�$²G & 3ÏÝ dizemosque G é um conjuntosingular. E semprequeG é um conjuntosingular, fazsentidoescrever

� ¢ � $HG & comodesignac¸ãodo único
elementoque G cont́em.Ouseja,� ¢ � �0� � c�r�� (1.49)

é umoperadortal que
� ¢ � $8s 7���& 3 7 .

Damesmaformaquede � derivamos� � , tamb́emde ����� c�r�� derivamos
o operador� � , dito imagemdadapor � , daformaseguinte:� � � � � cwr�� �� � $²G & ÈFÉtÊ3 s'�}$ 7{& Ì 7 �4G � (1.50)
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Ocasionalmente,poderemosescrever �.´ G µ emlugarde � � $HG & .
Sempreque

L
é uma relaç̃ao em � ��Ò � ,

L!Ú Q designaa inversade
L
, i.é, a

relaç̃aoem � � Ò�� definidaporL Ú Q 3×s D ÷ I 7 E�Ì D 7 I ÷ Eè� L0� (1.51)

E a composic¸ãodeduasrelaç̃oes
L �1� ��Ò � e

� ��� � Ò r , designadapor
L � � , é a

relaç̃ao L � � ÈFÉtÊ3 s D � Q $Áñ & I;� X $ ö¤& EßÌþñ�� L 1 ö � � 1Ì� X $Ðñ & 3Û� Q $ ö¤&^� (1.52)

No casogeralnão temosapenasrelaç̃oesbinárias( � ��Ò � ) massim relaç̃oes| -árias( � � : ÒnÜÎÜÎÜ~Ò�� = ). Estassãoummodelomateḿaticoconvenienteparaavulgar
apresentac¸ãotabulardainformaç̃ao.Porexemplo,à tabela,ouquadro:� Q � X � Y7 ÷ ô7 y �� y 5 (1.53)

correspondeo objectomateḿaticoL 3 s D 7 I ÷ I ô E¬I D 7 IKy�I � E^I D ��Ixy�I 5 E �
Pararelaç̃oes | -áriasseŕa convenienteretermosas seguintesdefiniç̃oesdos

habituaisoperadoresrelacionaisdeprojecç̃ao/selecc¸ão:ñ L 6 § � | ; � ��:GÒ�ÜÎÜÎÜÝÒ�� = cwr  Ó)~¯ Q � �Ç6ñ L 6 § $ M I ��& È�ÉtÊ3 s}� ) $ L¤& Ì L � ���3 � ) ´ � µ3 � � 6 $ ��& (1.54)

e ���'v � $  Þ )�¯ Q � ) &�; � � : Ò�ÜÎÜÎÜÝÒ�� = c�r � � : Ò�ÜÎÜÎÜ~Ò�� =���'v $ D M I 7 E�I ��& ÈFÉtÊ3 s L � � Ì 7 3�� ) $ L¤&�� (1.55)

Exerćıcio 1.13 Demonstreou refuteasigualdadesseguintesrelativasa construtoresquesereferiram
acima: K}ßÝàDá7âsã ú KDà[ÅÇKsâ (1.56)
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�
� ÂK¯!Èv�ÉÄ ��

�
Ñ

�

Figura1.6: Umafunçãoparcialfinita ����� ���
K à ��ä � ú ä (1.57)K à ��Z�åçæ � ú K à �~Z � åèK à ��æ � (1.58)KDàW��Z�éçæ � ú KDàW�~Z � éèKDàW��æ � (1.59)��Â�Åâ¶ �7ê V ú ¶ ê V ÅwÂ ê V (1.60)ÂÅ��¿¶�å�° � ú �éÂ�Åâ¶ � åg�éÂ�Åw° � (1.61)Â�ÅÇä ú ä (1.62)Ú

FUNÇÕES PARCIAIS FINITAS

Consideremosagoraa construc¸ão(1.47). Se �U��� � � , ent̃ao � é umaaplica-
ção �Í��Ñ rÔ� paraalgum Ñ 9 � , cf. Figura1.6. Ou seja,se

7 ��Ñ , ent̃ao�}$ 7.& � � . E se
7 � �×c�Ñ ? Quedizerde �}$ 7.& ? Na verdade,a função � est́a

indefinidaparaessesvalores.Porissochamamosparciais àsfunçõesem � ��� ,
pois não est̃ao totalmentedefinidassobre � . Dizemosque Ñ é o doḿınio da
função � acima, Ñ 3ëy 6 ~ $ � & (1.63)
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e que � só est́a definidasobreesseseudoḿınio. O contra-doḿınio de � seŕa,
ent̃ao,o subconjuntode � definidoporL |w5 $P� & 3 s<�}$J¬ & Ì«¬4��y 6 ~ $ � &^� (1.64)

Comovimosatŕas,dadaumaqualqueraplicaç̃ao ���0�×r � e
�Í9 � , � � $ �ß&

designaa imagemde
�

dadapor � . Parafunçõesparciais���0����� seŕapreciso
garantirque

� 9 y 6 ~ $P� & e ter-se-́a, trivialmente,� � $ y 6 ~ $ � &x& 3 L |w5 $ � &
Note-seaindaque,seduasfunçõesparciais� e 5 sãocoerentes, ent̃aoa sua

união � ç 5 est́a tamb́emdefinidadeacordocomasdefiniç̃oesseguintes:

Definição1.5(FunçõesCoerentes) Duasfunç̃oes �Ö�Ã�Þ� � e 5 �èz��� 
dizem-secoerentessempre que3 7 ��y 6 ~ $ � & Ù�y 6 ~ $ 5 & �{�}$ 7.& 3 5 $ 7.&
Nitidamente, se y 6 ~ $P� & Ù�y 6 ~ $ 5 & 3lk , ent̃ao � e 5 sãocoerentes.

�
Definição1.6(UniãodeFunções) Seduasfunç̃oes � �þ�Ï�ø� e 5 �}zª�¡ 
sãocoerentes,ent̃ao éposśıveldefinira suaunião, queé a funç̃ao�#ç 5 � �Îç�z ��� çÌ � ç 5 $ 7{& È�ÉtÊ3 2 �}$ 7.&¡ë 7 ��y 6 ~ $ � &5 $ 7.&ìë 7 ��y 6 ~ $ 5 &�

Paraquaisquer� e 5 (e.g. não-coerentes)́ecostumedefinirumageneralizac¸ão
daunião,a sobreposiç̃ao �Ví 5 , comosesegue:�(í 5 $ 7.& ÈFÉtÊ3 2 5 $ 7{&¡ë 7 ��y 6 ~ $ 5 &�}$ 7{&¡ë 7 �U$Hy 6 ~ $P� & cUy 6 ~ $ 5 &�& (1.65)

Vê-sepois,que,paraargumentosonde � e 5 entramemconflito,osvaloresde 5
sobrepoem-seaosde � . No limite, umafunçãoparcial � podeŕa estartotalmente
indefinida,ou seja, y 6 ~ $P� & 3îk ; só existeumafunção � nestascondiç̃oes— a
aplicaç̃aovazia ïñð
— quesecostumatamb́emrepresentarpor ´ µ .
Exerćıcio 1.14 Demonstrea validadedosfactos(A.31) a (A.43), queconstamdo ap̂endiceA, e que

sereferemaosoperadoresdefunçõesparciaisfinitasqueseacabamdereferir.Ú
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As funçõesparciaispodemtamb́emserdefinidasporextens̃ao,e.g.ò 7 ÷ ôÝÄ�ó��ô
ouporcompreens̃ao,e.g. ò MM RëÝ�ô )xõ  

Doisoperadoreśuteissobrefunçõesö em ����� sãoosderestriç̃ao,umdito
derestriç̃aopositiva, ö�Ì � ÈFÉtÊ3 ò 7ö $ 7{& ô w õ q�t �T÷�ø�ùxú � (1.66)

e outrodito derestriç̃aonegativa,öVû � ÈFÉtÊ3 ò 7ö $ 7{& ô w õ q�t �T÷�ø�ù Ú � (1.67)

Da mesmaformaquededoisconjuntos� e � derivamosa construc¸ão �ï�� , tamb́em,dadasduasaplicaç̃oes �Ü�¦� c�r z e 5 �¦�ªc�rü  , podemosainda
definiraconstruc¸ão ��� 5 , comosesegue:��� 5 � $H� ��� & c�r $ z �¸  &$P��� 5 & $ � & ÈFÉtÊ3 ò �}$ 7{&5 $H��$ 7.&�& ô w õ q�t �T÷~ývù (1.68)

A únicarestriç̃aoé que � sejainjectiva,por formaa garantirque ��� 5 sejauma
funçãoe nãoumarelaç̃ao Q�g . Aceitaremos� � 5 e �Î�Ô� comoabreviaturas
de,respectivamente,Ý � � 5 e ��� Ý��UQ�Å . Logo$ ��� 5 & $ � & ÈFÉtÊ3 ò 75 $H��$ 7{&x& ô w õ q�t �è÷�ývù (1.69)

e $ ����� & $H� & ÈFÉtÊ3 ò �}$ 7{&��$ 7.& ô w õ q�t �T÷~ývù (1.70)

Exerćıcio 1.15 Demonstrea validadedos factos(A.44) a (A.64) — ver ap̂endiceA — sobreos

operadoresderestriç̃aodefinidospor (1.66)e (1.67).Ú V j
Masveja-seo Exerćıcio 1.51aesterespeito.VHÆ
Todaestanotaç̃ao e suasconstruc¸õese “abreviaturas” encontraa suaexplicaç̃ao na noç̃ao de

functorentreduascategoriasqueasecç̃ao8.6traŕa,aseutempo,à considerac¸ãodo leitor.
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Exerćıcio 1.16 Mostrequeacoer̂enciaentreduasfunçõesÄ e È (definiç̃ao1.5)podeserdefinidapela
relaç̃ao ÄÐþªÈªÿ�� �ú Äè�N«¬®K¸g��È ��ú Èª�8«¬®K¸g�ÉÄ � (1.71)

Seŕa þ umarelaç̃aotransitiva?Justifique.Ú
Exerćıcio 1.17 Demonstreourefuteasseguintesigualdades,ondeletrasmaíusculasdesignamesṕecies
dedadoseminúsculasdesignamfunções:������ÄªÅ�È � ú ������Ä � Å������ È � (1.72)«¬®K¸³Å���Ä��±� � ú K à Åí«¬®K¸ (1.73)Â�¯WÈ�Å������ Ä � ú K à ÅwÂ�¯WÈ (1.74)«¬®K¸³Å������ Ä � ú «¬®K¸ (1.75)ÂK¯!ÈÏÅ���µ�� » � ú Â�¯WÈ (1.76)����� Ä � ��IÁ��´ � ú �x����� Ä � ��I �x� ��´ (1.77)����� Ä � ��I V åçI Z � ú ������Ä � ��I V � å�������Ä � ��I Z � (1.78)�ÉÄ�� 	 � Å������ È � ú Ä
�±È (1.79)����� Ä � ��I ��� ����� Ä � �� � ú ������Ä � ��I �  � (1.80)����� F § � ú F À�� § (1.81)Ú
SEQUÊNCIAS FINITAS

A construc¸ão (1.48) permite-nosver seqûenciascomo sendoaplicaç̃oesde um
segmentoinicial de * / numdadoconjunto� . Porexemplo,se � 3�s}�IFÝ � , ent̃ao
a seqûencia �ç�IM¦I�Ý�I¤¦� ��� �
“ é”, no fundo,a aplicaç̃ao

� ����a seguinte:� 3 ò ÝÄ�Ô���  Ý��ô
Um casoparticulardeseqûenciaéa seqûenciavazia ���×����á , ie.���ë3 ï·ð

As seqûenciasacimaforam descritaspor extens̃ao, à semelhanc¸a do que é
habitualfazercom conjuntos,e.g. s�¦I¤¦I�Ý�IM � . Mas é óbvio que ��¦I¤¦IFÝ0IM�� �3s}�IM�IFÝ�I¤ � 3Øs}�IFÝ � . Da mesmamaneiraqueum conjuntopodeserdescritopor
compreens̃ao, eg. s'�}$²G & ÌèG����³1Sñ $²G &��
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ondeñ��0� r s�)ßIx( � , tamb́emumaseqûenciao pode,usando-sea notaç̃ao���}$²G & Ì^G � � 1#ñþ$²G & � (1.82)

onde
� ��� � é umaseqûencia.A express̃ao(1.82)designaa transformac¸ãopor �

dasub-seqûenciade
�

cujoselementossatisfazemñ . A abreviatura ���}$²G & ÌFG �� � podeusar-sesempreque ñ $²G & 3�) , paratodoo elementode G de
�
. Note-se

que,como
�

é umaaplicaç̃ao,podemosconcluirque�%�}$HG & Ì¬G � � �ë3ë��� � (1.83)

onde“ � ” designaacomposic¸ãodeaplicaç̃oes. Maisainda,podemosigualar(1.83)
a � � $ �'& , onde � � , para������c�r�� , é aconstruc¸ãoqueestende� � a aplicaç̃oes:� � � � � c�r�� �� � $ �'& ÈFÉtÊ3 ���}$ 7.& Ì 7 � � � (1.84)

Algunsoperadoressobreseqûenciassãoúteis,comoporexemplo:

1.
vH� |w5 � ¢1��� � c�r * / á quedá o comprimentodeumaseqûencia;se

� ���  
ent̃ao

vH� |w5 � ¢þ$ �'& 3 | .

2. ¢ �'7 y �}� � c�r � quedá a cabec¸a de umaseqûencia
� �ë�   desdeque|�� Ý ; é claroque ¢ �'7 y�$ �'& 3 � $8Ý & .

3.
�870MNv �%� � c�r � � quedá o restode umaseqûencia

� �ï�   desdeque|�� Ý ; teremosque�87�MNv $ ��& 3 ò Ý � �F�F� M ���F� | c Ý� $P� & � $x� & �F�F� � $ M RëÝ & ���F� � $ | & ô
4. ô¬6'| � ��� ; � � c�r � � que colocaum dado

7 � � à cabec¸a de uma
seqûencia

� ���   ; assim,ô¬6'| � $ 7 I �'& ���   � Q eô¬6'| � $ 7 I �'& 3 ò Ý � ���F� M �F��� | RëÝ7 � $�Ý & ���F� � $ M c Ý & �F��� � $ | & ô (1.85)

5.
��v ��~�� ��� � r�� � quedáo conjuntodetodososelementospresentesnuma
seqûencia

�
, ouseja�'vH��~�� $ �'& 3 s � $ M8& Ì
Ý�' M ' vH� |w5 � ¢þ$ �'&^�

Destasconstruc¸õesresultampropriedadescomoasqueselistamno ap̂endiceA,
secç̃aoA.4, equeser̃aoúteismaistarde.
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Prioridades

Parasimplificarasexpress̃oesem
�������

pordiminuiçãodo númerodepar̂enteses,
convenciona-seaseguinteprioridadedosoperadores:�;�R
Assim,porexemplo,a express̃ao� ��� X ; � � R z
abrevia a express̃ao $ � � $�$ � X &�; $ � � &�&x& R z
etc.

1.3.2 Sem̂antica por Modelos

Comoacimaantecipamos,o cálculodo significadodeumafrasegeradapor uma
assinatura� far-se-́a, nestatécnicasem̂antica,recorrendòa teoria“ingénua”dos
conjuntosfinitos. Antesdemais,torna-senecesśariaaseguintedefiniç̃ao.

Definição1.7( � -álgebra) Seja� ���×r � � ;#�
umadadaassinatura. Diremos

queo par  3 $  S�þIx �� & é uma � -álgebra desdeque:

1. � � sejaumaaplicaç̃aode
�

emconjuntosfinitosdeSets;

2. ��� sejaumaaplicaç̃ao de � emfunç̃oes(emSets) deconjuntospara con-
juntos,e

(a) para cada �Í�Ü� tal que �#$H� & 3 D � � Q IF�F���FI �   �+I � E , severificaque
a funç̃aoemSetscorrespondente,  � $H� & , “r espeitaa funcionalidade
de � ”, querdizer: ��ß$ � & �� S�þ$ � Q &�;  #��$ � X &�; �F�F� ;  #��$ �� ¦& r� S�þ$ �'& (1.86)

ouseja,verifica-seo diagramaquesesegue:� � � Q ; �F�F� ; ��  r �� � � � $ � & �  $ � Q & ; �F�F� ;  $ �   & r  $ ��&
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Sempre quenão resultarconfus̃ao, omitiremosos ı́ndices � e
�

em  �� e  S� ,
respectivamente. Por exemplo,a express̃ao $�Ý�� ��� & podeescrever-se, semambigu-
idade,  $H� & �� $ � Q &è; �F�F� ;  $ �   & r� $ �'&
poissabemosque ����� e

� Q � � ,
� X � � , . . . etc..

�
É imediatoapercebermo-nosqueumadada � -álgebra dá significadoa � , na
medidaemque:

-  � $ �'& indica,paratodaaesṕecie
� � � , qualo conjuntodeobjectosacuja

esṕeciesedeuo nome“s”. Porexemplo,aodeclararmos S�þ$ � uw7 | �NMN7{& 3 * / á
(cf. ��������� acima)estamosa dizerqueo “significado”deumaQuantiaé o
númeroquerepresentao seuvalornumadadaunidademonet́aria.

-  � $H� & indicaafunção“significado”atribuı́daaumdeterminadośımbolode
operac¸ão.Porexemplo,setivermos � $ � 6<6 vP& 3×s�¦IFÝ � , podemosdefinir

 � $�� & 3 0 1

1 0

paraindicar que “ � ” é o śımbolo escolhidoparadesignara operac¸ão de
complementac¸ão entrebooleanos.Pod́ıamoster escolhido“ | � 5 ” ou “ |â6 � ”
emlugarde“ � ”. Assimcomopod́ıamoster arbitrado

 ��ß$�� & 3 0 1

0 0

masnestecasoo significadodadoa � é contra-intuitivo, poisnãocoincide
coma “cargasem̂antica”de � . Relembra-sequea únicarestriç̃ao formal-
menteimpostaa  ���$�� & é que,sendo

� ��� 6<6 v r�� 6<6 v
ent̃ao  ��ß$�� & teŕaqueter a funcionalidade: ��ß$�� & �.s��IFÝ � r s}¦IFÝ �
cf. aexpress̃ao(1.86).
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Sempreque, paradarmossignificadoa uma dadaassinatura� , definimos
uma dada � -álgebra  , dizemosque damosum modelode � . Por isso esta
técnicadesem̂anticaalgébricasedesigna,normalmente,por sem̂anticapor mod-
elos(‘model-oriented’)Q8Ñ .

Vejamosumexemplo,voltandoà assinatura� ���þ�K� (1.4)constrúıdaanterior-
mente.Porinspecc¸ão,é fácil verificarqueaseguintedefiniç̃aodeummodelo é
defactouma ��������� -álgebra,qualquerquesejao preenchimentodasreticências: ¢ �¿»}¼�±F¯0°½µ½± � ÿ!� �ú © ü å ¢ �é¾�µ¿°½¼�ÀÁ±FÂ � ÿ!� �ú "#"$" ¢ ��©F«F}®K¯0°²± � ÿ!� �ú "#"$" ¢ �¿´¦µ²¶8°²·x¸¹± � ÿ!� �ú % ��©¬«F}®K¯�°²± � ����K'& ß)(+*-,/.10 2'3;ã ³ % �½»}¼�±F¯0°½µ½± �J� 54 �éµ¿¯�µ76 � ÿ!� �ú ïñð

 84 ��±:9N·�Â�°½¼¤Â^± � ÿ!� �ú ; �=<0ýH°tý�I �>" ? <�@
«F®x¸Q��I � U IA �=<B@¹«¬®K¸Q��I �J� U I«å�C <ûÉ� °J�Fý"H¬ÿED 84 �ÉÄ<·�6$Æ¤® � ÿ!� �ú ; �=<0ýJI �F" I
G � <Ð� 54 � deṕosito
� ÿ!� �ú ; �=<0ý�H�ýJI �F"nooop oooq <�@¹«¬®K¸g��I � U ÀÁ·x° Z ú I��/< �°JI ú Ë V �~Z �H I ú Ë Z �~Z �µ¿¯ I � C <û °JI<ý�H�I.¾KH�ÿLDA �/<B@¹«¬®K¸g��I �x� U I 54 � co-titular
� ÿ!� �ú ; �=<0ýH°tý�I �>"nooop oooq <�@¹«¬®K¸g��I � U ÀÁ·x° Z ú I��/< �°JI ú Ë V �~Z �HMI ú Ë Z �~Z �µ¿¯ I � C <û ° I å � °J��ý�H I ÿLDA �/<B@¹«¬®K¸g��I �x� U I 84 ��Àé·#N�±¬¯�°²±¬¸¹·x¯�°²® � ÿ!� �ú ; �=<0ý�H�ýJI �F"nooooop oooooq

<�@¹«¬®K¸g��I � U ÀÁ·x° Z ú I��/< �°JI ú Ë V �~Z �HMI ú Ë Z �~Z �µ¿¯ ? HPOQHMI U I � C <û °JI�ý�HMI � H^ÿ DH�LQH I U IA �/<B@¹«¬®K¸g��I �x� U I 84 � balanço
� ÿ!� �ú ; �=<0ýJI �F"SR <�@�«¬®K¸g��I � U Ë Z ��I��/< �J�A �/<�@�«¬®K¸g��I �x� U HVHà

A designac¸ão“semânticadenotacional”seŕa tamb́emutilizada,vermaisà frenteaSecç̃ao1.3.4.
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Exerćıcio 1.18 Relativamentèa
¡â¢¤£�¥�§

-álgebra
%

acima,

1. Explique,porparavrassuas,asem̂anticadecadaoperac¸ão.

2. Reparequebalanço nãodistingueumacontainexistentedeumacontaexistentecomsaldo H .
Revejaa álgebra

%
por formaa tal acontecer.Ú

Exerćıcio 1.19 Construaum modelosem̂antico— i.éumaálgebra
%

— paraaassinatura
¡ £

obtida

noExerćıcio 1.4.Ú
Exerćıcio 1.20 Uma tabelarelacionalé um conjuntode tuplos,sendoum tuplo umaatribuição de
valoresaatributos.Podemexistir atributosomissos,porexemploo atributo  nosegundotuplo desta
tabela, � » ± F 9 F 6 F± F 97K±GK 9 F 6#T±GK 9 F 6 F± F 6 F±1T 6 F9 F 6;K (1.87)

eoutros.
Pretende-seespecificaro problemadageraç̃aodehistogramasrelativos aosatributosdeumadada

tabela.Porexemplo,dadaa tabela1.87,têm-seosseguintehistogramasparaosatributos � , » e  ,
respectivamente:

± F T±GK K±1T F
9 F U97K F 6 F U6$T F6$K F

Especifiqueummodelo
 ¨ ¡ � ºWVYX1Z paraaseguinteassinatura,¡ ú np q NF±�ÀÁ®KÂ^·K¶�¨G�þ°½Â�©F«Ã³¹¾þ±:9N·xÀé±Ãº\[�±�ÀÁ®KÂ^·K¶±F°½ÂKµ79t¼¤°²®^¶ß¨�¾þ±19N·KÀÁ±èº �þ°½Â�©F«F¶68®K¯�°²±DÈF·x¸�¨��þ°½Â^©¬«è³][ß±FÀé®xÂÃ³
¾þ±19N·KÀÁ±èº ü ±F°Æ<µ²¶�°²®¤È¬Â^±¬¸¹±�¨D��°½Â^©¬«�³¹¾þ±:9N·xÀé±Ãº\^�µ½¶�°²®¤È¬Â^±¬¸
±
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quepretendeexibir a funcionalidadequesepretendee deacordocomasem̂anticainformalseguinte:NF±FÀé®KÂ�·�¶D��±<ýt° � — deveŕa retornaro conjuntodetodososval-
oresqueocorremna coluna ± da tabela ° ,
onde ± designao identificadordo respec-
tivo atributo;±¬°½Â�µ79t¼¤°²®^¶���° � — deveŕa retornar o conjunto de todos os
atributosqueocorremem pelo menosum
tuplodatabela;68®K¯0°²±GÈF·x¸g��±¤ý�N¤ý ° � — calcula o número de ocorr̂enciasde um
dado valor N na coluna ± de uma dada
tabela° ;Æ<µ²¶�°²®MÈFÂ�±F¸¹±Ð��±<ýt° � — fornece o histogramado atributo ± na
tabela° .Ú

1.3.3 ClassesdeModelosesuaInter pretaç̃ao

Para tornarmosexplı́cita a assinatura� de queumadadaálgebra é modelo,
escreveremossempre _ ���ëc�ra`cbed
Osseguintesdoiscasosparticularesde � -álgebraster̃aouminteresseespecial.

Definição1.8(Modelo Tri vial) Seja �Ë��� r � � ; �
umaassinatura. À � -

álgebra f tal que, para todoo
� � �f¦��$ �'& 3×s�Ý �

(onde Ý���* / ), e para todoo ��� � Q ; �F��� ;���  r �
em � ,f��ß$ � & � s�Ý �   r s�Ý �D G Q IF�F���¬I�G   Ehg Ý

dá-seo nomedemodelotrivial de � .
�

Definição1.9(Modelo Inicial) Seja �Ø���ïr � � ;��
umaassinatura. Seja i

a j -álgebra tal que ilknm�oqpß3 * +.- Ç
para todo osrut e, para vwr�x tal que vwyeo{zB|w}1}:}�|uo:~���o ,i���m�v�p y ����� �#�s|�}:}1}�|u����� �F��������� ��J� zq� }:}1} � � ~��h� v�m � z{� }1}1} � � ~ p
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Facilmenteseentendequecadaoperador de i é umaoperação deconstruç̃ao
sintáticadetermosa partir desub-termossintaticamentecompat́ıveis.À álgebrai damoso nomedemodeloinicial de j , por raz̃oesqueseentender̃ao futura-
mente. �

Duas j -álgebraspodemestarrelacionadasentresi peloconceitoseguinte:

Definição1.10( j -homomorfismo) Sejam��y�j��5���c�e� e � y
j¡�¢�£�c�Y�
duas j -álgebras, para jay¤x¥�¦t�§�|¨t . Seja ©«ªam�©8�Sp#�!¬ k umafaḿılia de
funç̃oesemSetscomasseguintespropriedades:

- para cada o�r�t , © � y��m�o®p¤�°¯±m�oqp
- para cada vwr�x tal que v�y+o z |L}1}:}'|]o ~ �ao , verifica-seque © “r espeita”

a funcionalidadede v , ouseja© � mJQmJv�pSmJ²5z � }1}1} � ²¢~¢p#p�ª³¯±m�v�pSm�© � �´mµ²5z:p � }1}:} � © � �¶mJ²¢~�pMp (1.88)

cf. o diagrama:�mJv�p¦y¡�m�o z p�| }:}1}·| �m�o ~ p¸� �m�oqp¹ © � � ¹ © � � ¹ © �¯±m�v�p ya¯±m�o{zSp | }:}1}·| ¯±m�o®~�pº� ¯±m�oqp
Então © diz-seser um homomorfismode  para ¯ . Escreveremos©»yc¼�½¯
para designarque © é umhomomorfismode  e ¯ . �
Definição1.11( j -interpretaç̃ao) Seja,na definiç̃ao anterior, aª�i . Então
cada ©8�Bye����� �¾�¥¯±m�o®p
convertetermosdeesṕecie o emvaloresde ¯±m�oqp e é tal que© � m�v�mµ²¶z � }1}:} � ²8~�p#p�ª³¯±m�v�pSm�© � �´mµ²¶z1p � }1}:} � © � �¶mJ²¢~�pMp
Querdizer, cadatermo v�mµ² z´� }:}1} � ² ~ p é convertidonumvalor de ¯±m�o®p deforma
estrutural, ou seja,combinandovia ¯±m�v�p os valores ©¢�$¿Smµ²8À�p emqueforamcon-
vertidostodososseussubtermos

� À m$Á]ÂlÃ¤Â�Äcp .
A estecasoparticular dehomomorfismodamoso nomede interpretac¸ão ÅMÆ dej -termosnumaálgebra ¯ . �Ç>È
Porvezestamb́emdesignadoregra decálculo, oudetraduç̃ao.
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Sempreque,paratodoo osrut , a função © � deumhomomorfismo©�yY\�¥¯
é sobrejectiva(em ¯±m�o®p ) dizemosque © é um epimorfismo; se,alémdisso,©¢� for
injectiva, ent̃ao © recebeo nomede isomorfismo.

Vamosestarparticularmenteinteressadosnaclassede j -modelos̄ taisque©�y�i½�°¯ éumepimorfismo.Nestescasosdiremosque ¯ éumaálgebragerada
(indutivamente)por termos, nosentidoemque,paraumqualquervalor ÉQr�¯±m�oqpm�o�r�t�p existe— peloargumentodesobrejectividadede © � y¶� ��� � �Ê¯]m�oqp —
umtermo

� rË� ��� � tal que ÉLª«© � m � p
Um casoparticularde álgebrageradapor termosé a própria álgebradostermosi .

Paraálgebrasgeradaspor termosexisteum métodomuito útil dedemonstra-
çãodefactos,querecebeo nomede induç̃ao algébrica. Estemétododeinduç̃ao
é um casoparticulardo métodode induç̃ao estrutural sobreuma ordembem-
fundadaÅ z e consisteemprovara validadedeumfacto Ì , qualquerÅMÅ :Í É�r�¯ÎyeÌ�mµÉ�p é verdadeiro

convertendo-oem Í � r�iÏyYÌ�m�©nm � p#p é verdadeiro (1.89)

onde©�yYiÐ�°¯ é umepimorfismo— queé único,aliás Å�Ñ — eusaraestrat́egia
seguinte:

1. CasosdeBase:
� ªÎv .

Provaro facto(1.89)paratodoo
� ª³v , ondev é uma j -constante;

2. SaltoIndutivo:
� ª³v�m � z{� }1}1} � � ~ p , parav�rux tal que vwyeo z |L}1}:}S|]o ~ ��o ,

e
� À r�iÒm�o À p , paratodoo ÁsÂ�Ã¤ÂlÄ .

(a) HipótesedeInduç̃ao: suporque Ì�m�©8�F¿Sm � À�pMp é verdadeiropara Á]ÂÓÃ�ÂÄ ;

(b) Demonstrarqueahipótese(2a)é suficienteparaprovarÌ�m�©8�qmJv�m � z�� }1}1} � � ~ p#pMp�
Vejamosumexemplonademonstrac¸ãodopróximo teorema.ÇMÔ

VerExerćıcio 1.22.ÇFÇ'Õ
seŕa, normalmente,umafaḿılia Ö -indexadade predicados,comoseveŕa em exemplosmais

adiante.Ç>×
Comoseveŕa adiantenoTeorema1.1.
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Teorema1.1(Unicidadede Ø -intr epretaç̃oes) Seja ��yEØÙ�8� �c�e� uma Ø -
álgebra. Entãoo homomorfismo ©�y�Ú½�°¯
é único.

Demonstrac¸ão: Bastaprovar queoutro qualquerhomomorfismo©¢Û�yYÚ½��¯
coincidecom © , ou sejaque, para todoo ÜQrlt , a funç̃ao ©�Û� é a mesmafunç̃ao
que ©8� . Comotanto ©¢� como ©¢Û� terão queestardefinidospara todoo

� r������ � ,
bastaprovar que ©¢�{Ý �#Þ ªß©¢Û� Ý �#Þ , o quesepodefazerusandoinduç̃aoestrutural:

1. CasosdeBase:
� ªÎv para v�y)��Ü .

Teremosque, sabendoque © e ©�Û são Ø -homomorfismos,© � ÝJÚÒÝ�v Þ#Þ ªß© � ÝJv Þ ªÎ¯±Ý�v Þ© Û � ÝJÚÒÝ�v Þ#Þ ªß© Û� ÝJv Þ ªÎ¯±Ý�v Þ
pelaequaç̃ao(1.88).Logo © � Ý �#Þ ª«© Û� Ý �#Þ nestescasos.

2. SaltoIndutivo:
� ª³v�Ý � z � }1}1} � � ~ Þ

(a) Hipótesedeinduç̃ao:
Í Á±ÂÓÃ�ÂÓÄ�yY©¢�F¿1Ý � À Þ ªß©¢Û�F¿ Ý � À Þ

(b) Calculemos© � Ý�v�Ý � z � }:}1} � � ~ Þ#Þ . Teremos,pelaequaç̃ao (1.88),©¢�qÝ�v�Ý � z´� }:}1} � � ~ Þ#Þ ª³¯±Ý�v Þ Ý�©¢�#�´Ý � z Þ � }1}1} � ©8�F�¶Ý � ~ ÞMÞà á'â ãä
De igual forma,© Û � Ý�v�Ý � z � }:}1} � � ~ Þ#Þ ª³¯±Ý�v Þ Ý�© Û �#� Ý � z Þ � }1}1} � © Û �F� Ý � ~ ÞMÞà á'â ãå
Ora, pelahipótesedeinduç̃ao, æ é igual a ç ; logo,comoqueŕıamos,© � ÝJv�Ý � z � }1}1} � � ~ Þ#Þ ª³© Û� ÝJv�Ý � z � }1}1} � � ~ ÞMÞ

Q.E.D.�
Exerćıcio 1.21 Indiqueemquecondiç̃oesé queo únicohomomorfismoè�éeê¥ëíì , onde ì é o

modelotrivial (Definição1.8) éum epimorfismo.î
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Exerćıcio 1.22 Umaordem ï sobreum conjuntoð diz-sebem-fundadasseñeò¤ó�ô�õ ðËéqö/÷:øßù ô é®ïcúËû ôuü�òSý
onde ïcú designao conjunto ï ú üËþ�ÿ ù±ð�� ÿ ï�ø��
Sobreumaestruturabem-fundadaö=ð��$ï ý é posśıvel demonstrarfactosñeÿ ù±ðËé��+ö ÿ®ý
usandoo seguintemétodo,dito de induç̃aoestrutural:

1. CasosdeBase: provar �+ö ÿ:ý paratodosos
ÿ ù±ð taisque ï	� ü�ò .

2. SaltoIndutivo: Seja
ÿ ù±ð tal que ï	��
 ò .

(a) Hipótesedeinduç̃ao: ñ� ï ÿ é��+ö ��ý
(b) Passo: ö ñ� ï ÿ é��+ö ��ýJý�� �+ö ÿ®ýî

Nestecontexto,

1. mostreque,em � � , aordem
�����

definidapor� ï � e
�

é divisor inteiro de
�

é bem-fundada,ecaracterizeo respectivo métododeinduç̃aoestrutural;

2. caracterizeaordembem-fundadasobreê queest́apordetŕasdométododeinduç̃aoalgébrica.î
OTeorema1.1émuitorelevantepoispermite-nosassociaracadaØ -álgebra

o únicohomomorfismoquetraduzØ -termosemvaloresde  . Designaremosesse
homomorfismopor ©�� ou, quandodáı não resultarambiguidade,simplesmente
por  . Nestecontexto, sempreque

�
é um Ø -termo, ©��BÝ �#Þ ou QÝ �#Þ designar̃aoa

interpretac¸ãode
�

em  .

Exerćıcio 1.23 Relativamenteaomodelo � definidonasecç̃ao1.3.2,calculeasseguintesinterpreta-
ções: � ý �
ö ������� ý��� ý �
ö ÿ! #"�$ �&% $'ÿ ö �(')�)'(���*��� ýJý����� ý �
ö balanço ö �+' ö ÿ! #"�$ �&% $'ÿ ö �('(�)'(������� ýJý�ýJý��, ý �
ö Õ ".- è0/:ö �+' ÿ1 #"2$ �&% $'ÿ ö �(')�)'+������� ý�ýJý
onde

� ù436587 9#:<;8=�>@? � e
� ùA3B5C7 DFEG?�H1I �KJ .î

Podeperfeitamenteacontecerquedoistermosdistintos
� z e

� Å possamsertais
que QÝ � z Þ ª �Ý � Å Þ , ou seja,tenhama mesmainterpretac¸ãoem  . Como  (en-
caradacomohomomorfismo)dá significadoa todosos Ø -termos,ent̃aodiremos
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que
� z e

� Å têm,em  , o mesmosignificado.Porexemplo,sejam�Ý(L Þ ª M NQÝPO Þ ª Á�ÝRQ Þ ª SnÝµ² ��T Þ } ²�| T
ascláusulasquedefinemo monóide  ª ÝPM NVUe| � Á Þ dosnaturaissoba operac¸ão
demultiplicaç̃ao.Dadosostermos� z¦ª O� Å ª O.QO
teremos QÝ � z Þ ª³�Ý+O Þ ª Á
e �Ý � Å Þ ª �ÝPO.QO Þª �ÝRQ Þ ÝJ�Ý+O Þ � QÝPO Þ#Þª �ÝPO Þ |��ÝPO Þª Ás|�Áª Á
Logo,ostermosO e O.QO têmo mesmosignificado.

“Ter o mesmosignificado”é umarelaç̃ao deequival̂enciasobre��� , quese
podedefinirpor: �XWª � � Û8Y!Z)[ª QÝ �#Þ ª³�Ý � Û Þ (1.90)

Portanto,
Wª � é simplesmentea relaç̃ao-ńucleo(‘kernel’)associadaaohomomor-

fismo ©���y¾Ú �� Å2\ . Essarelaç̃ao é, aliás, umacongrûencia,pois é com-
pat́ıvel comtodososoperadoresde Ø ; porqueestamosa trabalharcomálgebras
heteŕogeneas,só podemosentenderasfrasesanterioressefor estendidoo conceito
decongrûenciaatravésdasdefiniç̃oesqueseseguem.

Definição1.12( Ø -compatibilidade) Seja Ø ynxí�Ït § |wt umaassinatura, e�Óy+Ø³�¢�a���Y� uma Ø -álgebra. Umafaḿılia derelaç̃oesbináriassobre  , i.é] ªWÝ ] � Þ �!¬*^Ç)_
Isto é, `üba designaamesmacoisaque ced!è a .
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tal que ] ��f �Ý�Ü Þ |��Ý�Ü Þ , diz-se Ø -compat́ıvel se ] for compat́ıvel comtodos
os Ø -operadores v¨y�Ü z | }1}1}!Ü ~ � Ü , i.é dadosgYÀ � g+ÛÀ r��Ý�Ü®À Þ , para Á�ÂÎÃ¾ÂÎÄ ,
ent̃ao Ý Í Á]Â�ÃPÂÓÄwyg À ] � ¿�g ÛÀ Þih �ÝJv Þ ÝPg�z � }:}1} � g+~ Þ ] � �Ý�v Þ ÝPg Û z � }:}1} � g Û~ Þ�

A noç̃aodecompatibilidadedeumarelaç̃ao(deordem,deequivalência,etc.)
facea um operadortraduza ideia intuitiva de que“coisasrelacionadasentresi,
operadaspelasmesmasfunções,dão resultadostamb́em relacionadosentresi”.
É umanoç̃aoprimitiva emMateḿatica,quetornaposśıvel técnicasderacioćınio
estruturadoa quenoshabituamosjá sempensarnelas.Porexemplo,o métodode
reduç̃aoparaa resoluç̃aodesistemasdeinequac¸ões,e.g.²kj T Â l´²� T Â �Fm² Â l´²kj³�Fm
só é válidoporqueasoma( j ) é compat́ıvel comarelaç̃aomenordoque( Â ).

Os seguintescasosparticularesde faḿılias de relaç̃oes Ý ] � Þ ��¬*^ são sempre
compat́ıveiscomqualquerassinaturaØ\yex ��t�§�|ut :

- a relaç̃aovazia(i.é tal que ] �
ªon paratodoo Ü );
- a relaç̃aouniversal (i.é tal que ] �
ªß�Ý�Ü Þ Å paratodoo Ü );
- a relaç̃ao identidade(i.é tal que ] � é a igualdadeem QÝ�Ü Þ ).

Osdois últimoscasossão já Ø -congrûencias,de acordocoma definiç̃ao quese
segue:

Definição1.13( Ø -congruência) Seja ] ªÐÝ ] � Þ ��¬*^ uma faḿılia (de relaç̃oes
binárias) sobre umaálgebra �Òy Øí�8�Ï�c�Y� , compat́ıvel coma assinatura Ø�yx«�at�§
|Lt . Sequalquer] � for umarelaç̃aodeequival̂encia,ent̃ao ] diz-seser
uma Ø -congrûencia.�

É uma Ø -congrûenciasobre��� a relaç̃ao-ńucleoWª � ª Ý Wª � � � Þ ��¬*^
do homomorfismo© � y�Ú¸�Ù , i.é a relaç̃aoquejá foi definidapelaexpress̃ao
(1.90). Estarelaç̃aovai permitir-nospensarnadivisãode Ú emclassesdecon-
gruênciainduzidaspor  . De facto,seumarelaç̃aodeequivalência ] sobreum
conjuntoæ conduzaoquocienteæAp ] ,æAp ] ªrq�s gtvuwgQr�æyx



44 CAṔıTULO 1. FUNDAMENTOSDE ESPECIFICAÇ̃AO ALGÉBRICA

onde s gt¶ªzq|{�r�æou}g ] {@x
éumaclassedeequivalência,tamb́emuma Ø -congrûencia

Wª sobreuma Ø -álgebra conduzà álgebra-quociente6p Wª , deacordocoma definiç̃aoquesesegue:

Definição1.14(Álgebra Quociente) Seja ØÒy¢x �Êt�§L|�t umaassinatura, 
uma Ø -álgebra e

Wª uma Ø -congrûenciasobre  . Chamamośalgebraquociente6p Wª à Ø -álgebra definidacomosesegue:

1. para cada Ü�r�t , 6p Wª Ý�Ü Þ ª �Ý�Ü Þ p Wª �
2. para cada vwrux ,

(a) se vwy �aÜ é umaconstante, ent̃ao6p Wª ÝJv Þ ª~s �Ý�v Þ t
(b) se vwyeÜ{zB|�}:}1}¢|�Ü®~���Ü , ent̃ao,para g À ru�Ý�Ü À Þ Ý$ÁsÂ�Ã¤ÂlÄ Þ ,6p Wª Ý�v Þ Ý2s g z t � }1}:} � s g ~ t Þ ª�s �ÝJv Þ ÝPg z{� }1}:} � g ~ Þ t

�
Portanto,os“valores”manipuladospor umaálgebraquociente6p Wª sãoclasses
daequivalência

Wª . Querdizer, kp Wª é maisabstractado que  exactamentena
medidaemquenãoreconhecea diferença entredoisquaisquervaloresg��ª�{ de taisque s g*t5ª~s {<t .

Sejaagora ��Ý>Ø Þ o conjuntode todasas álgebrasquocienteÚ~p Wª defińı-
veispor umaqualquerØ -congrûencia

Wª sobretermosdalinguagemØ . Peloque
atŕassedisse,pertencea ��Ý�Ø Þ o quocientede Ú induzidopeladefiniç̃aodeum
qualquermodelo � y¤Ø �8� ���Y� , i.é Ú~p Wª � . Por outraspalavras,a cada Ø -
modelocorrespondeum elementode ��Ý>Ø Þ . Assim, ��Ý�Ø Þ podeserconsideradoo
conjuntodetodasassem̂anticasposśıveisparaa linguagemØ .

Naverdade,��Ý�Ø Þ éuminstrumentomuitoútil pararaciocinarmossobresem̂an-
tica(s).Vejamoscomo:sobre��Ý�Ø Þ é posśıvel definira seguinteordemparcial � :

Ú~p Wª z �»Úrp Wª Å ÜqÜ@� Wª z f Wª Å (1.91)

onde f designainclus̃aoentrerelaç̃oes(conjuntos).A ordem � permite-noscom-
pararsem̂anticasentresi: se

Wª z f Wª Å , ent̃aoé porque�XWª z � Û h¥�iWª Å � Û
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ou seja,tudoo queé equivalenteem
Wª z é-otamb́emem

Wª Å . Maso inversopode
nãoserverdadeiro.Logo,asclassesdeequivalênciade

Wª Å são“maiores”do que
asde

Wª z , ouseja,asprimeirasobt̂em-sepor “aglutinaç̃ao” dassegundas.
Estaperspectivamotivaa designac¸ãodeordemde“granularidadesem̂antica”

vulgarmenteatribuı́daa � . Semprequedoismodelos e ¯ sãotaisqueÚ~p Wª �e�»Úrp WªA�
ent̃ao dizemosque a sem̂anticade  é “mais fina” (ou “tem grão mais fino”)
do que ¯ , ou queestaé “mais grosseira”do quea primeira. Sem̂anticasmais
grosseirastornamascoisasmaisequivalentesentresi; sem̂anticasmaisfinasdis-
tinguemmaisascoisasentresi.

Estasduasdirecç̃oessem̂anticastêmlimites, contudo.Nãoé posśıvel distin-
guir ascoisasmaisdo queconsideŕa-lastodasdiferentesentresi. Ora estaé a
sem̂anticado próprio Ú , a queatŕassechamouinicial, correspondentèa igual-
dadeliteral, i.é sint́atica, entreos termos. Na direcç̃ao oposta,não é posśıvel
tornarascoisasmaisequivalentesdo queconsideŕa-lastodasequivalentesentre
si. Ora estasem̂antica,a quecorrespondea congrûenciauniversal,é a queest́a
associadaaomodelotrivial � , poisÍ � � � Û y��Ý �#Þ ª��QÝ � Û Þ ª Á
ouseja, Í � � � Û y � Wª4� � Û
Emresumo,qualquerØ -congrûencia

Wª est́a entreoslimites,Wª�� f Wª f WªA� (1.92)

ouseja,aordem � é limitadauniversalmente,tantosuperiorcomoinferiormente.
Maisdoqueisto, temoso resultadoquesesegue.

Teorema1.2 A estrutura ÝR��Ý>Ø Þ U1� Þ , onde � é a ordemsobre quocientesde Ú
definidapelaequaç̃ao(1.91),́e umrecticuladocompleto.

Demonstrac¸ão: Da definiç̃ao da ordem � (equaç̃ao (1.91))resultaqueo es-
tudoda classe��Ý�Ø Þ dequocientesde Ú ordenadapor � sereduzao estudodo
conjuntodetodasascongrûenciassobre � � ordenadaspelainclus̃ao ( f ). Esta
é umaordemparcial (reflexiva, transitivae antissiḿetrica) commáximo (

Wª � )
e mı́nimo (

Wª � ), cf. equaç̃ao (1.92). Seja � umafaḿılia de Ø -congrûencias.
O maior dosminorantesde qualquerelementode � , ��� , existee é dadopela
conjunç̃aodassuascongrûencias:� Ý)��� ÞF� Û�Y1Z)[ª Í Wª r�� y �XWª � Û (1.93)
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Figura1.7: Reticuladode Ø -congrûencias.

O menordosmajorantesdequalquerelementode � tamb́emexiste, e define-
seà custade(1.93): � �\ª � q*���� u Wª r��kx
onde ���� designao conjuntodetodososmajorantesde

Wª . Logo,temosumretic-
uladocompleto,cujasoperações‘meet’e ‘join’ sedefinemcomoéhabitual:Wª�� Wª Û Y1Z)[ª � q Wª � Wª Û xWª�� Wª Û Y1Z)[ª ��q Wª � Wª Û x�

EsteresultadovemilustradonaFigura1.7 e éessencial̀a teoriaalgébricaque
fundamentaa técnicadeespecificac¸ãoformalquevemsendoexposta.A partirde
agoraé ineqúıvocoo significadomateḿaticodasem̂anticaqueatribuimosa uma
dadasintaxeatravésdeummodelo, doslimitesdessassem̂anticaseseurelaciona-
mentoentresi. Seestivermosatrabalharcommodelosgeradospor termos, temos
aindaque:

Teorema1.3 Seummodelo� ynØÒ�8� �c�Y� é geradopor termos,ent̃ao o quo-
cienteÚ~p Wª � é isomorfode  .
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Demonstrac¸ão: Esteteoremaé a versão do Teoremado Homomorfismo(ou
daDecomposic¸ãodeFunç̃oes) a nı́veldeálgebrasheterogéneas.�
Exerćıcio 1.24 Seja ��é��Ëë\ÖC�}�]Ö aassinaturadoExerćıcio 1.8.

1. Seja �é1��¡´ër¢�£�¤ o modeloseguinte:��ö�¥ ý·ü þ<¦ '(§ ��
ö $Sý·ü ��ö�¥ ý*¨]þ<© ��
ö�ª ý ü §�
öP« ý ü ¦�
ö�¬ ý ü ©��ö� ý ü ® ö � ' �qý)¯ �w°��
Representeo homomorfismoè a .

2. Seja ±�é1��¡´ër¢�£�¤ outromodelo:² ö&¥ ýÊü � � È² ö $Sý·ü þ2�w³�´1� � � ' � ùA� � È �² ö�ª ý·ü ª² öP« ý·ü «² ö�¬ ý·ü ´² ö� ý ü ® ö � ' �®ý#¯ ��³y´1�
Seŕa � um epimorfismo?Descreva acongrûencia `ü a ecompare-acom `übµ .î

Comoduasálgebrasisomorfassãoabstractamenteidênticas, ent̃aopodemos
afixaracadanó Ú~p Wª doreticuladoÝR��Ý�Ø Þ U!� Þ todasas Ø -álgebras(modelos)que
lhe são isomorfas. Ou seja,podemosdividir o reticulado ÝR��Ý>Ø Þ U1� Þ pelarelaç̃ao
de Ø -isomorfismo.

Finalmente:

Teorema1.4 Se � � �¥yLØh�8� ���Y� são dois modelostais que existe um Ø -
homomorfismo©�y� �°¯ , ent̃ao Ú~p Wª ���»Ú~p WªA� .

Demonstrac¸ão: A composic¸ão ©�¶B© � é um Ø -homomorfismode Ú para ¯ ,
queterá quecoincidir com © � peloTeorema1.1.Sejam

�
e
� Û doistermostaisque© � Ý �#Þ ªß© � Ý � Û Þ . Então ©nÝ�©���Ý �#Þ#Þ ª«©cÝ�©��BÝ � Û Þ#Þ

ouseja, © � Ý �#Þ ª«© � Ý � Û Þ
Logo

Wª � f Wª � , comoqueŕıamos.Q.E.D.�



48 CAṔıTULO 1. FUNDAMENTOSDE ESPECIFICAÇ̃AO ALGÉBRICA� � ²· /</<¸ ¬ ¬� � " ø ð ð· ÿ ¥ " ¬K¹ � �»ºz¬K¹���*� - ò ¼¾½��� ¥ "�$K" ® ö  '+� ý)¯  �¨Bþ � � ® ö  '(� ý#¯ ¸ " �¿� üÁÀ ö � ý¥ üÃÂ  ö � ý¾Ä � ùAÅ�/�ø�ö  $ýòÆÄ �ÈÇùAÅ�/�ø�ö  $ý���  �ÉwÊ �¥ ¨]þ � �ÁË- / � ¥ � ÿ!Ì ® ö  '+� ý)¯ � ù  ® ö  '(� ý#¯ ¸ " �¿� üÁÀ ö � ý��� Â ö � ù  ö � ýJý¾Ä � ù�Å�/�ø�ö  $ýÕ ÿ ¸�¥ "ÍÄ ��Çù�Å�/�ø�ö  $ý
inv-
· ÿ ¥ " ®0 .¯ ÎbÏÑÐÑÒ ®0 .¯ ñ � ù�Å1/Mø�ö  $ý éqö ò óÓ ö � ý�°¾ñ � ù  ö � ý é À ö � ý8ü � ý

Figura1.8: Doismodelos e ¯ deassinaturaparabasededadoselementar

Esteúltimo resultadomostra-nosqueagranularidadesem̂anticaentredoismode-
lospodesercaracterizadadirectamentepeladefiniç̃aodeumhomomorfismoentre
eles.

Exerćıcio 1.25 (Aplicaçãodo teoremaanterior)

1. Mostrequeaordem Ô éreflexiva (Sugest̃ao: mostrequeaidentidadéeum � -homomorfismo).

2. MostrequeaordemÔ étransitiva(Sugest̃ao:mostrequeacomposic¸ãodedois � -homomorfismos
éaindaum � -homomorfismo).î

Exerćıcio 1.26 Considereaseguinteassinaturaqueespecificaasoperac¸õeselementaresdeumabase
dedados(muitosimplificada!),

� üÖÕ× Ø ����� - é�ë · ÿ ¥ "��� ¥ "�$K" é · ÿ ¥ " �A� � " øÓë · ÿ ¥ "- / � ¥ � ÿ@Ì é · ÿ ¥ " �A� � " øÓë · /</<¸
inv-
· ÿ ¥ " é · ÿ ¥ " ë · /</.¸

bemcomoos dois � -modelos� e

²
queseesquematizamna Figura1.8, assumindo-seem

²
uma

funçãode‘hashing’
À éSðÙ¡´ëz� � .

Verifiqueseaseguintefaḿılia defunçõeséum � -homomorfismoè±é ² ¡´ëÚ� :ÛÜÝ èÞ =�=�Iàß<áPâü ®0 .¯  è 9�?�ã ú ß<áPâü ® � ¯ �è Þ �Kä ãÍß<áPâü ®0 .¯#å >æ!:2= úwçéè(ê  ö � ý
ë1ìí

î



1.3. A SEMÂNTICA 49

1.3.4 Intr odução à Sem̂antica Denotacional

Dedicou-sealgumaatenç̃aonestecaṕıtuloamostrarcomoaespecificac¸aãomateḿa-
ticadeumobjectodavidarealgera umalinguagemabstracta— quenospermite
“f alardele”— eummodelosem̂anticodessalinguagem— quenospermitedizer
o queo mesmoobjecto“significa”.

Mostrou-senaSecç̃ao1.2.2queo objectoa especificarpodeser, elepróprio,
uma linguagem de programaç̃ao. É agorapropósito nossomostrarque, se a
especificac¸ão do nı́vel sint́atico de uma linguagemde programac¸ão podeser, à
partida,maissimples— poisumasuadescriç̃aoemBNF émuitasvezesumdado
doproblema— asuaespecificac¸ãosem̂anticanãoé isentadedificuldades,mesmo
quandosetratadelinguagensdeprogamac¸ãoelementares.́E assimqueo ‘moto’
deScott,

“. . .extendBNFto semantics,”

gerouumadisciplinaprópria— a Sem̂anticaDenotacional— quesededicaaos
problemastécnicosquesão levantadosquandosepretendeexplicar formalmente
o significadodoactodeprogramarumamáquinaÅ.î .

O nossopontodepartidaseŕa a graḿatica ï cujacaracterizac¸ãoalgébrica,a
nı́vel sint́atico,conduziuàassinaturaØñð (1.6),paraaqualpretendemosconstruir
agoraummodelosem̂antico ÒyYØ ð ��tX� � Ü
Começamospelaescolhadosdoḿıniossem̂anticosa associar̀asesṕeciesde Ø ð ,
i.énão-terminaisde ï :QÝ � Nato� Þ Wª ò geÄvó8� (1.94)�Ý � Var � Þ Wª l�Ý � Cmd� Þ Wª Lz�@ô�õ÷ö T �øLz�!ô�õ÷ö T
onde ò geÄvó8� Wª q:Ãc�ÓÁeu ÃPrÁl Ñ�Å xLz�!ô�õ÷ö T Wª lyù ò geÄvó8�
o quemereceoscoment́ariosseguintes:

- por
�
Nato� queremos“significar” osnúmerosnaturais“de 32bits”;

- comohá apenasduasvariáveisx e y , sãoapenasdoisosenderec¸osrespec-
tivos;Ç#ú

A Sem̂anticaDenotacionalnãotemlogradoumaaceitac¸ãosufucientementeamplanacamadados
pragḿaticosda“arte” devido àsuacomplexidadeteórica,e.g. o factodeosseusdoḿıniosmateḿaticos
ultrapassaremmuitasvezesaclassedos Ö " � ¥ , ver Secç̃ao1.5.
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- parasem̂anticade um comandoescolhemosuma transformac¸ão de uma
configurac¸ãodevariáveis( Lz�!ô�õ÷ö T ) paraoutra;defacto,aúnicacoisaque
alinguagempodefazerévariar osvaloresdassuasvariáveis;derepararque
a funçãoparcialfinita lyù ò gYÄvóF� permitemodelarvariáveisindefinidas.

Paratornarmaissugestivaadefiniç̃aodosoperadoressem̂anticos— relembre-
mosqueexistirá um por cadaproduç̃aode ï — vamosusara respectiva sintaxe
concretaenvolvidanospar̂entesesde“duplaparede”s s�}1}:} t t quesãotradicionaisem
Sem̂anticaDenotacional.Porexemplo,emlugardeescrevermos

�Ý ô Ã ô�û õ Þ Y!Z)[ªüSnÝµÄ � ô Þ }:}1}1}MÄK}1}1} ô }1}1}
escreveremos,simplesmente,s swhile Ä do ô t t Y1Z)[ª°}1}:}$ÄK}1}1} ô }1}:}
umavezqueo identificador do modeloa construirest́a subentendidoemtodo
o exerćıcio.

Comecemospelasconstantesdaesṕecie
�
Var � :s s x t t Y!Z)[ª Ás s y t t Y!Z)[ª l

e pelosconstrutoresdaesṕecie
�
Nato� :s s 0 t t Y!Z)[ª ý (1.95)s s suc( Ä ) t t Y!Z)[ª ö|�@ôwÝ s s Ävt tFjßÁl ÑMÅ Þ

(1.96)s s É�g û õ÷ö+ÝJÉ Þ t t Y!Z)[ª }1}:}
A definiç̃ao (1.96) prevê o casoem que há ‘overflow’ em ò gYÄvó8� . Paramos
na última definiç̃ao paraexplicarmosa raz̃ao pelaqual não podemosprescindir
do respectivo operadorÉFg û õ÷ö que“injecta” variáveis em númerosnaturais. Se
tivéssemosescritoapenass s É*t t essainformaç̃ao perder-se-iae o śımbolo É seria
amb́ıguo: no lado esquerdoda definiç̃ao É significariaum númeronaturale no
ladodireitodamesmadefiniç̃aosignificariaumavariável.

Mas outrasdificuldadesaqui se levantame são asseguintes: comosabero
valor deumavariável semconsultara meḿoria damáquina?qualé essevalor se
avariável estiver indefinida?Teremosque,decertaforma,parametrizarasem̂an-
ticadeumnúmeronaturalpeloestadodameḿoriadamáquina;seessenúmerofor
umaconstante,ignora-seameḿoria;sefor o valordeumavariável, consulta-seo
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respectivo enderec¸o nameḿoria Å2þ . Antesdemais,teremosquesofisticar(1.94)
para �

Nato� Wª Lz�@ô�õ÷ö T � ò gYÄvóF� (1.97)

E faremosum tratamentosimplistado problemada indefiniç̃aodevariáveis,de-
cidindoquesejaý o valordeumavariável indefinida:s s ÉFg û õ÷ö�ÝµÉ Þ t t Y1Z)[ª S¢v5}0ÿ s s Ét tw�r���õ÷ôwÝ�v Þ h ýs s Ét t r���õ÷ôwÝ�v Þ h v�Ý2s s É*t t Þ
Antesde passarmosaosconstrutoresde comandos(

�
Cmd� ), teremosqueadap-

tar assem̂anticasde0 (1.95)e suc(n) (1.96)aonovo doḿınio sem̂anticopara�
Nato� (1.97)— bastaŕaconsiderara constante0 comoa funç̃aoconstantes s 0 t t Y!Z)[ª S¢v5} ý

e redefinir s s suc( Ä ) t t Y1Z)[ª S�v5} ö|�!ô Ý s s Ävt tFÝJv Þ j³Ál Ñ�Å Þ
Porexemplo,quala sem̂anticadesuc(x) quandoameḿoria regista

v8zºª � Á lÁ@ý lý���� (1.98)

Teremoss s suc( ² ) t tFÝJv5z Þ ª s s ÉFg û õ÷ö�Ýµ² Þ t t#ÝJv5z Þ j³Áª ÝKÿ s s ²�t t��r��*õ÷ô ÝJv5z Þ h ýs s ²�t tnr��*õ÷ô ÝJv5z Þ h v8z�Ý�s s ²Ct t Þ Þ j³Áª ÝKÿ Á �r qeÁ � lFx h ýÁsr qeÁ � lFx h v8z�Ý$Á Þ Þ jÎÁª v8z�Ý$Á Þ jÎÁª Á!ý�j³Áª Á�Á
(1.99)

Passemosent̃aoaonão-terminal(i.éesṕecie)
�
Cmd� . Deimediatoescrevemoss s skip t t Y1Z)[ª S¢v5} vs s ô ; �0t t Y1Z)[ª s s �t tC¶�s s ô t tÇ	�

Estacomplicac¸ãoé tı́picadaschamadaslinguagensimperativasquecorremsobrea chamadaar-
quitecturadevonNewmanbaseadaemmeḿoriaest́atica.A grandemaioriadaslinguagenscomerciais
(e.g. C, PASCAL etc.) sãoimperativas.
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querendosignificar que skip “não faz nada” (deixa a meḿoria como estava)
e quea composic¸ão sequencialde comandospermiteao segundocomando( � )
modificara meḿoria quelhe foi devolvida pelaexecuç̃ao do primeiro comando
( ô ). Quantoàatribuição,teremoss s É := Ävt t Y1Z)[ª S�v5} v�
 � s s É*t ts s Ävt tFÝJv Þ �
Por exemplo, qual o efeito de executarmosx := suc(x) sobre v5z (1.98)?
Aproveitando(1.99),teremos:s s x := suc(x) t t>Ý�v z Þ ª v z 
 � s s x t ts s suc(x) t t$Ý�v z Þ �ª v5z�
 � ÁÁeÁ�ª � Á lÁ�Á l0ý �
i.éo valordavariável x foi incrementado.

Quantoà composic¸ãocondicionaldecomandosdefinimosa sem̂anticaquese
segue:s s if Ä then ô else �t tÊª S¢v5} ÿ s s Ävt tFÝJv Þ�� ý h s s ô t t>Ý�v Þs s Ävt tFÝJv Þ ª�ý h s s �0t tFÝJv Þ
interpretandoý como Ìvg û Ü@õ e Ä � ý como ÉF�@ö���g��*�®Ã)ö|õ .

Resta-noso comandoiterativos swhile Ä do ô t t Y1Z)[ª S�v5}:}1}:}
A intuiçãoquetemossobre“ciclos” convida-nosàdefiniç̃ao(recursiva):s swhile Ä do ô t t Y!Z)[ªS¢v5} ÿ s s Ävt t$ÝJv Þ ª�ý h vs s Ävt t$ÝJv Þ�� ý h s swhile Ä do ô t tFÝ�s s ô t t>Ý�v Þ#Þ (1.100)

Querdizer, sea variável de controlo Ä é falsa,saimosdo ciclo semnadafazer.
No casocontŕario,executamosô e voltamosaociclo, agorasobrea meḿoria de-
volvidapor ô .

Pormuitointuitivaquesejaadefiniç̃ao(1.100),asdificuldadesquenoslevanta
nãosãodespreźaveis.Repare-sequebastaque Ä sejaumaconstanteouque ô não
modifiqueadequadamenteavariável decontrolodociclo, paraqueaexecuç̃aode
while Ä do ô não termine. E qual a sem̂anticaformal de um comandoque
nãotermina?
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É parapodermosvir a respondera estetipo dequest̃oesquepassaremos,no
Caṕıtulo 2, aestudara sem̂anticamateḿaticadarecursividade.

Exerćıcio 1.27 Mostreque � �
skip � � ü � � x := x � � ü � �while 0 do

- � �
î
Exerćıcio 1.28 Suponhaque,parafugirmosaosproblemasqueacabamosdelevantaràcercadadefini-
ção(1.100),resolvemosdarasem̂antica“de ciclo ‘for’ ” awhile

�
do

-
, i.équalquercoisacomo:

“l ê-seo valor de
�

antesdeseiniciar o ciclo eexecuta-se
- �

-vezes”.

Escreva formalmenteessasem̂anticaalternativa a (1.100).î
Exerćıcio 1.29 Porsimplicidade,adefiniç̃aosint́aticaesem̂anticadalinguagemquefoi assuntodesta
secç̃aosó prevê amanipulac¸ãodeduasvariáveisx ey .

- Generalizeessalinguagemà manipulac¸ãodeum númeroarbitŕario devariáveis identificadas
por identificadoresalfanuḿericos.

- Estendaa mesmalinguagempor forma a poderdeclararvariáveis inteirasou ‘array’s unidi-
mensionaisdeinteirosea realizaro seuenderec¸amentoeatribuição,e.g.

...
var a:array[10];

...
a[3] := 0; x := a[4];
...

Abordeinformalmenteo impactodestaextens̃aoàgraḿaticanocorrespondentemodelosem̂an-
tico estudadonestecurso.î

1.4 Exerćıcios

Exerćıcio 1.30 Considereduasassinaturas� Ô e � Ç tal que Ö Ô é um subconjuntode Ö Ç e,paratodo

o ¥PùsÖ Ô e ��ùsÖ��Ô , � Ç contempelomenostantosoperadoresdefuncionalidade�Ëë~¥ quanto� Ô .
Mostrequetodaa � Ç -álgebra“é” uma � Ô -álgebrae interpreteo resultado.î
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Exerćıcio 1.31 Conhececom certeza,da literaturaem sistemasde informaç̃ao, a noç̃ao de vista
(‘view’) deumabasededados,pelaqualseforneceaumutilizadorapenasuma“perspectiva” dabase,
omitindo-se-lheaoutraparte.Porexemplo,noexemplo Ö��b� · (sistemadegest̃aodeumainstituição
banćaria)— cf. (1.4)— podemosquerercriarumavistaquepermitaver o saldodecadacontasemse
podersaberquemsãoosrespectivostitulares.

A noç̃aode � -homomorfismopermiteespecificarestanoç̃aodevistadeformasimples.Seja � o����� 9 Þ -modeloquefoi dadonasaulase seja

²
um outro ����� 9 Þ -modelotal queexisteo seguinte

homomorfismoè , ou “vista”, de � para

²
:

è�� E ä ?�ã úÑ� ß<áPâü ®  ¯ Ê �� Ç ö��ö � ý�ý Ë� æ!:�= ú�ç"!|êè DFEG?�H1I �KJ ß<áPâü ®|�F¯ �è�# H � >!?�E � ß<áPâü ®|�F¯ �è 9#:.;C=�>!? � ß<áPâü ®|�F¯ �
Infira uma ����� 9 Þ -álgebra

²
apartirde � ede è , justificandoo seuracioćınio.î

Exerćıcio 1.32 Considereo seguinte modeloque especifica,a um elevado ńıvel de abstracc¸ão, a
estruturade páginasde um serviço de informaç̃ao em hipertexto tipo WWW (‘World Wide Web’)
sobrea INTERNET, onde

Ï " Õ
(enderec¸o decadapágina)e

Î "2� �
(unidadetextual deinformaç̃ao)são

esṕeciesquea esteńıvel deabstracc¸ãonãointeressadetalhar:3 3 3 `ü Ï " Õ º ÐbÏ%$ /*
ÐbÏ%$

=‘Universal ResourceLocation’ */ÐbÏ%$ `ü ö Î "2� � ³�Ï " Õ ý �
Especifiqueo operadorseguintesobre3 3 3 quedeveŕa devolver osenderec¸osdetodasaspáginas
queem  sereferema

$
: $K" Õ ¥ Î / é 3 3 3 � Ï " Õ ¡´ëz¬'& ã)($K" Õ ¥ Î /:ö� ' $'ý ß<áPâü ¯�¯�¯

î
Exerćıcio 1.33 Suponhaque * e Ö designamos conjuntos,finitos e disjuntos,dosnúmerosdos
alunosinscritosa umadisciplinae provenientesdedoiscursosdaUniversidadedo Minho. Suponha
que
��� / ÿ é÷� �Ú¡´ëÒÖ � $ e ¥ � $<-#ÿ � é{Ö � $ ��Ö � $ ¡´ëÒÖ � $ sãofunçõesmateḿaticascujamanipulac¸ão

de naturaise ‘strings’ correspondèa sem̂anticadasmesmasem C. Sejamaindadadasasseguintes
funçõesauxiliares: ¥Sö ��ý ß<áRâü ¥ � $K-$ÿ � ö "s"

' ¥ � $K-$ÿ � ö � ' "@ci.uminho.pt"
ýJýø�ö ��ý ß<áRâü ¥ � $K-$ÿ � ö "m"

' ¥ � $K-$ÿ � ö � ' "@ci.uminho.pt"
ýJý

Estaŕa correctamenteescritaaseguinteexpress̃ao,emSETS:ö ��� / ÿ º ö&¥,+ ��� / ÿ®ýJý öP« � ýF¨ ö ��� / ÿ º ö=ø-+ ��� / ÿ®ýJý ö+«/. ý Ì
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Naafirmativa, tipifique-aedescreva o seusignificadoinformalpor (breves!) palavrassuas.î
Exerćıcio 1.34 Suponhaquealgúemespecificaum planodeestudosdeumalicenciaturacomosendo
umconjuntodedisciplinas, 0 ¸ ÿ � / Ò ¥ �&% Å1/<¥Í`ü ¬'1 E ä32 E"4<IéEG> �
ondeumadisciplinaou éobrigat́oria ouopcional,5 � ¥ - � �0¸ ��� ÿ `ü 6  )$ �87 ÿ � ³ 6 � - � / � ÿ ¸
sendoumadisciplinaobrigat́oria caracterizadaporumasériedeatributos,6  )$ �87 ÿ � `ü ðué'9 � /*anodocurso*/ð ô éSð ô � " � � /* áreacient́ıfica */�»é!��/Mø " � /*nome*/Ï é': � /*regime(1

¯o sem.,2
¯o sem.,anual)*/Ò é Ò ¥ - /*escolaridade, etc.*/

eumadisciplinaopcionalcaracterizadacomosesegue,6 � - � / � ÿ ¸ `ü ðËé'9 � /*anodocurso*/� $ éK� � � /*número daopç̃ao */Ï é': � /*regime(1
¯o sem.,2

¯o sem.,anual)*/Ò é Ò ¥ - � /*escolaridade, etc.*/6 é�¬'; 4 2(� = /*opç̃oesoferecidas*/

ondecadaopç̃aosecaracterizapor:6 � -$ÿ / `ü ð ô éSð ô � " � � /* áreacient́ıfica */�Îé1��/Mø " /*nome*/

Especifiquefunçõessobre

0 ¸ ÿ � / Ò ¥ �&% Å�/K¥ capazesdecalcular:

1. Osnomesdetodasasdisciplinasefectivamenteleccionadas.

2. O conjuntodasáreascient́ıficasexclusivamenteopcionais.î
Exerćıcio 1.35 Prove asigualdades(A.70), (A.76), (A.80) e (A.85).î
Exerćıcio 1.36 Verifiqueavalidadedaseguintepropriedadesobreosoperadoresderestriç̃aodeuma
funçãofinita <sù]ð º · : <�� Ö ü <>=cÖ
emque Ö designao complementarde Ö relativo a ð .î
Exerćıcio 1.37 RelativamenteaosdiagramasfuncionaisemSETS queseseguem,
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ð(@?A
B ö=ð ý :2= ú�C DEF ç ( ê ?A G ö/ð

ýH ç ( ê?A· B ö · ý :2= ú�I DE G ö
· ý

ð( ?A
ô º ð J C�DE;�KL( ?A ¬ ¹ ÇNM?A· ô º · J I DE ¬ Þ

identifiqueasestruturas
B

e G , bemcomoo operador
�

, por formaa estesdiagramasilustraremduas

propriedadesválidasdanotaç̃aoSETS. Justifiqueasuaresposta.î
Exerćıcio 1.38 Uma noç̃ao “intermédia” entre conjuntos( ¬ ¹ ) e seqûencias( ð � ) é a de multi-
conjunto, i.éumconjuntoemquequalquerelemento

ÿ ùBð podeocorrermaisdoqueumavez:*uÖ " � ö/ð ý `ü ð�ºz� � (1.101)

Assim,o multiconjuntovazio é representadopelafunç̃ao finita vazia
¼ ½

, e a união de multicon-
juntoscorrespondèa adiç̃aodemulticiplidades,i.é se

�
e
�

sãomulticonjuntosem *uÖ " � ö=ð ý , a sua
união,designada

�PO �
, seŕa a função�>Ok� ß<áRâü � = Å�/�ø�ö �®ý¨ � = Å�/�ø�ö ��ý¨ Ê ÿ� ö ÿ:ýF³ � ö ÿ®ý Ë � æ@:�= úwç J ê8Q :�= ú�çSRKê

(1.102)

1. Mostreque
O

podeseralternativamentedefinidacomosesegue:�PO � ß<áRâü ��É��ÑÉ Ê ÿ� ö ÿ:ý�³ � ö ÿ:ý Ë � æ!:2= úwç J�T ç :�= ú�çSRKê�ê�ê (1.103)

2. Completea definiç̃aodoseguinteoperadorsobre*uÖ " � ö/ð ý :U é � � �V*uÖ " � ö/ð ý ëW*uÖ " � ö=ð ý� U  ß<áRâü ¯�¯�¯�¯�¯�¯
/* a multiplicidadede cada elementodo multi-conjunto  é
multiplicada

�
vezes*/

eprovea seguintepropriedadesobreesseoperador:� U ö=ø U  ý·ü ö � �±ø ý U  (1.104)î
Exerćıcio 1.39 Na seqûenciado Exerćıcio 1.38, especifiquea operac¸ão de intersecç̃ao de multi-

conjuntos.î
Exerćıcio 1.40 Num ‘fuzzy set’, ou “conjunto difuso”, os seuselementospertencem-lhecom um
certograudeincerteza,entre100%(graudepertenc¸amáxima)e0%(não-pertenc¸a). Sejaent̃ao ð um
conjuntofinito não-vazioedefina-seo espac¸o dos‘fuzzy subsets’de ð daformaseguinte:§ Ö " � ö/ð ý `ü ð º «�ªKª
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1. Completea definiç̃aodosseguintesoperadoressobre
§ Ö " � ö=ð ý :" øw� � � é ë § Ö " � ö=ð ý" øw� � � é ß.áPâü~¯�¯�¯�¯�¯2¯ /*o ‘fuzzyset’ comtodaa certezavazio*/X é § Ö " � ö=ð ý �±ð�ë þ ª1� ¨ «�ªKªX ö Õ ¥ ' ÿ:ý ß<áRâü ¯�¯�¯�¯2¯�¯

/*o graudepertença de
ÿ

em ¥ */ÿ ¥2¥ % $K" Å é § Ö " � ö=ð ý �B«�ªKªPëz¬ ¹ÿ ¥2¥ % $K" Åqö Õ ¥ 'P� ý ß<áRâü ¯�¯�¯�¯2¯�¯
/*oselementosdefsgarantidosacimada incerteza

�
*/

2. Partindodoaforismo“todaarelaç̃aoéumconjunto”,definiremosoespac¸odasrelaç̃oesdifusas
de ð para

·
comoo espac¸o detodosossub-conjuntosdifusosde ðÁ� · , i.é:§ Ï " ¸7ö=ð ' · ý `ü ö=ðÙ� · ý º «�ªKª

Definaacomposic¸ão Y@+,Z deduasrelaç̃oesdifusasY
ù § Ï " ¸7ö/ð ' · ý e Z±ù § Ï " ¸µö · ' ô�ý .
3. Umarelaç̃aobinária Y diz-setransitiva sse,paratodoo

ÿ '  ' -
, setemÿ Y  �°� Y - � ÿ Y -

Generalizeanoç̃aodetransitividadea relaç̃oesdifusas.î
Exerćıcio 1.41 Considereo seguintetexto queabrevia e simplificaosrequisitosinformaiscolocados
por umaempresacomerciala umaempresainformáticaquea primeiracontratouparalhe produzir
determinado‘software’:

AempresaXYZ LDA . constade3 estabelecimentosoulojasdecoḿercio,prevendo-se
queestenúmero venhaa aumentarno futuro.

A informaç̃aoassociadaa cadaloja constade(a) o ‘stock’ deartigosarmazenadosou
expostospara venda(cadaartigo temumcódigopróprio); (b) asfolhasdevendas.

Existeuma folha de vendapor cada dia útil. Cada folha de vendaregista as fac-
turasemitidasnasvendasdaqueledia. Cadafactura indica osartigosvendidose em
quequantidade. As facturas são numeradase emitidassequencialmente. Podehaver
facturasanuladas.

O sistemaa desenvolverdeveŕa prever pelomenosasseguintesoperações:

1. Emiss̃aodefactura —seuregistonafolhadevendasesimult̂aneadescarga,no
‘stock’, dosartigosvendidos.

2. Aquisiç̃aodemais‘stock’ para umadadaloja.

3. Transfer̂enciadesegmentosde‘stock’ deloja para loja.î
1. Construaumaassinatura� capazdecaptarasesṕecieseosoperadorespretendidosnosrequi-

sitosacima.
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2. Construao correspondentemodelo,isto é, a � -álgebraque,na suaopinião, melhorcaptaa
sem̂anticadosmesmos.Nãoesquec¸aeventuaisinvariantesoupré-condic¸ões.
Sugest̃ao: interpreteo seguinteesboc¸o e tome-o,sedesejar, comopontodepartida:

Õ[[× [[Ø
Ö � ¥ � " ø `ü ��Å $ ºz� � Õ /� � Õ / `ü Ö � / - � �]Ö ÿ ¸ " ¥Ö � / - � `ü ��ÅSð�ºr� �Ö ÿ ¸ " ¥ `ü � ��, � $ º ö 5 ÿ � " ��ö���ÅSð�ºz� � ýJý� �*, � $ `ü � � /* invoicenumber*/

(1.105)

Baseiea funcionalidadedoseumodeloemoperac¸õesqueconhecesobremulti-conjuntos.î
Exerćıcio 1.42 Considereo seguintefragmentode graḿaticade contexto livre paraexpress̃oesar-
itméticas: � ü \ � Î ' Î ' \ Exp] ' 0 ]� Î ü þ^\

Exp] ' \ Sinal] ' \ Termo] ' \ Factor] ' \ MulOp] ' \ AdiOp](�Î ü þ
+
'

-
'

*
'

/
'

(
'

)
'

id
'

num �0 ü Õ[[[× [[[Ø
\
Exp]Ðé é ü \

Sinal] \ Termo]>ö \ AdiOp] \ Termo] ý �\
Sinal]Ðé é ü X � + � -\

Termo]Ðé é ü \
Factor]Fö \ MulOp] \ Factor] ý �\

Factor]Ðé é ü id � num � (
\
Exp] )\

AdiOp]Ðé é ü + � -\
MulOp]Ðé é ü * � /

1. Construaacorrespondenteassinaturaalgébrica ��� .

2. Calculeo �%� -termocorrespondentèa seguintefrasedalinguagem:

- id + num * ( num - id )

î
Exerćıcio 1.43 Em L ISP existe um único suportepararepresentac¸ão de informaç̃ao,designadopor
express̃ao-S, deacordocomasintaxeexpressapor(1.12).Construaumaassinatura� paraessasintaxe,
e indiqueo � -termoquerepresentaa seguinteexpress̃ao-S:

( if ( equal x 0 ) 0 1)

î
Exerćıcio 1.44 Considerea seguintegraḿaticaparaum fragmentoda linguagemSQL (‘Structured
QueryLanguage’),o conhecidopadr̃aofixadointernacionalmentepelaANSI /ISO parainterpelac¸ãode
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basesdedados:� ü \ � Î ' Î ' \ SQL] ' 0 ]� Î ü þ^\
SQL] ' \ Instruç̃oes] ' \ Express̃ao] ' \ Filtro ] ' \ Atributos] ' \ Relaç̃ao] ' \ Atr ] ' \ Condiç̃ao](�Î ü þ
;
'

.
'

SCHEMA
'

END
'

:=
'

SELECT
'

FROM
'

WHERE
'

TO
'

STR �
0 ü

Õ[[[[[[[[[[[× [[[[[[[[[[[Ø

\
SQL] é é ü \

Instruç̃oes]\
Instruç̃oes] é é ü \

Express̃ao] ;
\
Instruç̃oes]2�

SCHEMA
\
Relaç̃ao] ;

\
Instruç̃oes]��

END .\
Express̃ao] é é ü \

Relaç̃ao] :=
\
Express̃ao]��

SELECT
\
Atributos] FROM

\
Relaç̃ao] \ Filtro ]\

Filtro ] é é ü X � WHERE
\
Condiç̃ao]\

Atributos ] é é ü \
Atr ]3_\

Relaç̃ao ] é é ü STR\
Condiç̃ao ] é é ü STR\

Atr ] é é ü STR

1. Especifiqueumaassinatura�%� quedescreva � algebricamente.

2. Desenhesoba formadeárvoreo �%� -termoquerepresentaaseguintefrasedalinguagem:

SCHEMAAlunos ;
Positivas := SELECT Nome, Nr FROMAlunos WHEREClass > 9;
END.

omitindoosdetalhesdo ńıvel léxico(cf. STR).î
Exerćıcio 1.45 Suponhaque,emrespostaaoexerćıcio 1.43,doisleitoresdiferentesderivaram,apartir
dasintaxe dada,asassinaturasseguintes:

� Ô ü Õ× Ø ÿ � /�ø�¬�¥ "�� �sé'ð � /�øÓë\Ö "�� �¸ � ¥ � ¬�¥ "2� ��é $ � ¥ � ë\Ö "�� ��*� ¸+é ë $ � ¥ �- / � ¥ é1Ö "�� ��� $ � ¥ � ë $ � ¥ �
� Ç ü Õ× Ø ´ / ��� é:Ö6� $ ë $��� ´ é $ ë\Ö¸ � Õ � éSð�ëWÖ" øñ� � � é ë $

Qualdestasassinaturasescolheriaparaalgebrizar
\
Express̃ao-S] ? Mas.. . porqueéquenãoescolheu

aoutra?Comocaracterizaformalmentea relaç̃aoqueexisteentreambasasassinaturas?î
Exerćıcio 1.46 Dadasduasgraḿaticasindependentesdecontexto � e �a` , sejam

$ � e
$ �cb aslingua-

gensgeradaspor � e � ` , respectivamente,e �%� e � � b duasassinaturasalgébricasquerepresentam� e � ` , respectivamente.
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Sabendoque � e �a` nãotêmquaisquerśımbolosnão-terminaisemcomum,determineaoperac¸ão
gramaticald5ö8� ' � ` ý querealizaauniãodasduaslinguagens,i.é tal que$fe ç � 7 ��b ê ü�$ � ¨g$ ��b
assimcomoacorrespondenteassinaturaalgébrica � e ç � 7 �cb ê .î
Exerćıcio 1.47 Comente,combasenoqueestudounestecaṕıtulo, aseguintefrase(célebre):

“A sintaxeé umaálgebra ea sem̂anticaéumquocienteseu.”

î
Exerćıcio 1.48 Considereo seguinte fragmentode um modeloem que se pretendeespecificaro
sistemadeinformaç̃aoassociadoaocálculodeclassificac¸õesdealunosdeumadadadisciplina:Ö � ¥ � " ø ÿ `ü � � ¥ -#$ ��� /<¥Ñ�h� $ % �0/K¥b�4��/ � ÿ ¥� � ¥ -#$ ��� /K¥ `ü � $ º~��/�ø " � ô % $ ¥2/� $ % �0/K¥ `ü � $ º~� $ � $ % �0/��/ � ÿ ¥ `ü ÎÑ" / $ � -$ÿ ¥b� 0 $'ÿ �&� -$ÿ ¥Î " / $ � -$ÿ ¥ `ü ÎÑ" ¥ � " � ÒX�´ÿ ø " � Ï ".- % $ ¥�/Î " ¥ � " `ü � $ ºr¬KªÒX�´ÿ ø " `ü � $ ºr¬KªÏ ".- % $ ¥2/ `ü � $ ºr¬Kª0 $'ÿ �&� -$ÿ ¥ `ü � $ � $ % �0/bºz¬Kª

1. Emrelaç̃aoà seguintefunçãosobreÖ � ¥ � " ø ÿ ,Õ ö� ý ß<áRâü Å1/Mø�ö � Ô ö� ý�ý ¡jiE&æ × Å�/�ø�ö � E ö � Ô ö � × ö� ý�ýJýJý
caracterizeasuafuncionalidadeedescreva,por (breves)palavrassuas,o seusignificadoinfor-
mal.

2. Enriqueçao modelocomasfunçõesseguintes:

(a) funçãoqueidentificaosalunoscomnotapráticapositiva;

(b) funçãoquecalculaanotafinal deumaluno,sabendoque:

- o pesodo trabalhopráticonanotafinal é de40%;

- a notateóricamı́nimaé 9;

- o trabalhoprático é obrigat́orio, i.é, seminformaç̃aopráticapositiva o alunore-
prova;

- só podeserfeitamelhoriadenotano examede
Ï "2- % $ ¥2/ ;

(c) funçãoquecalculao histogramadasnotasfinaisdosalunosquenãoreprovaram.

NB: Parasimplificarasuaespecificac¸ão,trabalhecomatritméticainteira.
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î
Exerćıcio 1.49 Seja 0 $ / - � " � `ü 0 ��Å�º 0 $ / -0 $ / - `ü k ��ö�� ³ « ý � · " è ÿ ,�� / % $ � 6 %0� � %�· " è ÿ ,�� / % $ `ü ö k �4� ý º k6 %� � %0� `ü ¬'l EG: ��ö�ö k �4� ý ºz� ý
um modelosimplificadopararedesdeprocessoscomunicantesdetermińısticos(

0 $ / - � " � ), em que
cadaprocesso(

0 $ / - ) é identificadounivocamente(

0 ��Å ) e édescritopelainformaç̃aoseguinte:

- o seuestadoactual(
k

);

- o (próximo) itemdeinformaç̃aopendentenoseu‘input’ paraprocessamento,sefor casodisso
( � ³ « );

- o seucomportamento(
· " è ÿ ,�� / % $ ), definidocomoumatabeladetransiç̃aodeestados;

- o conjuntodeprocessos( ¬ l 9�: ) paraosquaissedebitao ‘output’ que,quandoexiste,é dado
pelatabelaanexa queassocia‘outputs’ àsrespectivastransiç̃oes.

1. Especifiqueo invariantesobre

0 $ / - � " � quedeterminaqueseum processotem transiç̃oes
com‘output’ ent̃aoexistepelomenosum processoconhecidoqueéseureceptor.

2. Especifiqueumafunção
$K"�ÿ Å � queindique,paraumadadarede

$ ù 0 $ / - � " � , os identifi-
cadoresdetodososprocessosquesãoeleǵıveisparaexecutarem

$
, deacordocomasseguintes

condiç̃oesdeelegibilidadedeprocessoparaexecuç̃ao: (a)o processotem‘input’ pendente;(b)
esse‘input’ é aceit́avel no estadoemqueo processoseencontra(vide tabeladetransiç̃aode
estados);(c) seessatransiç̃ao produz‘output’ — todosos respectivos processosreceptores
est̃aosem‘input’.

î
Exerćıcio 1.50 No contexto do Exerćıcio 1.2,considerea seguinteespecificac¸ãodo modelo Ö��b� ·
(sistemadegest̃aodeumainstituiçãobanćaria),agoraacrescentadopor formaapoderregistartransa-
cçõesdedeṕositoe levantamentoporcheque:Ö��b� · `ü ��Å ô / �*� ÿ ºWÖ � ÿ �&% ¥Ö � ÿ �&% ¥ `ü À é�¬ DFEG?�H1I �KJ �· é ZZ � /*saldoanterior */3 é1� $Sô è "nm º ô è "/m % " � /* levantamentos(cheques)*/ô é1¬ ; J ã(:2E ? = /*deṕositos*/ô è "nm % " `ü 5 é 5 ÿ � ÿ � /*datadocheque*/ô é1� � È /*quantialevantada*/ôÑ$K" Å ��� / `ü 5 é 5 ÿ � ÿ � /*datadodeṕosito*/· é · ÿ ¸ -$ÿ / � /*balcão dodeṕosito*/ô é1� � È /*quantiadepositada*/5 ÿ � ÿ `ü � �
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Suponhaatómicas(e.g. alfanuḿericas)as esṕeciesnão definidase repareque, parasimplificar, a
esṕecie

5 ÿ � ÿ
é modeladapor naturais(e.g. «poqoqrKªqoKªqo modela“9 de Setembrode 1996”). Repare

aindaqueo saldoanteriordacontaéuminteiro (negativo seo saldoestiver “a descoberto”).

Especifiquea funç̃ao
- ¸ "�ÿ�$ é{Ö��b� · ����Å ô / ��� ÿ � 5 ÿ � ÿ ¡´ë Ö��b� · queapagadeumaconta

todososmovimentos(créditooudébito)anterioresaumadadadata,actualizandoconvenientementeo

saldoanterior. (Sugest̃ao: definaasfunçõesauxiliaresquelhepareceremconvenientes.)î
Exerćıcio 1.51 Recorde(1.70)e mostreque,para ö Õ º · ý ö� ý serumaconstruc¸ão bemdefinida,
nãoénecesśario que

Õ
sejabijectiva, bastandoqueseverifiqueo factoseguinte,entre

Õ
e  :ñeÿ ' ÿ ` ù�Å�/�ø�ö� ý é Õ ö ÿ®ý¢ü Õ ö ÿ ` ý�� �ö ÿ:ý5ü �ö ÿ ` ý

î
1.5 NotasBibliogr áficas

Nestecaṕıtulo apresentaram-seos fundamentosda chamadaespecificac¸ão con-
strutiva(ouorientadaa modelos) deTiposAbstractosdeDados(TADs).

A abstracc¸ão dos dadosé um dos principaisresultadosda investigac¸ão em
Ciênciasda Computac¸ão dasduasúltimasdécadas.Existeumavastaliteratura
sobreo assunto,que parte dos trabalhosde Guttag [GH78] e do grupo ADJ
[GTW78], einclui livrosdetextocomo[Bp82], [EM85], [Jon80, Jon86] e[Hen88].
A abordagemalgébrica‘standard’àsem̂anticadenotacionaldegraḿaticasdecon-
texto livre podeencontrar-seem[GTWA77]. Umacaracterizac¸ãocategorial dos
conceitosdeassinatura(categoria),modelo(functor)etc.podeserencontradaem
[Wan79]. A refer̂encia[AKM81] é umbomlivro detexto parareverosconceitos
mateḿaticosrequeridosnestecaṕıtulo.

As refer̂encias[Jon80, Jon86] dedicamparticularatenç̃aoàespecificac¸ãocon-
strutiva. [Hen88] ilustracommuitaclarezaa construc¸ãodemodelossem̂anticos
paralinguagens,aindaqueuseapenasassinaturashomoǵeneas.

A sem̂anticadenotacionalde linguagensde programac¸ão foi abordadaneste
caṕıtulo de forma intencionalmentesimplista. A infinitude tı́pica dosdoḿınios
sem̂anticospor elarequeridosleva-nosdeconjuntosparaoschamadosdoḿınios
de Scottdesenvolvidosnostrabalhos(hoje “cl ássicos”)de Scott& Strachey, da
escoladeOxford. O leitor interessadonateoriadestesdoḿıniospodeŕaconsultar,
porexemplo,asrefer̂encias[Sto81, Gor79].



Caṕıtulo 2

Especificaç̃aoRecursiva

2.1 Intr odução

Peloquejáseviu, adefiniç̃aodeumdadomodelo�Óy+Ø³�¢�a�c�e� assumeaforma
deumpardesistemasdedefiniç̃oes,umparaasesṕecies,Õ[[[× [[[Ø

�Ý�Ü{z Þ ª }:}1}�Ý�Ü Å Þ ª }:}1}
...�Ý�Ü®~ Þ ª }:}1} (2.1)

e outroparaosoperadores: Õ[× [Ø �Ý�v8z
Þ ª Ss}1}:}

...�Ý�v�s Þ ª Ss}1}:} (2.2)

As definiç̃oespresentesnestessistemaspodemsermutuamentedependentes,ou
seja,os seusladosdireitos— as reticências“. . . ” em (2.1) e (2.2) — podem
referir-sea ladosesquerdos.Porexemplo,a cláusula�Ýut�Ã$Ü � �@ô�g Þ ªß�ÝPMv�vw4õqÄ � g Þ ùàl �Pxzy À|{~}��z�q�n� |�QÝu�V�vgYÄ � Ã)g Þ (2.3)

queconstada Ø ^ ð%� å -álgebrada secç̃ao 1.3.2,est́a nessascondiç̃oes. Tamb́em
nãorepugnaqueum operadorpossausar, nasuadefiniç̃ao,a definiç̃aodeoutros
operadores,e.g. QÝ média

Þ ªoSnÝµ² ��T Þ } �Ý��eÃ>É Þ ÝJ�Ý�Ü@õ÷ô�g Þ ÝJ² �2T Þ � l Þ (2.4)

63
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paraumaassinaturacontendoosoperadoresmédia, soma, etc.
Vejamosagorauma conseqûencia importanteda depend̂enciamútua entre

as definiç̃oesde um sistema. Antes de mais, comecemospor introduzir uma
simplificaç̃aodenotaç̃ao: semprequefôr claroo modeloemqueestamosatraba-
lhar— o queacontecesemprequeestamosaconsiderarapenasum— omitiremos
a suadesignac¸ão, i.é escreveremos² emlugarde �Ýµ² Þ , onde ² é umaqualquer
entidadesint́atica(esṕecieouoperador).

As definiç̃oesde esṕeciese operadorestornam-seassimconsideravelmente
maislegı́veis.Porexemplo,aexpress̃ao(2.3)reduz-seat�ÃFÜ � �@ô�gEª�Mv�vw4õqÄ � gÈù l y Àz{~}��z�q� |��V�vgeÄ � Ã#g
e a(2.4)reduz-sea

média ª�SnÝµ² ��T Þ } ��Ã>É5Ý�Ü@õ÷ô�g8ÝJ² �2T Þ � l Þ
comestasimplificaç̃ao.

Consideremosagoraa definiç̃aoseguinte:� Ã$Ü � ªzq@NÙM � xP���¥| � Ã$Ü � (2.5)

i.éa simplificaç̃aodacláusula�Ý � Ã$Ü �#Þ ªÚq÷NÙM � xP��QÝ~� Þ |��Ý � Ã$Ü �#Þ
deummodelo(  ) paraa esṕecie

� Ã$Ü � . Estemodeloparalistasé bemconhecido:
umalista ou “não é nada”( NÙM � ), ou é constitúıdapeloemparelhamentodasua
cabec¸a com a suacauda. Por exemplo,a lista � ²¶z � ² Å � ² Ñ � vem nestemodelo
representadapelo aninhamentode pares

� ²5z � � ² Å � � ² Ñ � NÙM � �#�M� . � Ã$Ü � vem pois
dependente,em(2.5),de � — aesṕeciedosseuselementos— o quefazsentido.

Contudo,de(2.5)depreendemostamb́emque
� Ã$Ü � édependentedelaprópria!

Estadepend̂encia“circular” fará sentido?É o queveremosa seguir.

2.2 Sobre asDefiniçõesRecursivas

Definição2.1(SistemasdeDefiniçõesRecursivas) Sejadadoumsistemadedefini-
ções(mutuamentedependentes)dasvariáveis� z a � ~ :Õ[[[× [[[Ø

� z ª }:}1}� Å ª }:}1}
...� ~ ª }:}1}
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A relaç̃ao dedepend̂encia � f q^�Qz � }1}:} � ��~ x Å entre definiç̃oesconstŕoi-secomo
sesegue: ������� Y ocorreno ladodireitodadefiniç̃aodeX

Seja��� o fechotransitivode � . Semprequeexisteumavariável � tal que����� ou�����a� , dizemosqueessavariávelest́a definidarecursivamente— recursividade
directaou indirecta, respectivamente.

Um sistemaadmitindoumaou maisvariáveisdirectaou indirectamentere-
cursivasdiz-seumsistemamutuamenterecursivo.�

As definiç̃oesrecursivassãohabituaisemMateḿatica. Porexemplo,asduas
cláusulasquedefinema funçãofactorial ��yM N Æ ��M N ,ÿ ý��¡ª ÁÝµÄ�j³Á Þ �¥ª ÝJÄÈj³Á Þ |�Ä��
induzemo cálculo recursivo dessafunção. A nı́vel de conjuntos,a definiç̃aodo
fechotransitivo deumarelaç̃ao ò ,ò � ª ò � ò ¶ ò � (2.6)

é recursiva. O mesmoacontececom a definiç̃ao do conjunto � � de todososØ -termosgeradosporumaassinaturaØ , queéumsistemarecursivo deformaÝ�� ��� � ª }:}1} Þ ��¬*^
relembrara equac¸ão(1.10).

Masarecursividadeéumfenómenoaindamaisvulgardoqueparecèaprimeira
vista.Porexemplo,a equac¸ão ²�ª���j ² l (2.7)

podeserconsideradaumadefiniç̃aorecursiva(emIR) donúmero6 (i.éasuasolu-
ção).

Esteúltimo exemplo é sugestivo, pois mostra-nosque podemosconsiderar
a definiç̃ao recursiva de um objectocomo uma equaç̃ao cuja “solução” é esse
objecto. Ou seja,um sistemade definiç̃oesrecursivas“ é” um sistemade equa-
ções,tal comoestassãoentendidasvulgarmenteemMateḿatica.

Contudo,estaperspectiva levantaalgunsproblemas.Porexemplo,a seguinte
definiç̃aorecursiva(i.éequac¸ão):

²�ª ² Å j���
admiteassoluç̃oes Á e � . O queé queestamosaquia definir, recursivamente?OÁ ouo � ?
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Sequisermosumexemplo“patológico”, a equac¸ão²�ª»²
definequalquerobjecto,poistemumainfinidadedesoluç̃oes.Hátamb́emasitua-
çãooposta:em M N , a equac¸ão ²�ª³²kj³Á
não tem soluç̃oes,i.é temosoutrasituaç̃ao anormal— umadefiniç̃ao recursiva
quenadadefine!

Em resumo,temosque caracterizarcom cuidadoo contexto algébrico em
queescrevemosdefiniç̃oesrecursivas,paragarantirqueasmesmastenham(pelo
menos)umasoluç̃ao.No casodeexistir maisdoqueumasoluç̃ao,precisamosde
umcritérioparaescolherumadessassoluç̃oes(a “melhor”, seexistir).

Voltemosà equac¸ão (2.7), e procuremosa suasoluç̃ao, i.é resolv́amo-laem
ordema ² :²�ª���j ²vpl�� ²kjßÝ$�
² p0l Þ ªWÝ���j ²vpl Þ jßÝ$�
² p0l Þ (2.8)� ²Ë| Ý$ÁwjßÝ$�sÁ|p0l ÞMÞ ª���jßÝµ² p0l Þ jßÝ$�
² p0l Þ#Þ (2.9)� ²Ë|wÁ÷pl±ª�� (2.10)� ²�ª��K|�l (2.11)� ²�ª��
Estaresoluç̃ao,quechegoudefactoà soluç̃ao ²�ª�� , foi posśıvel graçasa deter-
minadaspropriedadesválidasnouniversodedefiniç̃aodaequac¸ão.Porexemplo,
o primeiropasso(2.8)assumeacompatibilidadedasomaemrelaç̃aoà igualdade,
i.éa propriedade g ª {ô ª �gAj ô ª {Xj��
Em(2.9)assume-seadistributividadedoprodutopelasomag�|wÝ({Xj�{ Þ ªog�|Á{XjÃg�| ô
e a associatividadedestaúltima. Em (2.10)ocorreumaimportantesimplificaç̃ao:
a adiç̃aodedoisinversosaditivosresultano elementoneutrodasoma.O mesmo
aconteceem(2.11),agoraemrelaç̃aoa inversosmultiplicativos.

Emsuma,asduasestruturasdegrupo, aaditiva
�
IR UKj � ý � � � eamultiplicativa�

IR Ue| � Á ��� z � , permitema técnicadecancelamento, e.g.²kj�{¾ª ô ��²�ª ô � {
quenospermite,comtantafacilidade,passar“coisas”deumladoparao outrode
umaequac¸ão.
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Tentemosagorao mesmotipo deresoluç̃aoparaaequac¸ão²�ª ò � ò ¶¤² (2.12)

em
� l��¡ c�}Un� � n � , queé exactamente(2.6) renomeandoò � para ² . Tal comona

resoluç̃ao acima,a ideia é “vermo-noslivres” de ò ¶B² no segundomembrode
(2.12), passandoessetermo parao primeiro membro. Ora se, por um lado, a
união � é associativa e admite n comoelementoneutro,por outro ladoapenasn
setema si própriocomoinverso,sendofalsoqueÍ ò f£¢ | ¢ y8Ýu¤ ò Û f¥¢ | ¢ y ò � ò Û ª n Þ
Portanto,a “habitual” técnicade resoluç̃ao de equac¸õesnão é aplicável à equa-
ção ² ª ò � ò ¶�² , pelo facto de estardefinidanum universoalgébriconão
suficientementerico empropriedades.

Seŕa ent̃ao imposśıvel resolver ²«ª ò � ò ¶±² , em ordema ² ? A simples
substituiç̃aode ² , peloseuvalor,² � ò � ò ¶¤²� ò � ò ¶±Ý ò � ò ¶¤² Þ� ò � ò Å¦� ò Å�¶¤²
e assimsucessivamente,� ò � ò ÅP� ò Å�¶±Ý ò � ò ¶¤² Þ� ò � ò ÅP� ò Ñ¦� ò Ñ�¶¤²� }1}:}
apesardeineficaz— poispermanecesempreumtermoem ² nosegundomembro
— aponta-nosaestrat́egiaaseguir, quesebaseianasdefiniç̃oeseteoremasquese
seguem.

Definição2.2(Ponto-Fixo) Seja Ì y�æ �Ùæ umafunç̃ao. Qualquer g Æ¨§ æ tal
que g Æ ªßÌ�ÝPg Æ Þ
designa-seumponto-fixode Ì .�
Porexemplo,dadaa função Ì�y�s ý � Á@ý|tÙ� s ý � Á!ý0t² � Á@ý±��²
fácilmentesevêque © é ponto-fixode Ì , pois Ì�Ý3© Þ ª\Á!ý]�ª©]ª«© .
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Tamb́emseconstatafácilmentequeumasoluç̃ao ² Æ deumaequac¸ãoqualquer²�ªßÌ�Ýµ² Þ
é um ponto-fixo de Ì , pois é tal que ² Æ ªhÌ�Ýµ² Æ Þ . Por exemplo, a função Ì
implı́citaem(2.7) é Ì�ÝJ² Þ ª���j¬ Å , e defacto Ì�Ý�� Þ ª�� .
Definição2.3(FunçãoCrescente)Seja ÌWy æ¡�¦ç umafunç̃ao, e Â ä e Â å
duasordensparciaisdefinidassobre æ e ç , respectivamente. A funç̃ao Ì diz-se-́a
crescente, oumonótona, seÍ g � g Û § æ ygQÂ ä g Û h Ì�Ý+g Þ Â å Ì�ÝPg Û Þ�
Teorema2.1(Pontos-fixosemReticulados) [Tarski 1955]Seja

- ®Óª � æyU:Â � umreticuladocompleto,

- Ìuy�æ«��æ umafunç̃aocrescentecomrespeitoa Â ;

- ¢ o conjuntodetodosospontos-fixosde Ì , i.é¢ ªzq@g § æou
Ì�Ý+g Þ ª�g�x
Então

- ¢ é não-vazioe
� ¢ U1Â � é um(sub)reticuladocompleto.

- Emparticular, o maiordetodosospontos-fixosÝ	¯ ¢ Þ eo menor Ý � ¢ Þ são
dadospor: � ¢ ª � q:²Óu
Ì�ÝJ² Þ±° ²	x (2.13)� ¢ ª � q:²Óu
Ì�ÝJ² Þ Âl²	x (2.14)

Demonstrac¸ãoz : Seja ��ª � q:²Óu
Ì�ÝJ² Þ>° ²	x (2.15)

cuja exist̂encia é garantida pela completudedo reticuladosubjacente. É ent̃ao
claro que, para todoo ² tal que Ì�ÝJ² Þ±° ² , ²ËÂ�� . SendoÌ crescente, teremosÌ�Ýµ² Þ ÂÓÌ�Ý~� Þ (2.16)Ô

Esteteorema,a baseda teoriada recursividadeessencial̀a Informáticateórica, é conhecidopor
TeoremadeKnaster-Tarski,porderivar deumresultadopréviodeKnaster(1928).Estademonstrac¸ão,
de1939,só foi publicadaem1955.



2.2. SOBREAS DEFINIÇÕESRECURSIVAS 69

e, por transitividadede Â , ²ËÂ»Ì�Ý~� Þ (2.17)

Logo Ì�Ý�� Þ é ummajorante;como� é o menordosmajorantes,temos�ËÂ»Ì�Ý~� Þ (2.18)

e, por monotoniade Ì , Ì�Ý�� Þ Â»Ì�Ý�Ì�Ý~� Þ#Þ
ouseja, Ì�Ý~� Þ pertenceaoconjunto q:² u¾Ì�Ýµ² Þ±° ² x ; consequentemente,Ì�Ý~� Þ Â�� (2.19)

por (2.15). As fórmulas(2.18,2.19)implicamque � é um ponto-fixode Ì , i.é o
maior (‘join’) detodosospontos-fixosde Ì :� ¢ ª � q®² u¾Ì�Ýµ² Þ±° ² x § ¢ (2.20)

o quecompletaa demonstraçãode(2.13).Nademonstraçãode(2.14)considera-
se o reticuladodual, ®¾Û�ª � æBU ° � , que é tamb́emcompletoe onde Ì é ainda
crescente. O ‘meet’ em ® correspondeao ‘join’ em ®¾Û ; aplicandoaqui (2.20),
concluimos � ¢ ªÚ��q®² u¾Ì�Ýµ² Þ Â�² x § ¢
Falta-nosagora demonstrar que

� ¢ U1Â � é reticuladocompleto.Sejas g � {.t8ªrq:² § æou}g�ÂÓ²ËÂ {÷x
a designac¸ão de um intervalo em æ , e ²Ùª ¯ æ . Seja � f³¢ . O sistema� s"¯�� � ²�t(U:Â � é umreticuladocompleto.Logo, ospontos-fixosde Ì , restringida
ao intervalo s ¯ � � ²�t , têmumg.l.b. É § ¢ , cf. equaç̃ao (2.17). Ora Éµ´ T para
qualquer T § � , pois Éª´ ¯ � . Logo É é o û } �n}é{q} de � no sistema

� ¢ U1Â � . Oó5} û } {q} de � nestesistemaobt́em-sepor racioćınio dual. Q.E.D.�
Exerćıcio 2.1 Sejadadaaaplicaç̃aorealdevariável realÕ é � ª ' «�ªn�aë � ª ' «�ªn��·¶ : ³ J Ç
impĺıcita nadefiniç̃aorecursiva (2.7).

1. Mostrequeo intervalo

� ª ' «�ªn� , ordenadopelarelaç̃ao
�¹¸��

emIR, éumreticuladocompleto.

2. Mostreque
Õ

é crescenteemrelaç̃aoa
¸

.

3. Apliqueo teoremadeTarskiparamostrarqueo sub-reticuladodassoluç̃oesdadefiniç̃ao(2.7)
éo conjuntosingular

þ r1� .
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Figura2.1: Limite deumacadeiaascendentenumac.p.o.

Â
O teoremaanteriordeixaemabertoduasquest̃oesdenaturezaprática:

- não sendo Ã , em geral, um conjuntosingular, como dar um significado
“ único” aumaequac¸ão ÄÆÅ«Ç@È~Ä,É ?

- como“mecanizar”o cálculodessesignificado?

É o quevamosverdeseguida.

Definição2.4(C.p.o.) Seja Ê umaordemparcial sobre Ë tal que

- Ì�Í�Î�Ë�Ï�ÈÑÐ,Ò�ÎµË�ÏvÍÊ£Ò¼É i.é Ó�ËÕÔ�ÊgÖ é limitada inferiormente.

- todaa cadeiaascendenteÒv×ØÊ�ÒcÙhÊÛÚ�Ú�Ú,Ê�Ò�Ü>Ê�Ò�ÜzÝaÙÞÊÛÚ�Ú�Ú deelementos
de Ë temumlimite superiorem Ë , i.éßàÜâáã× Ò�Ü@Î�Ë
cf. Figura 2.1.



2.2. SOBREAS DEFINIÇÕESRECURSIVAS 71

Dizemosent̃ao que Ë é umconjuntoc.p.o(‘completepartially-orderedset’), ou
simplesmente, umac.p.o(‘completepartial order’). ä
Exerćıcio 2.2 Mostrarque å�æWç , ordenadopor è tal queé èjê¡ënì�íîðï'ñnòÕó é�ô%õ ï'ñnòÞó ê ô¼ö>÷ùøLú ï'ñnòÞó é�ô%û'é ó ø^ô î ê ó ø^ô
é um conjuntoc.p.o.Â
Definição2.5(FunçãoContı́nua) SejamË e ü doisconjuntosc.p.o.e Ç�Ï�Ë«ýü umafunç̃aoentre eles. Ç dir-se-́a cont́ınuasse

Ç@È ßàÜâáã× Ò Ü É¡Å ßàÜâáã× Ç@ÈuÒ Ü Éä
Exerćıcio 2.3 Mostreque

1. todaa funç̃aocont́ınuaécrescente;

2. a funç̃aoidentidade
é ózþ ô îÆþ é crescenteecont́ınua;

3. todaa funç̃aoconstante
é ózþ ô î�ÿ é crescenteecont́ınua.Â

O teoremaseguinte fornece-nosum “algoŕıtmo” paracalcularmoso menor
dospontos-fixosdeumadefiniç̃aorecursivasobrec.p.o.s.

Teorema2.2(Primeir o Teoremada Recursividade) [Kleene1952]SejaÈuËÞÔ�ÊgÉ
umac.p.o. e Ç ÏfË ý Ë umafunç̃ao cont́ınua. Então o menordospontos-fixos
de Ç , designado� Ç , existee é determinadopor� ÇµÅ ßàÜâáã× Ç Ü È3ÍVÉ

Demonstrac¸ão: Se Ç é cont́ınua é tamb́em crescente. Logo È3Ç Ü È	ÍVÉpÉ ßÜâáã× é
umacadeiaascendentee temum �pÚ �aÚ���Ú quedesignaremospor � Ç . Vamosagora
mostrar que � Ç é o menorponto-fixode Ç , emdoispassos:
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1. � Ç é ponto-fixode Ç : SendoÇ cont́ınua,teremosÇ@È � ÇãÉ Å Ç@È�� ßÜzá�× Ç Ü È	ÍVÉpÉÅ � ßÜzáã× Ç@ÈuÇ Ü È	ÍVÉÅ � ßÜzáã× Ç ÜzÝ Ù È3ÍVÉÅ � ßÜzá Ù Ç Ü È3ÍVÉÅ � Ç
Logo � Ç�Å�Ç@È � ÇãÉ .

2. � Ç�Ê	� para qualqueroutro ponto-fixo� de Ç :

(a) primeiro,mostraremosque Ç Ü È3ÍVÉ>Ê	� para todoo 
��	 , por induç̃ao
sobre 
 :
Para 
@Å� , Ç × È3ÍVÉ¦ÅðÍWÊ��
Para 
��	 , temosÇ Ü��ãÙ È3ÍVÉ>Ê	� por hipótesedeinduç̃ao; ent̃aoÇ Ü È	ÍVÉ Å Ç@È3Ç Ü���Ù È3ÍVÉ/ÉÊ Ç@È��¼ÉÅ �
pois Ç é crescentee � é ponto-fixode Ç .

(b) SendoÇ Ü È3ÍVÉ�Ê�� para 
��� , temosque � é majoranteda cadeiaÈuÇ Ü È3ÍVÉ/É ßÜâáã× ; massendo� Ç o �NÚ �aÚ ��Ú dessacadeia,teremosque� Ç�Ê�� ,
comoqueŕıamos.ä

Exerćıcio 2.4 Seja é¹û�� ���������! � ���������þ#" $&%(')
a função real de variável real impĺıcita na definiç̃ao recursiva (2.7). Considereo intervalo [0,10]
ordenadopela relaç̃ao þ è�* em IR, com limite universal inferior + î � , e � î-, ø þ , onde, ø þ û/. IR  IR éa funçãoquecalculao máximodeum conjuntodereais.

1. Mostreque
é

é cont́ınua.

2. Mostrequeasoluç̃aodaequac¸ão(2.7)peloTeoremadeKleeneédadapor0 é î21438ò6587:9;$�< ó .>= �. 5�?A@ ô î2BÂ
As resoluç̃oesdosExerćıcios2.1e2.4mostram-nosduasmaneirasderesolver

aequac¸ão ÄÆÅDCFEHGI quesãomaiscomplicadasdoquearesoluç̃aohabitual,pois
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essesexerćıcios ignorampropriedadesquesãoválidassobreIR. No entanto,em
muitosoutroscasosessasmaneirassãoasúnicasdispońıveis,comojá vimos. É
o casodaequac¸ão(2.12),quevamosagoraresolverpeloTeoremadeKleene,emÓKJMLONPL±ÔRQTS�UùÖ . Teremosent̃ao:Ç ÏVJ LONPL ý J LONPLÄ W X	Y�X[Z¡Ä (2.21)

e Ç × ÈKUùÉ Å UÇ Ù ÈKUùÉ Å Ç@È3Ç × ÈKUùÉpÉÅ Ç@È�U�ÉÅ X	Y�X[Z\UÅ XÇ I ÈKUùÉ Å X	Y�X[Z]XÅ X	Y�X I
...Ç Ü ÈKUùÉ Å ^ Ü_ á Ù X _

Logo � Ç Å ^ ßÜâáã× Ç Ü ÈKUùÉÅ ^ ßÜâáã× È ^ Ü_ á Ù X _ ÉÅ ^ ß_ áaÙ X _Å X Ý (fecho transitivode X )

Omitimos,por raz̃oesdeeconomiadeexposiç̃ao,duasdemonstrac¸õesimpor-
tantes:que ÓKJ LONPL ÔRQTS�U�Ö é umac.p.o. e quea aplicaç̃ao Ç da definiç̃ao (2.21)
é cont́ınua— o quedecorredaspropriedadesdos conjuntose fica dadocomo
exerćıcio.

Em resumo: dadaa garantiada suaexistênciaem c.p.o.s e o caŕacter“al-
goŕıtmico” do seucálculo via Teoremade Kleene,é vulgar consideraro menor
dospontos-fixosÈ � ÇãÉ comosendoo “significado” ‘standard’de umadefiniç̃ao
recursiva Ä�Å�Ç@È~ÄfÉ
O quenãoimpedequehajaoutrospontos-fixos,́e claro.

Exerćıcio 2.5 Verificarsea relaç̃aouniversal ` < ` úa./b&cdb é o maiordetodosospontos-fixosda

equac¸ão þgî2egfaeih,þ .Â
Note-seagoraqueo testedecontinuidadedeumafunçãopodeserlargamente

simplificadopeloteoremaseguinte.
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Teorema2.3(Continuidade deFunções) Seja Ç@È~Ä,É uma express̃ao em Ä defi-
nidapelacomposic¸ãodefunç̃oescrescentese davariável Ä . Então Ç é cont́ınua.

Demonstrac¸ão: Faz-sepor induç̃ao estrutural sobre a álgebra dos termos
onde Ç est́a definida. Assim, Ç@È�ÄfÉ ou é Ä (identidade)ou é uma constantej ,
ou é da forma k�ÈuÇ Ù È~Ä,ÉlS^Ú�Ú�ÚRSnÇ�mãÈ�ÄfÉ/É onde k é crescentee cada Ç Ü È~Ä,É é umaex-
press̃ao em Ä envolvendofunç̃oescrescentes.Nosdois primeiros casos,Ç@È~Ä,É é
cont́ınua,cf. Exerćıcio 2.3.No terceiro caso(geral), mostraremos

1. que Ç é crescente;

2. que � ßÜâáã× Ç@È~Ä Ü É>Ê Ç@È�� ßÜzá�× Ä Ü É ;
3. o facto(2) nadirecç̃aooposta(� emlugar de Ê )

A conjunç̃aodosresultados(2) e (3) garante, por antissimetriade Ê , o resultado
quequeremosprovar.

1. Seja n Êo� ; ent̃ao, se cada Ç�Ü/È�ÄfÉ é cont́ınua por hipótesede induç̃ao,
tamb́emé crescente;logo Ð>pÊ�
�Êrq Ï¡Ç�Ü/È�n�É�Ê�Ç�Ü/È��cÉ . Então, porquek é crescenteemtodososseusargumentos,temosk�ÈuÇùÙ�ÈKnvÉ/S�Ú�Ú^Ú/SnÇ m È�n�ÉpÉ>Ê[k�ÈuÇ�Ù�È��cÉlS^Ú�Ú�ÚRSnÇ m È��cÉpÉ
i.é Ç@ÈKnvÉ>Ê¥Ç@È��cÉ
Logo Ç é crescente.

2. Como ÄfÜVÊ � ßÜzáã× Ä�Ü para qualquer 
T�s , ent̃ao, pelo resultadoanterior,Ç@È~Ä�Ü	ÉÊ Ç@È � ßÜâáã× Ä�Ü	É para qualquer 
t�u . Logo, no limite È�
�ýwv�É ,� ßÜâáã× Ç@È�Ä�Ü	É±Ê£Ç@È � ßÜzáã× Ä�Ü	É .
3. A hipótesede induç̃ao aqui garante-nosque Ç _ È � ßÜâáã× ÄfÜ3É�Ê � ßÜzá�× Ç _ È~ÄfÜ)É

para pVÊyx�Ê�q ; logo,Ç@È � ßÜâáã× È~Ä�Ü	ÉpÉ Å k�ÈuÇùÙ�È � ßÜâáã× Ä�Ü	ÉlS�Ú^Ú�ÚRSnÇ m È � ßÜâáã× ÄfÜ)ÉpÉÊ k�È � ßÜâáã× Ç�Ù�È~ÄfÜ)ÉlS�Ú^Ú�ÚRS � ßÜzá�× Ç m È~ÄfÜ)ÉpÉ (2.22)

Notemosagora que, para cada pVÊ(x�Ê�q , vai existir um 
 _ �	 noqual se
atingeo limite dacadeiacorrespondente, ouseja,

j���
 _:z È ßàÜâá&{ Ç _ È�Ä�Ü)É¦Å«Ç _ È~Ä}|ùÉpÉ
Seja
 × o máximode 
 Ù S�Ú^Ú�Ú/S~
�m . Então,para cada pVÊ(x¨Ê	q ,ßàÜâá&{ Ç _ È~Ä�Ü	ÉPÅ�Ç _ È~ÄfÜ���É
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Assim,podemosreescrever (2.22)emk�ÈuÇ�Ù�È~Ä�Ü8��ÉlS�Ú^Ú�ÚRSnÇ m È�Ä�Ü8��É/É Å Ç@È�Ä�Ü8�^ÉÊ � ßÜâáã× Ç@È~ÄfÜ3É
Combinandoresultados,temosent̃ao,por transitividadede Ê ,

Ç@È ßàÜâáã× Ä Ü É>Ê ßàÜzá�× Ç@È�Ä Ü É
ouseja, Ç é cont́ınua.

Q.E.D.ä
Assim, por exemplo,a continuidadede Ç@È~Ä,É�Å�X-Y(XHZVÄ resumir-se-́a a

demonstrarqueaunião Y e �ãÈ~Ä,ÉPÅ�X�Z�Ä , paraqualquerXHQ Ã-��Ã sãofunções
crescentesemrelaç̃aoà inclus̃aodeconjuntos( Q ).

2.3 ModelosSem̂anticosRecursivos

2.3.1 Moti vação

Apósestaexposiç̃aosobreresultadosgeńericosdateoriadarecursividade,cumpre-
nosaplicá-losaonossocontexto inicial — a definiç̃ao recursiva dosmodelosde
esṕeciesemSets. MesmoseminvestigarmosalgumaestruturaordenadaemSets,
podemosjáavaliarmodelos“patológicos”como� È���É¡Å � È���É
(i.é �ØÅH� ) que“nãodefinemnada”,ou seja,

� ÈK��ÉgÅsU ; defacto,esteé o menor
dospontos-fixosdadefiniç̃aoacima,para Í�Å�U emSets. Qualseŕa a ordem Ê a
impôr a Sets? Peguemosnaequac¸ão(2.5)denovo,� 
�����Å����t� �:� Y���� � 
��R� (2.23)

epensemosagorano(meta)significadodosinal“=” queáı ocorre.Dequetipo de
“igualdade”setrata?Porexemplo,quandoescrevemos� �,Òdq���
	ÒØÅ�� �Þ× (2.24)

queremosdefactodizerqueQuantiaé o nomequedamosa � �Þ× no modelo?Ou
queremosdizerquea todaa quantia� correspondeum númeronaturalquerep-
resentao númerodeunidades,deumadeterminadamoedapadr̃ao,(e.g. escudos)
que � cont́em?
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Parecemais razóavel estasegundainterpretac¸ão. De igual modo,a todo o
númeronatural q correspondeumaquantia,queé a quantiacujo valor é q numa
determinadamoedapadr̃ao.Assimsendo,estamosadizerqueQuantiaé isomorfa
de � � × , ouseja,devemosreescrever(2.24)para� �,Òdq���
	Òg�Å � �Þ×
Note-sequea substituiç̃ao,nummodelo

�
, deum conjuntopor um seuisomorfo

é “paćıfica” emtermossem̂anticos,porquantonãoalteraa congrûencia �Å6� . De
facto,doismodelosisomorfos

� �Å�� sãosem̂anticamenteindistingúıveis. Por-
tanto,podemosreescrever (2.23)para� 
���� �Å ���t� �:� Y���� � 
��R� (2.25)

obtendoumadefiniç̃ao maisgeralparaa mesmasem̂anticade List. Fiquemos,
assim,coma ideiageraldeque,nummodeloemSets, não“valea pena”distigu-
irmosmodelosisomorfos,ouseja,semprequedeclaramos,para�hÎt� ,� È���É¡Å��
estamosa dizerqueo portadorde � na álgebra

�
é isomorfodo conjuntoquea

express̃ao � designaemSets.
Notemosagoraque,emSets,Ë���ü ÅDU z Ë�YÆü �Å Ë	E�ü (2.26)

Logo,tamb́empodemosescrever� 
���� �Å � �t� �F� E(��� � 
��R� (2.27)

em lugarde (2.25),pois �t� �¢¡Î��£� � 
���� por nãoserum par-ordenado.Mais
ainda,todososconjuntossingularessãoisomorfosentresi:�R�¤� �:� �Å ��U � �Å �Mp � �Å Ú�Ú^Úd�Å p (2.28)

podendoserabstractamentedesignadospeloobjecto(“canónico”) p ; assim,(2.27)
reescrevepara � 
��R� �Å pOE;�¥� � 
��R� (2.29)

Vamosagoramostrarque �§¦ — cf. definiç̃ao (1.48) — é umasoluç̃ao, i.é
ponto-fixode(2.29).Queremosportantoprovarque� ¦ �Å pOE;�¥�¨� ¦ (2.30)

Ora �§¦ Å ^ Ü�©f× � Ü�Å ª Ü�©�× � Ü (2.31)
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por umaaplicaç̃aode(2.26)iteradaa 
 -argumentos� Ü , quesão todosdisjuntos,
poistemosque Ë ¡Å ü z �¤«¨���¤¬�Å�U (2.32)

(leia-se:duasaplicaç̃oescomigualcodoḿınio � masdoḿıniosdiferentesË e ü
nuncapodemsera mesmaaplicaç̃ao). Substituindo�§¦ no ladodireito de(2.30)
via (2.31)teremos: � ¦ �Å pOE;�¥� È� Ü�©f× � Ü É
quereescrevepara � ¦ �Å pOE� Ü�©f× �¥��� Ü (2.33)

iterandoa 
 -argumentosa seguintelei distributivaË-� ÈuüDE	®hÉ �Å Ë���üDE�Ë-�2® (2.34)

válidaemSets. Somosagoratentadosa escrever � ÜâÝ Ù emlugarde �o�¯� Ü , em
(2.33);defacto,a funçãoconsatŕasestudada(1.85)estabeleceo isomorfismo���¨� Ü �Å � ÜzÝ Ù (2.35)

da esquerdaparaa direita. Fazendoumamudanc¸a de variável, xªÅ�
>E°p , ree-
screvemos(2.33)para � ¦ �Å pOE�_ ©ãÙ � _
Finalmente,p podesersubstitúıdopor � × , já que� × �Å p (2.36)

(leia-se:o conjuntode todasasfunçõesdedoḿınio vazioe contradoḿınio � , é
singular— cont́emapenasa funçãototalmenteindefinida);portanto,�§¦ �Å � × E ª _ ©�Ù � _�Å ª _ ©f× � _�Å ^ _ ©�× � _Å �§¦
ouseja,�§¦ é ponto-fixode

� 
����±�Å pOE;�¥� � 
��R� , comoqueŕıamos.
Seŕao menordospontos-fixos?Antesderespondermos,vamosreflectirsobre

o racioćınio acima,analisandoemmaisdetalhea álgebraquelheest́a subjacente.
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2.3.2 Intr oduçãoaoCálculo de Isomorfismoem ²´³dµR¶
As propriedades(2.26),(2.32),(2.34),(2.35)e (2.36)sãoapenasumaamostrada
álgebraquenospermite,em �±����� , raciocinarsobreestruturasdedadosisomorfas.
De facto,não é difı́cil mostrar(e.g. por argumentosde cardinalidadesou estab-
elecimentoexplı́cito debijecç̃oes)que � e E têmem �±����� aspropriedadesdeum
semi-anelcomutativo, a menosdeisomorfismo( �Å )

I
:

Ë��µü �Å ü·�µË (2.37)Ë-� Èuü·�¯®hÉ¸�Å ÈuË-��üØÉ\�¯® (2.38)Ë-�§p¹�Å Ë (2.39)Ë�E�ü �Å üºE�Ë (2.40)Ë�E�ÈuüºE�®hÉ �Å ÈuË�E�üØÉ&E�® (2.41)Ë�E� �Å Ë (2.42)Ë-�2 �Å  (2.43)Ë-� ÈuüºE�®hÉ �Å ÈuË-��üØÉ&E�È�Ë-�¯®hÉ (2.44)

É assimque— tal comovimos na secç̃ao 1.3.1— faz sentidoescrevermos
produtosfinitos, Ë Ù � Ú�Ú^Ú»��Ë6m i.é ¼ mÜâá Ù Ë Ü (2.45)

assimcomouniõesdisjuntasfinitas,

ËVÙ½E�¾R¾�¾�E�Ë m i.é

m Üâá Ù ËgÜ
e tem-seque Ë�� Ú�Ú^Ú¿�µËÀ Á/Â Ãm �Å Ë m (2.46))

Semi-anelenãoanelporquenãohá inversosaditivos,isto é, % �K� nãoformamumgrupo(formam
ummońoideabeliano).Ali ás, < ��� tamb́emformamummońoideabeliano.

Recomenda-seaoleitor queacompanheo estudodestasleiscomumaańaliseinformaldoseusigni-
ficadopráticoà luz dacorrespond̂enciadafigura1.5,dapágina25. Porexemplo,aassociatividadedo
produto(2.38)converte-senaseguinteequivalênciaóbvia entreestruturasdedadosrecord :

record
F: A;
S: record

F: B;
S: C;

end
end;

equivalentea

record
F: record

F: A;
S: B

end;
S: C;

end;

emPASCAL.
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Ë�E�Ú�Ú^Ú E�ËÀ Á/Â Ãm �Å q§��Ë (2.47)

comoseesperava. E, é claro,os operadoresE e � são compat́ıveiscom �Å , ou
seja,se Ë �Å ü e ® �ÅDÄ , ent̃ao

Ë-�¯®��Å ü·� Ä
e Ë�E�® �Å üºE Ä
o que nos permitesubstituir isomorfospor isomorfos,estruturalmente,cf. por
exemploo saltode(2.27)para(2.29).

Exerćıcio 2.6

1. Demonstrea validade,em Sets, dasleis acimacitadas,isto é, estabelec¸a bijecç̃oesentreos
membrosdecadalei, ouuseargumentossobreassuascardinalidades.

2. Quaisdessasleis justificamo resultado� % �¸Åî .DÆ
(2.48)

Â

2.3.3 Pontos-Fixosem ²´³dµR¶
Vimosnasecç̃aoanteriorquea estruturadeSetsé bastanterica empropriedades
que nos permitemracioćınios como o que fizemosna secç̃ao 2.3.1. Contudo,
reparamosquenão existeminversosaditivos nemmultiplicativos. Por issonão
podemos“resolver” (2.29)emordema

� 
���� , obtendo�y¦ ; emvezdisso,limit ámo-
nosa conjecturarque �§¦ podiaserumasoluç̃aoeprovámo-lodeseguida.

Umamaneiradedescobrir�§¦ comosoluç̃aoseriacalcuĺa-lavia Teoremade
Kleene,seissofôr posśıvel. Mesmoantesde investigarmosumatopologiaque
sejaadequadaemSetsparao efeito,construamosa correspondentecadeiaascen-
dentedeKleene,a partir de  (i.é U ):
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Ç × ÈKùÉ Å Ç Ù ÈKùÉ Å pOE(�¥�2�Å pOE;�Å pÇ I ÈKùÉ Å pOE(�¥�§p�Å pOE(�ÇÈÇ�ÈKùÉ Å pOE(�¥�-È�p]E;�É�Å pOE(�¢E;� I
...Ç Ü ÈKùÉ Å ª Ü��ãÙ_ ©f× � _
...

É ÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊËÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÊÌ
(2.49)

queparecetender, defacto,para ª _ ©f× � _ �Å �§¦ .
Em quesentidoé a cadeia(2.49) umacadeiaascendentelimitada superior-

mente?Ali ás,qualé aordem(c.p.o.) subjacente?
É imediataa constatac¸ãodequeumatal ordemteŕa quecompararconjuntos

em Sets“a menosde um isomorfismo”,já que a igualdadeentreconjuntosé,
emSets, umarelaç̃aodeequivalênciafina demais.Portanto,nãonosserve como
ordem( Ê ) deKleenea simplesrelaç̃ao de inclus̃aoentreconjuntos( Q ), já que,
porexemplo,pretendemosque pVÊºpOE;� (2.50)

— cf. Ç Ù ÈKùÉ>Ê Ç I È�vÉ em(2.49)— sejaverdadeiro,e temosquepÍQºpOE;�
é falso.

A ordemquenosserve seŕa, pois,a de“subconjuntoa menosdeum isomor-
fismo”, ouseja

�³Ê�Î ÏRÐ�ÑÅ Ì»��Q[Î ÏÒ� �Å �Ó Ì»ÔµÏV� ýoÎ Ï h é injectiva
(2.51)

Reparemosagoraqueestaordemsatisfaz(2.50)defacto:podemosescolherparaÔ a injecç̃aode p nauniãodisjunta pOE(� , isto é:
NÙ Ï¿p ý pOE(�Ä W È�pVSpÄfÉ
cf. (1.16).
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Genericamente,paratodoo Ë´S/ü verifica-seË Ê Ë�E�üü Ê Ë�E�ü
atravésdasduasinjecç̃oes
 « e 
 ¬ associadasaoco-produtoË¨E�ü . Assim,é fácil
verificarqueacadeia(2.49)édefactoascendenteemrelaç̃aoàordem(2.51),pois
é tal que Ç Ü ÈKùÉ�� Å Ç Ü���Ù È�vÉ&E;� Ü���Ù
para
½�[ , ouseja Ç Ü���Ù ÈKùÉ>Ê Ç Ü È�vÉ

Notemos,contudo,que Ê nãoé umaordemparcial,massimumapré-ordem,
já quenãoverificaa propriedadedeantissimetria:�³Ê�Î�Õ¨Î Ê	� ¡z � ÅDÎ
O queseverificaé �³Ê�Î�Õ¨Î Ê	� z � �Å Î
ou seja,o fechosimétrico da pré-ordemÊ é a relaç̃ao de isomorfismoem Sets.
Isto significaqueteremosqueabordaro cálculo de limites de Kleene, � ßÜâáã× Ç Ü ,
nãoexactamenteemSets, massim noquociente�±������Ö´� Å . Masesseestudoapro-
fundadofica, de momento,por fazer, já quemereceumaabordagemcategorial
suficientementegeral.

Exerćıcio 2.7 Discutaformalmenteavalidadedaafirmaç̃aoseguinte,em ×»Ø~Ù�Ú :
-
�

é o menordospontos-fixosdadefiniç̃aoÛ 3 Ú�Ù Åî�Ü < Û 3 Ú�Ù
Â
Exerćıcio 2.8 Ser̃aoasconstruc¸õesbásicasdanotaç̃ao ×»Ø~Ù�Ú (produto,co-produtoe exponenciac¸ão)

mońotonascomrespeitòaordem è (2.51)?Justifiqueadequadamente.Â
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2.3.4 FuncionalidadedeModelosRecursivos

O leitor com certezareparouquegrandepartedo nossoesforço na construc¸ão
de especificac¸õesrecursivasse centrouna definiç̃ao de modelospossivelmente
recursivosparaasesṕecies,ignorandoat́e agoraosmodelosparaosoperadores.

Nestasecç̃aovamosjustificaressaatitudemostrandoqueosmodelosdeoper-
adoresdevemserconstrúıdosapósteremsidodefinidososmodelosdasesṕecies
envolvidas. Mais do queisso,umaboapartedessaconstruc¸ão é induzidapelas
estruturasescolhidasparamodelarasesṕecies.

Vejamoscomo: vamossuporqueumaassinaturaÝ Ï±Þ ý¸�±ßà�y� admite
duasesṕecies� e á e admiteumoperadorÇ ÏV� ýoá
Vamossuporaindaquejá seescolheram,numdeterminadomodelo

�
, asestru-

turas � È���É �Å Ë-�µü� È�á�É �Å ®
paramodelosde � e á em

�
, sendoËâS/ü�S�® conjuntosfinitosemSets. Queremos

agoraconstruiro modelo � ÈuÇãÉ>Ï�Ë°��üÛýo® (2.52)

de Ç em
�

.
É evidenteque

� ÈuÇãÉ vai dependerdasem̂anticaquetivermosemmenteparaÇ . Mas, teremosliberdadeabsolutaquantoaoqueescrevermossobre
� È3ÇãÉ ? A

primeiralimitaçãoéa queresultade(2.52),ousejaÐfÄ�ÎµË-��ü ÏvÇ@È~ÄfÉ�Î2®
(voltamosasimplificar

� ÈuÇãÉ em Ç ). Mas Ä�Î�Ë;�Þü significaque ÄÆÅÛÈ�Ò}S��'É para
algum Ò�Î�Ë e �hÎ ü , cf. (1.15). Isto tema ver coma construc¸ão(categorial) do
próprioprodutoË-�µü , dadapelodiagrama(1.18),comovimos.

Somosassiminduzidosaesboc¸arÇ@È�ÄfÉ ÏRÐ�ÑÅ ����� ÒjÅ[ã Ù È~Ä,É��Å[ã I È�ÄfÉ
�q Ú^Ú�Ú/Ò Ú�Ú^Ú~�aÚ�Ú^Ú (2.53)

onde“ Ú^Ú�Ú/Ò Ú�Ú^Ú~�aÚ�Ú^Ú ” éumaqualquerexpress̃aoenvolvendoasvariáveis Ò e � , com
resultadoem ® , e ããÙ e ã I sãoasduasselecc¸õescańonicasassociadasaoproduto
cartesiano— relembrar(1.18). Referir-nos-emosa (2.53)comosendoa forma
“canónica”— ou ‘kit’ — paraescrevermosfunçõessobreprodutoscartesianosÇ .ä

Este‘kit’ estende-senaturalmenteaoprodutofinito de å conjuntosæèç5�é�@ å 5 , i.é å @ <´ê�ê�ê�< å ç ,
envolvendo å selecc¸õesë @ a ë ç .
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Vejamosagorao queaconteceseo modelode � em
�

for� ÈK��É��Å Ë�E�ü (2.54)

cf. (1.16). De acordocom estaequac¸ão, se Ä Î Ë-E�ü ent̃ao ÄÛÅ È�pVS/Ò¼É ouÄ¥Å È�JPS���É , para Ò�Î�Ë e ��Î�ü . Relembremosque ËDE�ü é a uniãodisjunta
de Ë e ü , querdizer, valores�Î-Ë	��ü queseconfundiriamem Ë	Y�ü (união
normal)nãoseconfundemem Ë¨E�ü poissão“injectados”em Ë¨E�ü apósprévia
etiquetagem:com p , sevêmde Ë , ou J sevêmde ü — relembrarasinjecç̃oes
 Ù S~
 I em(1.27,1.28).

Seŕa quevolta a existir algum‘kit’ paraa definiç̃aode
� È3ÇãÉ , induzidoagora

pelaunião-disjunta(2.54)? Esse‘kit’ deverá reflectir o actode testecorrespon-
dentea Ä serumargumentoquefoi injectadode Ë ou foi injectadode ü ,

Ç@È~Ä,É Ï�Ð�ÑÅíì ÄµÅ[
 Ù ÈuÒ�É z Ú�Ú^Ú/Ò Ú�Ú�ÚÄÆÅ�
 I ÈK��É z Ú�Ú^Ú��aÚ�Ú^Ú (2.55)

— recordar(1.29) e (1.30), por exemplo. Aqui “ Ú�Ú�Ú/ÒgÚ^Ú�Ú ” é umaqualquerex-
press̃ao em Ò Î�Ë com valor em ® , e “ Ú�Ú�Ú��aÚ�Ú�Ú ” é umaqualquerexpress̃ao em� Î�ü tamb́emcomvalorem ®[î .

Umavers̃aomuitovulgarizadadoesquema(2.55)é a seguinte,

Ç@È~ÄfÉèÏRÐ�ÑÅ ì is-ËÕÈ�ÄfÉ z Ú^Ú�Ú/ÄÞÚ�Ú^Ú
is-ü�È�ÄfÉ z Ú^Ú�Ú/ÄÞÚ�Ú^Ú (2.56)

que— com algumabusode linguagem— ignoradeliberadamenteasinjecç̃oes
 Ù e 
 I , substituindoa suamanipulac¸ãopelos(meta)predicadosis-Ë e is-ü , que
decidemse um dado Ä “ é de Ë ” ou “ é de ü ”. Um casoparticularde união-
disjuntaéaforma pÈE�Ë , relembrar(2.29).Nestecaso,́e tamb́emvulgarsubstituir
osmeta-predicadosis- pvÈ~Ä,É e is-Ë È~Ä,É por

ì Ä�ÅD�t� � z Ú�Ú^ÚÄ ¡ÅD�t� � z Ú�Ú^Ú (2.57)

nestecontexto, cf. (2.28) ï .
Notemosagoraque‘kits’ como(2.53)ou (2.55)podemsercompostosestru-

turalmente,compotencialsimplificaç̃aodo processodeescritadeespecificac¸ões
funcionais.Porexemplo,paraÇ Ï»pOE;�¥� � 
��R�@ý!® (2.58)ð

Este‘kit’ estende-senaturalmenteaosomat́orio de å conjuntosª ç5�é�@ å 5 , i.é å @ %¯ñ�ñ�ñl% å ç ,
envolvendo å injecç̃oes3 @ a 3 ç .ò

Estanotaç̃aoé habitualemmetodologiascomoVDM (‘ViennaDevelopmentMethod’)cf. secç̃ao
deNotasBibliogr áficasdestecaṕıtulo.
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— relembrar(2.29)— escreveremosacomposic¸ão

Ç@È~ÄfÉèÏRÐ�ÑÅ ó
ÊÊô ÊÊõ ÄÆÅD�t� � z Ú�Ú^ÚpÄÞÚ^Ú�ÚÄ ¡ÅD�t� � z �K�R� ÒØÅ�ã,Ù�È~ÄfÉ��Å[ã I È~Ä,É
�q Ú�Ú^Ú/Ò Ú�Ú�Ú��aÚ�Ú�Ú (2.59)

queéguiadapelaestruturadaexpress̃ao p±Ey�ö� � 
���� (uniãodisjuntaprimeiroe
depoisproduto,nosegundoargumentodaunião).

Vejamosagoraemquemedidaestatécnica(estrutural)deespecificac¸ão fun-
cional é aplicável na generalidadedoscasos.Por exemplo,vamosagoratentar
construir, estruturadamente,aespecificac¸ãodooperador� ����÷¯�¹Ï � 
��R� ý JMø� ����÷¯�vÈ~ÄfÉ ÏRÐ�ÑÅ Ú^Ú�Ú
quedeverásabercalcularo númerodeelementosdeumalista �@Î � 
��R� , para

� 
��R�
definidopor (2.29),i.é ù � 
��R�±�Å pOE;�¥� � 
��R�

Somosnaturalmentetentadosausaro esquema(2.59),registandodeimediato
queo conjuntodoselementosdeumalista ÄÆÅD�t� � é vazio:

� ����÷¯�ùÈ�ÄfÉ Ï�Ð�ÑÅ ó
ÊÊô ÊÊõ ÄÆÅD�t� � z UÄ ¡ÅD�t� � z ����� ÒjÅ�ããÙ�È�ÄfÉ��Å�ã I È~ÄfÉ
�q Ú^Ú�ÚnÒgÚ^Ú�Ú~�aÚ^Ú�Ú

Reparemosagoraque ��Î � 
��R� , o quesignificaque � ����÷¯�vÈK�'É é umaexpress̃ao
matematicamentecorrecta,cujosignificadoé “os elementosdalistaqueseobt́em
de Ä retirando-lheo seuprimeiroelemento”.Ocorre-nosassimapormenorizac¸ão
seguinte, Ú�Ú^Ú/Ò Ú�Ú^Ú~�aÚ�Ú^Úùý Ú�Ú^ÚpÒ Ú�Ú�Ú�� ����÷2�vÈ��'É,Ú�Ú^Ú
E só agorachegaaoportunidadedesermosverdadeiramentecriativos:paraobter-
mos � ����÷2�vÈ�ÄfÉ verificamosquebasta“juntar Ò a � ����÷¯�ùÈ��'É ”:Ú�Ú^Ú/Ò Ú�Ú^Ú~�aÚ�Ú^Ú ý Ú�Ú^Ú/Ò Ú�Ú�Ú�� ����÷2�vÈ��'É,Ú�Ú^Úý ��Ò � Y¨� ����÷2�vÈ��'É
obtendo

� ����÷¯�ùÈ�ÄfÉ Ï�Ð�ÑÅ ó
ÊÊô ÊÊõ Ä�Å��t� � z UÄ ¡Å��t� � z ����� ÒjÅ�ããÙ�È�ÄfÉ��Å�ã I È~ÄfÉ
�q ��Ò � Y�� ����÷¯�vÈK�'Éú

Relembraro mesmooperadoratŕasdefinidoaońıvel de Ü´û , cf. secç̃ao1.3.1.
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ouainda,

� ����÷2�vÈ�ÄfÉèÏ�Ð�ÑÅ ì ÄÆÅ��t� � z UÄ ¡Å��t� � z �RããÙ�È�ÄfÉ � Y�� �K�R÷¯�vÈ�ã I È~Ä,ÉpÉ (2.60)

eliminandoa cláusula‘let’ porsimplessubstituiç̃ao.
Vamosagorarepetiraestrat́egiadoexerćıcio anteriorparao operador�K��qÈ�d��Ô�Ï � 
���� ý � � ×����qÈ�ü��Ô%È�ÄfÉ Ï�Ð�ÑÅ Ú�Ú�Ú

quequeremosquecalculeo númerode elementosdeumalista Ä parao mesmo
modelo

� 
��R� . É imediatoobtermos,apartir daexperîenciaanterior,

����qÈ�ü��Ô%È�ÄfÉ Ï�Ð�ÑÅ ó
ÊÊô ÊÊõ ÄÆÅD�t� � z Ä ¡ÅD�t� � z ����� ÒjÅ[ããÙ�È�ÄfÉ�±Å�ã I È~ÄfÉ
�q Ú^Ú�ÚpÒ Ú�Ú^Ú~�K�RqÈ�ü��Ô ÈK�'É,Ú^Ú�Ú (2.61)

ondetamb́emcomeçamospor registarqueo comprimentode ÄÆÅ��¤� � é  .
Notemosagoraque a cabec¸a de Ä , ÒðÅ!ã,Ù�È~Ä,É , é irrelevanteparao nosso

resultado,já quea únicaconseqûenciadasuaexistênciaé o incremento,emuma
unidade,docomprimentodorestode Ä . Assim,instanciaremosÚ�Ú^ÚpÒgÚ^Ú�Ú�����qÈ�d��Ô ÈK��É,Ú�Ú^Ú�ýípOE;�K�RqÈ�ü��Ô ÈK�'É
nestecaso.Feitasassubstituiç̃oese simplificaç̃oes,derivamosde(2.61)a defini-
ção: ����qÈ�ü��Ô%È�ÄfÉ Ï�Ð�ÑÅýì ÄÆÅ��t� � z Ä ¡Å��t� � z pOE�����qÈ�d��Ô È�ã I È~Ä,ÉpÉ (2.62)

Em śıntese,podemosestabelecero seguinte‘kit’ — esquemamaisgeral—
paratodae qualqueroperac¸ão Ç de

� 
��R� paraumoutrodoḿınio ® ,Ç@È~ÄfÉ¡Å�ì Ä�ÅD�t� � z Ú^Ú�Ú/ÄÞÚ�Ú^ÚÄ ¡ÅD�t� � z Ú^Ú�Ú~ã,Ù�È�ÄfÉ,Ú^Ú�ÚqÇ@È�ã I È~Ä,ÉpÉ,Ú^Ú�Ú (2.63)

ondeoscontextoscomreticênciastêma mesmafuncionalidade(
� 
��R�¡ýí® ) queÇ . Comistoqueremosdizerquecadainst̂anciade Ç deveráserumasimplificaç̃ao

desteesquema-base.
Mashá subtilezasa considerarnessassimplificaç̃oes.Porexemplo,seja ÇÅÔA��Òüþ , o operadorquequeremosquedêa“cabeça” deumalistaem

� 
��R� . Teremos,
a partirde(2.63):

Ô¿��ÒüþfÈ~ÄfÉ¦Å·ì ÄÆÅ��¤� � z Ú^Ú�ÚpÄÕÚ�Ú�ÚÄ ¡Å��¤� � z ã Ù È�ÄfÉ (2.64)
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Querdizer, ÔA��Òüþ nãochegaa serumafunçãorecursiva. Mas,comocompletaro
contexto Ú^Ú�ÚNÄÞÚ^Ú�Ú para Ä Å¢�¤� � ? A nossaintuição “diz-nos” quea express̃aoÔA��ÒüþfÈ��t� � É não tem significado,já queumalista vazianão tem quaisquerele-
mentos,muito menosuma“cabeça” (primeiroelemento).O mesmotipo depro-
blemaocorrenadefiniç̃aodooperador�NÒd
�� , complementarde ÔA��Òdþ ,

�NÒd
��pÈ�ÄfÉ¦Å·ì ÄÆÅ��t� � z Ú�Ú^Ú ÿ ÿPÚ�Ú^ÚÄ ¡Å��t� � z ã I È~Ä,É
quenosdáo restodalista Ä .

2.3.5 OperadoresParciais

Os operadoresÔ¿��Òüþ e �NÒd
�� acimailustram uma dificuldademuito relevanteno
contexto dadefiniç̃aodeoperadoresnumaespecificac¸ão(modelo):podemexistir
valoresconcretosdeumargumentoÄ (pelomenos)deumoperadorÇ@ÈpÚ�Ú^Ú�SpÄ S�Ú^Ú�Ú"É
paraos quaisnão faz sentidoaplicaresseoperador. Isto é, se Ä�× é um desses
valores,ent̃ao Ç@ÈNÚ^Ú�Ú�S/Ä�×dS�Ú^Ú�Ú É é umaexpress̃aoemSetssemsignificadomateḿa-
tico.

Estetipo desituaç̃oesocorrecomfreqûenciaemMateḿaticaedesigna-sevul-
garmenteporparcialidade. Assim,diz-separcial todoo operadorÇ�ÏùË«ý³ü que
nãoaceitaa totalidadedosvaloresdoseudoḿınio Ë . Porexemplo,o operador� Ä�Ï IR ý IR (2.65)

não é total em IR ý IR, pois se Ä��· ent̃ao
� Ä não é um númeroreal. Já se

tivéssemosdefinido � Ä�Ï IR ý CC

emlugarde(2.65),teŕıamosumoperadortotal.
Já anteriormentecontactamoscomoperadoresparciais.Porexemplo,vimos

que ��ÔA��È~ÄfÉ (1.49)só est́a definidoparaconjuntossingularesÄ .
Háduasmaneiras“cl ássicas”pararesolvero problemadaparcialidadedeum

operador. Segundoaprimeira,omitem-sepuraesimplesmenteascláusulascorre-
spondentesa argumentossem̂anticamente“inconvenientes”.Pegandoem(2.64),
porexemplo,reduziremosa definiç̃aode Ô¿��ÒüþfÈ~ÄfÉ aÔ¿��Òüþ�È�ÄfÉ ÏRÐ�ÑÅu��Ä ¡Å��t� � z ã,Ù�È~Ä,É (2.66)

e ade �NÒd
��/È~Ä,É a �NÒd
��pÈ~Ä,ÉèÏ�Ð�ÑÅu�^Ä ¡ÅD�t� � z ã I È~ÄfÉ (2.67)

Nestecaso,aparcialidadée explicitamenteassumida,designando-seo testeÄ ¡Å��t� �
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a pré-condiç̃ao de �NÒd
�� , queé exactamentea mesmapré-condiç̃aode ÔA��Òüþ . Um
operadorparcialtomaassima formageńerica,Ç Ï�Ë ý üÇ@È~ÄfÉ ÏRÐ�ÑÅ ��� á�����È~Ä,É z Ú^Ú�ÚpÄÕÚ�Ú�Ú (2.68)

para Ç unário (semperdadegeneralidade),onde� á�� � Ï�ËðýoJ é umoperadorou
express̃aobooleana.

Estaestrat́egia paraa parcialidadeé a mais simples,à primeira vista, mas
obriga-nosa umcuidadoespecial.Sempreque Ç é envolvido numaexpress̃ao	 ÈNÚ�Ú^Ú�S Ç@È~ÄfÉ/S�Ú^Ú�ÚSÉ (2.69)

é precisoter o cuidadodegarantirque Ç@È�ÄfÉ est́a emcondiç̃oesdesercalculado,
i.é., que Ä é argumentoválido de Ä . Podeŕa mesmosernecesśario escrever, em
lugarde(2.69), � á���
 È~ÄfÉ z 	 ÈNÚ�Ú^Ú�S Ç@È~ÄfÉ/S�Ú^Ú�Ú"É
sendo� á���
�È�ÄfÉ tal que � á�� 
 È�ÄfÉ z � á�� � È~Ä,É
cf. (2.68). Querdizer, um operadorparcialsó podeserempregueem contextos
quegarantama suapré-condiç̃ao. Nestaabordagem,um operadorÇ que é to-
tal podeservisto comoum operadorparcialcujapré-condiç̃ao é universalmente
verdadeira,i.é, ÐfÄ�ÎµËWÏ � á�� � È~Ä,ÉPÅ�

A segundaabordagemcańonicaà parcialidadetomaumaopç̃ao inversa:em
lugar de restringir o doḿınio de uma função Ç ÏhË ý ü , alarga-lheo con-
tradoḿınio ü introduzindoum valor “indefinido” Í aoqualcorrespondemtodos
osvaloresÇ@È~Ä,É paraÄ�ÎµË tal que� á�� � È~ÄfÉ¡Å�� . Querdizer, define-seaseguinte
“vers̃aototal” de Ç : Ç�� Ï�Ë ý ü�Y¤��Í �Ç � È~Ä,É Ï�Ð�ÑÅ ì � á�� � È�ÄfÉ z Ç@È~ÄfÉ� � á�����È�ÄfÉ z Í

As duasabordagenstêm igual capacidadeexpressiva. Contudo,a segunda
leva-nosparao doḿıniodosmodelosordenados, quesó seŕaestudadonoCaṕıtulo
3. Por issomesmoficaremos,de momento,com a primeira,salvaguardadosos
cuidadosqueseexpuseramquantoà validaç̃aodepré-condiç̃oes.
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2.3.6 EsquematologiaFuncional Básica

Peloque atŕasseexpôs, existemfundamentalmenteasseguintesprimitivasem
Setsparaconstruc¸ãodemodelosdeesṕecies:

- o produtocartesiano( Ë-�µü )

- auniãodisjunta( Ë�E�ü )

- aexponenciac¸ão( Ë ¬ ), dequeresultam¾ aspartesdeumconjunto( J « )¾ asfunçõesparciais( Ë��³ü )¾ asseqûencias( Ëa¦ )
cf. secç̃ao1.3.1,àsquaisseacrescentounestecaṕıtulo arecursividade. Muitasex-
press̃oesem �±����� , literalmentediferentes,acabamporserequivalentesnamedida
emquesãoisomorfas.Porexemplo,já vimosque� 
��R� �Å � ¦
paraa definiç̃ao recursiva

� 
����à� Å paEº� � � 
��R� (assumindoa menorsoluç̃ao
destaequac¸ão). Assim, todosos esquemasde especificac¸ão que tivermospara
operadoressobre

� 
���� têmum “parente”isomorfoem �§¦ , e vice-versa.Porex-
emplo, não seŕa difı́cil constatarque o esquema(2.63) se reescreve, para �§¦ ,
comosesegue,Ç ÏM�§¦�ý ®Ç@È�ÄfÉ ÏRÐ�ÑÅ ì Ä�Å��T� z Ú^Ú�ÚNÄÞÚ^Ú�ÚÄ ¡Å��T� z Ú^Ú�Ú~ÔA��ÒdþfÈ~Ä,É,Ú�Ú^ÚnÇ@È��NÒV
��/È~ÄfÉ/É,Ú�Ú^Ú (2.70)

cf. tamb́em(2.66)e (2.67).
Ora,em(2.70)temosum esquemafuncionalrecursivo sobreum doḿınio �y¦

quenão consideramosrecursivo à partida. Seŕa que (2.70) é pasśıvel de “des-
recursivaç̃ao” ousimplificaç̃ao?Vejamoscomoinst̂anciassuaso são,defacto.

ManipulaçãodeSeqûencias

UmavastaclassedeoperadoressobreseqûenciasÇ ÏÒ� ¦ ý!®
é tal que ®�ÅDÎg¦ eo esquema(2.70)é instanciadocomosesegue:Ç@È�ÄfÉ ÏRÐ�ÑÅ ì Ä�Å��T� z �Í�Ä ¡Å��T� z ��� q&�vÈ 	 È�Ô¿��ÒüþfÈ~ÄfÉ/ÉlS Ç@È��NÒd
��pÈ~Ä,ÉpÉ/É (2.71)
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para 	 Ïi� ý Î . Reparemosprimeiro que (2.71) é uma definiç̃ao “bem-
instanciada”,ou seja“bem-tipificada”: para Ä Å��a� , temos Ç@È~ÄfÉjÅ��T� e de
facto �Í�ðÎ2Îg¦ , logo Ç@È�ÄfÉ±Î2Îg¦ ; paraÄ ¡Å��Í� , teremosÄ�Î2�§¦ z �NÒd
��pÈ~Ä,É>Î��y¦z Ç@È��NÒd
��pÈ�ÄfÉ/É>Î2Îg¦ (2.72)

pois Ç ÏM�§¦�ýoÎ ¦ ; tamb́emtemosqueÄ�Î¨� ¦ z Ô¿��ÒüþfÈ~ÄfÉ�Î��z 	 ÈKÔA��ÒüþfÈ~Ä,ÉpÉ�Î2Î (2.73)

pois 	 ÏÒ� ý�Î . Como ��� q&�ÞÏMÎ�� Î ¦gýoÎ ¦ , teremosque,obtidososresultados
(2.72)e (2.73), ��� q&�vÈ 	 ÈKÔA��Òüþ�È�ÄfÉpÉ/SnÇ@È��NÒV
��/È~ÄfÉ/ÉpÉLÎ¨Î ¦
comoqueŕıamos.

Emlugarde(2.71)é vulgarescrever-sea definiç̃ao“nãorecursiva”Ç@È~Ä,É>Ï�Ð�ÑÅ�� 	 ÈuÒ¼É��'Ò�� Ä&�
ouaindaa composic¸ão 	 Z¡Ä
quejá foi apresentadainformalmentenasecç̃ao1.3.1. A estetipo deoperadores
sobreseqûenciasdá-sevulgarmentea designac¸ãodefiltro, designac¸ãofiliada na
terminologiaUNIX sobreprocessamentode“streams”(cf. AWK, LEX, YACCetc.).

Um operadorde filtragemmaisgeralobt́em-sede (2.71) tomandoa decis̃ao
adicionaldesó “passarparaa sáıda” osvalores	 È�Ò¼É taisque� ÈuÒ¼É±Å�� paraum
dadopredicadodefiltragem� ÏÒ� ýoJ :

Ç@È~ÄfÉ ÏRÐ�ÑÅ ó
ÊÊÊÊô ÊÊÊÊõ
ÄµÅ��T� z �Í�Ä ¡Å��T� z ����� Ô�ÅDÔA��Òüþ�È�ÄfÉ��Å��NÒd
��/È~Ä,É
�q ì � ÈKÔfÉ z ��� q&�vÈ 	 È�Ô�É/SnÇ@È��pÉpÉ� � ÈKÔfÉ z Ç@È��pÉ

(2.74)
Umaabreviaturaconvenientede(2.74)éÇ@È~ÄfÉ±Ï�Ð�ÑÅ�� 	 ÈuÒ�É �qÒ!� ÄgÕ � È�Ò¼Él�
cf. a express̃ao(1.82)já apresentadaanteriormente.

Reparemosfinalmenteque, se um operadorenvolve mais do que um argu-
mentoquesejaumaseqûencia,osesquemasqueatŕasforamdescritosser̃aoaplicáveis
emrelaç̃aoaumdessesargumentos,comosepodeverpeloExerćıcio 2.9.
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Exerćıcio 2.9 Adapteo esquema(2.70) à śıntesedo operadorbinário sobrelistasde concatenac¸ão,
completando: þ#" *>ë ì~íî%$ þgî'&)( * *þ,+î'&)( * ê�ê�ê.- Ø ø ï�óâþ ô ê~ê�ê Ù ø 3 1~ózþ ô " * ê�ê~ê
everifiquese " satisfazaspropriedades(A.67) a (A.69) doap̂endiceA.Â
Exerćıcio 2.10 É dadaaseguintedefiniç̃aodeumaordemsobreseqûencias:/ û å10 < å10 =Ò -.1 / 132 ë ì~íî óô õ 1ùî'&4( * 516+î'&7( ö 182vî'&4( * 916+î'&7( ö 1826+î'&4( * ó:$ 1Ñó �/ô î2182�ó �/ô * Ù ø 3 1~ó81 ô1Ñó �/ô +î21 2 ó �/ô * 1 ô / Ù ø 3 1Ñó 182 ô

1. Fazendoå î<; = , dêexemplosdetrêsseqûencias1 @ � 1 ) � 1 ä tal que:1 @ / 1 )1 @ +/ 1 ä
2. Indique,mediantea apresentac¸ãodecontra-exemplos,quaisdosseguintesfactosnão sãover-

dadeiros,onde1 � 1 2 ú å 0 : /
é umarelaç̃aodeequivalência/
é umaordemtotal1 / 1 2 * 1 Ø�åvê/Ù -�ó 1 ô è 1 Ø�åvê/Ù -�ó 1 2 ô/
é umaordembem-fundada

Â
Exerćıcio 2.11 Sendodadasascláusulas, ×PÙ?>lØ ø ò Åî å 0ç ñ ñ�1 ×PÙ?>lØ ø ò Åî . 0
completeaseguintedefiniç̃aoexpĺıcitaê ø Ù�Ø û ×»Ù?>lØ ø ò�< ç ñnñ 1 ×PÙ?>lØ ø ò =Ò ×PÙ?>lØ ø òê ø Ù�Ø ó ø Ú �.@ Ú ô ë ì~íî � 1 Ø�åvê/Ù -�ó ø Ú ô è 1 Ø�åvê/Ù -�ó @ Ú ô * ê�ê~ê
deumafunção ê ø Ù�Ø AAAø Ú@ Ú
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queconsomedois ‘streams’,deixandopassarparaa sáıdaapenasoselementosdo primeiro ‘stream’
quesão“permitidos”pelocorrespondentevalorbooleanodosegundo‘stream’.Exemplos:ê ø Ù�Ø óB& øÒ�C@��ED ( � &F5 � 9 � 5 � 5G( ô î & ø��.D (ê ø Ù�Ø óB& øÒ�C@��3ø ( � &H9 � 9 � 9I( ô î &J(
Indique,atravésdaapresentac¸ãodecontra-exemplos,quaisdosseguintesfactosnão sãoverdadeiros,
paratodosos

@ Ú �E@ Ú 2 ú ç ñnñ 1 ×PÙ?>lØ ø ò e
ø Ú ú ×»Ù?> Ø ø ò (

/
é a relaç̃ao do Exerćıcio 2.10e " é a

funçãodefinidanoExerćıcio 2.9): ê ø Ù�Ø ó @ Ú �:@ Ú ô î @ Úê ø Ù�Ø ó ø Ú �:@ Ú ô / ø Ú9 ú Ø 1 Ø ò Ú ó @ Ú ô * ê ø Ù�Ø ó ø Ú �C@ Ú ô îK&J(ê ø Ù�Ø ó ê ø Ù�Ø ó ø Ú �L@ Ú ô��E@ Ú 2 ô î ê ø Ù�Ø ó ø Ú �C@ Ú " @ Ú 2 ôÂ
ManipulaçãodeConjuntos

Vamosagorasuporqueo conjuntodepartidadafunção Ç daequac¸ão(2.70)é JÒø
emlugarde �y¦ , i.é Ç�ÏVJ ø ýo® (2.75)

e procuremosencontrarumesquemafuncionalgeńerico— um‘kit’ — paraÇ .
Reparemosque,sendo� finito, qualquerÄsQ � (i.é Ä ÎsJÒø ) tamb́em o

é. Logo, é posśıvel pensarnumesquemapara(2.75)ańalogoa (2.70),emqueà
seqûenciavazia �T�«Î2�§¦ faça corresponderagorao conjuntovazio UØÎ¯JÒø :Ç ÏdJÒø ý ®Ç@È�ÄfÉ ÏRÐ�ÑÅ ì ÄÆÅDU z Ú�Ú�ÚÄ ¡ÅDU z Ú�Ú�Ú
Contudo,operadorestipo ÔA��Òüþ e �NÒd
�� não fazemqualquersentidoem JMø , já
que não existe qualquerordemde acessonum conjunto Ä Q!� . Mas não é
difı́cil imaginarqualo tipo dedecomposic¸ãoa definir sobreJÒø correspondentèa
decomposic¸ão Ô¿��ÒüþPÖ �NÒd
�� sobreseqûenciasem �§¦ — se Ô¿��Òüþ faza escolhaper-
feitamentedeterminadado primeiroelementodeumaseqûenciaem �§¦ , em JÒø
essaescolháe livre, i.ébastaescolherindeterminadamentequalquerelemento:

Ç@È~ÄfÉ±Ï�Ð�ÑÅ óô õ ÄÆÅDU z Ú^Ú�ÚÄ ¡ÅDU z ����� �ÕÎÆÄ
�q Ú^Ú�Ú
A construc¸ãoańalogaa �NÒd
��pÈ���É , cálculodo “resto” deumaseqûencia � , seŕa

ent̃aoo “resto” ÄJM��R� �
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deumconjuntoÄ aoqualseretirouumelemento� . Em suma,temoso esquema:Ç�ÏVJÒø ý ®Ç@È~ÄfÉ Ï�Ð�ÑÅ óô õ ÄµÅDU z Ú^Ú�ÚÄ ¡ÅDU z ����� �hÎµÄ
�q Ú^Ú�Ú��¡Ú�Ú^ÚnÇ@È~ÄNM���� � ÉãÚ�Ú�Ú (2.76)

Vejamos,a tı́tulo deexemplo,duasinst̂anciascompletasde(2.76).A primeira
é umafunçãoquecontao númerodeelementosdeumconjunto,� Òdá�þ�ÏVJMø ý � � ×� Òdá�þfÈ~ÄfÉ Ï�Ð�ÑÅ óô õ ÄÆÅDU z Ä ¡ÅDU z ����� �ÕÎÆÄ
�q pOE � Òdá�þ�È�Ä7M��R� � É
i.é � Òdá�þfÈ~ÄfÉ ÅO� Ä1� (cf. ����qÈ�ü��Ô (2.62), o operadorańalogoparaseqûencias). A
segundaseŕaumafunçãoquesepretendeque“sequencialize”umconjunto,i.éque
o transformenumaseqûenciasemrepetiç̃oesdeacordocomumaordemarbitrária:��
����¡ÏVJÒø ý �y¦��
��R�'È~Ä,É Ï�Ð�ÑÅ óô õ ÄÆÅDU z �T�Ä ¡ÅDU z ����� �ÕÎÆÄ
�q ��� q&�vÈK�VS���
��R�'È~ÄNM��R� � ÉpÉ
Estafunçãoé,decertomodo,a “inversa”de� ����÷¯�VÏÒ�§¦ ý JMø� ����÷¯�vÈ~ÄfÉ ÏRÐ�ÑÅ ì ÄÆÅ��T� z UÄ ¡Å��T� z ��Ô¿��Òüþ�È�ÄfÉ � Y�� �K�R÷¯�vÈ��NÒd
��pÈ�ÄfÉpÉ
cf. (2.60),namedidaemqueÐfÄ�ÎtJ ø ÏM� �K�R÷¯�vÈ���
��R�'È�ÄfÉpÉ�Å�Ä (2.77)

Poranalogiacom �§¦ , é posśıvel definira seguinteinst̂anciado esquemafun-
cional(2.76)semelhantea (2.74):Ç 
 ÏdJÒø ý JQP

Ç 
 È�ÄfÉ ÏRÐ�ÑÅ ó
ÊÊÊÊô ÊÊÊÊõ
ÄÆÅºU z UÄ ¡ÅºU z �K��� �ÞÎ�ÄÒØÅ ì � ÈK��É z � 	 È���É �� � ÈK��É z U
�q ÒÍYÆÇ 
 È~Ä7M�� � � É

(2.78)
paraqualquer	 ÏM� ýoÎ .
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Nãoédifı́cil identificarem(2.78)avulgarfórmulade“abstracc¸ãodeZermelo-
Frænkl”,i.é Ç 
 È~Ä,ÉPÅ�� 	 ÈK��É��]�ÞÎµÄâÕ � È���É � (2.79)

Senãohouverpredicadodefiltragem(� ), aequac¸ão(2.79)reduz-sèa formaainda
maissimplese habitual, � 	 È���É��]�ÕÎ�Ä �

Outraconfigurac¸ãomuitohabitualdoesquema(2.76)é aquesesegue,Ç 
 ÏdJÒø ý ÎÇ 
 È�ÄfÉ ÏRÐ�ÑÅ óô õ Ä�ÅºU z RÄ ¡ÅºU z �K�R� �hÎµÄ
�q 	 È���É:SùÇ 
 È�ÄJM�� � � É (2.80)

onde 	 Ï � ý Î e a estruturaÈ�Î�ÔTS»S R É constituium monóideabeliano(i.é S é
associativae comutativae R é seuelementoneutro).

A (2.80) dá-sevulgarmenteo nomede esquemade reduç̃ao (de Ä ) por S ,
fazendosentidoescrever Ç 
 È~Ä,É Ï�Ð�ÑÅVUXWZY G 	 ÈK��É (2.81)

(onde U generalizaS a mais do que dois argumentos)como simplificaç̃ao de
(2.80).Porexemplo,instanciando

ó
ÊÊÊÊô ÊÊÊÊõ
� ý ZZ ×Î ý � � ×S ý ER ý 	 ý [¿q�Ú q I

obtemos,de(2.81),a função Ç@È�ÄfÉ Ï�Ð�ÑÅ  WZY G � I
quecalculao somat́orio dosquadradosdetodososnúmerosinteiroscontidosnum
conjuntoÄ .

Interessaagorareterduasinst̂anciasrelevantesde(2.81),paraduassubstitui-
çõestı́picas:

óô õ Î ý JS ý ÕR ý � S óô õ Î ý JS ý \R ý �
obtendo-se ] WZY G 	 ÈK��É S�� WZY G 	 È���É (2.82)
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É imediatoveraquiasduasformasdequantificaç̃ao (respectivamenteuniversale
existencial) deumpredicado	 ÏÒ� ýoJ sobreumconjuntofinito Ä , i.éÐÈ�ÞÎÆÄ Ï 	 ÈK��É S ÌP�hÎµÄ�Ï 	 ÈK��É (2.83)

Convenhamosquemuitosesimplificaŕaumtexto deumaespecificac¸ãoemquese
escrevaqualquerumadasexpress̃oesde(2.83)emlugardacorrespondentefunção
recursivaaonı́vel de(2.80)!

Paraterminarestesuḿario deesquemasfuncionaissobreconjuntos,convem
referiraindaasduasinst̂anciasde(2.81)queseobt̂empara

óô õ Î ý J «S ý YR ý U S óô õ Î ý J «S ý �R ý Ë (2.84)

podendoagoraconsiderar-se 	 ÏÒ� ýoJ « umafaḿılia deconjuntos,i.é	 ÅWÈ 	 W�É^WZY G
Somosconduzidosent̃aoaosesquemas^ WZY G 	 W S�_ WZY G 	 W (2.85)

que designaremospor união (intersecç̃ao) generalizadas, já que generalizamaq -argumentosa união( Ë;Y�ü ) a intersecc¸ão( Ë���ü ) deconjuntos.
Vejamosfinalmenteumailustraç̃aodoempregomúltiplo, estruturaldesteses-

quemas.Sejadadoo seguintemodeloem �½�R��� paraárvoresgeneaĺogicas:Ëa` �Å �Mq þÍEb�hÒd÷ /*AG = árvoregeneaĺogica*/
/* Ind = indiv́ıduo*/
/*Fam= faḿılia */�hÒd÷ �Å �Mq þ�� /*cabeça decasal*/�Mq þ�� /*o outro cônjuge*/J «dc /*a descend̂enciadocasal*/

(2.86)

Qualseŕao ‘layout’ maisgeńericodeumafunçãoÇ�ÏùËe`ýo®
quetenhaËa` comoconjuntodepartida?É imediatoesboc¸armos:

Ç@ÈuÒV�¼É Ï�Ð�ÑÅ ó
ÊÊÊÊô ÊÊÊÊõ

is-�Mq þfÈ�ÒV�cÉ z Ú�Ú^Ú
is-�hÒV÷-È�ÒV�cÉ z �K�R� 
@Å�ã Ù È�ÒV�¼Éx Å�ã I È�ÒV�cÉþØÅ�ã Ç È�ÒV�¼É
�q Ú�Ú^Ú�
fÚ�Ú�Ú�xLÚ^Ú�Ú~þgÚ�Ú^Ú/Ç Ú�Ú�Ú (2.87)
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guiadospelasestruturasE e � em �±����� . Mas reparemosque Ëe` ocorreem
expoente( J «dc ) em(2.86).Isto faz-nospensarnumafunçãoauxiliar,Òd��Ä�ÏVJ «dc ý Ú�Ú^Ú
quesigao esquema(2.76),tomandoaquio Ç da(2.87)o lugarde 	 . Passaremos
a terumsistemadeduasfunçõesmutuamenterecursivas,

Ç@È�ÒV�¼É ÏRÐ�ÑÅ ì is-�Mq þfÈ�ÒV�cÉ z Ú�Ú^Ú
is-�hÒd÷-È�ÒV�cÉ z Ú�Ú^Ú�ã,Ù�È�ÒV�cÉ,Ú�Ú^Ú�ã I È�ÒV�cÉ,Ú�Ú^ÚpÒd��ÄaÈ�ã Ç ÈuÒM�cÉpÉãÚ�Ú�ÚÒd�fÄ ÈKþvÉ ÏRÐ�ÑÅ óô õ þ ÅºU z Ú�Ú^Úþ ¡ÅºU z �K��� �ÞÎ2þ
�q Ú�Ú^ÚnÇ@ÈK��ÉãÚ�Ú�Ú/ÒV�fÄ ÈKþfM��R� � É,Ú^Ú�Ú

(2.88)
pasśıvel dassimplificaç̃oesatŕasenunciadas,conformeoscasos.

Suponhamosque,atı́tulodeexemplo,ooperadorÇ@È�ÒV�cÉ amodelaŕe � � þ � �vÈ�ÒV�cÉ ,
que se pretendeque calculeo conjuntode “todos” os indivı́duospresentesna
árvoregeneaĺogica ÒM� . Nãoé difı́cil completar(2.88)paraestecaso:� � þ � �ÕÏ�Ëe` ý J�g mih� � þ � �vÈ�ÒV�cÉ Ï�Ð�ÑÅ óô õ is-�Mq þfÈ�ÒV�cÉ z �^ÒV� �

is-�hÒd÷-È�ÒV�cÉ z ì ã Ù ÈuÒV�¼É/Sã I ÈuÒV�¼Ékj Y�Òd�fÄ È�ã Ç È�ÒV�¼É/É
(2.89)

para Òd��Ä Ï J «dc ý!J�g mihÒV�fÄ ÈKþvÉ ÏRÐ�ÑÅ óô õ þØÅDU z Uþ ¡ÅDU z ����� �ÕÎ¨þ
�q � � þ � �vÈ���É Y�Òd��ÄaÈ�þfM��R� � É (2.90)

Énı́tidoque(2.90)correspondèaprimeiraexpress̃aode(2.85)geradapelaprimeira
instanciac¸ão de (2.84). Portanto,é posśıvel “eliminar” Òd��Ä obtendoa seguinte
simplificaç̃aode(2.89):

� � þ � �vÈ�ÒV�¼É Ï�Ð�ÑÅýì is-�Vq þ�ÈuÒM�cÉ z ��ÒM� �
is-�hÒd÷ ÈuÒM�cÉ z ��ã Ù ÈuÒV�¼É/S�ã I È�ÒV�cÉ � Y ^ WZYil�monqports � � þ � �vÈ���É

Exerćıcio 2.12 Construaestruturalmenteadefiniç̃aodosseguintespredicadossobreå1u (2.86):

semRepetic¸ão
û åvu  �.

biSexuada
û åvu  �.

quedever̃aogarantir, respectivamente:
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- quenenhumindivı́duovemaserdescendentedesi proṕrio;

- queosdoiscônjugesdecadacasaldaárvore têmsexosdiferentes(assumaaquidefinidauma
funç̃ao Ú~Ø þ�ñ û ; å ï  xw , � 9 y ).Â

ManipulaçãodeFunçõesParciaisFinitas

Pretendemosagoraestudaresquemasfuncionaisparaoperadoressobrefunções
finitas(parciais),i.écomfuncionalidadedaformaÇ�Ï�È�Ëz�³ü ÉIMfý!®

Relembremosa definiç̃ao Ë�� ü Å|{}�~ « ü }
onde ü } Å����4�G��Ïi� ý³ü �
cf. (1.16), isto é, Ë�� ü é o conjuntode todasasfunçõesparciaisfinitas cujo
doḿınio est́a contido em Ë e cujo contra-doḿınio est́a contido em ü . Como
já vimos, cadaumadessasfunçõespodeserconsideradaum conjuntode pares
ordenadosÈuÒ}S��'É>ÎµË-�µü , i.é��Î�Ë��³ü z ��ÎtJ « N ¬ (2.91)

É imediatoent̃aoaplicarmosa funçõesfinitastodososesquemasdesenvolvi-
dosparaconjuntos.Pegandonoesquemabásico(2.76)obteremosÇ Ï È�Ëz�³ü É¦ýo®Ç@ÈE�,É ÏRÐ�ÑÅ óô õ �µÅÈ3É z Ú�Ú^Ú� ¡ÅÈ3É z �K�R� È�Ò}S���É>Î��
�q Ú�Ú^Ú/Ò Ú�Ú�Ú��aÚ�Ú�ÚnÇ@ÈE�7M��ùÈuÒ}S��'É � É,Ú^Ú�Ú

(2.92)
Sendo� umafunção,aescolhaÈ�Ò}S���É>Î�� fica igualmentedeterminadapelaesco-
lha Ò�Î-þ � ÷ ÈC�,É , ficando � acesśıvel via ��ÅV�aÈ�Ò¼É . Somosconduzidosa uma
vers̃ao“maiselegante”de(2.92)

Ç@ÈE�,É Ï�Ð�ÑÅ óô õ ��ÅÈuÉ z Ú�Ú�Ú� ¡ÅÈuÉ z ����� Ò¨Î¯þ � ÷-ÈE�,É
�q Ú�Ú�Ú/ÒgÚ^Ú�ÚZ�aÈuÒ�ÉãÚ�Ú�Ú Ç@ÈE��� �^Ò � É,Ú^Ú�Ú (2.93)
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ondeocorreo operadorde restriç̃ao sobrefunções � em Ë�� ü — relembrar
(1.67).

A notaç̃aoqueseempregaparaasváriasinst̂anciasde(2.93)põeemevidên-
cia o caŕacteraplicativode umafunção finita. Por exemplo,escrever-se-́a, para��Î�Ë��³ü , � Ò�aÈ�Ò¼É<� p�Y ø
emlugarde �vÈuÒASt�aÈ�Ò¼ÉpÉ±ÎµË-�µü��±Ò�Î¨� �

Vejamosfinalmenteumailustraç̃aodo emprego estruturaldeesquemasasso-
ciadosa funçõesfinitas. Sejadadoo seguintemodeloem �±����� de um sistema
hierárquicodeficheiros(tipo UNIX ou MS/DOS):�´� �Å �dþ,� ÈE�Í
��K�OE Ä 
�á�É /*FS= ‘file system’*/

/* Id = identificador*/
/*File = ficheiro */Ä 
�á �Å �´� /*Dir = directoria,i.é */
/* sub-filesystem*/

(2.94)

Pretendemossaberseum dadoidentificador
ÞÎ[�Vþ ocorrealguresnumsistema
de ficheiros Ç��Î��´� comonomede um ficheiro e/oudirectoria. Uma ideia é
calcularo valorde 
PÎ¨� � þ � ���dþ�È3Ç���É
querdizer, o problemáe transferidoparaadefiniç̃aodeumoperador� � þ � ���dþ�Ïi�´�ªýoJ g h
quecalculeo conjuntodetodosessesidentificadores.

Começandopeloesquema(2.93),teremos�.�������t��� � ���7�����:�
�.�������o�����B����� ë ì~í� ó

ÊÊÊô ÊÊÊõ
��� � �B� � ¡���£¢� �B� � ¤¦¥t�¨§H©!���«ª4�B�����¬ � �����?§E�§® ¯Z¯t¯:§°¯t¯t¯ ¬ ¯Z¯t¯ ±¯Z¯t¯.�.�������o�����B���H² ³�§C´���¯t¯t¯

(2.95)

Aplicandoa(2.95)o equivalentea (2.80,2.81),teremos� � þ � ���VþfÈuÇ���É ÏRÐ�ÑÅ ^ Ü YQh {^µ n ��¶ s �K��� ÄÆÅ«Ç��ùÈ�
NÉ
�q Ú�Ú^Ú�
fÚ�Ú�ÚpÄÞÚ�Ú^Ú
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Analisandoagoraa variável Ä , quepertencèa união �Í
����]E Ä 
�á , teremos

� � þ � ���dþ�È3Ç���É Ï�Ð�ÑÅ ^ Ü YQh {^µ n ��¶ s ����� ÄÆÅ«Ç��vÈ�
NÉ
�q ì is-�Í
��K�vÈ�ÄfÉ z ��
 �
is-Ä 
�á¼È�ÄfÉ z Ú^Ú�Ú~
�Ú^Ú�ÚNÄÞÚ^Ú�Ú

Como Ä 
�áÍ�Å �´� , teremosfinalmente�C�«�����t�����B����� ë ì~í� ^ 5®· �^¸T¹ º3»o¼:½ ¤q¥o� ¬ � �����?§E�§® ì is-
�G§E¤q¥�� ¬ �¾� ³�§C´

is-¿ §®ÀQ� ¬ �¾� ³�§C´v±Á�C�«�����t����� ¬ �
(2.96)

Exerćıcio 2.13 Acrescentea (2.94)aseguintecláusula:` ø Ù - Åî ;�ï û /*Path = traject́oria queselecciona*/
/* umadirectoriaouficheiro */

(2.97)

Apliqueaestrat́egiaqueacimaseilustroucomafunç̃ao Ù ñ ï'ñ Ú ;'ï à definiç̃aodetrêsnovosoperadores
sobre9 × : é 3 1 Ø Ú û 9 ×  �. b�ÂoÃ?Äïl3 >/Ú û 9 ×  �./b�ÂoÃ?Äò¹ÿ�ïl3 > û 9 × <�;'ï\< ` ø Ù -  9 ×
quedever̃aosertaisque:

-
é 3 1 Ø Ú ó é Ú ô é o conjuntodetodasastraject́oriasdeficheirosem

é Ú ;
- ïl3 >lÚ ó é Ú ô é o conjuntodetodasastraject́oriasdedirectoriasem

é Ú ;
- ò ÿ�ïl3 > ó é Ú � 3 �qÅ�ô é o resultadode se acrescentara

é Ú uma nova directoriacom nome 3 na
traject́oria

Å
.Â

Exerćıcio 2.14 Mostreque,para
é Ú ú 9 × , a funç̃ao

é
definidaporé ó é Ú ô ë ì�íî ï'ñnòÞó é Ú ô f {' ·�Æ ç«Ç º3»o¼:½¦È is-É 53Æ º ' ½ é óâþ ô

é equivalenteà funç̃ao Ù ñ ï'ñ Ú ;'ï .
Sugest̃ao: baseie-senoseguinteresultado:{Â ·�Ê ó $ Å ó ø^ô * é ó ø^ôË ó Å ó ø�ô�ô * Ì ô î {Â ·�Ê È�Í�º Â ½ é ó ø^ôÂ
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Exerćıcio 2.15 Completeo seguinteesboc¸o deumafunçãosobre9 × queespecificaa sem̂anticado
comandormdir p, ondep é uma‘path’:> ò ïl3 > û 9 × < ` ø Ù - =� 9 ×> ò ïl3 > ó é Ú �¦Å�ô ë ì~íî

ó
ÊÊÊô ÊÊÊõ
1 Ø�åvê/Ù -�ó Å�ô î � * é Ú1 Ø�åvê/Ù -�ó Å�ô î � * 1 Ø~Ù 3¼î�- Ø ø ï�ó Å�ô3 å Î 3H+ú ï'ñnòÕó é Ú ô * é Ú3 ú ï'ñnòÕó é Ú ô * $ is-9>3 1 Ø ó é Ú ó83 ô�ô * é Ú

is-Ï 3 > ó é Ú ó�3 ô�ô * ê�ê�ê1 Ø�åvê/Ù -�ó Å�ô ( � * ê~ê�êÂ
2.3.7 RecursividadePolinomial

Tem interessea generalizac¸ão da esquematologiafuncionalquesetem vindo a
estudaradefiniç̃oesarbitrariamenterecursivasdetiposdedadosdaforma� �Å Ð È��É (2.98)

que generalize,por exemplo,definiç̃oescomo a de
� 
��R� (2.29). Exemplosde

outrasestruturasconhecidas,compadr̃aoderecursividadesemelhantea
� 
��R� são,

porexemplo,� �Å pOE�Ë-�¨� I /* árvoresbináriassobre Ë */ (2.99)� �Å pOE�Ë-�¨� ß /* árvoresgeneralizadassobre Ë */ (2.100)� �Å ��E�Ë-�¨� ß /* “fr ases”ou termossobre � e Ë */ (2.101)

etc.
Tal generalizac¸ãoobrigar-nos-́a,antesdemais,a continuara reflexãoiniciada

nasecç̃ao2.3.2sobrea notaç̃ao( �±����� ) quevimosutilizandonestetexto, investi-
gandoagorapropriedadesdaexponenciac¸ão.Jáseviu que � e E têmem �±����� as
propriedadesdeumsemi-anelcomutativo, a menosdeisomorfismo( �Å ). Repare-
mosagoraque,quantoà exponenciac¸ão,temososfactosseguintes:Ë × �Å p (2.102)Ë Ù �Å Ë (2.103)Èuü·�¯®hÉ�« �Å ü «;�¯®Í« (2.104)®Í« N ¬ �Å È�®Í¬¡É « (2.105)Ë ¬ ÝÒÑ �Å Ë6¬[��Ë Ñ (2.106)p « �Å p (2.107)
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Tem-seaindaque Ë��³ü �Å È�ü�E�p�É�« (2.108)

e que,por Ë ¡Å ü z � « ��� ¬ Å�U (2.109)

e (2.26),setem Ë ß �Å m ©f× Ë m (2.110)

Ë�� ü �Å }�~ « ü } (2.111)

Seinterpretarmos,em(2.108), pg�Å ��Í � , onde Í representao valor especial
de“indefinição” Ó , ent̃aoaequac¸ão(2.108)podeserencaradacomoatransforma-
çãocańonicaqueconvertefunçõesparciaisemfunçõestotaisatravésdabijecç̃ao
¦Ï�È�Ë�³üØÉPý ÈuüºE�p�É�«
tal que


qÈC�fÉ�È�Ò¼É ÏRÐ�ÑÅýì �aÈ�Ò¼ÉÕÔ³Ò�Î¨þ � ÷ ÈC�,ÉÍ Ô³Ò ¡Î¨þ � ÷ ÈC�,É (2.112)

Paraterminarestecálculo deisomorfismo— queadianteseveráqueé muito
útil pararaciocinarsobreespecificac¸ões— temosainda,Ë ¬ �Å Ë ø ��Ë ¬ � ø Ô ��Q ü (2.113)Ë m �Å Ë-�µË m �ãÙ (2.114)q ¡Å�÷ z � m ��� µ ÅDU (2.115)

ondeasleis (2.114)e (2.115)podemserencaradascomoinst̂anciasde(2.113)e
(2.109),respectivamenteÖ .
Definição2.6 Designaremospor polinomialmenterecursiva todaa definiç̃ao da
forma(2.98)tal que Ð È��É �Å m Üzáã× ® Ü �¨� Ü (2.116)

para ® × ¡ÅD .×
Vermaisà frenteasecç̃ao3.4.2.Ø
Notaraindaque(2.114)parafraseia(2.35).
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É fácil deverque(2.29)e(2.99)sãodefiniç̃oesrecursivaspolinomiais.Recor-
rendoa(2.110)vê-sequetamb́em(2.100)e(2.101)sãopolinomiais.Vemosassim
queestruturasaparentementenãopolinomiais— pornãoseremenunciadasdirec-
tamentesegundoo padr̃ao(2.116)— o são indirectamenteatravésdo cálculode
isomorfismo.Quandoexiste,designa-sepor formacanónicaessavers̃aopolino-
mial deumaestruturaem �±����� .

Umresultadosugestivoparaconvertermodelosdedadosnasuaformacańonica
é a fórmuladoprópriobinómiodeNewton,

È�Ë	E�üØÉ m �Å mÙ áã× m ® Ù �µË m � Ù �µü Ù (2.117)

Porexemplo,considere-seoseguintemodelodeesquemasgeneaĺogicos(cf. ‘pedi-
grees’):Ú ¥� ¿ §®Û�Ü� Ý ����Þ�fß

/*dadossobre indiv́ıduo*/�à�k� Ú ¥o ¿ §®Ûâáäã��)ß /*genealogia do seupai */
/* (sefor conhecida)*/å �k� Ú ¥o ¿ §®Ûâáäã��)ß /*genealogia desuamãe*/
/* (sefor conhecida)*/

(2.118)

cujopadr̃aoabstractóe Ð È��É Å �à� È��¢E�p�É I
Ter-se-́aent̃ao,aplicandoo binómiodeNewton,Ð È��É Å ��� È��¢E�p�É I�Å ��� È�� I E�Jg�¨�rE�p�É�Å ����� I E�Jg�2� ���rE��
que,literalmente,significa:“sobre umindiv́ıduo � ou amboso pai e mãesão co-
nhecidos( � I ), ou umdeou o pai ou a mãeé conhecido( Ji�2� ), ou tantoo pai
comoa mãesãodesconhecidos( p )” .

Exerćıcio 2.16 Partado facto(2.108)paramostrarque,em ×¿Ø�Ù�Ú ,� æWç Åî ç % �å�æ � Åî �� æWç Åî �
Â
Exerćıcio 2.17
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1. Demonstreou refuteosfactosseguintes,em ×¿Ø�Ù�Ú ,ó åµæ ó ç æ�æ ô�ô Åî ó å < ç ô æçæ (2.119). º Êéè ½ Åî ó . Ê ôEê (2.120)� Ê Åî �
(2.121)� û Åî �
(2.122)� û Åî ; = (2.123)

paraå , ç e æ quaisquer.

2. Com basena aĺıneaanterior, mostrequetodaa assinaturahomoǵenea(cf. Definição 1.3) se
poderepresentarporum alfabetograduado, ë  ; =)ì .Â

Exerćıcio 2.18 Discutaformalmenteavalidadedaafirmaç̃aoseguinte,em ×¿Ø�Ù�Ú :
-
�

nãoéponto-fixodadefiniç̃ao ×»Ø þ Å Åî å Ù ñnò;% ×»Ø þ Å ûÂ
Exerćıcio 2.19 Umaárvorededecis̃ao éumaestruturacombasenaqualsepoderepresentarenavegar
sobreconhecimentoorganizadohierarquicamenteemtermosdeperguntase respostas.Emcadanó da
árvoreé feitaumapergunta( í - ø Ù ) eest́adispońıvel ummeńu derespostasposśıveis(em å&åPÚ^îèØT> ).
A principalacç̃aosobreaárvoreéaderesposta, i.éaescolhadeumaopç̃aodomeńu, queseleccionaa
sub-́arvorerespectiva. O percursoterminacoma decis̃aodo sistemasemprequeéatingidoumafolha
daárvore.

Considereosseguintemodelorecursivo paraárvoresdedecis̃ao:Ï\Ø D.ï >lØ�Ø Åî í - ø Ù <Õó å åüÚ^î>Ø^>�æçÏ\Ø D:ï >lØ~Ø ô (2.124)

queinstancia(2.98)como seguintepadr̃aorecursivo abstractoð ó Ü ô Åî å <Õó çæ Ü ô (2.125)

1. Completea definiç̃aoseguintedealgunsoperadoressobreÏ\Ø D.ï > Ø�Ø :ò Ø�åòñ û Ï\Ø D.ï >lØ�Ø =� °. Ê ç ¼.ó�ô Æò Ø�åòñ óâï Ù ô ë ì~íî ï'ñnòÕó ë ) ó8ï Ù ô�ôï Ø D 3Ñï Ø û Ï\Ø D.ï >lØ�Ø < å åüÚ^î>Ø^> =� Ï\Ø D.ï >lØ�Øï Ø D 38ï Ø ó8ï Ù �3ø�ô ë ì~íî $ ø�ú ò Ø�åòñ ó8ï Ù ô * ê�ê�êø +ú ò Ø�åòñ ó8ï Ù ô * ï Ùø Ú ÿ û Ï\Ø D.ï >lØ�Ø =� í - ø Ùø Ú ÿùóâï Ù ô ë ì~íî ê~ê�ê /*quala perguntacorrente?*/Ø~å ï Æ û Ï\Ø D.ï >lØ�Ø =� °.Ø�å ï Æ óâï Ù ô ë ì~íî ê~ê�ê /* terminoua árvore?*/
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2. Calculea formapolinomialcańonicade Ï\Ø D.ï >lØ~Ø (2.124).Â
EsquemaAlgor ı́tmico Polinomial

Seexpandirmos(2.116),obtendo® × E�® Ù ���¢E�® I �¨� I E�¾�¾R¾ E�® Ü ��� Ü E�¾R¾�¾�E�®]m��¨� m
e senoslembrarmos(cf. Secç̃ao 2.3.4)quea união-disjuntaconduza esquemas
algoŕıtmicosporcasos,ent̃aoé intuitivo conjecturarmosquequalquerfunçãoÇ Ï � ýo®
quefaça o ‘browsing’ de � deve serumaalternativa de tantoscasosquantosos
termos®>Ü]�t� Ü cujo coeficiente®>Ü ¡Å  , pois ��t� Ü �Å  . Mais ainda,deverá
haver tantasinvocaç̃oesrecursivasde Ç por casoquantoo expoente
 do termo
respectivo. Logo, o termo ®¡× correspondeao casode paragemde Ç , com ne-
nhumainvocaç̃aorecursiva. Dáı impormossempreque ®¡× ¡Åº , semo que Ç não
terminarianunca.

Emsuma,teremosõ :� � öø÷°��ù
�ú� ¬ � ë ì�í� ó

ÊÊÊÊÊô ÊÊÊÊÊõ
¬ �àû ã�ü.ý ì�þ � ¯t¯o¯:ý ì ¯t¯o¯¬ �àû ��ü û ý @ ü ¬ @ þ:þ � ¯t¯o¯:ý @ ¯t¯o¯^�ú� ¬ @ �Þ¯t¯Z¯

...¬ �àû §�áäã�ü û ý 5 ü ¬ @ üt¯Z¯o¯tü ¬ 5 þ:þ � ¯t¯o¯:ý 5 ¯t¯t¯T�ú� ¬ @ ��¯t¯t¯^�ú� ¬ 5 ��¯t¯t¯k�Bù 5 ¢� ÿ �

...

Vejamos,comoexemplodeaplicaç̃aodesteesquema,a especificac¸ãodeuma
função �l� ����÷¯��Ï ��MfýoJ «�

Paranãosobrecarregaranotaç̃aoescreveremosaquieemsituaç̃oessemelhantes
� D 5 � þ @ � ê�ê~ê � þÒ5��

emlugarde � D 5 ��� � ê�ê�ê 3þ @ ê�ê�ê þÒ5�� �
pois æ 5�< Ü 5 Åî æ 5}< Ü <âê~ê�ê�< ÜÀ ÁlÂ Ã3 vezes

.
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(‘binary elems’) que desempenhe,a nı́vel de árvoresbinárias(2.99), a mesma
tarefaque � ����÷¯� a nı́vel delistaslineares— a decoleccionartodososelementos
de Ë presentesemnósdeumaárvore ÙN× . Porque(2.99)édo2 Úo grau,com ® Ù ÅD ,
teremosapenasdoiscasos— o deparagem,paraárvoresvaziaseo recursivo para
nóscom2 sub-́arvores:�/���K��÷2� Ï ��MfýoJM«�l� ����÷¯�vÈ~ÄfÉ ÏRÐ�ÑÅ ì Ä�ÅÛÓ�pMS��t� � Ö z Ú^Ú�ÚÄ�ÅÛÓKJPS�Ó�Ò}SpÄãÙ S/Ä I ÖpÖ z Ú^Ú�Ú��/���K��÷2�vÈ~ÄãÙqÉ,Ú^Ú�Ú��/���K��÷2�vÈ~Ä I É,Ú^Ú�Ú
Finalmente,a concretizac¸ãodasreticênciaśe óbvia:�/���K��÷2� Ï ��MfýoJM«�l� ����÷¯�vÈ~ÄfÉ ÏRÐ�ÑÅ ì Ä�ÅÛÓ�pMS��t� � Ö z � �Ä�ÅÛÓKJPS�Ó�Ò}SpÄ Ù S/Ä I ÖpÖ z ��Ò � Y¨�l� ����÷¯�vÈ~Ä Ù É�Y2�l� ����÷2�vÈ�Ä I É
Exerćıcio 2.20 Relembreo seguintemodeloformal å@ç paraárvoresbinárias deprocura,å@ç î ÜÜ Åî � % å < Ü )
— cf. definiç̃ao(2.99)— supondoagoraem å definidaumaordemtotal è .

1. Especifiquea funçãoquecalculao pesodeumaárvorebináriaem å@ç .

2. Escrevaadefiniç̃aoformaldospredicadosØ
	Tñ 3 1 3 @ > ø ï ø e ñ > ï Ø�å ø ï ø quetestamseumaárvore
est́abalanceadaeordenadasegundo è .Â

ConversãodeGramáticasemEstruturas Polinomiais

Recordeda secç̃ao1.2.2a técnicadeconvers̃aodegraḿaticasindependentesde
contexto emassinaturasalgébricas.

Existe um métodoalternativo de representac¸ão de tais graḿaticasem sis-
temasde definiç̃oespolinomiaisem SETS que tem a vantagemde ser pasśıvel
de racioćınio e de, em particular, caracterizara noç̃ao de equivalênciaabstracta
entregraḿaticas.O métodoé o seguinte:

Deumadadagraḿaticaindependentedecontexto `�ÅÛÓ��¯S��:S��±S/ÃÞÖ ,
expressaemBNF, gerarum sistemadeequac¸õesemSETS deacordo
comospassosseguintes:@ ì

Ao “grau” do polinómio queespecificaumaestruturadedadospolinomial,a terminologiatradi-
cional associaa aridadeou ńıvel de linearidadeda estrutura.Nestecontexto, podemosconsiderar
árvoresbináriascomosendolistasbi-lineares, listaslinearescomosendoárvoresunáriasetc.
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- começa-seporeliminartodasasocorr̂enciasdeśımbolostermi-
naisnasproduç̃oesem Ã ;

- a cadaproduç̃aodo BNF correspondeumaequac¸ãoemSETS;

- a cadaśımbolonão-terminalÓ AÖ em � correspondea variávelË emSETS;

- usa-sea seguintetabeladeconvers̃aodeBNF emSETS:

BNF SETS ��� �ý  E�� � �ý  ��� ¦ �ý  ¦ Ý �ý  �  ¦R �ý p
Porexemplo,é fácil verqueo seguinteBNF (recordarExerćıcio 1.6)Ó AÖ ÏzÏSÅ a Ó BÖ�� b Ó AÖ a Ó BÖ ¦Ó BÖ ÏzÏSÅ a b � a Ó AÖ Ý c

seconvertenoseguintesistema,emSETS:Ë �Å üºE�Ë���ü ¦ü �Å pOE�Ë-��Ë ¦
Já o seguinte fragmentode graḿaticade contexto livre paraexpress̃oesde

aritméticainteira,` Å ÓK��� S��:S�Ó ExpÖ�S/ÃÞÖ��� Å �vÓ ExpÖ�S^Ó Int ÖlS�Ó BinOpÖ �� Å � + S - S * S / S ( S ) S^Ú�Ú^Ú�S -2 S -1 S 0 S 1 S 2 S^Ú�Ú�Ú �
Ã Å óô õ Ó ExpÖ ÏzÏSÅ Ó Int Ö�� ( Ó ExpÖ ) ��Ó ExpÖ'Ó BinOpÖ'Ó ExpÖÓ Int Ö ÏzÏSÅ Ú�Ú�Ú -2 � -1 � 0 � 1 � 2 ��Ú�Ú^ÚÓ BinOpÖ ÏzÏSÅ + � - � * � /

é convert́ıvel no seguinte sistemade equac¸ões, recorrendoa estemétodoe ao
cálculodeisomorfismosdeSETS:ì�� Ä � �Å �Mq�� E � Ä � E�� � � Ä � I�Mq�� �Å ZZ × (2.126)

isto é,numasó equac¸ãopolinomialdo2 Úo grau:

� Ä � �Å ZZ × E � Ä � E�� � � Ä � I (2.127)
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Duasgraḿaticasdir-se-̃ao “equivalentes”ou “isomorfas” sepuderemserre-
duzidasa sistemasdeequac¸õesnasmesmasvariáveis (a menosde renomeac¸ão)
quesejamisomorfasumaa umaem �±����� .

Porexemplo,é posśıvel usarestatécnicadeconvers̃aoe asleis do cálculode
isomorfismodeSETS paravalidarasduastransformac¸õespararesolver conflitos
LL(1) emgraḿaticasindependentesdecontexto queseapresentaramno quadro
doExerćıcio 1.7.

No casodaprimeiradessastransformac¸ões,é imediatotransformar̀�� em

ì Ë �Å  �µË �Ë � �Å ��E�� � Ë �Å  �-È���E���É � Ë �Å  ����E  ���
queéexactamenteo resultadodaconvers̃aodo respectivo fragmentò .

No casodasegunda,ter-se-́a,apósa convers̃aode ` Ù/Ù
Ë �Å �(�µË � Ë �Å �(�-È  ��Ë � E�p�É Ë �Å �(�  �µË � E��y�§p Ë �Å �(�µË �À ÁlÂ Ã« �  E�� Ë �Å Ë°�  E��

o quecoincidede factocom o resultadoda convers̃ao do correspondentefrag-
mentò .

Exerćıcio 2.21

1. Apliqueoprocessodeconvers̃aoacimadescritòasseguintesproduç̃oesdeumadadagraḿatica:�
B� û"û î a ! a

�
A � û b

�
A� c�

A� û"û î a
�
B� û a

�
A� a ! � B � a

2. VerifiqueseestagraḿaticaeadoExerćıcio 1.6,acimatranscrita,sãoisomorfas.Â @�@
É fácil justificarcadapassocomasrespectivasleisdeSETS.
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Exerćıcio 2.22 Mostreque,emSETS, a resoluç̃aoemordema Ü dosistemadeequac¸ões$ Ü Åî " < ç" Åî � % å < "
conduza Ü Åî ç % å < Ü
paraquaisquerå e ç .Â
Exerćıcio 2.23 Aplique o processoque conheceparaa convers̃ao de BNF em SETS às seguintes
produç̃oesdeumagraḿaticadecontexto livre,bemconhecida,paraexpress̃oesaritméticassimples:u î � = ï&�®ï � � E � � ` �= ï î w �

E�Cyï î w
+
�

*
�

(
�

)
�

id
�

num y` î � � E� û"û î �
E � +

�
E� ! � E � *

�
E� ! (

�
E� ) ! id ! num #

Recorrendoao cálculo de isomorfismo,mostreaindaquea graḿaticaacimaé convert́ıvel numa

equac¸ãopolinomialdo 2 êo grauem SETS. Finalmente,enuncieo métodode induç̃aopolinomialque

est́a associadòaequac¸ãoqueobteve.Â
Exerćıcio 2.24 Considereo seguintedesafio:representarexpress̃oesaritméticasde

�
Exp� acimanum

tipo dedadosemPASCAL quenãorecorraa ‘records’variantes.Combaseem(2.126),mostrequea
seguintepropostadeumcolegaseu,

type Exp = record
L: ˆNode;
I: Integer

end;
Node = record

P: ˆBinOps;
N: ˆNode;
end;

BinOps = record
O: BinOp;
E: Exp
end;

BinOp = (TIMES,DIV,PLUS,DIFF);

est́a correcta,ondeInteger representao não-terminal
�
Int � . Sugest̃ao: “inverta” o PASCAL dado,

simplifique-o,e recorraaoresultadoprovadonoExerćıcio 2.22.$
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2.4 ModeloscomInvariantes

Relembremoso Exerćıcio 2.12emqueforamdefinidos,sobreo modelo%'& para
árvoresgeneaĺogicas(2.86),doispredicados— semRepetic¸ão e biSexuada. Re-
paremosqueestesdoispredicadosregistama“ordemnaturaldascoisas”quantoa
árvoresgeneaĺogicaspois,biologicamente,nãosó aprocriaç̃aoentreindivı́duosé
bi-sexuadacomotamb́emnenhumindivı́duopodeserdescendentedesi próprio.

Portanto,o modelode %'& aproxima-seda realidadequandolhe associamos
taispredicados,e talvezalgunsmais.Sedefinirmosumnovo predicadoquecom-
bineosanteriores,

inv-AG ( %)&+*-,
inv-AG .0/21436587:9; semRepetic¸ão.</2143>= biSexuada.0/21?3

temosneleregistadaumapropriedadecaracteŕıstica,desej́avel ou“invariante”so-
bre árvoresgeneaĺogicas. Quer dizer, o respectivo modeloacabapor vir a ser
um subconjuntode %)& — aquelequecont́emapenasasárvoresqueverificamo
invarianteinv-AG, @ /21BA�%'&+C inv-AG .</2143 ;EDGF
— enãotodoo espac¸o mateḿaticodisponibilizadopeladefiniç̃ao(2.86).

O conceitode invarianteé essencial̀a aplicaç̃ao da especificac¸ão formal a
problemaspráticos. Raramentea realidadea especificaŕe tão “regular” quese
possaconstruirum seumodelomateḿatico“perfeito”, i.é semcondicionamentos
extra. Porexemplo,pensemosnumaesṕeciededadostão“simples”deespecificar
comoa vulgar HB/JIK/ , HB/JIK/�L;EM?NPOQN , OSR T (2.128)

onde,comohabitualmente,MUN e N , designamosrespectivossegmentosiniciaisdeR T , isto é, se .<VUW�XYW
/43�A�HB/JIK/ , ent̃ao NBZ V Z+MUN (dia do mês)e NBZ X Z[N ,
(mês). Ora, todaa gentesabequeo modelocartesianoapresentadoem (2.128)
é demasiadolato,poisnemtodososmesesadmitem31 dias,e existemesmoum
deles( X ; , ) cujonúmerodediasdependedoanoemquest̃ao.Ali ás,o problema
é bemmaiscomplicado,comosepodeavaliarpeloexerćıcio quesesegue.

Exerćıcio 2.25 Combasenosseguintestextos \<] :
“Do Ano e Sua Divisão — (...) Júlio Césarinstituiu o ano,de quehoje usamos,de
365diase 6 horas,a qualquantidadenãoé exacta,poisvemosclaramenteadiantar-se
o tempo;(...) a SantaMadreIgrejausado anoqueinstituiu Júlio César, tomandoem
cadaanoas6 horas,queformamum dia inteiro em cadaquatroanos,chamando-se
bissexto aesseano,aqueseacrescentaum dia(...).

DaReforma doCalendário — Tendo-seobservado,quedesdeacelebrac¸ãodoconćılio
deNiceia,em325,at́e aoanode1582,sehaviamantecipadoosequińocios10diasdo\<] In Lunário de PrognósticoPerpétuo,para Todosos Reinose Prov́ıncias, por Jeŕonimo Cortez,

Valenciano(séc.XVIII), re-ediç̃aoLello & Irmão,1910.
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assentofixo emqueoscolocaraDiońısio Romano;(...) mandouo papaGregório XIII
proceder̀a reformado Calend́ario, emvirtudedaqualsedeterminou:1 ^o queno mês
deOutubrode1582sesuprimissem10dias,contando4 nodiadeS.Francisco,e15no
seguinte;2 ^o queemcada400anossesuprimissem3 dias,principiandode1700,1800,
1900,2100,2200,2300,2500,etc.(quepor issonão sãobissextos),paradiminuir o
excessodo anosinodalaocivil, e osequińociosficaremimóveisa 21 deMarço e 23
deSetembro(...).”

completeasdefiniç̃oesdosseguintespredicados,onde_a`cb�` foi definidaem(2.128).d `�b�`fehg ij_a`cb�`lknmo:p�q�q�r�s b�tuiwv xyknm$
Nos exemplosanteriores,vimos raz̃oesde ordembiológicaou cosmoĺogica

paraa introduç̃aodeinvariantesemmodelos.Masa raz̃aomaisvulgarparaa sua
ocorr̂enciaé deordemnormativa, isto é, deve-sea regulamentos,normasou leis
impostasaosfuncionamentodasinstituições. Porexemplo,seo regulamentode
umaescolaimpõe,quantoà passagemdeanodosseusalunos,queum alunonão
podetermaisdoqueo equivalenteaduascadeirasanuaisematrazo,ent̃aoteremos
esse“invariante”a afectartodasasfichasqueregistema informaç̃aoescolardos
alunos.E seŕaconvenienteprovarquenenhumatransac¸ãoprevistanumaeventual
aplicaç̃ao de gest̃ao acad́emica“ilegaliza” o sistema,i.é conduzà existênciade
fichasquecontrariemessacláusula(e eventualmenteoutras!).

Assim,apresenc¸adeinvariantesnummodelorepresentaum“ónus”adicional
aoseudesenvolvimento,já quesetornanecesśariodemonstrarqueosoperadores
nelepresentessatisfazem, ou respeitamessesinvariantes.Mais concretamente,
semprequeuminvariante

inv-s (2zB.<{|3}*~,
afectaumaesṕecie {QA�� num modelo ��(}����*��>�J� , ent̃ao, paratodo o � -
operador � (2{�� OQ�c�c��O {f��*~{
e todosostermosIK��A����>� ��� ( NPZ��}Z�� ), seŕaprecisoprovarque,em z ,

inv-s. � .�I���W �8�c� W�IK�?3�3 ;ED (2.129)

Sendo
�

um operadorcomsem̂anticaparcial,(2.129)assumeaformadeuma
implicaç̃ao, �U�� |¡ .�I���W �8�c� W�IK�?3£¢ inv-s. � .0I���W �c�c� W�IK�?3�3 (2.130)

daqual(2.129)nãoémaisqueumcasoparticular, sendoacondiç̃ao
���� f¡ .0I���W �c�8� W�IK�?3

universalmenteverdadeira.Sealgumadasesṕecies-argumento{8� estiverafectada
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elaprópriapor um invarianteinv-{ � , essefactopodeserútil nademonstrac¸ãode
(2.130),reforçandoo antecedentedasuaimplicaç̃aoe assumindoa forma:�U��  ¡ .�I � W �8�c� W�I � 3>=Q.¥¤ N¦Z��}Z�� ( inv-{8�
.�IK�:3�3£¢ inv-s. � .�I � W �8�c� W�I � 3�3 (2.131)

Repare-seque o conjuntodos invariantesinv-s, paratodo o {§A[� , é uma
faḿılia � -indexadade predicados.Assim, (2.131)é não é maisdo queo salto
indutivo dademonstrac¸ão,pelométododeinduç̃aoalgébrica, que z satisfazessa
faḿılia depredicados.Masvejamos,antesdemais,umexemplo.

2.4.1 Prova de Invariantes: Um Exemplo

Nesteexemplopretende-seespecificarum sistemanão-hieŕarquicode ficheiros
organizadosemrede,̈ �h© L; R V«ª ¨ ��¬   O ,® �®¯±°±²�³4°±²
i.é assocíaveis entresi por ligações( ´ �¶µ4R V ) entreos seusidentificadores( R V ),
porexemploasligaçõesentreficheirosquea seguintetabelaregista:R V ´ �¶µ4R V R V

x.c includes x.h
x.tex manual-of x.c
x.c source-of x
x1.h includes stdio.h
...

...
...

É convenienteafixara

¨ �£© uminvariantequeimpeça falsasassociac¸ões:

inv-

¨ �h© 5c7:9; · � � ¤ µ A�V2¸|X¹. � 3º( ¬��:�¶µ {J. � W µ 3l»¼V2¸|X¹. � 3 (2.132)

onde ¬��:�¶µ {J. � W µ 3 587:9; ½ µ A�VJ¸|X¹. � 3¾¢ ¿�À®Á ¿�ÀJ. � . µ 3�3�Â (2.133)

Acrescentam-seagoraosoperadores:V  
� {J. � W µ 365c7:9; @ÄÃ ASVJ¸|X¹. � 3}C µ A ¬��:�¶µ {J. � W Ã 3 F (2.134)�|  X¹. � W µ 3Å5c7:9; ½ V  �� {J. � W µ 3a» @ µ F ¢ �BÆ @ µ F (2.135)

o primeiroparainterrogac¸ãoquantoa depend̂enciase o segundoparaa remoç̃ao
deficheiros.Emsuma,tem-sea assinatura:

� ;
ÇÈÈÉ ÈÈÊ V

 
� {�( ¨ �h© O�R V«* R VË{��  XÌ( ¨ �h© O�R V«* ¨ �h©
inv-

¨ �h©+( ¨ �h©Í*ÏÎ«¸�¸ ¬¬��:�¶µ {P( ¨ �h© OSR V�* R VË{



2.4. MODELOSCOM INVARIANTES 111

(enomodelo: R VË{ L; , °±² ).
Vamosdeseguidaaplicar(2.131)parademonstrac¸ãodapreservaç̃aodoinvari-

anteinv-

¨ �h© porpartedooperador
��  X .

Factoa provar:

inv-

¨ �h©«. � 3>=�V  
� {2. � W µ 3º» @ µ FÐ Ñ±Ò ÓÔ ¢ inv-

¨ �h©�. �BÆ @ µ F 3Ð Ñ±Ò ÓÕ (2.136)

Demonstraç̃ao: Porcasos.

Caso1 — g�Ö× d t�ØÚÙÜÛJÝ :
inv- Þ£ß�à�ÙÜÛJÝËá d�r�â®q ÙÜÛ®ã�g�Ýåä�æ
g�ç¾è inv- Þ£ß�àhÙ¥Ûaéêæ
g�çÄÝë

(2.137)

inv- Þ£ß�à�ÙÜÛJÝËá d�r�â®q ÙÜÛ®ã�g�Ýåä�æ
g�ç¾è inv- Þ£ß�àhÙ¥Û2Ýë
(2.138)ì$

Caso2 — g × d t�ØÚÙÜÛJÝ : Como æÄg�çîí�æ:ï × d t�ØÚÙÜÛJÝñð4ï}íSg�ç , temosò í dcr<â®q ÙÜÛ®ã�g�Ý�ä�æ
g�çë
(2.139)æ:ï × d t�ØÚÙÜÛJÝåðñg ×Pó p¥ô g q ÙÜÛ®ãÜïfÝ<ç}ä�æ:ï × d t
ØõÙÜÛJÝåð?ï}íSg�çë
(2.140)ö ï × d t
ØõÙ¥Û2Ý¶i�g ×Pó p¥ô g q ÙÜÛ®ãÜïfÝUè÷ïøí�gë
(2.141)ö ï × d t
ØÚÙÜÛ2Ý¶i�ï)ÖíSgaè+ù?g ×¦ó p¥ô g q ÙÜÛ®ãÜï8Ý

e

inv- Þ£ßUà�Ù¥Û2Ý4á òë
(2.142)ö ï × d t
ØõÙ¥Û2Ý¶i|Ù ó pÜô g q Ù¥Û�ãúï8Ýåä d t
ØõÙÜÛJÝ0Ý4áõÙ ï¦ÖíSglè+ùUg ×Pó p¥ô g q ÙÜÛ®ãÜïfÝ0Ýû
(2.143)ö ï × d t
ØÚÙÜÛ2Ý�ü�æ
g�ç£i�Ù ó p¥ô g q ÙÜÛ®ã¥ïfÝ�ä d t
ØõÙ¥Û2Ý0ÝUá�Ù ì è+ù?g ×¦ó p¥ô g q ÙÜÛ®ãÜï8Ý<Ýë
(2.144)ö ï × d t�ØÚÙÜÛJÝ�ü�æÄg�çhi|Ù ó p¥ô g q ÙÜÛ®ã¥ïfÝåä d t
ØõÙ¥Û2Ý<Ý?á'ùUg ×¦ó p¥ô g q ÙÜÛ®ã¥ïfÝë
(2.145)ö ï × d t�ØÚÙÜÛJÝ�ü�æÄg�çhi ó pÜô g q Ù¥Û�ãúï8Ýåä d t
ØõÙÜÛJÝ4á)æÄg�çåý ó p¥ô g q ÙÜÛ®ãÜïfÝUí�þë
(2.146)ö ï × d t
ØõÙ¥Û2Ý�ü�æÄg�ç£i ó p¥ô g q ÙÜÛ®ã¥ïfÝ�ä d t
ØõÙ¥Û2Ý?á ó p¥ô g q ÙÜÛ®ã¥ïfÝ�ä æ
g�çë
(2.147)ö ï × d t
ØõÙÜÛJÝ�üGæ
g�ç£i ó p¥ô g q ÙÜÛ®ã¥ïfÝ�ä�Ù d t
ØÚÙÜÛ2Ý�ü�æ
g�çÄÝ
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ë
(2.148)ö ï × d t
ØõÙ¥Ûÿé¶æ
g�çÄÝåi ó p¥ô g q Ù¥Û�ãÜïfÝåä d t
ØÚÙÜÛÿé¶æ
g�çÄÝë
(2.149)

inv- Þ£ßUà£ÙÜÛºé¶æ
g�çÄÝ í��
Logoa implicaç̃ao(2.136)verifica-se.

$
Justificaçãopassoa passo:

(2.137) — leis (A.14) e (A.53) doap̂endiceA

(2.138) — lei (A.1) domesmoap̂endice

(2.139) — porsubstituiç̃ao

(2.140) — leis (A.10) e (A.13)

(2.141) — lei (A.2)

(2.142) — porsubstituiç̃aoe lei (A.5)

(2.143) — lei (A.6)

(2.144) — lei (A.3)

(2.145) — lei (A.14)

(2.146) — lei (A.15)

(2.147) — leis (A.16) e (A.17)

(2.148) — lei (A.54)

(2.149) — por instanciac¸ão(‘folding’ ��� ) de(2.136)— substitua-se
�

por�BÆ @ µ F�
Em suma,a prova acaboupor se desenrolarsegundodois casos,ambosde

naturezadedutiva. Seŕa sempreassimnageneralidadedoscasos?Porqueraz̃ao
seconduziua prova dessaforma? Na secç̃ao seguinteestudar-se-̃aoem detalhe
técnicasdeprovadeinvariantesajustadasacadamodelosem̂antico.

Exerćıcio 2.26 Considereaseguintefunçãorecursiva� i v x��øü�knv x��� ÙÜg�Ý	��
 �í  glí���è �g�����è p Ø â `��fÙ¥g|Ý�� � Ù¥glü���Ý
onde p Ø â `�� i v x¼ü�knv xp Ø â `��fÙ ï8Ý	��
 �í mKïhü��
Mostre,por induç̃aosobrev x�� , que

�
calculao quadradode g , i.éque

� ÙÜg�ÝUíSg ] .$
\�� Consultara proṕositoasecç̃aoB.4 emap̂endice.



2.4. MODELOSCOM INVARIANTES 113

2.4.2 Métodos(Induti vos)deProva

Tradicionalmente,namateḿatica,osmétodosdeprovadividem-seemdedutivos
e indutivos. O exerćıcio 2.26ilustraumdosmétodosdeinduç̃aoditaprimitiva, i.é
sobreR T�� .

Mas R T � é apenasum dosdoḿıniosdedadosarbitrariamentecomplexosque
podemosconstruirem �   I�{ . Seŕa que métodoscomo a induç̃ao primitiva são
suficientespararaciocinarsobreessasestruturasarbitrariamentecomplexas? A
respostáe negativa. Masa verdadeiraquest̃aoé: assimcomoa induç̃aoprimitiva
seajustadeformaparticularaosracioćıniossobreR T � , nãoexistiráumaformaes-
truturaldeassociaracadaestruturaem �   I�{ o “seu” métododeprova(indutiva)?

Mostraremosde imediatoquenão é difı́cil associarum métodode prova às
principaisconstruc¸õesde �   I�{ — O , � ,  , ª , etc. — paradefiniç̃ao de
modelos.Seja

 
umaexpress̃aoenvolvendoessesoperadores,e seja ! (   *Å,

umpredicadoem �   I�{ . Suponhamosquequeremosprovara validadede

¤#"�A   ($!l.�"�3 (2.150)

Para
  ;&% O�' aprovadesdobrar-se-́atrivialmentesobre% e ' , simult̂aneamente.

Para
  ;(% � ' aprovadesdobra-setamb́emsobre% e ' , masagoraporcasos,

conformeis-% .)"�3 ou is-' .)"�3 é verdadeiro.
Nos restantescasos,seŕa precisorecorrera métodosde induç̃ao estrutural

baseadosemordensbem-fundadas(cf. Exerćıcio 1.22).

Conjuntos

Para
  ; ,+* , a ordembem-fundadamais óbvia é a relaç̃ao de cobertura do

reticulado.<,+*-,c»'3 , i.éa relaç̃ao . tal que"#/0.1"32 .54   A�"�(+"6/ ; "B� @   F 3
daqual 7 é limite universalinferior e,portanto,o únicocasodebasedo método.
Assim,paraprovar(2.150)nestecontexto, i.éprovar

¤8"�AS, * (9!a.)"å3
usar-se-́ao métodoseguinte:

1. CasodeBase: provar !a.:7®3 .
2. SaltoIndutivo: seja"�A�,+* tal que "<;17 .

(a) Hipótesedeinduç̃ao:

¤   A="�(9!a.�"B� @   F 3
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(b) Passo: ¤   A>"�(9!a.)" � @   F 3}¢?!l.�"�3
Exerćıcio 2.27 Useométododeinduç̃aoestruturalsobreconjuntosparaverificaravalidadede(2.77).$
Exerćıcio 2.28 Considereaseguinteassinaturaparamanipulac¸ãodegrafosaćıclicos:@ í ÇÈÈÉ ÈÈÊ

p¥ô2p båi kBAC�±` â+D` ó ó x)t dcr
q i�AC�±` â+D k+x)t dcr
qqFE$G�q icx't d�r�H AC�±` â+D k+x't d�rÄq` d�d ò � G icx)t dcr�H x)t d�r�H AC�±` â+D kIAC�±` â+D` GKJLG ó pMG i�AC�±` â+D kI�£t
t ó
sobrea qualseconstruiuo modelo

N Ù @ Ý�í
ÇÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÉ ÈÈÈÈÈÈÈÈÈÈÊ

AC�±` â9D�Oí m�PRQFSUT�V�PRQFSWTx)t d�r
q Oí m P0Q�SWT�htÄt ó Oí mp¥ôJp b ��
 �íÍþ` ó ó x)t d�rÄq ��
 �íYXËÙ[ZfÝ:^ \ \�] Z_^a`�\ ]a] Z_^q�E9G�q ��
 �íYXËÙ¥`�ã:Z8Ý:^Fb�c5dLeUf+gLhWijclklmon�æW\ ] ÙÜb0Ý<ç0` q�E9G�q Ù[\ ] Ù b0Ý�ã:Z8Ý` d�d ò � G �U
 �íYXËÙ¥`�ã�`�p<ã�Z8Ý�^ ½ `¦Ö× qFE9G�q Ù¥` p ã:Z8Ý è Zq`Pæ�r¥`�ã�` pMs ç` GKJaG ó pMG �U
 �íYXËÙtZ8Ý:^ ö ` × ` ó ó x)t d�rÄq ÙtZ8Ýåi�`�Ö× qFE$G�q Ù¥`�ã�ZfÝ
Mostrequeo operador̀

dcd ò � G nãopreserva o invariantè
GKJLG ó pMG

.$
Seqûencias

Para
  ;u%  , a ordembem-fundadaque“encaixa”noesquemafuncionalassoci-

adoaestecasoé { / .÷{�2 { / ; IK/ ��¬ .�{f3 (2.151)

para {2W
{ / A %  . A ordem(2.151)é tamb́emumarelaç̃aodecobertura,a dac.p.o. %  , Z 3 para { / Z { entendidacomo“ { / é sufixo de { ”, cujo limite universal
inferior éa seqûenciavazia .wv . Emresumo,paraprovar

¤#"�A %  (9!a.)"å3
temoso métodoseguinte:

1. CasodeBase: provar !a.�.xvÿ3 .
2. SaltoIndutivo: seja"�A %  tal que "zy; .wv .
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(a) Hipótesedeinduç̃ao: !a.�IK/ ��¬ .�"�3�3 ;ED
(b) Passo: !a.0IK/ ��¬ .)"�3�3}¢{!a.)"å3

FunçõesFinitas

Finalmente,paraprovarmos

¤#"�A % ª ' (9!a.)"�3
— inst̂anciade(2.150)parafunçõesfinitas— podemos,simplesmente,fazerindu-
çãoestruturalsobreo doḿınio VJ¸|XQ.�"�3aA�, * .

InduçãoPolinomial

Usar-se-́apara(2.116)o métodoindutivo seguinte:

1. CasodeBase: ( � ;&| ) provar !a.�} N WW~ �L� 3 paraqualquer~ � A<� � .
2. SaltoIndutivo: ( � v | ) paracada| . �lZ÷� tal que �ø��y;�| , seja ~��øA��l� e"å�|W �c�8� W�"o�®W �8�c� WW" � A % :

(a) Hipótesedeinduç̃ao: ���W�ê� !a.)"���3
(b) Passo: ���W�ê� !a.)"���3 ¢ !a.�} � � N Wa}5~ � WW"å��W �8�c� WW" � �W� 3

Exerćıcio 2.29

1. Enuncieo métododeinduç̃aopolinomialassociadoa � s�â�Oí�� Ùt� s�â Ý dadapor (2.127).

2. Sobreo respectivo esquemaalgoŕıtmicopolinomial,especifiquea funçãor�� ` ó i � s�â ü�k ZZ �rW� ` ó Ù r Ý���
 �í ^�^K^ /* calcula o valor em ZZ� da express̃ao
r
; o terminal “ / ”

deveŕa serinterpretadocomoo operadordedivisão inteira */
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$
Exerćıcio 2.30 É dadaaseguintedefiniç̃aodeumafunçãoparainvers̃aodeseqûencias:p¥ô�� ó i ���aü�kY���p¥ô$� ó Ù ó Ý ��
 �í  ó í��3� è �3�ó Öí��3� è pÜô�� ó Ù b�` p ó Ù ó Ý<Ý��Y� D�r ` d Ù ó ÝK�
onde � é a função definidano Exerćıcio 2.9. Mostre que

p¥ô$� ó
e � comutamentresi da forma

seguinte: p¥ô$� ó ÙÜ`�� o Ý í p¥ô$� ó Ù o Ý�� pÜô�� ó ÙÜ`8Ý
Sugest̃ao: faça induç̃aosobrè (seqûencias)e tomeemconsiderac¸ãoasleis (A.83) e (A.84).$
Exerćıcio 2.31 NaseqûenciadoExerćıcio 2.30verifique(e.g. por induç̃ao)seaespecificac¸ãode

p¥ô$� ó
satisfazaseguintepropriedade:öJq × � � i r ó r Ø q Ù p¥ô�� ó Ù q Ý<Ý�í r ó r Ø q Ù q Ý
$
Exerćıcio 2.32 Considerea seguintefunç̃aoqueespecificaum tipo de inserç̃aoemlista denaturais:
estrat́egiadep¥ôËq i v x�� H v x¼ü�knv x��
p¥ôËq Ù ó ã<`8Ý ��
 �í ÇÈÈÈÉ ÈÈÈÊ

ó í��3� è �¶`��ó Öí��3� è ó r b D í D�r ` d Ù ó ÝbUí�b�` p ó Ù ó Ýp¥ô � `lí D è ó`�� D è G t ô4q Ù¥`�ã ó Ý`�� D è G t ô4q Ù D ã p¥ôËq Ù b:ã:`8Ý<Ý
1. Demonstreou refutese

p¥ô4q
preserva o invariantesobrelistasquesesegue:� Ù ó Ý ��
 �í ó r�ô Z�b D Ù ó Ý�í G `�� d Ù r ó r Ø q Ù ó Ý<Ý

2. Qualo significadoinformal desteinvariante?É capazdeespecificarum outro invariantequepÜô4q
(tamb́em)satisfaça?Justifiqueinformalmente.

$
Exerćıcio 2.33 No contexto do Exerćıcio 2.32,demonstreque

p¥ô4q
preserva o invariantesobrelistas

quesesegue: � Ù ó Ý �U
 �í ö®p ã ï�� ó r�ô Z�b D Ù ó Ýñi p �«ïîè ó Ù p Ý�� ó Ù ï8Ý
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$
Exerćıcio 2.34 Demonstrepor induç̃aoem � � o factoseguinte:ö óË× � � i pÜô�� ó Ù p¥ô$� ó Ù ó Ý0Ýñí ó
onde � e

p¥ô$� ó
sãoasfunçõeesreferidasnoExerćıcio 2.30.$

Exerćıcio 2.35 NaseqûenciadoExerćıcio 2.11,verifiqueavalidadede:ó r�ô Z�b D ÙtZc`�b r Ù oKq ã oKq Ý0Ý�� ó r�ô Z�b D Ù oKq Ý
$
Exerćıcio 2.36 NaseqûenciadoExerćıcio 2.10,

1. demonstrequea relaç̃aobinária � é reflexiva;

2. verifiquese r ò �fãW� s é umaordemcomlimite universalinferior.

$
Exerćıcio 2.37 Suponhaque,em(2.99),

ò í�� H _ , onde � éumdoḿınio não-vaziodechavesde
acessoa _ .

Especifiquenestecontexto uminvariantequeimpeçaamesmachave g × � deserepetiremposi-

çõesdiferentesdamesmáarvore \�� .$
Exerćıcio 2.38 Considereo seguintemodeloem ß r b q deumaárvore-B� � Oí �#��� ó t G g� ó t G g Oí �C� H Ù ò H �C��Ý �
onde,sobreo seutipo deelementos

ò
seconsideradefinidaumaordemtotal � .

1. Verifiqueseaestrutura�C� é polinomial.Sugest̃ao: Relembre(2.31).\�� O leitor deveŕa identificaraquiaschamadaśarvoresbinárias de procura (‘binary searchtrees’)
de[Wir76].
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2. Completea seguintedefiniç̃aodafunçãoG t ó ó rUG b i �C��ü�knm_¡G t ó ó rUG b:Ù b0Ý	��
 �í ÇÈÈÉ ÈÈÊ b�íSx'v�¢ è þbîÖíSx'v�¢ è ó r b b)�£í>\ \ Ù b0Ýó í�\ ] ÙÜb0ÝØ¼í ó r�ô Z�b D Ù ó Ýp¥ô G t ó ó rUG b:Ù b)��Ý�`�^�^K^
quedeveŕa colectaro conjuntodetodososelementospresentesnumadadaárvore-B.

3. Construaa definiç̃aodeum invariantesobre�C� , quegarantaascláusulasestruturaisquesão
conhecidassobreárvores-B, asaber:

- todososblocos,exceptoa raiz, têm
ô ��Ø£��m ô elementos,onde

ô>¤ � é a ordem
daárvoreemquest̃ao;

- sendo b)� ` \ b \ ` ] b ] ^K^�^ `�¥ b)¥ umblocoaqualquerńıvel daárvore,
se ` ocorreem b)¦ ( �§� p � Ø ) ent̃ao `�¦>� `1� `�¦[¨ \ (masatenç̃ao quandop × æ��fã0Ø�ç !).

apartirdoesboc¸o seguinte:

inv- �C�}ÙÜb0Ý©��
 �í
ÇÈÈÈÈÈÈÈÈÈÉ ÈÈÈÈÈÈÈÈÈÊ

bUíSx)v�¢ è ìbêÖíSx)v�¢ è ó r b b)�£í=\ \ Ù b0Ýó í>\ ] Ù b0ÝØ¼í ó r�ô Z�b D Ù ó Ý` \ í=\ \ Ù ó Ù���Ý<Ýb ¥ í=\ ] Ù ó ÙÜØ¦Ý0Ýp¥ô ^�^K^�ØY^�^K^
áö ` × G t ó ó rUG b:Ù b � Ýñi±`�� ` \ áö ` × G t ó ó rUG b:Ù b ¥ Ýåi|^�^K^�á^�^K^$
Exerćıcio 2.39 No contexto doexerćıcio 2.20,especifiquea operac¸ãop¥ôËq�r �Äbåi ò � H ò ü�k ò �
que insereelementosde

ò
s numa árvore binária ordenada. Use o método indutivo associadoa

estaestruturaparademonstrarquea suapropostapara
p¥ôËq�r �Äb preserva o respectivo (sub)invariantetU� d�r�ô ` d ` : ö®s × ò �lã�` × ò i±tU� d�r�ô ` d `�Ù s ÝåèntW� d�r�ô ` d `�Ù p¥ôËq�r �
b:Ù s ã�`fÝ0Ý

$
Exerćıcio 2.40 Estudeo esquemaindutivo associadòa definiç̃ao recursiva (2.101)de termoscom

variáveis.$
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Exerćıcio 2.41 Na seqûenciado Exerćıcio 2.20, relembrea conhecidatécnicade representac¸ão de
árvoresbinárias deprocura soba formade ‘arr ays’ commarcas, i.éa querepresentaa árvorebUí�Ù���mfã
Ùtªfã�Ùt«fã�ÙúÝ:ã�Ù¥Ý0Ý�ã�Ùl¬fã�ÙúÝ:ã�ÙúÝ0Ý<Ý:ã
Ù¥Ý0Ý
pelo‘array’ `øí 12 6

$
3 9

$ $ $ $
Considerandoo seguintemodelopara‘arr ays’commarcas,ò  í v x§® ò `¦æ $ çOí v x§® ò �=�
ondesesup̃oe,parasimplificara notaç̃ao,que

$ Ö× ò ,

1. dadaaseguinteespecificac¸ãodafunç̃aoquerepresenta
ò � s em

ò 
s:� r�â i ò �Qü�k òC� r�â ÙÜb0Ý ��
 �í ` E�s Ù b:ãW��Ýt ôËd�r

` E�s ÙÜb:ã p Ý ��
 �í
ÇÈÈÈÈÈÈÈÈÈÉ ÈÈÈÈÈÈÈÈÈÊ

bUí�x)v�¢ è ¯ p$B°bêÖí�x)v�¢ è ó r b `øí=\ \ ÙÜb0Ýq bUí=\ ] Ù b0Ýb T í q b:Ù5��Ýb S í q b:ÙÜm�Ýp¥ô ¯ p` ° `` E�s Ù b T ã:m p Ý `` E�s Ù b S ã<m p �=��Ý
useinduç̃aopolinomialsobre

ò � paramostrarqueessafunç̃aosatisfazo invarianteseguinte:p¥ô$� ò  i ò  ü®knmp¥ô�� òC ÙÜ`8Ý �U
 �í ö®ô × d t
ØõÙÜ`fÝ¶i±`�Ù ô ÝîÖí $ ènm ô × d t
ØÚÙÜ`8Ý4á)m ô �>� × d t
ØÚÙÜ`8Ý
i.é, que ö b × ò �Qi p¥ô�� òC Ùt� r<â ÙÜb0Ý0Ý

2. indique— justificando— quaisdosseguintespredicadosescolheriaparaexprimir maispro-
priedadesdesej́aveis(i.é, invariantes)paraqualquer‘arr ay’ commarcas ` × ò  :ö®ô × d t
ØÚÙÜ`8Ý¶i�m ô × d t
ØõÙ¥`8Ý4á'm ô ��� × d t
ØõÙ¥`8Ý (2.152)ö®ô × v x÷i ô Ö× d t�ØÚÙÜ`fÝ�è²± ] Ö× d t�ØÚÙÜ`fÝ�³3± ] ü3�lÖ× d t�ØÚÙÜ`fÝ (2.153)ö®ô × d t�ØÚÙÜ`fÝñic`�Ù ô ÝêÖí $ è æÄm ô ã<m ô �>�
çøä d t
ØõÙ¥`8Ý (2.154)

nenhumdosanteriores (2.155)

$



120 CAṔıTULO 2. ESPECIFICAÇ̃AO RECURSIVA

2.5 ComparaçãoeClassificaç̃aodeModelos

Finalizaremosestecaṕıtulo comalgumasquest̃oesquenaturalmenteselevantam
quandoestamosa especificarum problemaquesenospôsdenovo e quesãoas
seguintes:seŕa o problemadefacto“novo”? seŕa quenão sepode“r e-utilizar”
nanovaespecificac¸ãoalgumaexperîenciajá adquiridaemespecificac¸õesdopas-
sado?.

Normalmente,́e com a suaintuição e experîenciaqueo especificadortenta
“responder”a estasquest̃oes. E o problemacoloca-semais,de certomodo,ao
nı́vel do desenvolvimentode uma soluç̃ao — ou implementac¸ão — do que a
nı́vel dasuaespecificac¸ão. Contudo,a quest̃aodefundoqueaquiselevanta— o
problemadacomparação deespecificac¸ões— é muito relevante.Vejamos,ainda
que de forma suḿaria, como o cálculo de isomorfismoem �   I�{ permiteuma
estrat́egiaineqúıvocae rigorosaparaabordaressaquest̃aodefundo.

Veremoso seguinteexemplo.SejaÎ L; , nadefiniç̃aoabstractadeaárvorede
decis̃aoqueatŕassedeuem(2.125).Podemosent̃aofazero seguinte L; -racioćınio:

% O .0Î ª % 3 L; % O .<,�ª % 3L; % O . % � N 3 ÀL; % O . % � N 3 O . % � N 3
— cf. (2.108)and(2.46)— ouseja,de(2.125)obtemos:% L; % O . % � N 3 O . % � N 3 (2.156)

— nadamaisdoqueo padr̃aorecursivo deesquemasgeneaĺogicosou‘pedigrees’,
cf. (2.118).

É óbvio que(2.156)e(2.118)sãoo mesmomodelodedados,amenosdeuma
renomeac¸ão de śımbolosmaissugestiva e da introduç̃ao explı́cita de selectores
no produtocartesiano.Conclui-sequeesquemasgeneaĺogicos“são” casospar-
ticularesde árvoresdedecis̃ao, querdizer, sesetiver dispońıvel uma‘package’
que implementeestas,ent̃ao essa‘package’podesersimplesmentere-utilizada
paraimplementaraqueles.É claroquea comparac¸ãoplenaentreos doismode-
los deve tamb́emexaminara suaestruturaalgoŕıtmica �F´ . Maso objectivo deste
exemplo— e dosexerćıcios 2.64, 2.65 e 2.66 queconstamda secç̃ao 2.6 — é
aquitãosomenteo demostrara imediatautilizaçãodosisomorfismosde �   I�{ na
comparaçãodeespecificac¸õesdetiposdedados.

\5µ Por exemplo, tomar decis̃oes em _ rUG �R� r
r correspondeexactamentea ascenderinformaç̃ao
geneaĺogicaem A r�ô _ p ` , paraumdadomenu(conjuntode“respostas”dispońıveis)emcadańıvel de
“decis̃ao”: m Oí æ â ` p ã mãeç .
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2.6 Exerćıcios

Exerćıcio 2.42 Calculeo menordospontosfixosdaequac¸ãos í�à¶` s¸· \
onde àYä=¹ H ¹ é umarelaç̃aoem ¹»º�þ , e � · \ designaa relaç̃aodefinidapor (1.51).Coincidiŕa

o resultadodoseucálculocomo maiordospontos-fixosdamesmaequac¸ão?Justifique.$
Exerćıcio 2.43 Calculeo menordospontosfixosdaequac¸ãos íSà¶` s9¼
onde à�ä3¹ H ¹ é umarelaç̃aoem ¹½º�þ , e � ¼ designaa relaç̃ao� ¼ í�æ�r¥`�ã�` s ðñ` × \ \_] �U^a`�\ ]a] �W^Üç$
Exerćıcio 2.44 Considereadefiniç̃aorecursiva

s í � Ù s Ý queédadapelaequac¸ãoseguintes í��W¾�`¦à¿` s · \ `)à¶À s
em m ¾ V ¾ (relaç̃oesbináriassobreumconjunto¹ nãovazio),ondeà�ä�¹ H ¹ , � ¾ designaarelaç̃aoæ�r â ã â s ð â × ¹}ç e

s · \ í�æ�rlÁ8ã â s ðîÙ â ã:Á±Ý × s ç .
CalculeÂ � para àSíSþ emostreque,paraqualquerà , ¹ H ¹ é o maiordetodosospontos-fixos

de
�

.$
Exerćıcio 2.45 Pretendendo-sedeterminaramenorsoluç̃aodaequac¸ãos í�à¶` s ]
onde à¼äÃ¹ H ¹ é umarelaç̃ao em ¹uº�þ , decidiu-seaplicar-lhe o Teoremade Kleene,e assim
calcularÂ � para

� Ù s Ý�í�à¿` s ] .
1. Mostreque

�
é,defacto,umafunçãocont́ınua.

2. Completeo referidoprocessodecálculo,justificandoospassosjá dados:� � ÙÜþ�Ý í þ� \ ÙÜþ�Ý í à� ] ÙÜþ�Ý í à¶`)à ]� � ÙÜþ�Ý í à¶`�Ùúà¶`)à ] Ý ]í à¶`�Ù<Ù¥à�`)à ] Ý�ÀîÙúà¿`¦à ] Ý0Ýí à¶`�Ù<Ù¥à�`)à ] Ý�À>àîÝ$`õÙ0Ùúà�`)à ] Ý�À>à ] Ýí à¶`)à ] `¦à � `¦à � `'à �í à¶`)à ] `¦à � `¦à �
...
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$
Exerćıcio 2.46 Comenteinformalmenteaseguinteafirmaç̃ao:

O conjuntodetodosospontosfixosde
s í�à¶`)à�À s é exactamenteconstitúıdo por

todasasrelaç̃oes� queobedecem̀asseguintespropriedades:(a) � é transitiva;(b) �
inclui à .

$
Exerćıcio 2.47 Discutaformalmenteavalidadedaseguinteafirmaç̃ao:

Existepelo menosuma relaç̃ao à äY¹ H ¹ tal que o seufecho simétrico, dado
pelaequaç̃ao

s í�à�` s · \ , coincidecomo seufecho transitivo,dadopelaequaç̃aoJ í�à¶`)à¶À J .
$
Exerćıcio 2.48 Calcule,combasenaálgebradosSETS, amenorsoluç̃aodaseguinteequac¸ão,para

ò
e � não-vazios: � Oí ò H �Ã��Ù[�&®B��Ý¸��� H �
$
Exerćıcio 2.49 Pretendendoprovar o isomorfismoò � H v x Oí ò � H ò � (2.157)

em ß r b q , algúemprop̂osaseguintefunçãocomobijecç̃ao,comorigemem
ò � H ò � :â ` G g2Ù ó ã ó p Ý	��
 �í r ó � ó p ã ó r�ô Z�b D Ù ó Ý��=� s

Seŕa (2.157)umisomorfismoválidoem ß r b q ? Seŕa
â ` G g defactoumabijecç̃ao?Justifiqueinformal-

mente.$
Exerćıcio 2.50 Mostre,atravésdeum contra-exemplo,queo isomorfismoÙ ò � Ý ] Oí m � H ò �
é,emgeral,falso.$
Exerćıcio 2.51 Considereaseguintefunçãorecursiva, escritaemnotaç̃aoSETS,ZÄ�U
 �í �#� � H Z
ondeseassumeaexistênciadafunção

� i ò ü�k£� .
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1. Recorrendoa (1.19)e (1.29),re-escreva Z emnotaç̃ao funcionalclássicae tipifique-a,isto é,
completeasretiĉenciasem Z i Å�ÅFÅ|ü�kÆÅFÅFÅZ�Ù s Ý	��
 �í  ÅWÅFÅjè ÅFÅWÅÅWÅFÅjè ÅFÅWÅ

2. Faça
� í G `�� d . Qualo significadode Z paraestecaso?Justifiqueinformal masadequada-

mente.

3. Encontraalgumarelaç̃aoentreZ e
� � (1.84)?Naafirmativa, caracterize-aadequadamente.

$
Exerćıcio 2.52 Recordeo fragmentodegraḿaticadecontexto livre paraexpress̃oesaritméticasqueé

assuntodoExerćıcio 1.42.Recorraaométodoqueestudounasecç̃ao2.3.7paraconverteragraḿatica

acimanumsistemadeequac¸õesemSETS, resolvendo-oemordema � s�â .$
Exerćıcio 2.53 Considereaseguintedefiniç̃aodeumafunçãosobreseqûencias:q�E®o ó i ò � H v x H v x��hk ò �q�E®o ó Ù ó ã p ã ô Ý©�U
 �íÇÈÈÉ ÈÈÊ

ô í��R³ ó í���� è � �ô ���¶á ó Öí���� è ó r b D í D�r ` d Ù ó ÝbUí�b�` p ó Ù ó Ýp¥ô  p í�� è � D �3� q�E®o ó Ù b:ã p ã ô ü3��Ýp ��� è q�E®o ó Ù b:ã p ü��±ã ô Ý
1. Comeceporpreenchero quadro p ô qFE®o ó Ù ó ã p ã ô Ým m« «Ç «

para
ó í£�¶mfã:«fãF�±ãW�±ã�mL� . Descreva, ent̃ao, por palavras suas,o proṕosito e a utilidadeda

funç̃ao
q�E®o ó

.

2. Mostre(e.g. por induç̃aoem
ò � ) queo seguintefactoseverifica:q�E®o ó Ù s ãF�±ã ó r�ô Z�b D Ù s Ý0Ý í s

(2.158)

$
Exerćıcio 2.54 Relembredo Exerćıcio 2.53a função

q�E®o ó
queextrai deumaseqûencia

ó
a suasub-

seqûenciade
ô

elementos(oudetantosquantosfôr posśıvel extrair) quecomeçana
p
-esimaposiç̃ao.
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1. Demonstre(porinduç̃aoem
ò � ) ourefute(porcontra-exemplo)osseguintesfactossobre

q�E®o ó
:� � Ù qFE2o ó Ù ó ã p ã ô Ý0Ý í q�E®o ó Ù � � Ù ó Ý:ã p ã ô Ý (2.159)qFE2o ó Ù ó ã ó r�ô Z�b D Ù ó Ý$�>�±ã ô Ý í ��� (2.160)

onde
� �|Ù ó Ý é aconstruc¸ão(1.84).

2. Interpreteporpalavrassuaseatravésdeexemplosdeaplicaç̃aoosfactosverificados.

$
Exerćıcio 2.55 NaseqûenciadoExerćıcio 2.53,

1. Mostre(e.g. por apresentac¸ão de um contra-exemplo) queo seguinte facto(supostouniver-
salmentequantificado)nãoseverifica:ó r�ô Zcb D Ù q�E®o ó Ù ó ã p ã ô Ý0Ý í ô

(2.161)

2. Mostre(e.g. por induç̃aoem
ò � ) queo seguintefacto(supostouniversalmentequantificado)

severifica: q�E®o ó Ù ó ã p ã ô �GØPÝ í q�E®o ó Ù ó ã p ã ô Ý�� q�E®o ó Ù ó ã p � ô ã0ØPÝ (2.162)

$
Exerćıcio 2.56 Uma dasoperac¸õesmais primitivas de um pacotede ‘data mining’ é aquelaque
permiteaglutinarou sumariardadosnuméricosde acordocomcritériosváriosde classificac¸ão. Por
exemplo,sejamdadostrêsquadros,

Mês Total ( È h�É5Ê�Ë�É:É )
Janeiro 21
Fevereiro 10
Março 9
Abril 15
Maio 9
Junho 9
Julho 10
Agosto 12
Setembro 7
Outubro 5
Novembro 3
Dezembro 30

Mês Estaç̃ao
Janeiro Inverno
Fevereiro Inverno
Março Primavera
Abril Primavera
Maio Primavera
Junho Ver̃ao
Julho Ver̃ao
Agosto Ver̃ao
Setembro Outono
Outubro Outono
Novembro Outono
Dezembro Inverno

Mês Vendedor
Janeiro A
Fevereiro A
Março B
Abril B
Maio C
Junho C
Julho A
Agosto A
Setembro B
Outubro B
Novembro C
Dezembro C

(a) — Vendas (b) — Critério “Estaç̃ao” (c) — Critério “Vendedor”

emque:(a) correspondèa relaç̃aodevendas,por mês,deumadadafirmacomercial;(b) corresponde
aocritério queclassificamesesemestac¸õesdoano;e (c) correspondeaocritério querelacionameses
comos3 vendedoresdafirma.

As duastabelasqueseseguemcorrespondem̀a aglutinac¸ão de (a) seguindo,respectivamente,o
critério (b) e o critério (c):
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Estaç̃ao Total ( È h�É Ê Ë5É5É )
Inverno 61
Primavera 33
Ver̃ao 31
Outono 15

Vendedor Total ( È h)É Ê Ë�É:É )
A 53
B 36
C 51

(d) — Critério “Estaç̃ao” (e)— Critério “Vendedor”

Reparequeastabelas(a), (d) e (e) sãomulticonjuntosdetipo geńerico ß r b:Ù ò Ý Oí ò ®nv x
— cf. Exerćıcio 1.38— eastabelas(b) e (c) sãofunçõesdeclassificac¸ãodetipo geńericoò ®I�

1. Especifiqueformalmentea funç̃ao Ø q�r bl�ît�bÿi  ß r b:Ù ò Ýºü�kwv xÌ� quecalculao total das
multiplicidadesdeum multiconjunto.

2. Especifiqueformalmentea funçãoØ q�r b ò Z ó i  ß r b:Ù ò Ý H Ù ò ®I�£Ý>ü�k  ß r b:ÙM�£ÝØ q�r b ò Z ó Ù Ø q ã � Ý ��
 �í ^�^K^
querealizaaoperac¸ãodeaglutinac¸ãoqueacimaseilustrou.

3. Demonstreou refuteo factoseguintesobreessafunção:Ø q�r b ò Z ó ÙÜØ q ã<Ø q Ý í púd
onde

p¥d
representaa funçãoidentidadenoconjuntorelevante(qual?).

$
Exerćıcio 2.57 Tendoemconsiderac¸ãoo seguintefragmentodeummodeloqueconhece,

ß p�q b r Ø¦`Í��
 �í v daÎ t ô b�`Ï® Ù¥m_Ð ¦ clÑ�Ò n_Ó HwÔ�E ` ô b p `8ÝÔ�E ` ô b p ` ��
 �í v x
referentèa especificac¸ãodeum sistemadegest̃aodecontasbanćario muito simplificado,respondàas
seguintesquest̃oes:

1. Mostre,atravésdocontra-exemplosugeridonoquadroseguinte,

Û í v d�Î t ô b�` m Ð ¦ clÑ�Ò n_Ó Ô E ` ô b p `g \ æ�b \ ã0b ] ç ���g ] æ
b � ç ���
quenãoest́abemespecificadaaseguintefunçãoquepretendecalcularocapitaltotaldepositado
numdadosistemabanćario:b�t
b�` ó i ß p�q b r Ø¦`ºü�k Ô E ` ô b p `b�t�b�` ó Ù¥Û2Ý �U
 �í Õ � ô Z�Ù_¯ g\ ] ÙÜÛ4Ù¥g�Ý0Ý °�Ö d SWQ ¥ i ×�k Ý
Re-especifiqueb�t
b�` ó deformaadequada.
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2. Especifiqueumafunçãoatravésdaqualsepossacalcularo conjuntode todosos titularesde
contasdeum dadobanco:b�t d t q � p b6ijß púq b r Ø)`ºü�knm Ð ¦ clÑ�Ò n_Ó

$
Exerćıcio 2.58 Recordeo fragmentodeumaespecificac¸ãodeumplanodeestudosdeumalicenciatura
apresentadonoExerćıcio 1.34.Especifiqueum invariantesobre¹ ó ` ô t�� q b E®d t q capazdegarantiras
seguintespropriedades:

1. Nãohá“buracos”noplanodeestudos,i.é, seexisteoano
ô ��� docurso,ent̃aoexistetamb́em

o ano
ô ü3� , etc.

2. O númerodedisciplinasporsemestrenãopodeexceder5.

$
Exerćıcio 2.59 No contexto do Exerćıcio 1.38suponhaque,paraos requisitosdo problemado Ex-
erćıcio 1.3,sedecidiumodelara basededadosdeproduç̃aodeequipamento( ��Á E�p â ) commulticon-
juntos: ��Á E�p â í ØÙ��Á E�p â ®[ÙlØ�Ú ôJpúd ®+v x¦ÝØ�Ú ô2púdÜÛ Ø Î t
Ø â ��ØÏ�ÝÁ E®p â (2.163)

onde#Equip(códigodeequipamento)e#Comp(códigodecomponente)sãotiposprimitivos.

1. Apósumaańalisecuidadosade (2.163),decertoverificaŕa sernecesśario fixar um invariante�
sobre��Á E�p â . Comecepor escrevê-lo por palavrassuasquedepoisdeveŕa traduzirformal-

mentenadefiniç̃aodeum predicado.

2. Suponhaaindaquea mesmaequipajá esboc¸ou a especificac¸ãodafunção“explos̃aoemcom-
ponentes”comosesegue:r�s�â ó t d�r i ØÏ�ÝÁ E®p â�H �ÝÁ E®p â ü�k Î t
Ø â®qr�s�â ó t d�r Ù r ã<ÛJÝ���
 �Û ó r b o0Û Û?Ù r Ýp¥ô Þ Ñ�d S�Q ¥ ijß5k ^K^K^
ondeocorrea iteraç̃aodooperadoruniãodedoismulticonjuntos(1.102)eÎ t
Ø â2qqÛ Ø Î t
Ø â ®nv x
Completea definiç̃aode

r�s�â ó t d�r .
$
Exerćıcio 2.60 Considereo seguintefragmento(aliásincompleto)deumprogramaemC paragest̃ao
deum determinadotipo detabelasde‘hashing’:
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#define TAM 100
.
.
.
.
struct inf
{

med largura;
med altura;

};

struct arvbin
{

int codigo;
struct inf inform;
struct arvbin *dir;
struct arvbin *esq;

};

typedef struct inf INF;
typedef struct arvbin *AB;

AB hash[TAM];

1. Converta paramodelode dadosem ß r b q o tipo da variável hash , à luz da analogiaque
estudouentreasconstruc¸õesprimitivas de ß r b q e a notaç̃ao paradefiniç̃ao de estruturasde
dadosemlinguagensdeprogramac¸ãoestruturadas.

2. Sabendoquea funçãode‘hashing’operasobreo campocodigo dearvbin , especifiqueo
seguinteinvarianteaafixaraessemodelodedados:para cadaı́ndicedo ‘arr ay’ de‘hashing’,
oscódigosqueocorrememnósda respectiváarvore decolisão têmtodoso mesmovalor de
‘hashing’,queéexactamenteo ı́ndicerespectivo.

$
Exerćıcio 2.61 No contexto doexerćıcio 1.32,completeaespecificac¸ãodo invariante

inv- à�à�àYÙÜÛJÝ���
 �Û ö g × d t�ØÚÙÜÛJÝ>i|^K^�^
quedeveŕa garantirquenenhumapáginaWWW cont́emumarefer̂enciaparaumapáginaWWW que

nãoexiste.$
Exerćıcio 2.62 Um orçamentoé umaassociac¸ão de custosa ı́tensa realizar, podendocertosı́tens
desdobrar-seemsub-́ıtenseassimsucessivamente.Porexemplo,o orçamentodeumaobradeconstru-
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çãocivil poderiatero aspectodoquadroseguinte,

Obra debet̃ao armado 10000
Paredese rebocos 5000

Carpintaria
Aberturas

Janelaseportas 3000
Portasinteriores 2000

Pavimentos 2000
Louçassanit́arias etc. 1000

Pavimentos 2000

Suponhaquealgúemdefiniuo seguintemodelomateḿaticorecursivo paraorçamentos,e � G�OÛ v±b r Ø1® Ù¥v xz��ß E®o e � G Ý /*Orc = ‘orçamento’*/ß E®o e � G�OÛ e � G /* SubOrc = sub-orçamento*/

onde v±b r Ø é umaentidadeatómicaparaidentificaç̃aodeı́tensorçamentais.

1. Completea seguinteespecificac¸ãodeum operadorsobree � G quecalculao valor total deum
orçamento: b�t�b�` ó i e�� G ü®knv x��b�t
b�` ó ÙÜÛ2Ý ��
 �Û ^�^�^

2. Pretendem-seaindaespecificarasseguintesoperac¸õessobree � G :
rúbricas iwe � G ü�knm ijáFc T ¥�â k (2.164)

/* rúbricasÙ¥Û2Ý<Ý devolveo conjuntodetodasrúbricasdoorçamentoas-
sociadas a custos, por exemplo,� Carpintariaã Aberturasã Portasinteriores� , �R¹h` ��p Ø r�ô b�t q � , etc.*/G `�b q iwe � G ü�knm ijáFc T ¥ â k (2.165)

/*
G `cb q Ù¥Û2Ý0Ý devolveo conjuntodetodasascategoriasorçamentais,por

exemplo,� Carpintariaã Aberturas� */ô t � `fß E®oKG `cbÅiwe � GqH v�b r Ø H v±b r Ø � ü�k+e � G (2.166)

/*
ô t � `8ß E®oKG `cb:ÙÜÛ®ã p ã G Ý0Ý cria

p
comosubcategoria orçamentalde

G
,

por exemplo,
p�Û

MóveisdeCozinhae
G0Û � Carpintaria� */

Verifica-sequesepodeprescindirdasuaespecificac¸ãoseforem“reutilizadas”funçõesseme-
lhantesjáespecificadasnumproblemaqueé“isomorfo” aopresente.Identifiqueesseproblema
easfunçõesemcausa.$

Exerćıcio 2.63 A sintaxe quese segue pretendeformalizara informaç̃ao contidanum ficheiro de
configurac¸ãode‘email’ (tipicamente,o ficheiro.mailrc emUNIX): ` p ó � G OÛ ò ó p ` q ®nm iäã ¥ n ¦ Ò ¨ ¡ Ò ¦ n_åæk�hØ¦` p ó OÛ Ú q ��x)`�Ø r�H _at
Ø¦` p¥ôÚ q �±x)`�Ø rçOÛ ß4bM�_at
Ø¦` p¥ô OÛ ß4bM�ò ó p ` q OÛ ß4bM�
Porexemplo,oenderec¸o jno@di.uminho.pt érepresentadopeloelementor "jno" ã "di.uminho.pt" s
de �hØ)` p ó .  ` p ó � G exprimeaestruturadederivaç̃aode‘aliases’emenderec¸osououtros‘aliases’.
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1. Especifiqueformalmentea função,r�s�â ` ôËd i  ` p ó � G H m ¡ Ò ¦ n_å ü�knm ã ¥ n ¦ Òr�s�â ` ôJd ÙÜÛ®ã q Ý	�U
 �Û ^�^�^
quedeveŕa calcularaexpans̃aototal,emenderec¸os,deumdadoconjuntode‘aliases’.

2. Completeosseguintesesboc¸osdeespecificac¸ãoformaldemaisduasfunçõessobre
 ` p ó � G :è D t�A r b q  r i  ` p ó � GCH �hØ)` p ó ü�k m ¡ Ò ¦ n_åè D t_A r b q  r ÙÜÛ®ã r Ý��U
 �Û ^K^K^ /* calculatodosos‘aliases’queatingemumdadoendereço */E2q � q � J _at
Ø)` p¥ô i  ` p ó � G ü�k ^�^�^K^�^K^E2q � q � J _at
Ø¦` p¥ô Ù¥Û2Ý �U
 �Û ^K^K^ /* calculao mapaqueatribui, a cadadoḿınio presenteem Û , o respec-

tivo conjuntodeutilizadoresconhecidos*/$
Exerćıcio 2.64 Pretende-seespecificarumsistema,encomendadoporumabiblioteca, paraarquivo de
livrosesuaclassificac¸ãoporassuntos. Osassuntosdever̃aoestarorganizadoshierarquicamentenuma
taxonomia. A cadalivro deve poderserassociadoo conjuntodosassuntospelosquaiso livro podeser
pesquisado.

Suponhaqueumaequipadeprojectistaschegoujá aoseguintemodelodedadosparao sistema:ß Jfq b r Ø OÛ �h` q�r�H �ê` s�h` q�réOÛ � r�J ®I�htÄt
g H ß E®o ï rWG b q�ê` sêOÛ ß E®o ï rUG b¸®��î` s� r�JÍOÛ ^K^K^�htÄtÄg OÛ ^K^K^ß E®o ï rUG b qëOÛ m�ì Ñ�ßtí T:î cß E®o ï rUG b OÛ ^K^K^
onde,porexemplo,a taxonomia

Compilers

Lexical-analysis

Syntax-analysis
LL

LR

seŕa modeladapelafunç̃aofinita, em �ê` s ,ïðñ
Compilersïñ

Lexical-analysis Syntax-analysisòôó õ ¢#¢ ¢åàòôó òöó½÷ùøú ø�ûú
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1. Construaadefiniç̃aodo invariantesobre�î` s :
noSubRepeated i �ê` s ü�knm

noSubRepeatedÙ b0Ýô��
 �Û ^K^�^ allSubjsÙ0^�^K^ Ý®^K^�^
quedeveŕa garantirque“nenhumassuntoaparecerepetidonataxonomia”e ondeallSubjsé a
funç̃ao:

allSubjs i �ê` s ü�k+ß E2o ï rUG b q
allSubjsÙ b0Ýü��
 �Û d t
ØõÙÜb0Ý�`�b-clýMdþÓ ± e�ijclkf` ó ó ß E®o ï q ÙÜb p Ý

quecoleccionatodososassuntospresentesnataxonomiab .
2. Completea seguinteespecificac¸ão de umafunção quedá todosos sub-assuntosde um dado

assunto:

subSubs i ß E®o ï rUG b H �ê` s ü�k+ß E®o ï rWG b q
subSubsÙ¥`�ã�b0Ý ��
 �Û � b Û òôó è þbîÖÛ òôó è  ` × d t
ØõÙÜb0Ý è ` ó ó ß E®o ï q Ù b:Ù¥`8Ý<Ý`PÖ× d t
ØõÙÜb0Ý è ^�^�^

3. Completeaseguinteespecificac¸ãodeumafunçãoquedáascotasdetodososlivrosqueversam
determinadoassunto(NB: seumlivro versao assunto

s
queésub-assuntode

J
, ent̃aotamb́em

versa
J
): ` ó ó �£t
tÄg q � J ß E®o ï rUG b i ß E®o ï rUG b H ß Jfq b r ØEü�knm�ÿCT��` ó ó �htÄtÄg q � J ß E2o ï rUG b:ÙÜ`�ã�ÛJÝ ��
 �Û ó r b d�o0Û \ \ Ù¥Û2Ýb Û \ ] ÙÜÛJÝp¥ô ^K^�^

4. Mostre(usandoasleisdeisomorfismoem ß r b q ) que �ê` s é umcasoparticularde Þ£ß (2.94).
Sugest̃ao: reparequetodoo sistemahieŕarquicodeficheirossemquaisquerficheiros “ é uma
taxonomiadedirectorias”.

$
Exerćıcio 2.65 Reconhec¸a o padr̃ao recursivo queobt́em de(2.125)instanciando

ò Û � e tire con-
clus̃oesnocontexto doexerćıcio anterior.

Queseespecificanessepadr̃aoquandoseforça ainda � Û � ?$
Exerćıcio 2.66 O processamentode texto a ńıvel da tipografia electŕonica não trabalhaao ńıvel da
linha/ṕaginadetexto massimcomcaixastipográficas, quesecompoemumascomasoutrasparaobter
efeitosgráficosarbitrariamentecomplexos.Porexemplo,o fragmentodetexto quesesegue,

taM@ b�
correspondèaestruturac¸ãodecaixasquesesegue,

t a M@ b �
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i.éaoseguintepadr̃aodecomposic¸ão:

t a M

@������
V b �

H������ 		
 

		
 


������
H
 
 		

onde“H” e “V” designam,respectivamente,composic¸ãonahorizontalecomposic¸ãonavertical \�� .
Considereaseguinteespecificac¸ãorecursiva decaixatipográfica ( �ht s ):�ht sêOÛ ò b�t
Ø pMG �ht s �ì r �Äb pMG ` ó �ht s � tU� p�� t ô b�` ó �ht sì r �Äb pMG ` ó �ht s OÛ �ht s � tU� p�� t ô b�` ó �ht s OÛ �ht s �ò b�t
Ø plG �ht s OÛ D®r�p Z D b�i�v x��è púd b D i�v x��G t ô b r�ô b q if^�^�^

emqueseomitemosdetalhessobreo contéudodecadacaixaelementar(
G t ô b r�ô b q ).

1. Completea especificac¸ãoseguintedeumafunçãoquecalculaaalturadeumadadacaixa:D i �ht s ü�knv x��D Ù o Ý ��
 �Û � is-
ò b�t
Ø pMG �ht s Ù o Ý è D�r�p Z D b:Ù o Ý

is-
ì r �
b pMG ` ó �ht s Ù o Ý è ^�^K^

is-
 tU� p�� t ô b�` ó �ht s Ù o Ý è ^�^K^

2. O racioćınio seguintesobre�£t s ,�ht sêOÛ ò b�t�Ø pMG �ht s � ì r �Äb pMG ` ó �ht s �  tU� p�� t ô b�` ó �ht sOÛ ò b�t�Ø pMG �ht s ���ht s � �3�ht s �OÛ ò b�t�Ø pMG �ht s �Gm H Ùl�ht s � Ý
permite-nosverificarque �ht s é,afinal,umcasoparticulardeumtipo dedadosabordadoneste
texto. Identifique-o,justificando.

3. Descreva o métododeinduç̃aoassociadoa �£t s quelhepermitiŕa provar predicadosdaformaö2o × �ht s i � Ù o Ý
sobreaestrutura�ht s .\�� Assim,umapáginadetexto éumacaixaqueseobt́emporcomposic¸ãonaverticaldetantascaixas

quantasassuaslinhas;por suavez,umalinha detexto é umacaixaqueseobt́empor composic¸ãona
horizontaldetantascaixasquantasosseuscaracteres,etc.
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�
Exerćıcio 2.67(Especificac¸ãodeRedesSem̂anticas)Considereadescriç̃aodoconceitoderedesem̂antica
hierárquicaquesesegue:

- Umaredesem̂anticahierárquicaéumaformadebasedeconhecimentoorganizadanumarede
cujosnodossãoocupadospor objectos. Todoo objectoé identificadouǹıvocamentepor um
identificadordeobjecto.

- Um objectopodeseradescriç̃aodeumaclassede“coisas”(e.g. asclassesIndiv́ıduo, Solteiro,
Edif́ıcio etc.) ou a de umasuainst̂ancia. Uma inst̂ancia é, pois, umaconcretizac¸ão de uma
classe.Porexemplo,o Complexo PedagógicodeGualtar é umainst̂anciadaclasseEdif́ıcio.
Notar, ainda,queumainst̂anciapodeconcretizarmaisdo queumaclasse.Por exemplo,o
referidoComplexo Pedaǵogico é não só inst̂anciada classeEdif́ıcio, mastamb́em da classe
ObjectoInanimado.

- Entre classesestabelece-seuma relaç̃ao de sub-/super-classe. Por exemplo, Edif́ıcio é (si-
multaneamente)sub-classedasclassesImóvele PrédioUrbano. Estarelaç̃aodesub-classée
transitiva e bem-fundada,e temcomolimite universalsuperiora “maior” de todasasclasses
— o Universo— queé,portanto,a únicaclassequenãoé subclassedenenhumaoutraclasse.

- A informaç̃aoquea redeassociaaumadadaclassecont́emnãosó a indicaç̃aodassuassuper-
classes,mastamb́emoconjuntodetodososseusatributoscaracteŕısticos.Porexemplo,Nome,
DatadeNascimento, Pai, Mãeetc.sãoatributosquefazemsentidonaclasseIndiv́ıduo. Uma
classetemacesśıveisnãosó osatributosquenelasedeclaram,mastamb́emtodosaquelesque
ela“herda”dassuassuper-classes.

- Uma inst̂anciaconcretizavaloresparaos atributosque lhe são conferidospelassuassuper-
classes.Um valor deumatributo podeserumaconstante(e.g. adata“1990.04.05”éumvalor
posśıvel paraData) ou umarefer̂enciaa outroobjecto.Porexemplo,o identificadordo paide
umdadoindivı́duopodeocorrercomovalor doseuatributo Pai. É claroqueesteatributo éda
classeIndiv́ıduo.

Suponhaquesepretendeespecificarasintaxe(
@

) eummodelo�Bi @ ü�k������ pararedessem̂anticas,
tendojá sidoidentificadasasesṕecies

ß Û
ÇÈÈÈÈÈÈÈÈÉ ÈÈÈÈÈÈÈÈÊ

RS /*redesem̂antica*/
Oid /* identificadordeobjecto*/

Oids /*plural deOid */
Objecto /*objecto*/
Classe /*classe*/

Inst̂ancia /* inst̂ancia*/
Aid /* identificadordeatributo */

Valores /*valoresdeatributos*/
Bool /*valoresbooleanos*/

eosoperadores
inicialização iwk àîß

Universo iwk e p¥d
1. Construaummodelo� i @ ü�k������ paraasentidadessint́aticasacimaidentificadas.

2. Acrescentea
@

osoperadoresouesṕeciesque,nasuaopinião,faltamparadescrever osrequi-
sitosacima(desenheumdiagrama-ADJqueosilustre).
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3. Provavelmentesentiunecessidadedeintroduzirumoperador

inv icàêß«kI�htÄt ó
quepretendeque seja invariante de RS. Identifiquequaisas cláusulasque introduziriaemN Ù inv Ý , e justifiqueasuanecessidade.

4. Combasenaaĺıneaanterior, apresenteadefiniç̃aoformalde
N Ù inv Ý .

5. Defina operadoresparamanuseamentoda informaç̃ao contidaem àîß . Prove que a pro-
priedade

N Ù inv Ý nãoédestrúıdaporaquelesquetêm àêß comoco-aridade.�
Exerćıcio 2.68 Muitospredicadossobrefunçõesparciaisfinitas Û × ò ®I� sãodaformaö®p × d t
ØõÙÜÛJÝ¶i � ÙÜÛ?Ù p Ý0Ý (2.167)

onde
� i��Yknm é umpredicadosobre� .

Sejaent̃ao
ò ® � aceitecomoabreviaturadaquantificac¸ão(2.167),para

ò
finito. Mais formal-

mente,
ò ® � é o predicadosobre

ò ®I� definidopor:ò ® � ��
 �Û X�Û®^ ö®p × d t
ØõÙÜÛJÝ¶i � ÙÜÛ?Ù p Ý0Ý
para

�
um predicadoválidosobre� .

Sendoa construc¸ão (2.167)rica em propriedadesmuito úteisemprova de invariantes,demonstre
ou refuteasseguintes,para ßGä ò :ò ® � Ù¥Û \ `'Û ] Ý�� Ù ò ® � ÙÜÛ \ Ý0ÝJáõÙ ò ® � ÙÜÛ ] Ý0Ý (2.168)ò ® � Ù¥Û2Ý è ò ® � ÙÜÛºé>ß�Ý (2.169)Ù ò ® � ÝJáPÙ ò ® � Ý�� ò ® Ù � á � Ý (2.170)ò ® Ù¥ù � Ý�� ùñÙ ò ® � Ý (2.171)

Sugest̃ao: relembreo factoseguinte,para� finito:ö®s × ��i â Ù s Ý�� �� d�� â Ù s Ý�
Exerćıcio 2.69 Na seqûenciado exerćıcio 2.68,demonstrea seguintepropriedadedaconstruc¸ãoem
jogo: Ù ò ® � ÙÜÛ \ Ý<Ý2áõÙ ò ® � Ù¥Û ] Ý0Ý è ò ® � ÙÜÛ \! Û ] Ý (2.172)�
Exerćıcio 2.70

ò G b)¹ ó ` ô éo nomedeumaaplicaç̃aoquesepretendeespecificarparaescalonartarefas
e fazera gest̃aode recursosnecesśariosà suaexecuç̃ao. Cadatarefa ou actividadeé identificadapor
um código( Ø ò G b ), aoqualseassociaa suadescriç̃aotextual ( _ rÄq�G � p â b p t ô ), a suaduraç̃ao( ß â ` ô ,
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medidaeme.g. semanasou dias),quaisosrecursosqueenvolve ( à rÄq t E � GKrÄq ) e a indicaç̃aodequais
astarefasquedever̃aoestarterminadasantesquea tarefa possaarrancar:ò G b)¹ ó ` ô OÛ Ø ò G bo®+_ r
qWG � p â b p t ô�H ß â ` ôxH à r
q t E � GKr
qCH _ r<â®r�ôËd�r�ô�GKrÄq_ rÄq�G � p â b p t ô OÛ ß��îà /*descriç̃aodaactividade*/ß â ` ô OÛ v x /*duraçãodaactividade*/à rÄq t E � GKrÄq OÛ Øaà r
q ®nv x /* tipo equantidadederecursosnecesśarios

para realizarumaactividade*/_ r<â®r�ôËd�r�ô�GKrÄq�OÛ m�"8¡ î c /*actividadesprecedentes*/

Um escalonamento,definidopor ß GFD�r
d_E ó rROÛ Ø ò G bo®+v x��
é umaindicaç̃ao,paracadatarefa, do instante(medidoeme.g. semanasou dias)emqueest́a previsto
a tarefa arrancar.

Especifiqueo operador o�rÄq b0ß GFD�r
d_E ó r i ò G b)¹ ó ` ô k+ß GFD�r
d_E ó r
quedeveŕa, consultandoum mapadeactividades,construiro melhorescalonamentodassuasactivi-
dades.Por melhorentende-seaqueleem queastarefas são escalonadaso maiscedoposśıvel, sem
violar quaisquerdepend̂enciasentresi.

Sugest̃ao: Se vir nissoconvenîencia,acrescenteum invarianteà estrutura
ò G b)¹ ó ` ô . Podedefinir

funçõesauxiliares.�
Exerćıcio 2.71 Pretende-sequeo transportede embalagensnum supermercadosefaça em paletes
previamentearrumadasporumrobot.Estedeveŕausarumalgoritmodearrumac¸ãoporpartiç̃aobinária
dabasedapalete( ���_� G Ø H � Ç � G Ø ). Paraoptimizaraarrumac¸ão,tantoasembalagenscomoaspaletes
sãonormalizadas,isto é, assuasbasessão rect̂anguloscujo comprimentóe # m maior quea largura\%$ .

A figura queseseguemostraa arrumac¸ão de trêscaixas
ò

, � e
Î

numapalete,estandoainda
dispońıvel umespac¸odearrumac¸ãoquepodeŕareceberumaembalagemcomasdimens̃oesde

Î
ouser

dividido emdoissub-espac¸osparaarrumarduasembalagensmaispequenaseassimsucessivamente:

ò
�

Î
\%$ Trata-sedeum requisitoque,além de útil paraa partiç̃aobinária do espac¸o, permiteidentificar

asdimens̃oesdeumaembalagemapenaspelalargura.Parasimplificar, nãonosprocuparemoscoma
alturadeembalagensepaletes.
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ouseja,temosaseguinte“ árvoredearrumac¸ão”:

(vazia)

C

B

A

A partiç̃aobináriadivide sempreumespac¸o dispońıvel aomeio,segundoo comprimento.
Suponhaque,paraespecificaresteproblema,sedefiniramjáasseguintesestruturasdeinformaç̃ao:ß â ` G�r OÛ �#���£t s �Bß â ` GKr ] /* um espac¸o na palete ou est́a

vazio,oucont́emumacaixaouest́a
divididoem2 sub-espac¸os*/�ht s OÛ v d H à púd b D /* identificaç̃aodaembalagemesualargura

debase*/à púd b D OÛ v x��
1. Mostrequeadefiniç̃aode ß â ` GKr épolinomialmenterecursivaeconstruao respectivo esquema

algoŕıtmico.

2. Especifiqueosseguintesoperadoressobreß â ` GKr , onde v dcqRÛ m á S :è D�plG�D �ht s�r
q ijß â ` GKr knv d8q /* deveŕa dar comoresultadotodos
os identificadores das embalagens
já colocadasnapalete*/� � r�r ß â ` GKr ijß â ` GKr kIà p¥d b D /* deveŕa dar como resultado

a largura do maior (sub-)espac¸o
aindalivre napalete*/

3. Achaqueo robotoptimizaŕa aarrumac¸ãodapaleteinserindoembalagensporordemcrescente
delargura?Oudecrescente?Justifiqueinformalmente.

4. Generalizeestaespecificac¸ãode estruturadedadosa paletesdedimens̃oes
ó H-D

quaisquer,
sujeitasa umapartiç̃aobináriasemelhantemasnãonormalizada,e.g.:

A

B E

C D

explicandoassuasalterac¸ões.Definaaindao respectivo esquemadeinduç̃aopolinomial.
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�
Exerćıcio 2.72 Numalinguagemdeespecificac¸ãoformaldeedif́ıcios,entende-sepordivisão(‘room’)
o seguinte: àêtÄt�Ø OÛ v x � H v x � H Ùlà�` ó ó e�®+e â�r�ô Ý
Assim,paraalémdalargurae do comprimentodadivisão,especificam-seassuasaberturas(portase
janelas)daformaseguinte: à�` ó ó e OÛ � è �-� è �3¢ è �Bà è� è OÛ v x��� è OÛ v x �¢ è OÛ v x��à è OÛ v x��
tal que t × à�` ó ó e designao ‘offset’ deumaaberturanarespectiva parede( � è = ‘ top wall’, � è =
‘bottomwall’, ¢ è = ‘ left wall’ e à è = ‘ right wall)’, contadoa partir daorigemqueé o cantoinferior
esquerdodo rect̂anguloqueadivisãodefine,ee â�r�ô OÛ à pÜôËd ��_atÄtU�à pÜôËd OÛ v x_atÄtW� OÛ v x
fixa a larguradeumaabertura.

Especifiqueuminvarianteinv- à¶tÄt
Ø capazdegarantirque:

- emnenhumaparededuasoumaisaberturassesobrep̃oem;

- nenhumaaberturadenenhumaparedese“rasga”paraalémdaextens̃aodessaparede.�
Exerćıcio 2.73 No contexto do exerćıcio 2.71,suponhaqueo algoritmodearrumac¸ão por partiç̃ao
bináriadabasedapaleteé feito segundoduasdirecç̃oes:partiç̃aonahorizontalou navertical. Cada
partiç̃aosubdivide acorrespondentéarearectangularemdoissub-rect̂angulos,apartirdaindicaç̃aode
um ‘offset’, i.é, deumadist̂anciamedidaapartirdaesquerdanum“corte” vertical,oumedidaapartir
dabasenum“corte” horizontal.

Para isso adoptou-sea seguinte especificac¸ão da estruturade dadosque suportaa descriç̃ao do
contéudodeumapalete(parasimplificar, ignora-seadimens̃aoemaltura):¹h` ó r b r OÛ  r�p Z D b H à púd b DÌH ¹h`��Äb p b p t ô /* uma palete tem um dado comprimento,

umadadalargura, registando-sedeseguida
o seucontéudo*/¹h`��Äb p b p t ô OÛ �#���ht s �SÙ ì e �+� q�r b9�  e �+� q�r b0Ý H ¹h`��Äb p b p t ô ] /* se uma

partição não est́a
vazia, ou cont́em
uma caixa
ou é denovo par-
tida binariamente
na vertical ou na
horizontal*/



2.6. EXERĆıCIOS 137�ht s OÛ v dÏH  r�p Z D b H à p¥d b D /* identificaç̃ao da embalagem e suasdi-
mens̃oes*/ì e �+� q�r b OÛ v x�� e �+� q�r b OÛ v x��à p¥d b D OÛ v x�� r�p Z D b OÛ v x �

Especifiqueumpredicado

inv- ¹h` ó r b r i ¹h` ó r b r ü�knm
inv- ¹h` ó r b r Ù5r D ã è ã â s Ý ��
 �Û ^K^K^

capazdegarantirasseguintespropriedadesquesepretendeminvariantes:

a) Todoo ‘offset’ é válido, i.é, nãoultrapassaasdimens̃oesdo rect̂anguloqueest́a a
serpartido.

b) Todaacaixacabenapartiç̃aoemquefoi colocada.�
Exerćıcio 2.74 CodifiqueemPASCAL ouC (àsuaescolha)aestruturadedados¹h` ó r b r queéassunto

do exerćıcio 2.73,combasenaanalogiado quadrodafigura1.5entreasconstruc¸õesbásicasdanota-

çãoSETS e correspondentesconstruc¸õessint́aticasdessaslinguagensdeprogramac¸ão. Sugere-seque

o cálculodeisomorfismoemSETS sejautilizadopreviamentenasimplificaç̃aodessaestrutura.�
Exerćıcio 2.75 É vulgar em documentoscient́ıficos (monografias,livros, artigos,etc.) existir um
ap̂endicedebibliografiacontendoa descriç̃aodetodososdocumentosqueforamcitadosaolongodo
texto principal.

Um ı́ndiceremissivo de autoresé maisum ap̂endiceao texto principal indicando,por ordemal-
fab́eticadenomesdeautoresreferidos,paracadanomedeautora lista ordenadadaspáginasemque
vemcitadaspublicaç̃oessuas,porexemplo:

ARBIB — 10,11

GOGUEN — 28

HOROWITZ — 2,3,15,16,19

JONES — 3,7,28

JOURDAN — 11,12,29

MANES — 10,11

SAHNI — 2,3,15,16,19

SPIVEY — 3,7

WIRTH — 2,3
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No ambienteLATEXparapreparac¸ãode texto a geraç̃ao debibliografiaspodeserfeita automatica-
menteapartirdeumabasededadosbibliográficaqueassociaacadadocumentoumachavedecitação
que o identificaunivocamente.Já a geraç̃ao de ı́ndicesremissivos de autoresnão est́a prevista na
instalac¸ãoLATEXdebase.

Pretende-seespecificarformalmenteo processodegeraç̃aodeumtal ı́ndice,quedeveŕa teraestru-
tura: v ôJdcr�s�OÛ Ù ò E b D tU� H ¹h`�Z r � Ý �
esergeradoapartirdeduasestruturasdeinformaç̃aoquepodemserobtidasemLATEXsemdificuldade:� rWJ ® ò E b D tU� �
— indicando,paracadachave decitaç̃ao,a lista dosseusautores— em ¾ n�e T_VJ]'&)(�*
— indicandopáginase conjuntosde chaves de citaç̃ao queocorremnessaspáginas. Tem-seainda¹h`�Z rqOÛ v x e

ò E b D tW� OÛ ß4bM� , onde ß4bM� (‘string’) é umaesṕecieprimitiva.

1. Complete(justificando)o seguintediagramaqueespecificaa função Ø)g ò E b D tU�Äv ôJd�r�s ,Ø)g ò E b D tU�±v ôJdcr�s Ù¥`�ã o Ý ��
 �Û o` � r�J ® r ó r Ø q
+, -
-
--

-
.

X��Ä^ � · \/
-
-
-

ß?bM��®+x'`cb0ß?tU�Äb
ó p�q b�� J v ôËd�r�sß4bM��ß?tU�Äb$À d t�Ø- -
-

-

0
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preenchendo+ ,
,

,
.

e / comfunçõesdasálgebrasm ¡ V21 e
ò ® � , adequadamenteselec-

cionadasdo repert́orio seguinte:Ø r �UZ r i m ¡ VJ]'3 ü�knm ¡ V�1Ø r ��Z r Ùt��Ý �U
 �Û 45 dLÓ æ�r[\ \ Ù â Ý:ã o s ð o × \ ] Ù â Ý�çd±p�qWG t ó ó rUG b i ò ®nm 1 ü�knm ¡ V�1d±p�q�G t ó ó rUG b:ÙÜÛJÝ �U
 �Û 4nLd SWQ ¥ i ×þk æ�r¥`�ã o s ð o × Û4Ù¥`8Ý<çG t ó ó rUG b i m ¡ V�1 ü�k ò ®nm 1G t ó ó rWG b:Ù[��Ý �U
 �Û ¯ `æW\ ] ÙlÁ±Ý�ð8Á × �>á)` Û \ \ ÙtÁ±Ý�ç ° nLd ]�6 h ijÓ�kÀ i m ¡ V21 H m 1CV27 ü�knm ¡ V27�RÀ q ��
 �Û æ�r[\ \ Ù â Ý:ã5\ ] ÙlÁ±Ý s ð â × �>áÌÁ × q á�\ ] Ù â Ý Û \ \ ÙtÁ±Ý<ç
2. Sabendoque x)`�b0ß?tU�Äb e ß4bM��ß?tU�Äb são óbviasfunçõesdeordenac¸ão(infira a respectiva assi-

natura),especifiquea funç̃aogeńerica
ó p�q b�� J v ôËd�r�s quedeveŕa encarara seqûenciaquelhe

é passadacomoprimeiroargumentocomoı́ndiceparalistar a funç̃aofinita queé o seuoutro
argumento.(NB: atentequeo resultadodafunç̃aoédaesṕecie v ôJd�r�s .)

3. Formuleedemonstreasseguintespropriedades(axiomas)de Ø)g ò E b D tU�±v ôJdcr�s :
(a) Sea basededadosbibliográficafôr vaziao ı́ndicedeautoresseŕa tamb́emnecessaria-

mentevazio.

(b) Citar umachave decitaç̃aoquenãoconstedabasededadosbibliográficanadaacres-
centaaoı́ndicegerado.�

Exerćıcio 2.76 RecordedoExerćıcio 2.75a função
ó p�q b�� J v ôËd�r�s .

1. Demonstreou refute a seguinte igualdadesobreessafunção, que se sup̃oe universalmente
quantificadanasvariáveis livres:ó p�q b�� J v ôJd�r�s Ù ó ã òôó Ý Û ó p�q b�� J v ôËd�r�s Ù����hã<ÛJÝ
(Sugest̃ao: evite recorrera métodosdeprova indutiva.)

2. Podeŕa ser
ó p�q b�� J v ôËd�r�s umafunçãosobrejectiva?Justifique.

3. Suponhaque ß4b E®d�r�ô b q OÛ x���®+x'`cØ rÝH�Î t E � q�r
éaestruturadeinformaç̃aoqueregista,paracadanúmerodealunodestadisciplina,oseunome
e o cursoa quepertence(suponhax�� OÛ v x , x)`�Ø r�OÛ ß?bM� e

Î t E � q�r�OÛ ß?bM� ). Suponha
aindaque  `��±g q OÛ x���®  `��±g
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é a estruturade informaç̃ao queregista, paracadanúmerode alunoque entregou o exame
da 1 ^a chamada,a respectiva classificac¸ão (onde

 `��±g OÛ v x , por exemploa nota10.23é
representadapelonatural1023).
Especifiqueformalmentea funçãoó p�q b0ß4b E®dcr�ô b q i ß?b E®d�r�ô b q�H  `��Äg q ü�k Ùúx�� H x)`�Ø r�HwÎ t E � q�r�H  `��±g�Ý �ó p�q b0ß?b E®d�r�ô b q ÙÜÛ®ã5ÂËÝ ��
 �Û ^�^�^
quedeveŕa gerarapautadoexameda1 ^a chamada,ordenadaporordemcrescentedenúmeros
dealuno,ondecadalinhadapautaindica,paracadaaluno,o seunúmero,nome,cursoenota.
(Sugest̃ao: recorraa

ó púq b�� J v ôJdcr�s e a outrasfunçõesauxiliaresqueconhecepararesolver
estaaĺınea.)

4. Repitaaaĺıneaanteriorpor formaa
ó p�q b0ß4b E®dcr�ô b q gerarapautaordenadaalfabeticamentepor

nomesdealunos.(Sugest̃ao: amesmadaaĺıneaanterior.)�
Exerćıcio 2.77 No contexto doExerćıcio 2.75:

1. Especifiquea função x)`�b0ßUtW�Äb i m á P ü�knv x �x'`cb0ß?tU�Äb:Ù q Ý���
 �Û ^�^�^
queáı serefereequedeveŕa listar, porordemcrescente,o conjunto

q
quelhe épassadocomo

argumento.

2. Verifique(e.g. por induç̃ao) sea especificac¸ão de x'`cb0ß?tU�Äb queacabade prop̂or satisfaz a
seguintepropriedade: öJq × m á P i r ó r Ø q Ù¥x)`�b0ßUtU�
b:Ù q Ý<Ý Û�q

3. Escreva um predicadoqueformalizea seguintepropriedadeque Ø¦g ò E b D tU�±v ôËd�r�s deveŕa
satizfazer:

A repetiç̃ao de umamesmachavede citação dentro da mesmapáginade texto
nãoaltera o ı́ndicegerado.

Acha queo modelopropostopara Ø)g ò E b D tU�±v ôJdcr�s no Exerćıcio 2.75 vai satisfazeresta
propriedade?Respondainformalesumariamente.�

Exerćıcio 2.78 Considerea seguinteespecificac¸ãodeumafunçãoem SETS baseadanafunção
qFE2o ó

doExerćıcio 2.53:q0â ó p b:Ù ó ã ô Ý ��
 �Û ó r b GRÛ ó r�ô Z�b D Ù ó ÝpoÛSd±pl� Ù G ã ô ÝØ Û  � r ØÚÙ G ã ô Ý Û � è pùåÙt� r ØõÙ G ã ô Ý Û ��Ý è p �=�p¥ô � qFE2o ó Ù ó ãKÙ ï}ü���Ý H)ô �>�±ã ô ÝUð�ï98 p¥ô4q�r Á8Ù Ø¦ÝK�
onde

d±pl�
e � r Ø sãoasconhecidasfunçõesdearitméticainteirae

p¥ô4q�r Á é a funç̃aop¥ô4q�r Á8Ù p Ý	��
 �Û  poÛ � è �3�ùåÙ p�Û ��Ý è p¥ô4q�r Á8Ù ô ü���Ý��B� p �
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1. Apóscalcular
q<â ó p b:Ù5�¶mfã;:fã Ç �hã:m�Ý , tipifique

q<â ó p b , i.épreenchaasretiĉenciasemq<â ó p b i ÅFÅFÅ�ü�k ÅFÅ�Å
2. Expliqueporpalavrassuaso significadodasfunções

pÜô4q�r Á e
q<â ó p b .

3. Mostre(e.g. porapresentac¸ãodeumcontra-exemplo)queo seguintefactonãoseverifica:,em
geral: r ó r Ø q Ù ó r�ô Z�b D � Ù q<â ó p b:Ù ó ã ô Ý0Ý<Ý Û æ ô ç

�
Exerćıcio 2.79 Seja� r �ÄØ aesṕeciededados“termocomvariáveis” queaseguir sedefine:� r �ÄØ OÛ ì `��R�¶� s�â� s�â OÛ e âÌH � r �ÄØ �
ondeasesṕecies

ì `�� (śımbolode variável) e e â (śımbolo deoperador)são atómicas. Completea
definiç̃aoseguintequetestasedois termosb e b p em � r �ÄØ sãounificáveis, no sentidoda inferência
por resoluç̃aousadaemPROLOG:E�ôJp � Ù b:ã<b p Ý ��
 �Û 

is-
ì `��fÙÜb0Ý�³ is-

ì `��fÙ bMpúÝ6è ì
is-� s�â Ù b0ÝJá is-� s�â Ù b p Ý è ^�^�^

NB:
E�ô2p �

deveŕa seguir o famosoalgoritmodeunificaç̃ao deRobinson(1965),segundoo qualdois
termossãounificáveisseesése

- umdelesfor umavariável

- ambosforemexpress̃oescomo mesmooperador(e a mesmaaridade,portanto)cujossubter-
mossejam,porsuavez,unificáveisdoisa dois.�

Exerćıcio 2.80 CAMILA éumalinguagem(interpretada)destinadàaprototipagemrápidadeespecifica-
çõesformaispreviamenteformuladasem SETS. Em CAMILA é posśıvel definir módulos(ficheiros
coma extens̃ao .cam ) queincluem,atravésdeumacláusula#include semelhantèa do C, outros
módulosCAMILA. Porexemplo,um módulomset.cam (paramanipulac¸ãodemulticonjuntos)pode
terqueinvocar, parapodercorrer, o móduloffun.cam (paramanipulac¸ãodefunçõesfinitas).

A ‘shell’ deinterpretac¸ãodemódulosCAMILA éuminterpretadordeL ISPevolúıdo,quesedesigna
porxmetoo . A interpretac¸ãodeumqualquermódulox.cam pressup̃oeasuacompilaç̃aopréviapara
xmetoo , originandoo ficheirox.met . Semprequetal compilaç̃aoencontraumacláusuladaforma
#include y.cam , processa-sey.cam , gerando-sey.met , eassimsucessivamente.

É fácil de ver que a interdepend̂encia repetitiva entre módulos CAMILA torna a interpretac¸ão
desnecessariamentelenta(um mesmomódulo podesercompilado/carregadomaisdo queumavez)
easuainterdepend̂enciaćıclica (que,emteoria,énormal)podeterconseqûenciasperfeitamenteinde-
sej́aveis.
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Pretendendo-seuma pequenaaplicaç̃ao que racionalizeesteprocessode inclus̃ao, suponhaque
disp̃oe já de umapequenaaplicaç̃ao queinspeccionao sistemadeficheirose deleinfereumatabela
cujaestruturaformal éaseguinte:Î `cØ p ó `8Þ p ó rÄq OÛ m P n ¥ T�V�< n_c T_V i>= T c ¨ 7 n ¥ k r b OÛ �Î `cØ OÛ m P n ¥ Tx)`�Ø r OÛ ß?bM�_a`cb r OÛ v x
Estatabelaindica os nomesdosficheiros.met ou .cam queseencontraram,a datada suaúltima
alterac¸ãoe,nocasodeumficheiro.cam , osnomesdosficheiros.cam queaqueleinclui.

1. Especifiqueformalmentea função,bM�±`8v ô�G ó E®d�r i Î `�Ø p ó `cÞ p ó r
q H m P n ¥ T ü�knm P n ¥ TbM�±`cv ô¸G ó E2d�r Ù¥Û�ã q Ý ��
 �Û ^K^K^
quedeveŕa calcularosnomesdetodososficheiros.cam quedevemser(transitivamente)car-
regadosquandosepretendecarregaraquelescujosnomesest̃aoem ß . (Importante: bM�±`cv ô�G ó E®d�r
deve conseguir tratarinclus̃aoćıclicaentreficheiros.)

2. Semprequea datade um ficheiro .met é posteriora datado correspondente.cam , torna-
se desnecessária a compilaç̃ao prévia deste. Assumindodispońıvel a função bM�±`cv ô�G ó E®d�r ,
especifiqueumafunçãocapazdesepararosmódulosquetêmdesercompiladose carregados
daquelesparaosquaisbastacarregaro correspodentecódigo.met , poresteestaractualizado.

3. Suponhaqueemlugardaestruturade informaç̃ao
Î `�Ø p ó `cÞ p ó rÄq queacimasecaracterizou,

algúemprop̃oeaseguinteestruturaformalpararegistaramesmainformaç̃ao:Î `�Ø p ó `cÞ p ó rÄq p OÛ m < n�c T_V�P n ¥ T H m P n ¥ T_V2< n_c T_VJ]'?)@BA (
Seŕa

Î `cØ p ó `8Þ p ó rÄq p isomorfa a
Î `�Ø p ó `cÞ p ó rÄq ? Justifiqueformalmente.�

Exerćıcio 2.81 Considereo seguinte fragmentoda especificac¸ão formal de uma folha de cálculo
(muitosimplificada):

Þ Î ò ¢ Î OÛ Î tÄtU� d ® Î�r ó óÎ tÄtU� d OÛ ¢ i�v x H Î i�v x /* ¢ -linha;
Î

-coluna*/Î�r ó ó OÛ
ZZ � Î tÄtU� dà¶` ô Z réOÛ ÚC¢ i Î t
tU� d H ¢�à�i Î tÄtW� d /* sub-́area rectangularda folha, definidapor duascoorde-

nadas:osseuscantossuperioresquerdo e inferior direito, re-
spectivamente*/

1. EspecifiqueasfunçõesseguintessobreÞ Î ò ¢ Î , seguindoainformaç̃aodadaemcoment́ario:
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p¥ôJp b i ü®knÞ Î ò ¢ Îp¥ôJp b	��
 �Û ^�^K^ /* inicializaçãoda folhadecálculo */è � Î�r ó ó i Î tÄtU� dÙHwÎ�r ó ó H Þ Î ò ¢ Î ü�knÞ Î ò ¢ Îè � Î�r ó ó Ù s�J ã G ã<ÛJÝü��
 �Û ^�^K^ /* nafolha Û inscrevero valor
G

nacélulacujascoordenadassãodadas
por
s�J

*/�±` ô  t �cr i àê` ô Z rÝH�Î tÄtU� dÙH Þ Î ò ¢ Î ü�knÞ Î ò ¢ Î�Ä` ô  t �cr Ù[�Äã s�J ã<ÛJÝü��
 �Û ^�^K^ /* na folha Û mover a área � para uma nova área cuja coordenada
superioresquerda édadapor

G
*/

2. Se,emlugarde �±` ô  t �cr , tiverqueespecificaraoperac¸ão �Ä` ô¸Î t â�J que,emlugardemover,
copia umaáreadeum local paraoutro,quealterac¸õesteria quefazerà suaespecificac¸ãode�Ä` ô¸Î t â�J ? Respondainformalmente.

3. Especifiqueum invariantesobre Þ Î ò ¢ Î que garantaque a folha não tem célulasque se
referemacélulasindefinidas.

4. Verifique se è � Î�r ó ó satisfaz o invarianteque definiu na aĺıneaanterior. Na negativa, re-
especifiqueessafunçãoeesquematizeo respectivo argumentodepreservaç̃ao.�

2.7 NotasBibliogr áficas

A construc¸ãodemodelosmateḿaticosdo mundofı́sico tem longastradiç̃oesna
Fı́sicae nasCiênciasda Engenharia.A especificac¸ão formal de ‘software’ ori-
entadaa modelos(eventualmenterecursivos, comoseviu nestecaṕıtulo) segue
essatradiç̃aoetemsidoobjectodeintensainvestigac¸ãonasduasúltimasdécadas,
tendosidojá propostasalgumasnotaç̃oespadr̃ao(vulg. linguagensdeespecifica-
ção) comoMETA-IV

�BC [Jon80, BJ82,Jon86] e Z [Spi89].
No caṕıtulo queaquiterminaprocurou-sesistematizar, naconcisa“linguagem

categorial” de �   I�{ , astécnicasbásicasassociadas̀a modelac¸ãodarealidadeus-
andodoḿıniosrecursivos.Paraumestudoaprofundadodealgunsresultadosabre-
viadosnestasistematizac¸ãover [MA86], refer̂enciaa nãodeixardeconsultarno
tocantèaaplicaç̃aodateoriadascategoriasàciênciadaprogramac¸ão.

OslivrosdeManna[Man74], Stoy [Sto81] e Bakker [Bak80] sãorefer̂encias
padr̃aoparao estudoda teoria“topológica” dacomputac¸ão recursiva, originária
dostrabalhosdeScott& Strachey.

Ao organizara concepc¸ãodemodelosemtornodeunidadesestruturais,\�D Vulg. VDM, de‘ViennaDevelopmentMethod’.
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umaconstruc¸ãode �   I�{
+

umesquemafuncionalde‘browsing’ (‘kit’)
+

umesquemaindutivo comométododeprova

a abordagemqueseapresentouprocuratransporparao planoda especificac¸ão
formal algumasdasprincipaisintuiçõesda Programaç̃ao Estruturada dosanos
setenta.Em particular, a de queasestruturasde dadosocupamum papelprin-
cipal na concepc¸ão dosprogramas,comosepodesentirao longo da leitura do
conhecidoe paradigḿaticolivro deNiklausWirth (cf. Algorithms+ Data Struc-
tures= Programs[Wir76], p.xii ep.169):

“An outstandingcontribution to bring order into the bewildering variety of
terminologyandconceptson datastructureswasmadeby Hoarethroughhis
“Notes on Data Structuring” E�F . It madeclear that (...) the structureand
choiceof algorithmsoftenstronglydependonthestructureof theunderlying
data.(...)

Yet, this bookstartswith a chapteron datastructurefor two reasons.First,
one hasthe intuitive feeling that dataprecedealgorithms: you must have
someobjectsbeforeyou canperformoperationson them. Second,(...) this
bookassumesthatthereaderis familiar with thebasicnotionsof computing
programming.

(...) Indeed,if theanalogybetweenprogramstructuresanddatastructuresis
to beextended,thepurelyrecursivedatastructurecouldwell beplacedat the
level correspondingwith theprocedure,whereastheintroductionof pointers
is comparableto theuseof gotostatements.(...) Theparalleldevelopmentof
correspondingprogramanddatastructuresis shown in conciseform in Table
4.1.”

ConstructionPattern ProgramStatement DataType
Atomic element Assignment Scalartype
Enumeration Compoundstatement Recordtype
Repetitionby a known

factor
For statement Array type

Choice Conditionalstatement Variantrecord,type
union

Repetitionby anunknown
factor

While or repeatstatement Sequenceor file type

Recursion Procedurestatement Recursive datatype
General“graph” Go to statement Structurelinkedby

pointers
3 Table4.1 Correspondencesof ProgramandDataStructures.

E�F StructuringProgramming, pp.83-174.



Caṕıtulo 3

Sem̂antica Axiomática

3.1 Intr odução

Pretendemosestudarnestecaṕıtulo alternativasà técnicadedefiniç̃aodasem̂an-
tica de umadeterminadalinguagempor apresentac¸ão de modelos(sem̂anticos),
queestudamosnoscaṕıtulosanteriores.

Vejamosprimeiroqualamotivaç̃aoparatal estudo.Suponhamosdefinidauma
assinaturaGIHKJ�LNMPORQSM e um seumodeloTUHVGXWYLNZ\[�] , tal comoanterior-
mente.Reparemosquefazsentido“testarmos”̂ nosentidodeseinspeccionarse
estemodelo“satisfaz” determinadapropriedadeque,porventura,nosocorreucar-
acterizar. Porexemplo,o texto seguinteregistaumapropriedadeconcretasobreo
problemaM`_ba�c (relembrarGed�fhgji do Caṕıtulo 1 e o Ged�fhgji -modelodasecç̃ao
1.3.2):

“Fica tudo na mesmaselevantarmos,de umaconta,exactamentea
mesmaquantiaquenelaacabamosdedepositar”.

Estapropriedadepodeser formalizadaem termosda linguagemgeradaa partirGed�f\gki , escrevendo:l�mNn
deṕositooqp'rtsjuvs lxwl m m n
levantamentooqp'rtsjuvs l m wzy|{ l m nXl m m

paraqualquerquantiau , númerodeconta p'r e configurac¸ões

l s l}m s l�m m do sistema
banćario. Simplificando,obtemos~��������)�B�����}�)�B� o�p'rts�uvs deṕositooqp'rts�uvs lxw�w�nXl (3.1)

Outrapropriedadepoderiaser

balanço o�p�r�s lxw�� qḿınima (3.2)

145
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ondea constanteqḿınima H�L��b� ���)� p � designaa quantiamı́nimaquedeveestar
depositadanumaqualquercontap�r deumtemabanćario

l
. Maisainda,algoestaŕa

erradono modeloquesepropôsnasecç̃ao1.3.2sea seguintepropriedadesenão
verificar:

balanço o�p'rts deṕositoo�p'rts�uvs l�w�w�n u�� balanço o�p�r�s lxw (3.3)

onde ��H��b� ���)� p � Qz�b� ���)� p � L��b� ���)� p � designaa adiç̃ao de quantiasno
sistema.Estapropriedadeexprimeo desejadoefeitodo operadordedeṕosito—
o aumentoem u unidadesmonet́ariasdo balanço quea contaem quest̃aoexibia
antesdessedeṕosito.

Dos exemplosacima— (3.1, 3.2 e 3.3) — infere-sequeaspropriedadesde
umaespecificac¸ão T�HPG�WYL�Z\[�] sepodemexprimir, matematicamente,soba
formaderelaç̃oesentreparesde G -termos:

� n � m
,
�b��� m

etc.Adiante-sejá que�
e
� m

nãosãoexactamenteG -termos,massim umaextens̃aosua,namedidaem
quenelesocorremśımbolosespeciais— asvariáveis(cf. p'rts l s�u etc.) — como
“abreviaturas”de quaisquersub-termosque se possamporventuraencaixarna
correspondenteposiç̃aodo termoemqueocorrem.

A formalizaç̃aodo conceitode termocomvariáveisvirá maisà frente. Para
já, o que interessareter é a ideia de que a própria G -linguagem( ��� ) parece
sersuficienteparaexprimir propriedadesválidassobreum dadomodelo ^ . A
verificaç̃aodevalidade(ou não)deumaumadeterminadapropriedade

� n � m
em^ pode,ent̃ao,materializar-senocálculode^�o � w�n ^�o � m w

Se ^�o � w tiver o mesmovalor que ^�o � m�w , ent̃ao a propriedade
� n � m

verifica-se
em ^ ; casocontŕario,nãoseverifica. É claroqueo cálculode ^�o � w , queabrevia
a interpretac¸ão �¡ ¢o � w , cf. Teorema1.1, tem quecontaragoracom o cálculo de
valoresdevariáveis,comoveremos£ .

Reparemosque,paramodeloselaboradose extensos,́e muito útil registaras
suaspropriedadesmaissignificativas. Essaspropriedadespodemsersuficientes
pararaciocinarsobrecadamodelo,evitandoassimo explı́cito processodecálculo
defrasesda G -linguagem.

Oraéestaaprincipalmotivaç̃aoparaatécnicadeespecificac¸ãoditaaxioḿatica:
seé (ou,pelomenos,pareceser)posśıvel registaro conhecimentosobreumdado
modelo T�HeG¤WYL¥Z\[�] soba forma de umacolecç̃ao de G -propriedades(ax-
iomas),paraquêpreocuparmo-noscom ^ ? Nãobastaŕa, ignorandoqualquermo-
delo, limitar a especificac¸ão da sem̂anticade G ao registo cuidadosodassuas
propriedadesconsideradasnucleares? É estatécnicaquepassaremosa estudar,
comrigor, nestecaṕıtulo.E Vermaisà frenteaDefinição3.1.
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3.2 Especificaç̃aoAxiomática

A definiç̃aoquesesegueé umaextens̃aodaDefinição1.4.

Definição3.1( G -termo comvari áveis) SejaG�H2JXL¦M`O§Q¨M umaassinatura e©
umconjuntodeśımbolosdevariáveistal que

©«ª J n¬ . Sejaaindadadauma
aplicaç̃ao ® H © L¦M
queassociaa cadaśımbolode variável o seu“tipo” (esṕecieem M ). Então é
posśıvelconstruira assinatura

G¯o ® w�n G±°³² ´o�µb¶bs ® o ´ w�w�·§¸º¹�»
A qualquertermo

�½¼ � �`¾À¿eÁ daremoso nomede G -termocomvariáveisem

®
,

ou GÂo ® w -termo. A álgebra inicial de todosos GÂo ® w -termosdesignar-se-́a porÃ o ® w , cf. Definiç̃ao1.9. Ä
Infere-sedestadefiniç̃aoqueasvariáveistêmo estatutodeconstantes“espe-

ciais”, cujosignificadovai tornar-seclaroa seguir.

Definição3.2(InstanciaçãodeVari áveis) Seja GÂo ® w a assinatura constrúıda
sobre G�HÅJÆLÇM`OSQÈM e

® H © L M , tal comofoi descritoacima. SejaT³HYG�WYL�Z\[�] um G -modelo.Chama-seinstanciac¸ãodasvariáveisde

®
em ^

a qualqueraplicaç̃ao É É�H © LËÊ ^�Ê
— onde Ê ^�Ê designa Ê ^�Ê nÍÌÎ ¹ d ^�o lxw
— tal que ÉYo ´ w ¼ ^�o ® o ´ w�w
O conjuntodetodasasaplicaç̃oesÉ nestascircunst̂anciasseŕa designadopor

©  Ä
Uma constantée, pois, um śımbolo com “valor variável”, valor essedeter-

minadopor umadadainstanciac¸ão É ¼ ©   paraum determinadoG -modelo ^ .
Estamosagoraem condiç̃oesde poderestendera Definição 1.11 no sentidode
admitir termoscomvariáveis.
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Definição3.3( GÂo ® w -interpretaç̃ao) Seja GÂo ® w a assinatura constrúıda como
nasdefiniç̃oesanteriores,e seja Ï±HVGXWYLÆZÐ[�] um G -modelo.Seja É ¼ ©ÒÑ uma
instanciaç̃aode

®
-variáveisem Ó .

A G¯o ® w -interpretaç̃ao induzidapor É , designadapor �¡ÔÑ ou, simplesmente,
por Ó Ô , é o G¯o ® w -homomorfismo�¡ÔÑ n o%�ÒÔÑYÕ Î w Î ¹ d
definidopor�ÒÔÑYÕ Î H � �P¾À¿eÁ Õ Î LÖÓÅo lxw
�ÒÔÑYÕ Î o � wØ×}Ù�Ún ÛÜÜÝ ÜÜÞ É!o

� w ß �à¼ ©ÓÅo�á w ß á ¼ J|âäã £ o�GÂo�á w�w�n µb¶ÓÅo�á w o%�ÒÔÑYÕ Î�å o � £ w s�æ}æ�æ�sk�¡ÔÑYÕ Î'ç o �Bè w�wéß � n á`o � £ s}æ�æ�æ�s �Bè w âê9ëÅ� p �ì� H �BíP¼ � �P¾À¿eÁ Õ Î'îÄ
Note-sequeuma G¯o ® w -interpretac¸ãoé exactamentea G -interpretac¸ãocorre-

spondente,exceptono quediz respeitoa variáveis, cujo valor é calculadocom
basenumainstanciac¸ão concreta. Assim, o Teorema1.1 é ampliadocomo se
segue.

Teorema3.1(Unicidadede GÂo ® w -interpretaç̃oes) OhomomorfismoÓ Ô (i.é �ÒÔÑ )
definidonadefiniç̃aoanterior é,para umadadainterpretaç̃ao É ¼ © Ñ , único.

Demonstrac¸ão: É emtudosemelhantèa do Teorema1.1, desdobrando-seos
casosdebaseno tratamentodeconstantese variáveis.Comoa instanciaç̃ao de
variáveisest́a fixadaà partida,oshomomorfismos� e � m tamb́emcoincidempara
eles. Ä
Definição3.4(Substituição) No contexto da Definiç̃ao 3.2, chama-sesubstitui-
çãoa todaa instanciaç̃ao É quefazcorrespondera umavariávelumtermocom
variáveis,i.é É ¼ ©Òï ¾À¿eÁ . Ä

O Teorema3.1 permite-nossimplificar a notaç̃ao, designandotamb́em porÉ a única interpretac¸ão
Ã o ® w Ô que é induzidapor uma dadasubstituiç̃ao É .

Chamaremosinterpretaç̃oesdere-escritaaestaclassedeinterpretac¸ões.
Vamosilustrarosconceitosdesubstituiç̃aoe re-escrita, quesãomuito impor-

tantesnocontexto doquevai seguir-se.Sejamdadosostermoscomvariáveis� n
deṕositooqp'rts�uvs lxw� mNn
deṕositooqp'rts�u m s l�m�w (3.4)
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nocontexto daassinaturaGed�f\gki¢o ® w , deondeseinferemasatribuições® o�p�r wðn
IdConta® o%u w n ® o%u mñw n

Quantia® o l�w n ® o l m w n
Sistema

Reparemosqueé umasubstituiç̃aoaaplicaç̃ao É seguinte:ÛÜÜÜÜÝ ÜÜÜÜÞ
ÉYo�p'r wén p'rÉYo%u w n uÉYo%u m�w�n u mÉYo lxw n l
ÉYo l�mñwòn

deṕositooqp'rts�uvs lxw (3.5)

É posśıvel, ent̃ao,re-escreverqualquertermode
Ã o ® w combasenestasubstitui-

ção.Pegando,porexemplo,em
� m

acima(3.4),obteremosparaÉ!o � m�wÉYo � m wàn deṕositoo�p'rts�u m s deṕositoo�p'rts�uvs l�w�w
querdizer, tudosepassoucomosea variável

l�m
fossesubstitúıda pelosubtermo

(de É!o � m�w ) deṕositoo�p'rts�uvs l�w .
Para exprimir mais comodamenteprocessosde substituiç̃ao (parcial) como

este,́e vulgarumanotaç̃aoabreviadaqueindicaapenasasvariáveisquesãosub-
stitúıdas,e osvaloresqueassubstituem;a notaç̃aoéó � m�ô ´Võ � (3.6)

querendosignificara interpretac¸ão(re-escrita)de
�

determinadapelasubstituiç̃ao
quecoincidecoma identidadeexceptoquantoà variável ´ , queé substitúıdapor� m

. É claroque(3.6)segeneralizafacilmentepara
�

-variáveis:ó � £ ô ´ £ s�æ}æ�æ�s � è ô ´ è õ �
Assim,asubstituiç̃ao(3.5)podeŕaserescrita,nestanotaç̃ao,soba formade:ó

deṕositooqp'rts�uvs lxw ô l m õ deṕositooqp'rts�u m s l m w
Definição3.5(Alcancedeum GÂo ® w -termo) CadaGÂo ® w -termo

�
representauma

classede G -termos,quesãoaquelesqueseobt̂emde
�
porsubstituiç̃aodevariáveis

suaspor G -termos.Essaclasse, designadaalcancede
�
, representa-sepor

ó � õ e é
definidapor ó � õ n³ö Ã Ô o � w Ê�É ¼ © ï|÷Ä
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A definiç̃aoanterioré sugestiva porquantonospermiteutilizar GÂo ® w -termos
pararepresentarobjectosgeńericos, vagosou abstractos. Porexemplo,o termoøºù W ë , navariável natural

ù ¼ a ú , representa-nosa classedetodososnúmeros
ı́mpares, ou seja,o objectogeńerico “númeroı́mpar”. Isto namedidaemqueo
alcance

ó øºù W ë õ é exactamenteessaclasse.
A caracterizac¸ãodeobjectosabstractos,ou vagos,podeobter-sepor um pro-

cessoinversodasubstituiç̃ao,chamadogeneralizaç̃ao ou abstracç̃ao, e quecon-
sisteemsubstituirsub-termosporvariáveis.Porexemplo,vamossupordadauma
assinaturaG paradescriç̃aodeobjectosgeoḿetricosno planocartesiano,envol-
vendoesṕeciescomoPonto, Raio, Cı́rculoe Coord e operadorescomo

ponto H Coord Q Coord L Ponto
ćırculo H Ponto Q Raio L Cı́rculo

incluindoconstantescomo:æ�æ�æ}s�W ë s�ûVsü� ë sü� ø s�æ}æ�æÍHýL Coordë û¡s ø û¡s�þ2ûVs�æ}æ�æÍHýL Raio

Assim,o termo
ćırculoo pontoo�ûVsjû w s ë û w (3.7)

designao ćırculo de raio
ë û unidades,centradonaorigem. Vamosagoragener-

alizar (3.7). Sesubstituirmosa constante
ë û por umavariável ÿ tal que

® o�ÿ wÅn
Raio, obtemos

ćırculoo pontoo�û¡s�û w s�ÿ w (3.8)

queé o GÂo ® w -termoquenosrepresentaqualquerćırculo centradonaorigemdo
planocartesiano,i.éo objectogeńerico“cı́rculocentradonaorigem”. Sefizermos,
para

® o�� w`n Coord, maisumageneralizac¸ãosobre(3.8),

ćırculoo pontoo�û¡s�� w s�ÿ w
temosagoraa classede“todososćırculoscujo centrosesituano eixo dasabcis-
sas”.Finalmente,não é posśıvel generalizarmaisdo quesubstituira constanteû
porumavariável

® o ´ w�n Coord, obtendo

ćırculoo pontoo ´ s�� w s�ÿ w
que,claramente,representaa classede“todososćırculos”, i.éo objectoabstracto
“ ćırculo” � .
Exerćıcio 3.1 Um casoparticulardesubstituic¸ão �����
	�� �� é aquelaquesubstituibijectivamente
variáveisporvariáveis,normalmentedesignadare-nomeac¸ão.�

Não é desinteressanterelacionarformaspurascomo ćırculo, esfera, coneetc. com o conceito
Plat́onicodearquétipo, cf. asNotasBibliogr áficasdestecaṕıtulo.
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Caracterizeformalmenteuma re-nomeac¸ão e mostreque não se alterao alcancede um termo

quandoesteé sujeitoaumaqualquerre-nomeac¸ãodassuasvariáveis.�
Definição3.6( G -Axioma) Sejamdados,tal comoemdefiniç̃oesanteriores, G�HJXL MPO¯QSM e

® H © L�M . Um GÂo ® w -axiomaé umqualquerparo � s � m w ¼ � �P¾À¿eÁ Õ Î QS� �`¾À¿eÁ Õ Î
para umadadaesṕecie

l ¼ M .
O conjuntodetodosos GÂo ® w -axiomaśe,pois,� o;G¯s ® w9×}Ù�Ún ÌÎ ¹ d o;� �P¾ñ¿�Á Õ Î

w � (3.9)Ä
Reparemosqueadefiniç̃aodeaxiomanosgarante,porconstruc¸ão,queambos

os termosenvolvidos são do mesmotipo, i.é os seusoperadoresmaisexternos
(ou assuasvariáveisexternas)têm a mesmaesṕeciede resultado.Por (contra)
exemplo,ostermos

�
daexpress̃ao(3.4)eo termo� m n

qḿınima

nãopodemformarumaxioma(
� s � m ).

Finalmente,estamosemcondiç̃oesdepoderdefinir a noç̃aodeespecificac¸ão
axioḿatica.

Definição3.7(Especificaç̃aoAxiomática) Sejadadaumaassinatura G H)J�LMPO9Q¢M eumconjuntodevariáveistipificadaspor

® H © L¦M . Seja� n o�� Î w Î ¹ d
umafaḿılia de GÂo ® w -axiomas.

Ao terno o;G¯s ® s�� w daremoso nomedeespecificac¸ãoaxiomática. Ä
O quesignifica,ent̃ao, apresentarumaespecificac¸ão axiomática o;G¯s ® s�� w ?

Nassecç̃oesseguintesveremosduasinterpretac¸õesposśıveisparaessesignificado.

Exerćıcio 3.2 Considereumainterfaceaxioḿatica ������������� ��! emque � admiteosoperadores" #%$'&)(+*�$,&-(/.0$,&-(1 #2.0$'&)(
e � inclui o axioma 3 "�465 47" 3
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Sejam
( � 1 " 3 e

(98 � 3 " 1
dois �;:<�>= -termos. Indique, justificandoformalmente,quaisdas

seguintesafirmaç̃oesest̃aocorrectas:

– Osalcances? (A@ e ? ( 8 @ sãoconjuntosidênticos. (3.10)

– A intersecc¸ãode ? (A@ com ? (98B@ é o conjuntovaziode � -termos. (3.11)

– ? (A@DC ? (98B@ é umconjuntosingular. (3.12)�
3.3 Sem̂antica Equacional

Estaperspectiva daespecificac¸ãoaxiomáticaencaraum conjunto � deaxiomas
comosendoum conjuntode equaç̃oes, no sentidotradicionaldestetermo. Para
tornarmaisexplı́citaestaperspectiva,escreve-semuitasvezes�7EU� m
emlugarde(

� s � m ), paraqualquer(
� s � m ) ¼ � Î em � .

Vejamoscomoexprimir formalmenteo (meta)significadode um conjunto �
deequac¸ões.No Caṕıtulo 1 estudamosa estruturao�F`o�G w G)H w dequocientessobreÃ

naqualsepoderepresentarumaqualquersem̂anticaparaa linguagemgerada
por G . A cadaquociente

Ã ô In
em ( F�o;G w G)H ) est́a associadauma G -congrûen-

cia
In

. Vejamosagoracomo, a cadafaḿılia � de equac¸õescorrespondeumaG -congrûenciatamb́em. Por outraspalavras,a apresentac¸ão de um conjunto �
deequac¸õespodeserconsideradoum métodoalternativo à construc¸ãodeum G -
modeloparasedefinirumasem̂anticasobreumaassinaturaG .

Definição3.8(CongruênciaEquacionalMı́nima) Seja( G¯s ® s�� ) umaespecifica-
çãoaxioḿatica. A congrûenciaequacional(dita mı́nima) induzidapor o�G s ® s�� w
é a menorfaḿılia derelaç̃oes In J n o In J Õ Î w Î ¹ d
tal que, para todoo

l ¼ M , In J Õ ÎLK ��� Õ Î Q���� Õ Î
e quesatisfaz,para

l ¼ M :o ´ s ´ m w ¼ � Î { ö oqÉ!o ´ w s�É!o ´ m w�w Ê�É ¼ © ï ÷ K In J Õ Î (3.13)��¼ � � Õ Î { o � s � w ¼ In J Õ Î (3.14)o � s � m w ¼ In J Õ Î { o � m s � w ¼ In J Õ Î (3.15)o � s � m�w ¼ In J Õ Îâo � m s � m m�w ¼ In J Õ Î { o � s � m m w ¼ In J Õ Î (3.16)



3.3. SEMÂNTICA EQUACIONAL 153

Finalmente, para cadaoperador á H l £ Q æ�æ}æKQ l è L l
e
� í s � mí ¼ � � Õ Î'î (

ëÅ� p ��
), o �Bí s � mí w ¼ In J Õ Î î { o�á`o � £ s�æ}æ�æ}s �Bè w sjá`o � m £ s�æ}æ�æ�s � mè w�w ¼ In J Õ Î (3.17)Ä

Teorema3.2 Acongrûenciaequacional
In J induzidaporumaespecificac¸ãoequa-

cional o;G¯s ® sM� w é,defacto,uma G -congrûencia.
Demonstrac¸ão: É umarelaç̃ao de equival̂enciapelascláusulasde fecho re-

flexivo (3.14), siḿetrico (3.15)e transitivo(3.16) da Definiç̃ao 3.8. A cláusula
(3.17)garantea G -compatibilidade. Q.E.D.Ä
Exerćıcio 3.3 Seŕaque,numaespecificac¸ãoequacional,“maisaxiomasimplicamsempremaissem̂an-
tica”? Querdizer, sendo:A��� ���N��= e :A���N�L�O� 8 = duasespecificac¸õessobrea mesmaassinatura� #P .RQTSU*>Q

, demonstreou refuteo factoseguinte,�WVX� 8,YRZ�7[ V Z� [/\
onde“ V ” designaa inclus̃ao(estrita)defaḿılias

Q
-indexadasdeconjuntos.�

Vejamosum exemplodeespecificac¸ão equacional,queseconstruiŕa sobrea
assinaturaG definidapor (1.6) a partir dagraḿaticadadapelasproduç̃oes(1.5)
quedescrevemasintaxedeumapequenalinguagemdecomandos,dequesecon-
struiuum modelo(denotacional)na Secç̃ao 1.3.4. Seja

© n ö rts�]Òs � s � s � s � ÷ e®
tal que ® o�r w n ® o�] w�n ® o � w n µ_^ � ]¡¶® o � w n µ © � ÿv¶® o � wén ® o � w n µ�ú ���B� ¶ (3.18)

Na seguinte apresentac¸ão do conjunto ��`+acbedDf de G -equac¸õessobre

®
usar-

se-́a a sintaxe concretade (1.5) em lugar da sintaxe abstractade (1.6), por sera
primeiramaissugestiva. Comecemospelosaxiomasquerelacionama composi-
çãosequencialcomelaprópria,ea constanteskip :r G skip

E r (3.19)

skip G r E r (3.20)r G oN] G � w E o�r G ] w G r (3.21)

Querdizer, damos̀aestruturag�µh^ � ]Ò¶ G “;” s skip i asem̂anticadeummonóide.
Portanto,fazsentidoestendero operador“;” a

�
-argumentos,obtendoum oper-

adorquepodemosdesignarpor

;
èíkj £ r í
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e quecorresponde,nasvulgareslinguagensdeprogramac¸ão,à construc¸ão

begin r £ G r � G æ}æ�æ G r è end

Quedizersobreo comandodeatribuição?O seguinteaxioma� H n � G � H n � E � H n � (3.22)

equacionaacomposic¸ãosequencialcomaatribuiçãoequer, nofundo,indicarque
aúltimaatribuiçãoaumavariável é “absorvente”emrelaç̃aoaumaqueaprecedal
. Quantoà composic¸ãocondicional,nãoé difı́cil postular

if 0 then r else ] E ] (3.23)

if suc o � w then r else ] E r (3.24)

Quantoà composic¸ãoiterativa,ocorre-nosimediatamente

while 0 do r E
skip (3.25)

masreparemosquenãotemoscapacidadeexpressivanalinguagemparacompletar
a equac¸ão

while suc o � w do r E æ}æ�æ (3.26)

sobreumcomandoiterativo quenãotermina.Podemosent̃aoconsiderarem � os
axiomas— equac¸ões— (3.19)a (3.25),ouseja:

� `manbodDf n
ÛÜÜÜÜÜÜÝ ÜÜÜÜÜÜÞ

r G skip
E r

skip G r E rr G o�] G � w E o%r G ] w G �� H n � G � H n � E � H n �
if 0 then r else ] E ]

if suc o � w then r else ] E r
(3.27)

Ent̃aoo triplo o;G¯s ® s�� w — onde

®
éatipificaçãodevariáveisdefinidapor(3.18)

e � é umafaḿılia de equac¸õesqueinclui (3.27)acima— é umaespecificac¸ão
equacionaldasem̂anticadapequenalinguagemdecomandosdefinidapor (1.6).

Háváriasquest̃oesqueocorremsobreestasem̂antica:

- seŕa “suficiente”? Quer dizer, teremosem � todosos axiomasque são
básicosparaa inferênciadeequivalênciasentreprogramasdalinguagem?

- Seŕa queé imposśıvel completara sem̂anticaquesepretendianaequac¸ão
(3.26)?Seŕaquenummodeloessasem̂anticaseexprimecomfacilidade?p

Notarque,naprática,esteaxiomatraduzumasimplificaç̃aodarealidade;defacto,apenasquandoq é umaconstantéequeelefazsentido— cf. o quepodeacontecerquandoq refereumavariável.
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- Quala relaç̃aoentrea sem̂anticaequacionaldefinidapor � e a sem̂antica
denotacionalconstrúıdanaSecç̃ao1.3.4?

Quantoà primeiraquest̃ao, é difı́cil (em geral) ter a certezaqueos axiomas
básicosescolhidossão “suficientes”, isto na medidaem que sejamcapazesde
gerartodasasequivalênciasconsideradas“desej́aveis”. Algumaexperimentac¸ão
à volta de � (3.27)mostraria“f alta” de sem̂antica: por exemplo,nadasabemos
sobreo controloda estruturaif ...then ...else quandoesteé feito por
variáveis.Um axiomaadicional,� H n � G if �

then r else ] E � H n � G if �
then r else ] (3.28)

podeŕa ajudaralgumacoisa,masnãoresolverá todososproblemasquantoa esta
estruturadecontrolo r . Quantoà segundaquest̃ao,gostaŕıamosdepoderatribuir
umasem̂anticaindefinida(parcial)aocomandoiterativo daequac¸ão (3.26). Isso
só seŕa posśıvel quandoestudarmosa varianteinequacionalda sem̂anticaax-
iomática.

Finalmente,a secç̃ao queirá seguir-setrataŕa da relaç̃ao queé levantadana
terceiraquest̃aoacima.

3.3.1 O SistemaLógico-dedutivo DEQ(E)

Antesdisso,porém,definiremosaquio sistemalógico-dedutivo st�¯�¨o�� w associ-
adoà interpretac¸ãoequacionaldeumconjunto� deaxiomas.Constade6 regras,
cadaumadaforma u ÿ ��� p lxl � l

Conclus̃ao
(3.29)

regrasessasqueespelhamo processodaconstruc¸ãodacongrûenciamı́nimaequa-
cional

In J :v £ Reflexividade— paratodoo termo
�
,�7EU�v � Simetria—- ��E � m� m E �v l Transitividade— ��E � m s � m EU� m m��EU� m mw

A possibilidadede seescreveremaxiomascondicionais, queseestudaŕa maistarde,melhoraŕa
esteestadodecoisas.



156 CAṔıTULO 3. SEMÂNTICA AXIOM ÁTICAv r Substituic¸ão (de “iguais por iguais”) — paracadaoperadoráUH l £ Qzæ}æ�æ!Ql è L l
e
�Bí s � mí ¼ ��� Õ Î î (

ëÅ� p �ì� ),� £ E � m £ s�æ}æ�æ�s �BèxEU� mèá`o � £ s}æ�æ�æ}s � è w E á`o � m £ s�æ}æ�æ�s � mè wv�y
Instanciaç̃ao— paraÉ ¼ © ï , ��E � mÃ Ô o � w E Ã Ô o � m wv�z
Equaç̃oes— paracadaequac¸ão o � s � m�w ¼ ���E � m

cf. Definição3.8.
Paraaplicara regrageńerica(3.29)temosqueter jádeduzidostodososfactos

que são Premissas. Destes,a aplicaç̃ao da regra deriva o facto que constana
Conclus̃ao. Umadeduç̃ao, ouprova, é umaseqûenciadefactos� £ EU� m£ s � � E � m� s�æ�æ}æ�s ��{�E � m { s�æ}æ�æ
taisquecadafactopodeserderivadoporaplicaç̃aodequalquerdasregrasafactos
queocorremanteriormentena seqûencia. Isto implica queo primeiro factode
umadeduç̃aodeveserumainst̂anciadaregra

v £ oudaregra
v z

, poisestassãoas
únicasregrascompremissasvazias.

Escreveremos | J ��E � m
semprequeexistaumadeduç̃aocujo último factoé

�_E � m
, e diremosque

�_E � m
é um teoremade sX�¯�¨oN� w . Querdizer,

| J podeserencaradacomouma G -rela-
ção. Ou melhor,

| J é uma G -congrûenciasobre
Ã o ® w , cf. regras

v £ , v � , v l ev r de sX�¯��o�� w . É deesperarque
| J , restringidaa

Ã
, coincidacom

In J .
Paraterminarmosaapresentac¸ãode sX�¯�¨oN� w , refira-sequeamelhormaneira

deapresentarumadeduç̃aoé construira respectiva árvoredeprova, i.éestruturas
comoa seguir seilustram:

v l v z r G skip
E r s v � vLz

skip G r E rr E
skip G rr G skip

E
skip G r (3.30)
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documentandoossaltosdedutivoscomasregras
v £ - v�z

utilizadasemcadacaso.
Outroexemploseŕav r v £ r E r s v�z

while û do r E
skipr G while û do r E r G skip

(3.31)

Juntandoasárvores(3.31)com(3.30)podeŕıamosobterv l v r æ}æ�ær G while û do r E r G skip
s v l æ}æ�ær G skip

E
skip G rr G while û do r E

skip G r
e assimpordiante.

Exerćıcio 3.4 Seja � aseguinteassinatura:

� � ÛÝ Þ } � 1 # .�~� #)&U.�~� #-~�.�~" � *�#)~n*>~�.�~
Seja� o conjuntodosseguintes� -axiomas:47"x4�5 4

(3.32)4_*�4�5 4
(3.33)47" : � 4 = 5 1
(3.34): � 4 = "x4�5 1
(3.35)4_* : � 4 = 5 }
(3.36): � 4 = *�4�5 }
(3.37)

Mostrequea introduç̃aodeum novo axioma,� � : 3 = 5 � : 3 =
implicao facto

} 5 1
.�

Exerćıcio 3.5 Suponhaqueà especificac¸ão equacionalda sem̂anticada pequenalinguagemde co-
mandosatŕasestudada(cf. (3.27,3.28))seacrescentaagorao axioma� # � $/� � 8 # � � 5 � 8 # � $�� � # � $
sobreo comandode atribuição. Ser̃ao todosos axiomasat́e agoracompiladossuficientesparacar-
acterizara sem̂antica“intuitiva” que temosda linguagem? Justifiquea suarespostacom basena
construc¸ãodeumaárvoredeprova parao facto

x := 0; y := x;
x := suc(x);
if x then skip else skip

5
y := 0; x := suc(0);

segundoo sistemalógico-dedutivo �e���U:k��= .�
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3.3.2 Especificaç̃aoEquacionalversusModelos

Definição3.9(Satisfaç̃aodeEquações) Seja G HvJ�L M`O¯Q M umaassinatura,o;G¯s ® s�� w umaespecificac¸ão equacionale T�HYG�WYLËZ\[�] ummodelo.Diremos
que ^ satisfazasequac¸õesem � , ou queé ummodelode � , sempre que

In J KIn   , querdizer: � In J � m { ^�o � wàn ^�o � m wÄ
Portanto,se ^ est́a nascondiç̃oesdadefiniç̃aoanterior, ent̃aoê o � s � m w ¼ � H¡o ê É ¼ ©   H�É!o � wàn É!o � m w�w
i.é todosos axiomasde � são satisfeitosem ^ (bemcomotodasassuascon-
seqûenciasequacionais).Mas podehaver mais “coisasverdadeiras”em ^ que
nãosãoconseqûenciasde � , pois,emgeral,In  0�K In J

Relembremosaqui o facto(2.77)cuja demonstrac¸ão, propostano Exerćıcio
2.27,correspondèa validaç̃aodeumaxioma(equac¸ão)��~%��� l o ~ p l � o ´ w�w E ´
querelacionadoisoperadorescujasfuncionalidadespodiamser�x~���� l HÍM � u l L¦M �}� l~ p l � HÍM ��� l L¦M � u l
paraummodelô tal que ^�o;M ��� lxw In ø ¿^�o;M � u lxw In ®W�
Definição3.10(Interface) Semprequea n o;G¯s ® s�� w éumaespecificac¸ãoequa-
cionale ^ satisfaz� , diremostamb́emque a éumainterfacepara ^ —ouque ^
tem a comointerface—e escreveremos^�HýL¦a (3.38)

notaç̃aoquefará sentidomaistarde
y
.a dir-se-́a umainterfacecompletapara ^ setamb́emacontecer� In   � m { � In J � m

i.é, se
In   e

In J coincidirem.F�o�a w ou F�o�� w são designac¸õesque utilizaremospara a classede todosos
modeloŝ quesatisfazemasequaç̃oesde a n o;G¯s ® s�� w . Ä�

VerCaṕıtulo 4.
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� � � �
� � � � �
� � � �
� � � � �
� � � �
� � � � �
� � � �
� � � � �
� � � �
� � � � �� � �

�
� � �

�
� � �

�
� � �

�
� � � �

In J� � �
�

����
� � � � � � � �

���������In ï
Figura 3.1: Sub-reticuladode congrûenciasque satisfazemuma especificac¸ão
equacional.

Exerćıcio 3.6 Calculea � -congrûencia
Z�7� associadàa especificac¸ãoequacional:A��� ���N�-= . Mostre

que ����:9���N���O�-= é interfacedequalquermodelo� # � � .R�'�-�
.�

Teorema3.3 Todasas G -congrûenciassatisfazendoosaxiomasdeumaespecifica-
ção equacionalo;G¯s ® sM� w formamumsub-reticuladocompleto(do reticuladode
todasas G -congrûencias)cujo limite universal ḿınimo é

In J , cf. Figura 3.1 (e
relembrar a Figura 1.7).

Demonstrac¸ão: Seuma dada G -congrûencia
In

satisfaz � , ent̃ao est́a nas
condiç̃oesde

In   da Definiç̃ao 3.9. Logo,
In J K In

para todo o
In

nessascondi-
ções,i.é

In J é limite universal inferior. Òbviamente,
In � satisfazosaxiomas,i.é

é limite universalsuperior.
Seduascongrûencias

In £ e
In � satisfazemosaxiomas,ent̃ao� In J � m { � In £ � m� In J � m { � In � � m� In J � m { � In £ � m â � In � � m� � o In £ ª In � w � m

querdizer, a suaconjunç̃ao (g.l.b.) tamb́emsatisfazosaxiomas.Esteresultado
podeseriteradoa �ÈM , ondeM éumafaḿılia finita decongrûenciassatisfazendo
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osaxiomas.�zM constŕoi-setal comonoTeorema1.2. Ä
ReparemosnasconseqûenciaspráticasdaDefinição3.10e do teoremaante-

rior. Se a n o�G¯s ® sM� w é a interfacede um modelo ^ , ent̃ao ^ ¼ F�o�a w , i.é a
congrûencia

In J émaisfinadoque
In   . Portanto,aocompararmosassem̂anticas

respectivas,podemostecerasseguintesconsiderac¸ões:

-
In   é a “verdadeirasem̂antica” que queremosdefinir, i.é através de um
modeloqueseconstruiu,paraumadada G -linguagem,segundoo método
denotacionalclássico.Contudo,decidir a equivalência

� In   � m combase
noscálculosexplı́citosde ^�o � w e ^�o � m w pode,emmodelosvolumosos,ser
poucoprático.Istojustificaaapresentac¸ãodeumainterfaceequacionala no;G¯s ® sM� w que“esconda”a complexidadede ^ por detŕasdeum conjunto� deaxiomasqueagrupepropriedadeśuteisnapráticasobrê .

-
In J tem, pois, “menossem̂antica” que

In   , e muitos factosverdadeiros
sobrê nãoser̃aodedut́ıveisde � ; contudo,emmuitoscasos,a leiturade� podepouparo analistaquepensa“re-utilizar” ^ , de fazeruma“visita”
explı́citaa essemodelo.

No Caṕıtulo 4 este“jogo” queé precisofazer, naprática,entremodelose assuas
interfaces,ficaŕa maisexplı́cito no contexto daparametrizac¸ãoe re-utilizaç̃aode
especificac¸õesorientadasamodelos.

Exerćıcio 3.7 Dadaaassinatura

� � ÛÜÜÜÝ ÜÜÜÞ
� # � .0�� # .��~�# . �&o#�� *L��.0�¡ #�¢ * � .0�£ #-¢¤* � . �

1. Mostrequeexisteapenasuma � -álgebra¥ (descreva-a)cujosportadoresnãodiferemdeZZ
(conjuntode todososnúmerosinteiros)e queadmiteno máximoosoperadores

"
(somade

doisinteiros), � (simétricodeum inteiro)e
}

(zero).

2. Verifique se ¥ é modeloda interface �9�;�N��! onde � é o conjuntodos seguintesdois � -
axiomas: � : ~ = 5 � (3.39)� : £ :k¦§� 3 =�= 5 & : ¡ :A¦¨� 3 =©� � : 3 =�= (3.40)�

Exerćıcio 3.8 No contexto doExerćıcio 3.7,definauma � -álgebra¥ tal que:

- ¥ émodelodainterface �����N��! onde � é o conjuntodos � -axiomas(3.39)e (3.40).
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- A sem̂anticade
�

é adafunçãoquecalculao comprimentodeumalista finita.�
Exerćıcio 3.9 Relembreas � -congrûencias

Z�;ª e
Z�;« associadasaosrespectivos modelosdo Ex-

erćıcio 1.24.Seja� umafaḿılia de � -axiomastal que�n¬� ��n®¯� °²±T: 3 � 4 = 5 ±T: 4 � 3 =N³
- Compareagranularidadede

Z� [ comade
Z� ª e

Z� « .

- Suponhaagoraque � ¬ �´° } 5 1 ³ . Seŕaque
Z� [ � Z�;µ ?�

3.4 Sem̂antica Inequacional

Em especificac¸ãoaxiomática,osaxiomasquemuitasvezesgostaŕıamosdepoder
escrever paracaptara realidadeassumema forma de inequaç̃oes

�S��� m
e não

deequac¸ões
�hEI� m

. Porexemplo,seestivessemosa especificarum programade
verificaç̃aodeerrosdeortografia(‘spelling’), pod́ıamosterdefinidoa esṕecie

Vocabulário
In ø Palavra

bemcomoo operador

inserePalavra H Vocabulário Q Palavra L Vocabulário

inserePalavra o � s�¶ w ×�Ù�Ún � ° ö ¶ ÷
Combasenateoriadeconjuntos,nãoseŕadifı́cil demonstraro factoê!� sN¶SH � K inserePalavra o � sN¶ w (3.41)

Oratal factonãopodeserregistadonumainterfaceequacionalpoiso śımbolo K
nãogozadaspropriedadesde umarelaç̃ao de equivalênciamassim dasde uma
ordemparcial. A necesśaria extens̃ao do conceitode especificac¸ão equacional
passaaserestudadaa seguir.
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3.4.1 ModelosParcialmenteOrdenados

Seja
u � l

a classecategoriadetodososconjuntosfinitos parcialmenteordenados
cujosmorfismossejamapenasfunçõescrescentes,i.é se(

� G �_·
) e ( c G � i ) são

doisdessesconjuntos,umafunção(morfismo)¸ H � WYL c
estaŕaem

u � l
see só se,paratodoo

��¼ �
,���_·�� m { ¸ o � w � i ¸ o � m w (3.42)

Podemosent̃aopassar̀a definiç̃aoseguinte.

Definição3.11(Modelo ParcialmenteOrdenado) Relembrar adefiniç̃aodeumaG -álgebra (Definiç̃ao 1.7), onde G HPJ L�MPO¨Q«M é umaassinatura. Uma G -
álgebra ordenada, ou G -modeloparcialmenteordenadóe todoo functor^ H�GL u � l
ouseja:

- para

l ¼ M , ^�o lxw é um conjuntoparcialmenteordenadocuja ordemse
designaŕa por

�   ¾ Î Á ;
- para cadaoperador á�H l £ Q�æ}æ�æVQ l è L l

em G , ^�o%á w é umafunç̃ao^�o�á w Hº^�o l £ w Q�æ}æ�æVQ�^�o l è w L ^�o l�w
crescentenosseus

�
-argumentos,i.é, para

� í s � mí ¼ ^�o l í w s ëb� p �ì� so ê9ëÅ� p �ì� H � í �   ¾ Î î Á � mí w { ^�o�á w o � £ s�æ}æ�æ�s � è w �   ¾ Î Á ^�o%á w o � m £ s}æ�æ�æ}s � mè w
Querdizer, a faḿılia �   n o �   ¾ Î Á w Î ¹ d
deordemparciais é G -compat́ıvel. A ummodelô�HÒGIL u � l

dá-setamb́emo
nomede G�¹Dº -álgebra ou G�¹Dº -modelo. Ä

Oconceitode G -homomorfismoseŕatamb́emampliado,emconcord̂anciacom
a definiç̃aoanterior:

Definição3.12( G�¹Dº -homomorfismo) Sejam̂̈ s�Ó HKGL u � l
dois G�¹Dº -modelos.

Seja � n o%� Î w Î ¹ d
umafaḿılia defunç̃oescrescentesem

u � l
, i.é
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- para

l ¼ M , � Î Hº^�o l�w WYLÖÓÅo lxw
e ���   ¾ Î Á � m { � Î o � w � Ñ ¾ Î Á � Î o � m w

- a cláusula(1.88)verifica-se.

Então,diremosque � éum G�¹Dº -homomorfismo.Estadefiniç̃aoéumaextens̃aoda
Definiç̃ao1.10. ÄG�¹Dº -epimorfismosou G�¹Dº -isomorfismosdefinem-secomo G�¹Dº -homomorfismos
sobrejectivose bijectivos,respectivamente.

É imediatoverificar-sequea noç̃ao de G�¹Dº -álgebraestendea de G -álgebra.
Defacto,todaa álgebraTÈHKG WÒL Z\[�] podeserencaradacomouma G�¹Dº -álgebra^ m HvG�L u � l

considerandoque,paracada

l ¼ M ,
�   \ ¾ Î Á é a relaç̃aoidentidade

em ^�o lxw : ���   \ ¾ Î Á � m l�l ��� n � m
Definição3.13( G ¹Dº -interpretaç̃ao) Define-setal comona Definiç̃ao 1.11. De
facto,se ��H Ã L ^
éumhomomorfismo,para TìHvGUWÒL Z\[2] , é tamb́emum G�¹Dº -homomorfismopara^ H�G³L u � l

, já quea ordemparcial sobre � � éa trivial (i.éa igualdadeliteral
determos). Ä

Assim,asdefiniç̃oesdeinstanciac¸ãodevariáveis(cf. Definição3.2),de G¯o ® w -
interpretac¸ão(cf. Definição3.3),eo teoremadaunicidadede G¯o ® w -interpretac¸ões
(cf. Teorema3.1)estendem-seautomaticamentea G ¹Dº -álgebrase G ¹Dº -homomorfismos.

3.4.2 OsModelos“Planos” ea Recursividade

Vejamosumaclassemuitoimportantedemodelosordenados.SejaTìH�GUWYL Z\[�]
ummodelonãoordenado.Vamos,a partirdele,construirumoutromodelo^ »ÈH�GXL u � l
— esteordenado— comosesegue:

- para

l ¼ M , seja ^ » o lxwbn ^�o l�w ° ö§¼ Î ÷ , paraum valor

¼ Î qualquernão
presenteem ^�o lxw , sendoa ordem

�  7½ ¾ Î Á a vulgarmentedesignadaordem
parcial plana(‘flat c.p.o.’),ê!�¨¼ ^ »�o lxw H ¼ Î �È� (3.43)

abreviando
�   ½Ð¾ Î Á para

�
, paranãosobrecarregaranotaç̃ao,cf. Figura3.2.
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¾ ¾ ¾ ... ¾
¾¿¿¿¿¿¿¿
ÀÀÀ

ÀÀÀÀ
Á Á Á

Á Á ÁÁ
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¼

� £ � � � l � è

Figura3.2: A ordemparcialplanasobrêÃ»½o lxw .
- paracadaG -operadorá«H l £ Q|æ}æ�æ¡Q l è L l

, a funçãocorrespondenteem^ » estendenaturalmentê�o�á w , i.é,¥�Ä�:k±'=O: &
Å �ÇÆ�ÆÇÆÇ� &)È =TÉ²Ê�Ë�ÍÌ ¥o:A±Î=O: &§Å �ÇÆ�Æ�ÆÇ� &DÈ =ÐÏ Ñ 1;Ò�Ó�Ò $Ã#-&)ÔcÕ�×Ö ¬ îÖ ¬ Ï Ø 17Ò�Ó�Ò $Ã#-&)Ô �×Ö ¬ î (3.44)

Exerćıcio 3.10 Mostrequeo modelo ¥UÄ constrúıdo a partir de ¥ deacordocom(3.43)e (3.44)é,

defacto,ummodeloparcialmenteordenado.�
De umamodogeral,todaa função

�
-ária

¸
que,tal como(3.44),satisfaz a

cláusula ¸ o � £ s}æ�æ�æ}s ¼ s}æ�æ�æ�s �vè w�n�¼
para

ë�� p � � , diz-seumafunção estrita. A interpretac¸ãocańonicaparacada
śımbolo

¼ Î (3.43) é a de indefiniç̃ao, i.é,

¼ Î representao valor indefinidoda
esṕecie

l
. Estevalorémuitasvezesartificialmenteintroduzidopara“representar”

o resultadodeumafunçãoquenãotermina.
Ali ás,semprequeatŕasescrevemosdefiniç̃oesdefunçõescompré-condiç̃oes,

tipicamente ^�o%á w�nÚÙ ´ æ ö ¶Òÿ � o ´ w { æ�æ�æ
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est́avamosjá implicitamentea trabalharcoma correspondentevers̃aoordenada,^ »�o%á w�n Ù ´ æÜÛ ¶¡ÿ � o ´ w { æ�æ}æÝ ¶¡ÿ � o ´ w { ¼ Î (3.45)

— cf. o quenoCaṕıtulo 2 sediscutiua propósitode
¸ » (pág.87).

Exerćıcio 3.11 Estaŕa correctoafirmar-se que todo o modelo ¥ quesó cont́em funçõesestritasé

parcialmenteordenado?Justifiqueformalmenteasuaresposta.�
Os modelosplanosconstituem,portanto,uma ferramentamateḿatica ade-

quadaao tratamentoda indefiniç̃ao de funçõesparciais. Comoestassepodem
aindadefinir deformaarbitrariamenterecursiva,convémparticularizaraquia re-
spectivaabordagemporpontosfixos.

Seja áÈH l LNÿ um operadordeumaassinaturaG e ^Ã» um G -modeloplano
em que ^Ã»�o�á w é uma função definidarecursivamente. Paranão sobrecarregar
a notaç̃ao, abreviaremoŝÃ»½o�á w para

¸
, ^ »�o l�w para M e ^Ã»�oqÿ w para

v
. Sendo

recursiva,
¸

é daforma ¸ H H M«L v¸ o ´ w ×�Ù�Ún Þ o ¸ w o ´ w (3.46)

onde

Þ
designaumaexpress̃aoem

¸
funcionalmentecorrectaenvolvendo,pos-

sivelmente,outros G -operadores.Podemosent̃aoescrever, emlugarde(3.46),¸ ×�Ù�Ún Ù ´ æ Þ o ¸ w o ´ w
ou,aonı́vel puramentefuncional,¸ ×�Ù�Ún Þ o ¸ w (3.47)

Qualosignificadodaexpress̃aorecursiva(3.47)?Parafazermosumainterpreta-
çãocoerentecomo Teorema2.2(TeoremadeKleene)atŕas,precisamosdecarac-
terizaro espac¸o defunçõesM«L v

comoumac.p.o.— g�M L v G � i — egarantir
que

Þ H¡o%M«L v w WYL�o;M«L v w
éumafuncional

z
cont́ınuaemtal c.p.o.. A ordem

�
sobrefunçõesseŕadefinidaà

custadasordensplanasqueo modelodetrabalho,̂ , garantesobreM e
v

. Assim,
dadoş sÇß�H�M|L v

, definiremos¸ � ß ×�Ù�Ún ê!��¼ MÈH ¸ o � w �_à ß!o � w (3.48)á
A função â designa-sepor funcionalparatornarexpĺıcito quesetratadeumafunç̃aocujosargu-

mentose resultadossão,elespróprios,funções.
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onde
� à

abrevia
�   ½)¾kã�Á . É fácil de ver queexiste, em particular, umafunção

constante
¼ H M|L v¼ o ´ w ×�Ù�Ún ¼ à

quelimita g%M«L v G � i inferiormente,i.é tal que,paratodooß�H�M|L v
setem

¼ � ß
Isto vai-nospermitir interpretaro significadode (3.47) segundoo Teoremade
Kleene,i.éconstruindo ä Þ�næåçíkjéè Þ í o ¼Åw
desdeque

Þ
sejacont́ınua. Masvejamos,antesdemais,um exemplo,para M nv n a ú ° ö¨¼ ÷ :

¸ o � wØ×�Ù�Ún Û � n ë { ë� �n ë { ¸ o � � ë w
querdizer, ¸ o � w ×}Ù�Ún Þ o ¸ w o � w�x� ] � Þ o ¸ w�nÚÙ � æ
Û � n ë { ë� �n ë { ¸ o � � ë w
Intuitivamente,̧ éaidentidadepara

� n ë
eirádivergir paraqualquerargumento� �n ë . Vejamoscomoa correspondentecadeiadeKleeneconfirmaessaintuição:Þ è o ¼Åwén ¼n Ù � æ ¼Þ £ o ¼Åwén Þ o Ù � æ ¼Åwn Ù � æ Û � n ë { ë� �n ë { ¼ o � � ë wn Ù � æ Û � n ë { ë� �n ë { ¼Þ � o ¼Åwén Þ o Þ £ o Ù � æ ¼Åw�wn Þ o Ù � æ Û � n ë { ë� �n ë { ¼ w
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n ë { ë� �n ë { o Ù � æ Û � n ë { ë� �n ë { ¼ w o � � ë wn ÛÝ Þ �
n ë { ë� �n ë { Û � � ë n ë { ë� � ë �n ë { ¼n ÛÝ Þ �
n ë { ë� �n ë { Û Þ { ë© { ¼

(pois
� � ë n ë é imposśıvelem a ú )n Û � n ë { ë� �n ë { ¼

tendo-seassimobtidojá o menordospontosfixos,ä Þ n Û � n ë { ë� �n ë { ¼
queéa funçãoqueseesperava.

Note-seque(3.49)nãoé o únicopontofixo de

Þ
; defacto,paratodoo

� ¼a ú ° ö§¼ ÷ , a função ¸ b n Ù � æ
Û � n ë { ë� �n ë { �
é pontofixo de

Þ
, poisÞ o ¸ b wén Ù � æ Û � n ë { ë� �n ë { ¸ bRo � � ë wn ÛÝ Þ �

n ë { ë� �n ë { Û � � ë n ë { ë� � ë �n ë { �n Ù � æ
Û � n ë { ë� �n ë { �n ¸ b
Repare-seque

ä Þ�n ¸ » � ¸ b , para
� � ë

. Logo,o conjuntodetodosospontos
fixosde

Þ
forma,elepróprio,umac.p.o.plana(cf. Figura3.3).

Faltouaveriguarsobrea continuidadedo funcional

Þ
. Em geral,o Teorema

2.3 podeŕa serinvocadoparatodasasfuncionaisenvolvendofunçõescrescentes,
comoéo casodafuncionalcomposic¸ãoeafuncionalcondiç̃ao— cf. osexerćıcios
seguintes.
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� � � �
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¸ £ ¸ � ¸ l êDê)ê ¸ b ê)ê)ê ¸ å
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Figura3.3: Sub-c.p.o.planadepontos-fixosde

Þ
.

Exerćıcio 3.12 Mostreque,paratodoo
�

,��ï Ö´� Ö ï�� � Ö�
Exerćıcio 3.13 Verifique se a composic¸ão de funções(estritasou, no mı́nimo, crescentes)́e uma
funcionalcrescentenosseusdois argumentosem relaç̃ao à ordemde definiç̃ao de funçõesexpressa
por (3.48),isto é se � Ò�ð Y ñ ïn� Ò ñ ï ð� Ò�ð Y ��ï ñ ÒXð ï ñ
�
Exerćıcio 3.14 Seja ò . ð � ñ

uma express̃ao funcionalque designaa mesmafunç̃ao que a ó -
express̃ao ó 3 Æ Ì ò,: 3 = Y ð : 3 =ô ò,: 3 = Y ñ : 3 =
ondeseassumesempreò,: 3 = Õ�õÖ . Verifiquequaisdosfactos� Ò�ð Y ò . � � ñ Ò ò . ð � ñ� Ò�ð Y ò . ñ � � Ò ò . ñ � ð
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sãoválidos.�
Exerćıcio 3.15 Seja ? � � ð @ umaexpress̃aofuncionalquedesignaamesmafunç̃aoquea ó -express̃aoó 3 Æö� � : 3 =O� ð : 3 =N!
— recordar(1.20).Verifiquese � Ò ñ÷Y ? � � ð @ Ò ? ñ � ð @ðeÒ ñ÷Y ? � � ð @ Ò ? � � ñ @�

Faltaapenasdiscutiro casodasfunçõespoliádicas,i.é¸ H H M £ Q æ�æ�æ¡Q�M è L v¸ o ´ £ s}æ�æ�æ}s ´ è w ×�Ù�Ún Þ o ¸ w o ´ £ s�æ}æ�æ�s ´ è w
emlugarde(3.46),o quenãoapresentaproblemasadicionaisjáque,commodelos
planos,estamosa trabalharapenascomfunçõesnaturalmenteestendidas,quesão
semprecrescentes— veja-seo teoremaquesesegue.

Teorema3.4(Monotonia deFunçõesNaturalmente Estendidas)
Todaa funç̃aonaturalmenteestendidáe mońotona.

Demonstrac¸ão: Ver [Man74]. Ä
Exerćıcio 3.16 Seja � a assinaturade um gruṕoide, isto é, constandoapenasde umaesṕeciee um
operadorbinário. Seja ø Ä o conjuntoparcialmenteordenado

Ö
â �ù ù ú ú

e sejam ¥ e û duas ��ü²ý -álgebrascujo portadoré ø Ä e cujos operadoressatisfazemas seguintes
tabelasdeverdade,respectivamenteem ¥ ( þ Æ ) eem û ( ÿ� ):þ Æ � â Ö� � â Öâ â â âÖ Ö â Ö

ÿ� � â Ö� � � �â � â ÖÖ � Ö Ö
1. Mostreque þ Æ e ÿ� sãooperadoresque,emboracrescentes,nãosãoestritos.

2. Mostrequeo operadorsobreø Ä�'£�� : ~ = É²Ê�Ë� Ì ~ �´Ö Y Ö~�� Ö Y ô ~
estabeleceum � ü²ý -isomorfismoentre ¥ e û (e vice versa)quepodeserencaradocomouma
extens̃aoordenadàasclássicasLeisdeMorgan.
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�
Exerćıcio 3.17 Verifiqueseafunção ó,: � ����=OÆ � � � (subtracc¸ãodeinteiros)épontofixo dafuncional
seguinte: âU: � =�É²Ê�Ë��ó : 3 � 4 =OÆ-Ì 3 � 4 Y }3 �X4 Y 1 " � : 3 � 1 � 4 =�
3.4.3 Pré-ordens

Temosvisto comoosconceitosfundamentaisda teoriaalgébricadas G -álgebras
estudadano Caṕıtulo 1 seestendemnaturalmentea G�¹Dº -álgebras.A quest̃aoque
sepõeagoraé: qualé o G�¹Dº -equivalentedanoç̃aode G -congrûencia?

Na basedo conceitode G ¹Dº -álgebraest́a a noç̃aodeordemparcial. Estano-
ção“colide” coma propridadedesimetriadasrelaç̃oesdecongrûencia.Veremos
deseguidaquea própriaantissimetriadasordensparciaisé umapropriedadede-
masiadoforte paraa noç̃aoquepretendemosquevenhaa estendero conceitodeG -congrûencia.Comecemospor reflectirsobrea definiç̃aoseguinte:

Definição3.14( G -pr é-ordem) Sejâ�H�GL u � l
uma G�¹Dº -álgebra,e sejaH n o H Î w Î ¹ d

umafaḿılia M -indexadaderelaç̃oessobre ^ queé G -compat́ıvel.
Sejacada H Î umarelaç̃aoreflexivaetransitiva.Vamosaindasuporque, para

cada

l ¼ M , e
� s � m ¼ ^�o lxw , ���   ¾ Î Á � m { � H Î � m

querdizer, H estende
�   namedidaemque�   ¾ Î Á K H Î

para cada

l ¼ M m .
Então, H dir-se-́a uma G -pré-ordemsobre ^ . Ä
Quandocomparadacomuma G -equivalênciaou uma G -ordem-parcial,umaG -pré-ordemé maisgeralnamedidaemquerelaxaqualquerrequisitonoquediz

respeitòasimetria(ouantissimetria).
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Vejamosumexemplotı́picodeconstruc¸ãodeumapré-ordemsobreostermos
de umadada G -linguagem.Seja ^ HPG L u � l

uma G ¹Dº -álgebra.Seja

l ¼ M
uma G -esṕecie,

� s � m ¼ � � Õ Î , e H Î a relaç̃aoem � � Õ Î definidapor� H Î � m lxl � ^�o � w � Î ^�o � m w (3.49)

ondeseabreviou
�   ¾ Î Á em

� Î , paranãosobrecarregara notaç̃ao.SejaH n o H Î w Î ¹ d
afaḿılia M -indexadaderelaç̃oes H Î quesatisfazem(3.49).Quetipo de G -relaç̃ao
é H ? Não é difı́cil verificarquesetratade umafaḿılia de relaç̃oesreflexivase
transitivas. Qual o seucomportamentono “eixo” da simetria? Querdizer, que
podemosdizersobredoistermos

�
e
� m

tal que
� H Î � m e � m H Î � ? Teremos� H Î � m { ^�o � w � Î ^�o � m�w� m H Î � { ^�o � m�w � Î ^�o � w� H Î � m â � m H Î � { ^�o � m�w�n ^�o � w

pois
� Î é,pordefiniç̃ao,antissiḿetrica.Querdizer,o � H Î � m â � m H Î � w { � In   � m (3.50)

Commaisgeneralidade,podemosafirmaro seguinteteorema:

Teorema3.5(FechoAntissimétrico de G -pr é-ordens) SejaH uma G -pré-ordem,
e seja � o seunúcleo,i.é� � Î � m lxl �e� H Î � m â � m H Î � (3.51)

para

l ¼ M . Então � é uma G -congrûencia.
Demonstrac¸ão: É imediatoque � sejareflexiva e transitiva.Provemosqueé

siḿetrica, i.équecada � Î é tal que� � Î � m { � m � Î � (3.52)

Deacordocom(3.51),a implicaç̃ao (3.52)re-escreveparao � H Î � m â � m H Î � w { o � m H Î � â � H Î � m w (3.53)

Comoa conectivalógica â é comutativa,(3.53) verifica-setrivialmentepois a
implicaç̃ao lógicaé umaconectivareflexiva, i.é, para todoo predicado¶ ,¶ { ¶
SendoH uma G -pré-ordem,é G -compat́ıvel. Logo é uma G -congrûencia. Ä
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O Teorema3.5mostraumamaneiradese“partirem” G�¹Dº -álgebraspor G -pré-
ordensobtendonovas G ¹Dº -álgebras,i.é temospara G ¹Dº -álgebrasumaconstruc¸ão
ańalogaàde G -álgebrasquociente,deacordocoma definiç̃aoquesesegue.

Definição3.15( G ¹Dº -quocientes)Seja ^ H�G�L u � l
uma G ¹Dº -álgebra, e sejaH umapré-ordemsobre ^ . A G ¹)º -álgebra ^ ô H , dita “quocientede ^ por H ”,

define-secomosesegue:

- seja � o núcleode H , cf. (3.51)

- para cada

l ¼ M , defina-se^ ô H o lxw�n ^�o lxw ô � Î (3.54)

- paracadaportadorde ^ ô H definidopor (3.54),defina-seaseguinteordem
parcial sobre � Î -classesdeequival̂encia:ê ó � õ s ó � m õ ¼ ^ ô H o lxw H ó � õ � Î ó � m õ � � H Î � m (3.55)

Não é difı́cil provar quecadarelaç̃ao
� Î definidapor (3.55)sobre ^ ô Ho lxw é umaordemparcial, ondea igualdadeda antissimetriaé a igualdade

deconjuntos(classesdecongrûencia).

- para cada G -operador á H l £ QRæ�æ}æüQ l è L l
, e
�ví`¼ ^�o l í w para

ë � p �È� ,
defina-se ^ ô H o%á w o ó � £ õ s}æ�æ�æ�s ó � è õ w�n ó ^�o%á w o � £ s}æ�æ�æ}s � è w õ (3.56)

cf. Definiç̃ao1.14.

Seŕa cada ^ ô H o�á w definidapor (3.56)umafunç̃aocrescente?Seja
ó �ví õ � Î î ó � mí õ

em(3.56)deacordocom(3.55).Então
�ví H Î î � mí . Como H é G -compat́ıvel,^�o�á w oBæ�æ}æ}s �ví s}æ�æ�æ w H Î ^�o�á w oBæ�æ}æ}s � mí s}æ�æ�æ w

isto é, ó ^�o%á w oBæ}æ�æ�s � í s�æ�æ}æ w õ H Î ó ^�o%á w o�æ�æ�æ�s � mí s�æ}æ�æ w õ
ouseja ^ ô H o�á w oBæ�æ}æ}s �ví s}æ�æ�æ w H Î ^ ô H o%á w o�æ�æ�æ�s � mí s�æ�æ}æ w
comoqueŕıamos. Ä

Tal comoaconteceucom G -álgebras,interessa-nosconstruir G�¹Dº -quocientes
sobrea álgebradostermos

Ã
, no sentidodeconseguirmosexplicaro significado

deumconjuntode G -inequac¸õesdaforma
���È� m

.
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Reparemosque,dadoum G�¹)º -modelô H�G³L u � l
, continuaaseraálgebraÃ ô In   o G ¹Dº -quocientedesejado,cf. (3.49)e (3.50). Isto porqueo fechoantis-

simétricodeumaordemparcialéaprópriaigualdade.A quest̃aoquesepõeagora
éaseguinte:que G ¹)º -quocientede

Ã
estaremosadefinirsemprequeescrevemos

umafaḿılia � n oN� Î w Î ¹ d (3.57)

de G -inequac¸ões?

3.4.4 O SistemaLógico-Dedutivo DIN(E)

Tal comofizemosparao casoequacional,comecemospor apresentaro sistema
lógico-dedutivo s�a�ú±o�� w
associadoa � , e queé umareafirmac¸ãodo sistemasX�¯��o�� w umavezretiradaa
regradesimetria:v £ Reflexividade— paratodoo termo

�
,�à�ì�v � Transitividade— ���È� m s � m �ì� m m���ì� m mv l Substituic¸ão — paracadaoperadoráÈH l £ Q«æ}æ�æYQ l è L l

e
� í s � mí ¼ � � Õ Î'î

(
ëÅ� p �È� ), � £ �z� m £ s�æ}æ�æ�s �Bè��ì� mèá`o � £ s}æ�æ�æ}s � è w � á`o � m £ s�æ}æ�æ�s � mè wv r Instanciaç̃ao— paraÉ ¼ © ï , ���z� mÉYo � w � É!o � m wv y

Equaç̃oes— paracadaequac¸ão o � s � m�w ¼ ����z� m
Estesistemalógico-dedutivo dita— tal comonocasoequacional— aconstruc¸ão
dacongrûencia� J (contudodiferentede

In J ) queficadefinidapelaapresentac¸ão
deaxiomasinterpretadoscomoinequac¸ões,cf. (3.57),tal comosesegue.
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Teorema3.6(Fechopor Pré-ordem) Seja
v n o v Î w Î ¹ d umafaḿılia M -indexada

derelaç̃oessobreum G ¹)º -modelô , isto é,
v ÎhK ^�o lxw Q ^�o lxw para cada

l ¼ M .
Vamosdesignarpor

v
	
o fecho reflexivo, transitivoe substitutivode

v
, i.é a

menorfaḿılia derelaç̃oesquesatisfazascláusulasseguintes:

1. Base: para cada

l ¼ M ,
v 	Î�� v Î

2. Fechoreflexivo: para cada

l ¼ M ,
v
	Î � ö o � s � w Ê ��¼ ^�o l�w ÷

3. Fechotransitivo: para cada

l ¼ M , se
� v
	Î � m e � m v
	Î � m m ent̃ao

� v	Î � m m
4. Fechosubstitutivo: seja á H l £ Qzæ�æ�æ!Q l è L l

com G -operador, e sejam��í s � mí ¼ ^�o l í w tal que
�ví v	Î'î � mí , para

ëb� p �È� ; ent̃aoá`o � £ s}æ�æ}æ�s � í s�æ�æ}æ�s � è w v 	Î á`o � m £ s}æ�æ}æ�s � mí s�æ�æ}æ�s � mè w
Tem-seque

v
	
é a menorpré-ordemgeradapor

v
.

Demonstrac¸ão: imediataa partir daconstruç̃aode
v	

. Ä
Definição3.16(Pré-ordemInequacionalMı́nima) Seja� n o�� Î w Î ¹ d umafaḿılia
de G -axiomaso � s � m�w quesepretendeminterpretar comoinequaç̃oes

�Å�³� m
. Sejav n o v Î w Î ¹ d a faḿılia derelaç̃oes

v Î K � � Õ Î QS� � Õ Î definidasporv Î n³ö o�ÉYo � w s�ÉYo � m w�w Ê o � s � m w ¼ � Î âäÉ ¼ © ï ÷
Então à relaç̃ao H J n v
	

dá-seo nomedepré-ordeminequacionalmı́nima
associadaaoconjunto� deinequaç̃oes. Ä
Definição3.17( G ¹Dº -quocienteInequacional) Seja� J o fechoantissiḿetrico(Teo-
rema3.5) da pré-ordemequacionalḿınima H J associadaa um conjunto � deG -inequaç̃oes. Então o G ¹Dº -quociente

Ã ô H J , definidoà custade � J — cf.
Definiç̃ao 3.15— é a G�¹Dº -álgebra canónicapara representara sem̂anticadeum
conjunto� de G -inequaç̃oes. Ä
Exerćıcio 3.18 RelembreaassinaturadoExerćıcio 1.8:� # ° } � 1 �Oø � ±,³ . Q���*�Q��: } = � ��� � ����!��: 1 = � ��� � ����!��:kø-= � ��� � ���-!��:A±Î= � ��������� � ���-!
Suponhaqueestaassinaturáeacompanhadadasseguintes� -inequac¸ões:}�Ò×1Ñ 3 ��� # ø Ò 3
Calculea pré-ordeminequacionalmı́nima associadaa esteconjuntode � -inequac¸ões. (Use uma

representac¸ãográficaadequada.)�
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Reparemosque,se � é umconjuntovaziodeaxiomas,ent̃aoasuainterpreta-
çãoequacionale inequacionalcoincidem,i.é

Ã ô In � coincidecom
Ã ô H � . Por

outro lado, faz sentidodefinir axiomatizac¸ões“hı́bridas” combinandoequac¸ões
cominequac¸õesdesdequecadaumadasprimeiras,daforma�7EU� m

(3.58)

sejaconsideradaumameraabreviaturadeduasinequac¸ões,�à�ì� m
(3.59)

e � m �È�
(3.60)

Nestecontexto, podemosfinalmentevoltar aoaxioma(3.26),quenaalturaficou
incompletoe queagoraconseguimoscompletarescrevendoa inequac¸ão������� �"!$#&% o � w ')( r � r m
paraquaisquerrtsjr m da esṕecie µh^ � ]Ò¶ . Quer dizer, � � Õ `éanbodDf forma uma
ordem parcial planaonde o termo � ����� �*!$#&% o � w ')( r pertenceà classede
equivalênciade todosos comandosque não terminam, i.é que têm sem̂antica
indefinida. A abreviatura(3.58)paraa conjunç̃ao de (3.59)e (3.60) leva-nosa
introduzirumaúltimaregraem s�a2ú±oN� w paraa igualdade:v�z

Igualdade— paratodosostermos
� s � m ,���È� m s � m �ì���E � m s ��EU� m���z� m s � m �È� s �7EU� m� m E �

3.4.5 Especificaç̃ao InequacionalversusModelos

Asdefiniç̃oeseteoremasdaSecç̃ao3.3.2paraocasoequacionalpodemtransportar-
separao casoinequacionalsemdificuldade,feitasasóbviasadaptac¸ões.Porex-
emplo,uma G -inequac¸ão

�¨� � m
, sobreumaesṕecie

l ¼ M , seŕa satisfeitanumG ¹Dº -modelô desdeque ê É ¼ ©   HºÉYo � w �   ¾ Î Á É!o � m w (3.61)

Dadaumacolecç̃ao de G -inequac¸ões � , ^ satisfaz � sseo facto(3.61) se
verificar paratodasas inequac¸õesde � e a especificac¸ão inequacionalonde �
seinsere, o�G¯s ® sM� w , dir-se-́a uma interfacepara ^ , tal comoanteriormente.O
quociente

Ã ô H J continuaasero limite universalmı́nimodetodososquocientes
induzidospor G�¹)º -modeloŝ quesatisfazem� , e o G�¹Dº -modelotrivial + a ser
o limite universalmáximo. No reticuladodetaisquocientes,oshomomorfismos
queordenamos G ¹Dº -modelossãoagoraG ¹Dº -homomorfismos.
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3.5 Alguma Notação Útil

Parafinalizar, vamosintroduzirumanotaç̃aoconcretaparaadeclarac¸ão,naprática,
deespecificac¸õesaxiomáticas.Sejaa n o�G¯s ® sM� w umaespecificac¸ãoaxiomática
(interface)deacordocomasDefinições3.7e 3.10. Seja M n ö�l £ s l � s�æ}æ�æ�s l è ÷ o
conjuntodassuasesṕecies,J n ö á £ s�æ}æ�æ}s�á/b ÷ o conjuntodosseusoperadores,© nIö � £ s}æ�æ}æ�s �Ü{ ÷ o conjuntodasvariáveisque

®
envolvee � n o � í � � mí w £-, í ,/.

o conjuntodosseusaxiomas.A notaç̃aoconcretaqueseutilizará seŕaa seguinte:p �)�B� ÿ ¸ � r � al � ÿ � l�l £ s l � s�æ}æ�æ�s l è� ¶ l á £ H¡æ�æ�æÒQ�æ}æ�æVQ æ�æ}æ�LÆæ}æ�æá � H¡æ�æ�æÒQ�æ}æ�æVQ æ�æ}æ�LÆæ}æ�æ
...á b HVæ�æ}æVQ�æ}æ�æÒQ�æ}æ�æ�LÆæ}æ�æ� ´ p �x� l êY� £ s�æ�æ}æ�s � { H � £ �z� m £...� . �z� m.

(3.62)

Nãoexistindoalgumasdasentidadespresentesem(3.62),omitir-se-̃aoasre-
spectivasentradas.Porexemplo,naseguintedeclarac¸ãodeinterface,p �)�B� ÿ ¸ � r � a10h�32l � ÿ � l a �B�}� (3.63)

não são referidasas entradas
� ¶ l e

� ´ p �x� l pois não há nem operadoresnem
axiomas. Reparemosque,sendoa10h�32 uma interfaceminimal 4 , faz sentido
tomá-la como ponto de partidaparacoisasmais elaboradas.Por exemplo, se
acrescentarmosa a10h�32 umoperadorbinário,5 Hºa10h�32éQ a �B��� L a �B�}�
obtemosa interface_ v76 u78 a's paragrupóides,p �)�B� ÿ ¸ � r � _ v76 u78 a'sl � ÿ � l a �B���� ¶ l 5 Hºa �B��� Q�a �B��� L a �B��� (3.64)

etc.9
Relembra-seque,deacordocoma Definição1.1,o conjunto

Q
deesṕeciesdeumaassinaturáe

semprenão-vazio.
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3.6 Exerćıcios

Exerćıcio 3.19 Considereaassinatura

� �
ÛÜÜÜÜÜÜÜÜÜÝ ÜÜÜÜÜÜÜÜÜÞ

Ó � Ó ( # . � ~& ¡-¡ #;: £=<?> � ¡ * � ~é. � ~¡ £�@ #;A £ 4o* � ~é. � ~ò & <?B # � ~�. � ~� B � � � # Q ( � . � � �� B A £ 46# Q ( � .CA £ 4� B : £�< #;A £ 4o* � � � .C: £=<?> � ¡� B QT( � #;D ñ & � .RQ ( �� ( � D >�� � #;D ñ & � *>QT( � .RQT( ��E� ¡ £�@ #;A £ 4o* � ~é. � ~
referentèa gest̃ao deum diciońario de registoscujachave e informaç̃aosão ‘strings’ (seqûenciasde
caracteres),comaseguintefuncionalidade:

Inicialização (
Ó � Ó ( );

Entradadenovo registo(
& ¡-¡

);
Marcaç̃aodechavederegistoa apagar (

¡ £=@ );
Empacotamento,ou destruiç̃ao de factode todosos registosmarcadospara apagar
(ò & <?B );
Recuperaçãodeumdadoregisto,conhecidaa suachave( �E� ¡ £�@ )).

Tomecomopontodepartidaparaa definiç̃aodeum modelo � # � � . �'�-�
, quecapteformal-

menteasem̂anticaacima,asseguintescláusulasreferentesa � -operadores:¥o: Ó � Ó ( = ÉMÊ�Ë� �GFIHc�O°�³�!¥o: & ¡-¡ = ÉMÊ�Ë� ó,:J�²� ±Î=©Æ @<£ ( B � ¢ Å :K�-=Ó � ¢ � :K�-=± Å � ¢ Å :k±'=± � � ¢ � :k±'=Ó � �k± Å&LNM B ÓPO �O± � !¥o: ¡ £=@ = ÉMÊ�Ë� ó,: B �O±Î=©Æ @B£ ( ± Å � ¢ Å :k±'=± � � ¢ � :k±'=Ó � �A± Å �N± �RQ ° B ³M!¥_: ò & <?B = ÉMÊ�Ë� ó
±ÜÆ @<£ ( ± Å � ¢ Å :k±'=± � � ¢ � :k±'=Ó � �k± Å&S ± � �O°�³²!¥o: ��� ¡ £=@ = ÉMÊ�Ë� ó,: B �O±Î=©Æ @B£ ( ± Å � ¢ Å :k±'=± � � ¢ � :k±'=Ó � �A± Å �N± � � ° B ³²!¥o:K� B � � � = ÉMÊ�Ë� ó��-Æ �¥o:K� B A £ 4 = ÉMÊ�Ë� ó��-Æ �¥o:J� B : £�< = ÉMÊ�Ë� ó,: B � Ó =OÆö� B � Ó !¥_:K� B QT( ��= ÉMÊ�Ë� ó < ÆT� < �
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¥o:U� ( � D >�� �M= ÉMÊ�Ë� <?>=� �
1. Infira o restodomodelo¥ (esṕecies).

2. Formuleum ��:k��= -axiomaqueregiste a propriedade:marcar um registo para apagar e a
seguir recupeŕa-lo não altera o dicionário. Verifiqueseo modeloproposto,¥ , satisfaz esse
axioma.�

Exerćıcio 3.20 Verifiquequaisdasfunçõesem � V ó : � ����=©Æ � * � (multiplicaç̃ao de naturais)eó,: � ����=OÆ ��W (exponenciac¸ãoem � V ) sãopontosfixosdafuncionalseguinte:âU: � = É²Ê�Ë��ó : 3 � 4 =OÆ-Ì 3 � 1 Y 43 � 1 Y 47" � : 3 � 1 � 4 =�
Exerćıcio 3.21 Considerea seguinte graḿatica paraum fragmentode uma linguagemde Lógica
Temporal:X � �UVZYn��Yn�Ç� Fórmula!©��[�!VZY � °)� Fórmula!Ç�Ç� Variável!N³Y � ° ( � ) � True � False � not � and � or �$\ �E]��^\ __ `` a b ��c�� p � q � r � x � y ��d?d?d ³
[ �

ÛÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÝ ÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÜÞ

� Fórmula! #ö# � � Variável!?e
( � Fórmula! ) e
True e False e
not � Fórmula!fe /*negaçãoda lógicaclássica*/� Fórmula! and � Fórmula!fe /*conjunç̃aoda lógicaclássica*/� Fórmula! or � Fórmula!fe /*disjunç̃aoda lógicaclássica*/\7� Fórmula!fe /*operador temporal ‘next’ */� Fórmula!g]×� Fórmula!fe /*operador temporal ‘until’ */\ __ `` a bD� Fórmula!fe /*operador temporal ‘last’ */� Fórmula!Ec�� Fórmula! /*operador temporal ‘since’ */� Variável! #ö# � p e q e r e x e y e=dfd?d

Pretendendo-sedotara linguagemdeumasem̂anticacompassadofinito e futuro infinito numeŕavel,
definiram-seosseguintesdoḿıniossem̂anticos:? ? � Fórmula! @ @ ��? ? � Variável! @ @ ÉMÊ�Ë�ih Vkj . ø
quepermitemindexar no tempolinear (modeladopor h V j ) osvaloresbooleanosdecadafórmulaou
variável.

Definiu-seent̃aoasem̂antica:? ? True
@ @ ÉMÊ�Ë� óml�d �? ? False
@ @ ÉMÊ�Ë� óml�d â? ? � and

� 8 @ @ ÉMÊ�Ë� óml�d ? ? � @ @ :Jl9=,þ¤? ? � 8 @ @ :Jl�=? ? � or
� 8 @ @ ÉMÊ�Ë� óml�d ? ? � @ @ :Jl9= � ? ? � 8 @ @ :Jl�=? ? not
� @ @ ÉMÊ�Ë� óml�d ô : ? ? � @ @ :Kl�=N=

n ooooopoooooq lógicaclássica
(atemporal)



3.7. NOTAS BIBLIOGRÁFICAS 179r r s�t^u uwv-x�yz { l�d r r t$u uU| l�}�~��r r tR��t$��u uwv-x�yz { l�d |U�-�Z� l/� r r t$��u u�| � �1����l������ � � r r t^u uU| �$����� lógicatemporal
“futura”r r s �� �� � ��t^u u v-x�yz { l�d�� l z������l�  ��� r r t^u u�| l�¡¢~��r r tk£
t � u u v-x�yz { l�d�� l z������l�  ��� � � � �¥¤ l�� r r t$��u uU| � �1�¥� �¦¤ � ¤ l�� r r t^u u�| �m� n §q lógicatemporal

“passada”r r
(
t

)
u u v=x�yz r r t^u ur r ¨Gu u�©

Fórmulaª v-x�yz r r ¨Gu u�©
Variávelª (3.65)

1. Desenheaassinatura«¬ quedescreve ® algebricamente.

2. Expliqueo significadodacláusulasem̂antica(3.65).

3. Mostrequeasem̂anticaapresentadasatisfazo seguinteaxioma¯ £°±²s �� �� � �g|J°
or

| ¯ and
| ¯ £³° �����

4. Mostrequeamesmasem̂anticasatisfaza inequac¸ãos �� �� � �)s ¯ � ¯
paraa ordem � (=implicaç̃ao lógicatemporal) sobreh ´�j¶µ�· quesedefinepor:¨ � ¨ � v-x�yz ��¸7¹³h ´ j � ¨m| ¸�� � ¨ � | ¸)�

5. Quefrasedalinguagemtemcomosem̂anticao limite inferior daordem � ? Justifique.º
Exerćıcio 3.22 Verifiqueseo modelosem̂anticodefinidono exerćıcio 3.21comosem̂anticadeuma
pequenalinguagemparaLógicaTemporalsatisfazosseguintesaxiomas:s �� �� � �»|�t

and
t � � ± | s �� �� � ��t � and

| s �� �� � ��t � � (3.66)

not
|TsRt � ± s¶|

not
t � (3.67)º

3.7 NotasBibliogr áficas

No presentecaṕıtulo fez-seum apanhadoda notaç̃ao e principaisresultadosda
teoriaalgébricada especificac¸ão axiomáticade tipos abstractosde dados,queo
leitor podeŕaencontrarmuitomaisdesenvolvidaemlivroscomo[Bp82], [EM85],
[Hen88] e outros. Em particular, os teoremasda adequac¸ão e completudedos
sistemasdedutivos ¼¢½3¾¢¿�½3À e ¼¢Á ÂÃ¿�½3À — que atŕas se omitiram por raz̃oes
deeconomiadeespac¸o — podemencontrar-seem[Hen88], respectivamentenas
pp.37-38e p.52.
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Ficaramportratardoisaspectosrelevantesdestateoria.Primeiro,aespecifica-
çãoporequaç̃oescondicionais, i.éaxiomasdaforma¿ÄÅÆJÇ�È�É Æ�Ê É?ËÆ À�Ì É Ê É?Ë (3.68)

(para ÍÏÎwÐ teremosÉ Ê É Ë , i.é o casoestudado)quesão muito relevantesna
prática. A teoriasubjacentée ańalogaà estudada.Contudo,o subreticuladode
congrûenciasquesatisfazemum conjuntodeaxiomascondicionaispodenãoser
completo,istonamedidaemqueo Ñ?Ò Ó�ÒTÔ$Ò deduascongrûenciassatisfazendoosax-
iomaspodenãofazero mesmo.Porexemplo(tiradode[BWP84]),sejamsolteiro,
casado, viúvo, verdadeiro e falso Õ -constantesde umaespecificac¸ão com o ax-
iomacondicionalÖ�×)Ø^×�Ù1Ú Ê Ø^Ú Ñ É?Û^ÜÞÝ Ú Ìàß Û^Ý Ù1×�Ù Û^Ü�Ý Ú Êâá × Ñ Ø^Ú Ò
Duascongrûenciasã e ã Ë tal que

solteiro ã viúvo
solteiro äã casado

verdadeiro äã falso

e
casado ã Ë viúvo
solteiro äã Ë casado

verdadeiro äã Ë falso

satisfazemosaxiomas;contudo,o seuÑ?Ò Ó�ÒTÔ$Ò1ãæåçã Ë Î
ã Ë Ë é tal que

solteiro ã Ë Ë viúvo ã Ë Ë casado
verdadeiro äã Ë Ë falso

Isto prende-secom o segundoaspectopor tratar: o estudodosmodelose con-
gruênciashierárquicasassociadasa assinaturasconstrúıdashierarquicamente,(e
equipadascomaxiomascondicionais),assuntodocaṕıtulo quesesegue.

Finalmente,o tratamentodas funções recursivas parciaisé extensivamente
tratadonoconhecidolivro deZoharManna[Man74].



Caṕıtulo 4

Especificaç̃aoModular e
Parametrização

4.1 Intr odução

É conhecidoquequaisquerambiç̃oesem programac¸ão est̃ao limitadaspelo vol-
umedosprogramascujo ‘debug’ e manutenc¸ãoseconseguemfazer. Quandoum
programaultrapassaum dadotamanho...ningúem maisno mundoo consegue
entender!Mas espera-sequecadaumadassuaspartessejaentendidapor, pelo
menos,umapessoa,e queoutrasentendamcomoaspartesencaixamumasnas
outras.

Saberencaixarblocosde‘software’ unsnosoutrosé o objectivo dachamada
programaç̃ao emlarga escala, enquantoquea programaç̃ao empequenaescala
sededicaà construc¸ão de tais blocosde código, usandopor exemplovariáveis,
comandosdeatribuição,ciclos‘while’, procedimentosetc.

PASCAL, L ISP, PROLOG etc. são exemplosde linguagensconhecidaspara
programac¸ãoempequenaescala;já CLU, MESA, MODULA 2, ADA, OBJ, ML etc.
sãolinguagensquesepreocupammaiscomprimitivas— e.g. ‘clusters’,módulos,
‘packages’,‘abstractdatatypes’etc.— paraprogramac¸ãoemlargaescala.

Quandosecombinammódulosunscom os outrostemosquenospreocupar
coma interfaceentresi. Umainterfaceinforma-nosquaisosrequisitose resulta-
dosdeum módulo. É claro,asinterfacestêmqueserverificadasumasperanteas
outras.Mas...o queé umainterface?E ummódulo?

Infelizmente,conceitosbásicoscomoestesaparecemnosmanuaisdeprograma-
ção de forma confusa,informal, e acabampor tornar-se em mais um nı́vel de
complexidadedas(ditas)novaslinguagensdeprogramac¸ão.

Como temosvisto, a especificac¸ão mateḿatica de sistemasou programas
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tem sido propostacomo alternativa paraaumentaro rigor e a inteligibilidade
da documentac¸ãodo ‘software’. Infelizmente,o “sı́ndrome”acimadescritoque
afectaprogramasgrandestamb́em afectaespecificac¸õesacimade determinado
tamanho.É claro,a quantidadedeinformaç̃aocontidanumdeterminadonúmero
de páginasde um documentomateḿatico de especificac¸ão (e.g. um modeloemè Û^É Ø ) é incomparavelmentesuperiorà informaç̃ao contidano mesmonúmero
de páginasde uma listagemde COBOL, ou FORTRAN. Portanto,já ganhamos
algumacoisa. Mas, na verdade,apenasfizemossubir (ainda que significati-
vamente)o volume de informaç̃ao a partir do qual um problemadeixa de ser
“inteligı́vel”. Torna-se,portanto,necesśaria a divisão de umaespecificac¸ão em
partesorgânicas(módulos)quesejam‘mind-sized’e que,articuladasumascom
asoutras,produzamum resultadodesejado.Diferentesarticulaç̃oesdepartesel-
ementarespoder̃aoproduzirresultadosdiferentes;querdizer, torna-seposśıvel a
re-utilizaç̃aodeespecificac¸õesporoutrasespecificac¸ões.

Algumasquest̃oesselevantamdeimediato:

- teŕasignificadomateḿaticoa “partição” deumaespecificac¸ãoempartes?

- qualo significadomateḿaticoda“junção” desub-especificac¸ões?

- comogarantirqueessajunçãoproduzumefeitodesejado?

Fornecerrespostasparaestasquest̃oesnoâmbitodametodologiadeespecifica-
ção por modelosquevem sendoexpostanestetexto é o principal objectivo do
presentecaṕıtulo. Começaremospor umainspecc¸ão do “estadoda arte” no to-
canteà programac¸ãomodular. Dessainspecc¸ãoresultaŕa a intuiçãoquemotiva a
abordagemformalqueselheseguirá.

4.2 Programas e Módulos: Revisão do Estado da
“ Arte”

Comecemosporalgunsexemplosdeprogramac¸ãocássicaem,porexemplo,PAS-
CAL. Pretendemosquesejafeitaumaideiadapráticae intuiçãocomuns,a ponto
depodermosevoluir paraacaracterizac¸ãomateḿaticadeconceitoscomoimplementac¸ão,
interfacee módulo.

Consideremoso seguintefragmentodeprogramaemPASCAL:

type Point = ˆrecord xcoord: Real;
ycoord: Real

end;

function mkpoint(x:Real; y: Real): Point;
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var p: Point;
begin new(p);

pˆ.xcoord := x; pˆ.ycoord := y;
mkpoint := p

end;

procedure rotate(var p:Point; theta: Real);
var ....;
begin ....end;

. . .quepodesermodificadono sentidode sesepararem,em secç̃oesde código
distintas,asdeclarac¸õesde tipos,procedimentose funções,doscorposquecon-
stituemesteśultimos.

É o quesepodefazer(e.g. emUCSD PASCAL) conduzindoa:

/* POINT Interface */

type Point = ˆrecord xcoord: Real;
ycoord: Real

end;
function mkpoint(x:Real; y: Real): Point;
procedure rotate(var p:Point; theta: Real);

quantoadeclarac¸ões,e a:

/* POINT Implementation */

function mkpoint;
var p: Point;
begin new(p);

pˆ.xcoord := x; pˆ.ycoord := y;
mkpoint := p

end;

procedure rotate;
var ....;
begin ....end;

quantoà implementac¸ãodasentidadesacimadeclaradas.
Aqui, uma“interface”introduznomes(e.g. Point , mkpoint etc.) eassocia-

lhes um tipo, masnenhumcódigo execut́avel; esteé dadona correspondente
implementac¸ão.

Nãoédifı́cil imaginaraconstruc¸ãodeprogramasusandoestetipodeestruturac¸ão;
porexemplo,POINT poderiasera basedeumanovaentidade,LINE ,
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/* LINE Interface */

USES POINT;
type Line = record ... end;
function mkline(p:Point; q:Point): Line;
function intersects(l1:Line; l2:Line): Point;

/* Implementation of LINE */

.....

porsuavezconducentea PICTURE,

/* PICTURE Interface */

USES POINT, LINE;
type Pic = record ... end;
function mkpic(p:Point; al:array[...] of Line): Pic;
procedure display(p:Pic; var a:array[...] of boolean);

/* Implementation of PICTURE */
.....

e assimsucessivamente.Notara palavra-chaveUSESqueé empregue,nestasin-
taxe

È
, paraindicar“colagem”decódigo(implementac¸ões)formuladaanı́vel das

correspondentesinterfaces,encadeadashierarquicamente.
No entanto,interfacescomoPOINT, LINE etc.acimasão“demasiadoinfor-

mativas”. Há muito tempoqueastécnicasdeabstracc¸ão dedadosrecomendam
que,emcasoscomoestes,o utilizadornãoprecisede(nemdeva!) saber“de queé
queospontos,aslinhasetc.sãofeitos” transformando-seem tiposabstractosde
dados(TADs) cujospormenoresde implementac¸ão não são “públicos”. Somos
conduzidosanovasvers̃oesdasinterfacesacima,queescondemagoraaspróprias
descriç̃oesdostiposdedadospresentes,e.g.

/* POINT Interface */

type Point;
function mkpoint(x:Real; y: Real): Point;
procedure rotate(var p:Point; theta: Real);é

A sintaxe concretadalinguagem-exemploqueutilizaremosa partir deagoranãoé a denenhuma
linguagemcomercialparaprogramac¸ão modular. Trata-sede uma extens̃ao ‘ad hoc’ ao PASCAL,
intuitivamentesimplesesuficienteparailustrarapráticaquevemsendoadoptadanestedoḿınio.
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passandoessasdescriç̃oesparaascorrespondentesimplementac¸ões,e.g.

/* POINT Implementation */

type Point = ˆrecord xcoord: Real;
ycoord: Real

end;
function mkpoint;

var p: Point;
begin .... end;

procedure rotate;
var ....;
begin ....end;

Umaboaideia,aseguir, ésepararinterfacesdassuasimplementac¸ões,criando
doistiposdecódigofonte:

- documentosde interface, contendotodasasinterfacesenvolvidasnumpro-
grama;

- documentosde implementac¸ão, contendotodoo códigoexecut́avel.

Estaestrat́egia é tanto mais correctaquanto,de facto, at́e podehaver mais
do queumamaneirade implementara mesmainterface.Porexemplo,nadanos
impededeescrever

/* POINT Second Implementation */
type Point = array [1..2] of Real;
...

aceitandoambasas implementac¸ões. Portanto,é em geral de muitospara um
a relaç̃ao entreimplementac¸õese interfaces,o quenosindica quedar o mesmo
nomea interfacese implementac¸õesnãoseŕapratićavel, afinal.

4.2.1 Parametrização

Até agoravimos implementac¸õessimples,constrúıdashierarquicamente.Acon-
tece,por vezes,quea implementac¸ãonãoé fixa e dependedealgunspar̂ametros.
Porexemplo,suponhamosagoraquepretendemostrabalharcompontosordena-
dospelassuascoordenadas.Podemosaumentara interfacePOINT nessesentido,
construindo:
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/* OPOINT Interface */

USES POINT;
type Points;
function pointleast(p,q:Point): Point;
procedure pointsort(var a:Points);

acrescentandoo tipo Points — “plural” dePoint (e.g. array of Point )
—, umafunçãopointleast capazdeescolhero menordedoispontossegundo
assuascoordenadas,e um procedimentopointsort capazdeordenarpontos
segundopointleast . Querdizer, umaimplementac¸ãodeOPOINTpoderiaser
a quea seguir seesboc¸a:

/* OPOINT Implementation */

USES POINT;
type Points = array[1..n] of Point;

index = 1..n;
function pointleast;
var r:Point;
begin

r := p;
if pˆ.xcoord > qˆ.xcoord

then r := q
else if pˆ.xcoord = qˆ.xcoord

then if pˆ.ycoord > qˆ.ycoord then r := q
pointleast := r
end;

procedure pointsort;

function pointless(p,q:Point):Boolean;
begin pointless := (p = pointleast(p,q)) end;

procedure qsort(l,r:index);
var i,j:index; x,w:Point;
begin
i := l; j := r; x := a[(l+r) div 2];
repeat

while pointless(a[i],x) do i := i+1;
while pointless(x,a[j]) do j := j-1;
if i<=j then

begin w := a[i]; a[i] := a[j]; a[j] := w;
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i := i+1; j := j-1
end

until i>j;
if l<j then qsort(l,j); if i<r then qsort(i,r)
end;

begin qsort(1,n) end;

ondepointsort usao conhecidoalgoŕıtmode‘quicksort’.
Suponhamosaindaque,no mesmocontexto, precisamostamb́emdeordenar

númerossegundoa suaordem( ê ) habitual,combasenainterface:

/* ONUMInterface */

type Num;
Nums;

function numleast(p,q:Num): Num;
procedure numsort(var x:Nums);

coma implementac¸ãobemsimplesquesesegue:

/* ONUMImplementation */

type Num = Real;
Nums = array[1..n] of Real;

function numleast;
var r : Num;
begin

if (p <= q) then r := p else r := q; numleast := r
end;

procedure numsort;
numless(p,q:Num):Boolean;

begin numless := (p = numleast(p,q)) end;
procedure qsort(l,r:index);

var i,j:index; x,w:Num;
begin
i := l; j := r; x := a[(l+r) div 2];
repeat

while numless(a[i],x) do i := i+1;
while numless(x,a[j]) do j := j-1;
if i<=j then
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begin w := a[i]; a[i] := a[j]; a[j] := w;
i := i+1; j := j-1

end
until i>j;
if l<j then qsort(l,j); if i<r then qsort(i,r)
end;

begin qsort(1,n) end;

Reparemosagoraque,coexistindoestaimplementac¸ãocomadeOPOINT, no
mesmoprograma,temosumcertograudeduplicaç̃aodecódigonamediaemque,

- quantoa interfaces,elassão “id ênticas”à luz da correspond̂enciaquese
segue:

OPOINT ONUM

Point Num
Points Nums

pointleast numleast
pointsort numsort

- quantoàsimplementac¸ões,Point e Numsãocertamentediferentes,o que
sereflectenasfunçõespointleast e numleast . Já a construc¸ão de
Points (sobrePoint ) é a mesmade Nums (sobreNum), o que torna
pointsort a mesmafunçãoquenumsort , a menosdacorrespond̂encia
acima.

Vemlogo à ideiaconstruirum procedimentogeńericosort quedeve serin-
formadonãosó quantoao tipo doselementosa ordenar, mastamb́emquantoao
critérioa seguir (ordemtotal). Umaimplementac¸ãocontendofunçõesouproced-
imentosgeńericosdestetipo designa-seum módulo, quepodeŕaserescrito,neste
caso,comoa seguir seilustra:

/* SORT Module */
requires (type Elem; function least(e1,e2:Elem):Elem);
type Elems = array[1..n] of Elem;

procedure sort(var a:Elems);
........

Assim,quandoescrevemosSORT(num;numleast) queremosdesignarONUM.
ParaobtermosOPOINTbastaŕaescrevermosSORT(Point;pointleast) .

Num móduloparametrizado,a cláusulaadicionalrequires indicaosseus
requisitos,i.é par̂ametrosformais. Estesassumema formade,afinal, interfaces.
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Fazportantosentidoqueoscorrespondentespar̂ametrosreaisvenhamaserimplementac¸ões
suas.

Assim,o verdadeiropar̂ametrodeSORTé umainterfaceque,baptizadacom
o nomedeORDERING, sepodedeclararescrevendo

interface ORDERING;
type Elem;
function least(e1,e2: Elem): Elem;

Reparemosqueacabamosdeintroduzirnalinguagema ‘keyword’

interface

paradeclararinterfaces(anteriormente,a informaç̃aosobreinterfaceseradadaem
coment́ario).Querdizer, assimcomousamostype paradeclarartipos,procedure
paradeclararprocedimentos,etc., tamb́em interface seŕa usadaparadeclarar
interfaces.A mesmaestrat́egiaseŕa usadaparadeclararimplementac¸ões(‘key-
word’ implementation ) e módulos(‘keyword’ module ). Assim,

implementation NUM@ORD:ORDERING;
type Elem = Real;
function least(i1,i2: Real): Real;

begin if i1<=i2 then i1 else i2
end;

designaa implementac¸ãodeORDERINGqueimplementaa habitualordemsobre
reais.Outraimplementac¸ãodeORDERINGquenosinteressáe

implementation POINT@ORD:ORDERING;
type Elem = Point;
function least(i1,i2: Point): Point;

var j: Point;
begin ...... (* cf. pointleast *)
end;

quecapturao par̂ametrorealdeOPOINTacima.
Passemosagoraà declarac¸ãodeSORT, usandoa ‘keyword’ module emlu-

gar de implementation para indicar que SORTé parametrizado.SORTé
implementac¸ão de quê? Temosquedeclararprimeiro a suainterface,qualquer
coisacomo

interface SORTING;
type Elems;
procedure sort(var a:Elems);
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e ent̃aocomeçarporescrever

module SORT ... : SORTING;
type Elems = ...
procedure sort(var a:Elems);
.....

Deixamos,propositadamente,reticênciasem lugar do par̂ametroformal de
SORTqueé,comojá vimos,a interfaceORDERING. Parareforçarmosa ideiade
queestaparametrizac¸ãoest́a empé de igualdadecoma deum procedimentoou
função,usaremosahabitualnotaç̃ao(“Algólica)” parapar̂ametrosë , completando
o cabec¸alhodadeclarac¸ãodeSORTcomosesegue:

module SORT(P:ORDERING): SORTING;

(prescindindodacláusuladerequires ), ondeP éonomedoúnicopar̂ametrode
SORT. Porfim, ésó completaro corpodestemódulocomo corpojádesenvolvidoì
:

module SORT(P:ORDERING): SORTING;
type Elems = array[1..n] of P.Elem;

index = 1..n;
procedure sort(var a:Elems);

procedure qsort(l,r:index);
var i,j:index; x,w:P.Elem;
begin

i := l; j := r;
x := a[(l+r) div 2];
repeat

... P.least(a[i],x) do ...
until i>j;
if l<j then qsort(l,j);
if i<r then qsort(i,r)

end;

begin qsort(1,n)
end;

Reparemosqueo corpodeSORTacedèainformaç̃aodoseupar̂ametrousando
express̃oesdaforma í Ò î (4.1)ï

É o queaconteceemlinguagenscomoMESA ou CLEAR.ð
Ospar̂ametrosP eQsãodotipo ORDERING; assim,nãoénecesśario listarexpl̀ıcitamenteosseus

tiposindividuaiseprocedimentos,comoatŕas.
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ondeP éo nomedopar̂ametroaseracedido,ex éumaentidadesint́aticadeclarada
nainterfacedeP (ORDERING, nestecaso).

Vejamosagoraaconstruc¸ão,sobreORDERING, deumnovomódulo,LEX@ORD,
paraordenac¸ão lexicográfica.Porexemplo,LEX@ORDpodeŕa serusadoparaor-
denarseqûenciasdepares ¿ nomeñ dataÀ
primeiro por nomee, paraiguaisnomes,segundoumaordemsobredata. Por
exemplo,a seqûencia òóóô ¿�õEö ×)Ø�÷�× Ý õøñgùgú1û�ü1À¿�õ�ý × Ý$Ü × õøñ»ù^úEþ)ÿEÀ¿�õEö ×)Ø�÷�× Ý õøñgùgú�ü1ü1À¿�õ�ý ×�� Ó Û Ñ�õøñgùgú � Ð1À

�����
seŕaordenada: òóóô ¿�õEö ×)Ø�÷�× Ý õøñgùgú1û�ü1À¿�õEö ×)Ø�÷�× Ý õøñgùgú�ü1ü1À¿�õ�ý ×�� Ó Û Ñ�õøñgùgú � Ð1À¿�õ�ý × Ý$Ü × õøñ»ù^úEþ)ÿEÀ

�����
Portanto,essaordemsó podeŕa serconstrúıdasesetiver, à partida,a ordem

quesepretendeparanomeeaquelaquesepretendeparadata. Logo,LEX@ORD́e
ummóduloduplamenteparametrizado:

module LEX@ORD(P: ORDERING, Q: ORDERING): ORDERING;
type Elem = record x: P.Elem;

y: Q.Elem
end;

function least(e1,e2:Elem): Elem;
var r: Elem;

p1,p2: P.Elem;
q1,q2: Q.Elem;

begin p1 := e1.x; p2 := e2.x;
if p1 = p2 then ... else ...
least := r;
end;

Para completarmosestanossaexemplificaç̃ao, notemosque SORTnão é o
único módulo “posśıvel” paraconstruir implementac¸õesde SORTING. Outros
módulos,porexemplo

module SHELL@SORT(P:ORDERING): SORTING;
type Elems = ... ;
procedure sort(var a:Elems);
begin ... end;
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ORDERING SORTING

NUM@ORD

POINT@ORD

SHELL@SORT
QUICK@SORT

LEX@ORD

� �� �
�	 
�

�

Figura4.1: Diagrama‘ADJ’ doplanodeumprograma.

sãoposśıveis,diferindoquernasestruturasdedadosescolhidas,quernosalgorit-
mospresentes;aliás,vamosre-baptizarSORTparaQUICK@SORT, paraindicar
maisclaramenteasuanatureza.

Finalmente,sedosexemplosacimaconstrúıdosregistarmosapenasa linhade
cabec¸alhodecadablocodetexto,obtemosumaideiamuitoimportante— o plano
detodoo programa:

interface ORDERING, SORTING;
implementation NUM@ORD:ORDERING;

POINT@ORD:ORDERING;
module LEX@ORD(P: ORDERING, Q: ORDERING): ORDERING;

SHELL@SORT(P:ORDERING): SORTING;
QUICK@SORT(P:ORDERING): SORTING;

É nesteponto que aconteceo “pensar-se em ponto grande”. Temosuma
abstracc¸ãode todoo programa,omitindotodososseuspromenores.Trata-sede
umaabstracc¸ãoprecisaesuscept́ıvel demaisrefinamento.No exemploemcurso,
tal abstracc¸ãoé represent́avel soba formadodiagramadaFigura4.1.

Podemosusarestediagramaparanos“divertirmos”aconceberváriosprogra-
mas,tal comoos diagramassint́aticosde um manualde PASCAL nosajudama
conceberinstruç̃oes, express̃oesetc.Porexemplo,a express̃ao

LEX@ORD(NUM@ORD,NUM@ORD)
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constŕoi umaimplementac¸ão de umaordemsobreparesordenadosde reaisque
é, afinal,a ordem(lexicográfica)sobrePoint dequeacimasefalou. Ou ainda,
podemosdefinir

QuSortNP := QUICK@SORT(LEX@ORD(NUM@ORD,POINT@ORD));

construindoo programaQuSortNP (‘quicksort’ sobreumaordemlexicográfica
cujachaveprimáriasãoreaise cujachavesecund́ariasãopontos).

Em resumo,emprogramac¸ãoemlarga-escala(modular)um programasurge-
noscomoumaexpress̃ao envolvendoimplementac¸õese módulos,quepodeser
‘type-checked’emtermosdacompatibilidadeentreasinterfacesenvolvidas,exac-
tamentedamesmamaneiraqueasexpress̃oesanı́veldaprogramac¸ãoempequena-
escalasão ‘type-checked’ emtermosdacompatibilidadeentreos tiposdedados
envolvidos(‘strong typing’). Qualquersegmentodecódigopassaa “estartipifi-
cado”e deixade serposśıvel a meracolagem,ou ligação (‘linking’) de código,
quenãoé estruturale éproṕıciaa erros.

Trata-sede uma maneirasisteḿatica e ecońomica de construir programas
“grandes”re-utilizandocódigojá desenvolvido oua desenvolver.

Estetipodeestrat́egiaparaprogramac¸ãoemlarga-escaláeaqueest́adispońıvel
emlinguagensdeprogramac¸ãocomoMESA eoutras.Emquemedidaé rigorosae
fiável?Qualasuasem̂anticaformal?Emquemedidapodesertudoistotransposto
parao nı́vel daespecificac¸ão formalem“larga-escala”?

É o queseverádeseguida.

4.3 Modularidade emEspecificaç̃aopor Modelos

Passemosagoraa umatentativa de caracterizac¸ão algébricadosconceitosapre-
sentadosnasecç̃aoanterior.

Do queatŕasfoi dito, depreende-sequea programac¸ão em larga escalatem
procuradodisciplinarasoperac¸õesde“ligação” decódigo(‘link’) atravésdeduas
componentes:

- associac¸ãodeum tipo a umblocodecódigo,designadopor interfacedesse
bloco.

- “tipificação” dos operadoresde ligação, forçando-osa respeitaras inter-
facesdosmódulos-argumentoe a produzirresultadoscomtiposexplı́citos
conhecidos.

Tamb́emnãoé dificil constatarmosque,serestringirmosinterfaces̀a declara-
çãodefunções(i.é impedindo,parajá,procedimentos),

- umainterface“ é” umaassinaturaÕ ;
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- umaimplementac¸ãodeumainterface Õ “ é” uma Õ -álgebra,i.é um modelo
de Õ ;

- um módulo “ é” umaoperac¸ãodeligaçãoquepeganumaou maisálgebras
(quepodemter assinaturasdiferentes),e dá comoresultadóe tamb́emuma
álgebra.

O principal resultadodestadisciplinaé a constatac¸ãodequetaisoperadores
de ligação formam,com assuasinterfaces, assinaturas“modulares”, Õ� , que
geramtermosÉ�������� quesedesignamvulgarmentepor express̃oesmodulares
e quedenotama ligaç̃aoestruturada,bem“tipificada”, deblocosdecódigo.

Mais concretamente,umacolecç̃aodeinterfaces,implementac¸õese módulos
forma,elaprópria,uma(meta)assinaturaÕ �
cujas

- esṕeciessãoasinterfaces;

- constantessãoimplementac¸õesdebase;

- módulossão Õ� -operadores(sobreimplementac¸ões)� .
Retomandoo exemploemcurso,teremosameta-assinaturaÕ ��������� è����� è �

onde è � Î! #"%$³¼�½&$Á1Â(' ñ è "%$*)�Á Â(',+
quecont́emosoperadores-..../ ....0 Â�13254%"%$¼ �6� "%$¼¢½&$Á Â('7 "Á Â8)*4%"%$¼ �6� "%$¼¢½&$Á Â('9 ½3:;4%"%$¼ � "%$¼¢½&$Á Â(' � "%$¼¢½&$Á Â(' � "%$¼¢½&$Á1Â<'è�= ½ 9>9 4 è "%$*) � "%$¼¢½&$Á Â(' � è "%$*)�Á1Â<'¾?1ÁA@%B;4 è "%$C) � "%$¼¢½&$Á Â(' � è "%$*)�Á1Â<'

As implicaç̃oesdestesresultadossó podemsercorrectamentediscutidastranspondo-
osparaa especificac¸ão modular. A estenı́vel, permaneceo conceitodeinterface
axiomática, Á Î ¿ÞÕ�ñD: ñ=½3À — quesepodeescrever na notaç̃ao quesepropôs
atŕas,E

Notarque,logicamente,umaimplementac¸ãopodee deve serescritasoba formadeum módulo
sempar̂ametros.
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Ü � É?Û^Ý á × Ö Û "%$¼¢½&$Á1Â<'ØgÚ Ý$É Ø ½7Ñ Û ýÚ-÷/Ø Ñ Û ×)Ø É � ½7Ñ Û ý � ½3Ñ Û ý � ½7Ñ Û ý×�F Ü Ú ý Ø Ò»ÒgÒ (4.2)

cf. (3.62)— maso deprograma, ousegmentodecódigoexecut́avelé substitúıdo
peloseuarqúetipo,i.éo seumodelomateḿatico.Todoo modeloG tem,pois,um
tipo Á — a suainterface, G � Ò»Ò»Ò � Á
— epodeŕa terpar̂ametrosformaisdesignadostamb́empor interfaces,e.g.G � : � Á
A apresentac¸ãodomodeloassumeassimaformadadefiniç̃aodeumoperador,G � : � ÁG¢¿ F ÀIHKJMLÎ ÒgÒ»Ò
cujo resultadodeverá satisfazera interfaceresultadoÁ , querdizer: se

F È é um
modelode : , ent̃ao G¢¿ F È À é ummodelode Á , i.éG¢¿ F È À � Á � è ÛgÉ Ø

Vejamosumexemplo:suponhamosquequeremosespecificaro modelo9 ½3:;4%"%$¼ � "%$¼¢½&$Á Â(' � "%$¼¢½&$Á Â(' � "%$¼¢½&$Á1Â<' (4.3)

onde"%$¼¢½?$³Á Â(' é a interface(4.2).Começaremosporescrever9 ½&:;4%"%$¼ ¿ 7 ñ-¾7À H�JMLÎàÒ»Ò»Ò
ondeas reticênciasdevem ser preenchidascom a declarac¸ão dos modelosdas
esṕeciesde "%$¼¢½?$³Á Â(' , nestecasoumasó:½7Ñ Û ý ãÎ 7 Ò ½3Ñ Û ý � ¾ Ò ½3Ñ Û ý (4.4)

e dosmodelosdosoperadores,tamb́emumsó, nestecaso:Ñ Û ×)Ø É ¿ Û È ñ Û ë ÀNHKJMLÎ Ñ Û^É ÷ È ÎPO È ¿ Û È ÀÍ È ÎQO ë ¿ Û È À÷ ë ÎPO È ¿ Û ë ÀÍ ë ÎQO ë ¿ Û ë ÀÜ � -../ ..0
÷ È Î ÷ ë Ì ¿ ÷ È ñ=¾ Ò Ñ Û ×)Ø É ¿�Í È ñ�Í ë ÀfÀ÷ È äÎ ÷ ë Ì Ñ Û^É ÷ Î 7 Ò Ñ Û ×)Ø É ¿ ÷ È ñ ÷ ë ÀÜ � R ÷ Î ÷ È Ì Û È÷ Î ÷ ë Ì Û ë (4.5)
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Juntando(4.4)com(4.5),teremosfinalmenteS :
9 ½&:;4%"%$¼ ¿ 7 ñ-¾7ÀTH�JMLÎ

-................/ ................0

ØgÚ Ý$É Ø ½7Ñ Û ý ãÎ 7 Ò ½3Ñ Û ý � ¾ Ò ½3Ñ Û ýÚ-÷/Ø Ñ Û ×)Ø É � ½7Ñ Û ý � ½3Ñ Û ý � ½7Ñ Û ýÑ Û ×)Ø É ¿ Û È ñ Û ë ÀTH�JMLÎÑ ÛgÉ ÷ È ÎPO È ¿ Û È ÀÍ È ÎQO ë ¿ Û È À÷ ë ÎPO È ¿ Û ë ÀÍ ë ÎQO ë ¿ Û ë ÀÜ � -../ ..0
÷ È Î ÷ ë Ì ¿ ÷ È ñ=¾ Ò Ñ Û ×)Ø É ¿�Í È ñ�Í ë ÀfÀ÷ È äÎ ÷ ë Ì Ñ Û^É ÷ Î 7 Ò Ñ Û ×�Ø É ¿ ÷ È ñ ÷ ë ÀÜ � R ÷ Î ÷ È Ì Û È÷ Î ÷ ë Ì Û ë(4.6)

Em termosformais,sedesignarmospor ÕVUXWZY\[]WZ^`_a a assinaturaassociada
à interface"%$³¼�½&$Á1Â(' , ent̃aonãoédifı́cil constatarmosque,se7 � ÕVUXWZY\[]WZ^`_a � è Û^É Ø
e ¾ � ÕVUXWZY\[]WZ^`_a � è Û^É Ø
sãodoismodelosde ÕVUXWZY\[]WZ^`_a , ent̃aotamb́em9 ½3:;4%"%$¼ ¿ 7 ñ=¾7À � Õ UXWZY\[]WZ^`_ab� è Û^É Ø
émodelode Õ UXWZY\[]WZ^`_a , comoqueŕıamos.Portanto,

9 ½3:;4%"%$¼ é umafun-
çãobináriasobreÕ U]WZY\[XWZ^c_a -álgebrasedácomoresultadouma Õ U]WZY\[XWZ^c_a -
álgebra.

Em resumo,seagruparmosnumaassinaturaÕ� todosos śımbolosde inter-
facee todosos śımbolosque designammodelosparametrizados,teremosuma
interpretac¸ão ‘standard’paraa especificac¸ão modularcorrespondente,comose
segue:

- asesṕeciesde Õ� sãoosśımbolosquedesignaminterfaces;

- osoperadoresde Õ� sãoosnomesdosmodelosparametrizados;

- asconstantesde Õ� sãoosmodelostal comoforamentendidosnoscaṕıtulos
anteriores,i.é semparametrizac¸ão;d

Note-sequeanotaç̃ao eZf g>hjilk , mVf g\hniDk etc.éadoptadaaquiporser“tradicional”emlinguagens
queadmitemparametrizac¸ão,cf. aequac¸ão(4.1). A naturezafunctorialdequalquerpar̂ametro— que
éum modelo— levarianaturalmentea e | g>hjilk³� , m | g\hjilk³� etc.cf. Definição1.7.
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- o portadorassociadoaumadadainterfaceÁ queéesṕeciede Õ� éaclasseo ¿�Á À detodasasálgebrasquesatisfazemÁ ;

- a função associadaa cadaśımbolo p � Á È � Ò»ÒgÒ � Á�q �sr queé oper-
adorem Õ � constŕoi uma r -álgebradesdequesejaprovido con

�
álgebras

coerentescomasuafuncionalidade,i.é álgebrasG Æ � Á Æ � è Û^É Ø
para ù
ê Ü ê � .

- as chamadasexpress̃oes modulares correspondema termosgeradosporÕ� , i.é de ����� ; seequipararmosÕ� com variáveis ( Õ� ¿t:�À ) teremos
express̃oesmodularesparametrizadas,i.é com “buracos”prontosa serem
substitúıdosporsub-express̃oesmodularescompat́ıveis.

Temosassimum mecanismosimplesparaconstruirálgebras(modelos)arbi-
trariamenteelaborados̀a custade sub-́algebrasmais simples. Estemecanismo
divide um modelonosseussub-modelosestruturalmenteorganizados,enquanto
queconvida à re-utilizaç̃ao,numaespecificac¸ão,desub-especificac¸õesjá desen-
volvidas.

Exerćıcio 4.1 Considerea seguinteinterfaceparagest̃ao de informaç̃ao organizadasoba forma de
umdiciońario: u ¸�vwilx t ¯�y i{z|�}~l� x`v ~�� iD����z ¯ v ¯ ��z u y����~ u ¸ u v �;µ�z u yu ¸ ~ ilx`vI� � iD���3z ¯ v ¯ �%z u y µ�z u yx�iDk � ¨ i � � iD���3z u y µ�z u yt u ¸�� � � iD���3z u y µ�z ¯ v ¯
Relembrandoa interface |`�Xg>� (3.63),verifiqueseo seguintemóduloéum modelode z|�} :z|�}�����e�g>} � |`�Xg����%|`�Xg>�*µ�z|�}
z|�}�����e�g>} | }T�t|g� v=x�yz

-............../ ..............0

~l� xcv ~ � il�s�z }Tf |�vwilkz ¯ v ¯ �z |�f |�vwilkz u y �z � il����z ¯ v ¯�M��~ u ¸ u v v-x�yz � �u ¸ ~ iDx`v | u � � ���»� v-x�yz �T� � u� �x`ilk � ¨ i | u �M�»� v-x�yz �T�]� ut�t u ¸A� | u �M�»� v-x�yz � u ¹*� � k | �»� � � | u �º
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Portanto,sempreque nos propomosespecificar“qualquercoisa”, devemos
pensarprimeiro— tal comojá o faźıamos,aliás— naassinaturado modeloque
nospropomoscriar. Essaé a componentesint́aticada interfaceque“tipificará”
o nossomodelo. Mas a interfacepodeŕa contertamb́em informaç̃ao sem̂antica,
fixadaemtermosdeaxiomas. Muitasvezesessesaxiomassãopropriedadesde-
sej́aveisqueo “cliente” daespecificac¸ão teve o cuidadoderegistarnosseusreq-
uisitos.Outrasvezes,osaxiomasresultamdopróprioprocessodere-utilizaç̃aode
ummodelo.

O modelo
9 ½3:;4%"%$¼ definidopor (4.6)dá-nosumbomexemplodestese-

gundocaso,quantoà interface "%$¼¢½&$Á Â(' (4.2). Reparemosnadefiniç̃aodeÑ Û ×)Ø É (4.5).Terminandoestadefiniç̃aocomo teste,para

÷ Î 7 Ò Ñ Û ×)Ø É ¿ ÷ È ñ ÷ ë ÀR ÷ Î ÷ È Ì Ò»Ò»Ò÷ Î ÷ ë Ì Ò»Ò»Ò
est́a o especificadora assumirqueessesdois testessãodicotómicos,i.é esgotam
todasaspossibilidadesdevaloresde

÷
; querdizer, se

÷ È äÎ ÷ ë , ent̃ao7 Ò Ñ Û ×)Ø É ¿ ÷ È ñ ÷ ë À Ê ÷ ÈN� 7 Ò Ñ Û ×)Ø É ¿ ÷ È ñ ÷ ë À Ê ÷ ë (4.7)

Ondeest́a tal garantia,nainterface"%$¼¢½?$³Á Â(' ?
A definiç̃ao (4.2) é omissaquantoa esterequisito,queé sem̂antico,aliás,e

impõeque "%$¼¢½&$Á Â(' “seja” umaordemtotal. Porexemplo,um modelode"%$¼¢½&$Á Â(' emque Ñ Û ×)Ø É sejaa intersecc¸ãodedoisconjuntos,ou o máximo
divisor comumde dois inteiros(‘g.l.b.’s de ordemparciais)não est́a nascondi-
çõesimpostaspor (4.7)e,noentanto,satisfazem(4.2).De facto,éum“abuso”de
nomenclaturachamar"%$¼¢½&$Á Â(' à interfacedefinidapor (4.2)— a designa-
ção '3$&1 7 "Á ¼ (3.64)é queseriaapropriada!

Maisainda,seo especificadortivesseescrito,em(4.6)Ò»ÒgÒ ÷ Î 7 Ò Ñ Û ×�Ø É ¿ ÷ ë ñ ÷ È À
emlugarde Ò»ÒgÒ ÷ Î 7 Ò Ñ Û ×�Ø É ¿ ÷ È ñ ÷ ë À
concertezaquegostariaquea definiç̃aode Ñ Û ×)Ø É senãoalterasse.Ou seja,est́a a
serassumidaa propriedadecomutativadooperadorÑ Û ×)Ø É :Ñ Û ×�Ø É ¿ ÷ È ñ ÷ ë À Ê Ñ Û ×)Ø É ¿ ÷ ë ñ ÷ È À (4.8)

Emresumo,
9 ½3:;4%"%$¼ impõeaseguintesem̂anticaaosseuspar̂ametros:Ü � É?ÛgÝ á ×�Ö Û "%$¼¢½?$³Á Â('Ø^Ú Ý$É Ø ½3Ñ Û ýÚ-÷/Ø Ñ Û ×�Ø É � ½7Ñ Û ý � ½7Ñ Û ý � ½7Ñ Û ý×�F Ü Ú ý Ø � Û ñ Û Ë � ½7Ñ Û ýÑ Û ×�Ø É ¿ Û ñ Û Ë À Ê Ñ Û ×)Ø É ¿ Û Ë ñ Û ÀÑ Û ×�Ø É ¿ Û ñ Û Ë À Ê Û � Ñ Û ×)Ø É ¿ Û ñ Û Ë À Ê Û Ë

(4.9)
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Masa própriaespecificac¸ãode
9 ½&:;4%"%$¼ sofrecomisso,poisa suainterface

de sáıda é "%$¼¢½&$Á Â(' tamb́em, cf. (4.3). Só se podeŕa dar o trabalhopor
terminadoseseresolveraprimeiraaĺıneadoprimeirodosexerćıciosqueaseguir
sepropoem.

Exerćıcio 4.2

1. Mostrequeomodelo¡¢g�£%��¤>¥Xz |§¦ ��¨ � satisfazasduasequac¸õesdainterface¤>¥Xzg>¥X|»´³®
fixadasem(4.9),quaisquerquesejamosmodelos¦ ��¨ � µ�¤\¥Xzg�¥]|»´³®
queassatisfaçamtamb́em.

2. Seja ©ç� µ�¤\¥Tzg>¥]|g´�® o modelotrivial de ¤\¥Tzg>¥X|»´³® , i.é© � µ ¤\¥Xzg�¥]|»´³®© v-x�yz ~l� x`v ~ g>hjilk �z ~�M��~ hni ¯ª~ v | i é �Mi ï � v-x�yz i é
Mostreque,paratodoo modelok de ¤\¥Tzg>¥X|»´³® ,¡�g�£3��¤\¥Tz | k?��© � �z k �z ¡�g\£%��¤\¥Tz | ©��«k³�
severifica.º

Exerćıcio 4.3 Construauma interfaceaxioḿatica | (esṕecies+ operadores+ axiomas) adequadaao
seguintemodeloparamanipulac¸ãodegrafoscujosnóssãonúmerosnaturais:�8¤\z��k®�¥ ¦ � µ!|-............./ .............0

�8¤\z��k®�¥ ¦ | ´ � ��i=�¢� z | ´�8¤\z��k®�¥ ¦ | ´ � ��i ~ � �z ·¬]®°¯l±�8¤\z��k®�¥ ¦ | ®Tx ¯D�³² � �z · ¬´®D¯l±�µ�¬]®°¯c±�8¤\z��k®�¥ ¦ | ¨ �`� hK� �z ·�8¤\z��k®�¥ ¦ | u ¸ u v�� v-x�yz·¶�8¤\z��k®�¥ ¦ | ¯ hnhK´ � �i ~ � v-x�yzi{#¸ f ¹ é r ¸ uKº ¹ ï r ¸ u�8¤\z��k®�¥ ¦ | ~ ilhni y v�� v=x�yzæ{ | ¯ � ¸ ��f �lv&¹ ¸>» ¹ é | v�� z ¯ ��8¤\z��k®�¥ ¦ | ~D¼�yD~ � v-x�yzi{ | ¯ � ¸ ��f ¹ ï r ~ ichji y v | ¯ � ¸ � u�8¤\z��k®�¥ ¦ | ¯ ��� ¦ x y � v-x�yzi{ | ¯ � ¯ � � ¸ �Mf ¸ º �K½ ¯ � ¯ �§¾ ��8¤\z��k®�¥ ¦ | u ~ g\k � v¿�$� v-x�yzi{#¸ f ¸ zÀ¶
(NB: Relembreo Exerćıcio 2.28.)º
Exerćıcio 4.4 Repitao Exerćıcio 4.1 supondoque à interface z|K} se acrescentamos seguintes
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Å

"%$¼¢½&$Á Â(' (4.9)

Å Å Å Å ÃÃÃÃÃ Ã Ã Ã Ã Ã Ã Ã
ÅÅÅÅÅÅÅÅÄ"%$³¼�½&$Á1Â(' (4.2)= '3$&1 7 "Á ¼ (3.64)

Figura4.2: Especializac¸ãodeumainterface.

axiomas: ¯�Æ u � k ~ � u � � iD��� � ��z ¯ v ¯ ������z u yt u ¸A� | u � u ¸ ~ iDx`v | u � � �«�»��� ± �x�ilk � ¨ i | u � u ¸ ~ iDx`v | u � � �«�g��� ± �x�ilk � ¨ i | u � u ¸ u v�� ± u ¸ u vu ¸ ~ ilx`v | u � � � u ¸ ~ ilx`v | u �����«�»��� ± u ¸ ~ iDx`v | u � � �t�g�x�ilk � ¨ i | u �Mx`ilk � ¨ i | u �M�»��� ± x`ilk � ¨ i | u ���»�u ¸ ~ ilx`v | u � � �wx�ilk � ¨ i | u �M�g��� ± u ¸ ~ iDx`v | u � � �t�g�º
4.3.1 Especializaç̃aoeClassificaç̃ao

Acabamosdever como,umavezdefinidaumainterface( "%$¼¢½&$Á Â(' ) o ex-
erćıcio dedesenvolvimentodeum seumodelo(

9 ½3:;4%"%$¼ ) acarretouumare-
visãodessainterface,no sentidodelhe impor maispropriedades.Podemosdizer
queessarevisão foi no sentidode umaespecializac¸ão, já que(cf. Figura4.2) a
classede todosos modelosde "%$¼¢½&$Á1Â<' após a revisão (4.9) é umasub-
classeestritadamesmaclasseparaavers̃aoinicial de "%$¼¢½&$Á Â(' (4.2)queé,
afinala classedetodososgrupóideslivres.

Suponhamosque "%$¼¢½&$Á Â(' eraumainterface,presentenumgrandesis-
temade‘software’,daqualjá existiamváriosmodelosantesdo desenvolvimento
de
9 ½3:;4%"%$¼ . Qualo impactodaespecializac¸ãode "%$¼¢½?$³Á Â(' ? É óbvio
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quedeveriamserre-visitadostodososseusmodelosnosentidodetestarseasno-
vaspropriedadessãoverificadasou não. Na negativa, taismodelos— ou o novo
modelo

9 ½&:;4%"%$¼ — ter̃aoqueser“re-classificados”,mudando-seo nomede
umadasduasvers̃oesdainterfaceemconflito.

É, pois,muito importantenapráticaretero caŕacter“dinâmico”daclassifica-
çãodemódulos(modelos),quepodeseralteradacomoconseqûenciada suare-
utilizaçãoemcontextosmaisespecializados.

4.4 ParametrizaçãoParcial deModelos

Recorde-sequeo objectivo da modularidadée criar um métodoflexı́vel paraa
construc¸ão‘mind-sized’deprogramasgrandes.

É muitasvezesconvenientetermaisdoqueumaimplementac¸ãodeumadada
interface(por exemplo,umaimplementac¸ãopodeserecońomicaemespac¸o, mas
lenta;umaoutra,maisrápidamasmaisextensaemcódigo;umaoutra,ainda,mais
eficienteemambientesparalelos,etc.).

Isso é difı́cil em MODULA 2 e ADA, por exemplo, que ligam interfacesa
implementac¸ões‘by name’. Já MESA, PEBBLE, ML ou OBJ suportammúltiplas
implementac¸ões,à partida.

No entanto,a múltipla implementac¸ão de umainterfacetraz problemasadi-
cionais:comoseindicaqueum módulocomdoispar̂ametrosdeve sersatisfeito
por implementac¸õesquepartilhamumasub-implementac¸ãocomum?

Por exemplo,um módulo de álgebralinear podeŕa requererdois par̂ametros
cujasinterfacessejamvectoresematrizes:9 Á Â�4*Ç 9 ' �AÈ ½?@*)C"%$ è � 2!Ç�)�$Á�@½ è � 9 4*Ç 9 '?4 7 ÇC@%B
Masissosó fazsentidoseosvectoreseasmatrizesemquest̃aoforemconstitúıdos
sobreo mesmotipodeelemento,algebricamente,o mesmocorpo(e.g. ocorpodos
númerosreais).Comecemos,ent̃ao,por redefinir:9 Á Â�4*Ç 9 ' ��É Á1½ 9 ¼ � È ½?@*)*"%$ è � 2!Ç�)�$Á�@½ è � 9 4*Ç 9 '?4 7 Ç*@%B

(4.10)
Tendo,porexemplo,dispońıveisosmódulos:È ½?@*) ��É Á ½ 9 ¼ �ÊÈ ½Ë@*)C"%$ è2!Ç�) ��É Á ½ 9 ¼ � 2!ÇÌ)�$ÁA@½ è

só express̃oesmodularescomo,Í á Ò 9 Á Â�4*Ç 9 ' ¿ á ñ È ½?@*)3¿ á ÀGñ`2!ÇÌ)3¿ á ÀfÀ (4.11)
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“f arãosentido”,enão,porexemplo,Í ¿ á ñfß/ñ á Ë ÀGÒ 9 Á Â�4*Ç 9 ' ¿ á ñ�ß�ñ`2!ÇÌ)3¿ á Ë À�À
nem Í ¿ á ñ á Ë ñ á Ë Ë ÀGÒ 9 Á Â�4*Ç 9 ' ¿ á ñ È ½?@*)3¿ á Ë À�ñc2!ÇÌ) ¿ á Ë Ë À�À
para á ñ á Ë e á Ë Ë quaisquer. Definindo9 Ç 9 ' ¿ á À H�JMLÎ 9 Á Â�4*Ç 9 ' ¿ á ñ È ½?@*)3¿ á À�ñc2!Ç�)3¿ á À�À
teremosque,porexemplo, 9 Ç 9 ' ¿«$³½?Ç 9 è À
é ummodelodaálgebralinearsobrenúmerosreais,desdeque$½&Ç 9 è �Â�ÎÉ Á ½ 9 ¼
sejaummodeloconvenientedocorporeal.

Exerćıcio 4.5 Descreva asinterfaces� |g\¡Ïz (corposalgébricos)e Ð>g>}X�T¤\¥T� (espac¸osvectori-

ais).º
O factodenemtodasasexpress̃oesmodulares,quesãotermosde ����� , terem

“sentido”, significaqueexistemoperadoresparciaisem Õ� , damesmamaneira
queo termo Ñ�Ò ¿«ÓÔ8Ñ1À nãoteminterpretac¸ãoem Á Â&Õ pelofactodeaoperac¸ãode
subtracc¸ão ¿DÔ�À serparcialem Á Â?Õ .

De facto,adefiniç̃aodeummodelopara
9 Á1Â�4*Ç 9 ' ,9 Á Â�4*Ç 9 ' ¿ É ñ È ñ`2CÀ HKJMLÎ -./ .0

Ø^Ú Ý$É ØÚ-÷&Ø
...

deverá impôr quea esṕeciedefinidapelocorpo É , e.g. É Ò É ÜÞÛ Ñ Ù , sejapartilhada
por È (sobrea qualsãoconstrúıdosvectores)e 2 (ibid paramatrizes).Ou seja,9 Á Â�4*Ç 9 ' teŕaumapré-condiç̃ao:9 Á Â�4*Ç 9 ' ¿ É ñ È ñ`2CÀTH�JMLÎÖ É Ò É Ü Û Ñ Ù Î È Ò É Ü Û Ñ Ù Î×2iÒ É Ü Û Ñ Ù Ì R Ø^Ú Ý$É Ø ÒgÒ»ÒÚ-÷/Ø Ò»ÒgÒ

O exerćıcio quesesegueilustradeformasimplesa ocorr̂encia,naprática,de
modelosparciais.



4.4. PARAMETRIZAÇÃO PARCIAL DE MODELOS 203

Exerćıcio 4.6 Sãodadasasinterfacesseguintes:u ¸�vwiDx t ¯Ky i ´*¤T�~D� x`v ~ ¨ �`� h�M��~ � �f~k� µ�¨ �c� h¸Ai ¸ �K¨ �`� h1µ�¨ �c� h¯�Æ u � k ~ ¸Ai ¸ | � � ± ~¸Ai ¸ | ~�� ± �u ¸�vwiDx t ¯Ky iØ¤\¥~D� x`v ~ ¨ �`� h�M��~ � �?~k� µ�¨ �c� h� xN�¨ �c� h��%¨ �`� h1µ5¨ �c� h¯�Æ u � k ~ � � �tÙ �K¨ �`� h� x | � �MÙ-� ± Ù� x | ~��MÙ-� ± ~� x | � ��Ù-� ± � x | Ù�� � �u ¸�vwilx t ¯�y i ´C¤>¥~D� x`v ~ ¨ �`� h�M��~ � �f~k� µ�¨ �`� h¸ � x¦��¨ �`� hA�3¨ �c� h µ�¨ �`� h¯�Æ u � k ~ � � �tÙN��¨ �`� h¸ � x | � �«ÙG� ± ¸ � x | Ù�� � �¸ � x | ~��MÙG� ± �¸ � x | � � � � ± ~
1. Verifiquese � � ´*¤T����´*¤\¥PµC´C¤N�

� � ´C¤N� | ´³� v-x�yz
-........../ ..........0
~D� x`v ~ ¨ �`� h �z ´�f ¨ �`� h�M��~ � � µ�¨ �`� h� v-x�yz ´�f �~k� µ�¨ �`� h~ v-x�yz ´�fT~¸Ai ¸ ��¨ �`� h1µÚ¨ �`� h¸Ai ¸ |J° � v-x�yz ´�f ¸ � x |U° � � �

é defactomodelode ´*¤T� .

2. Completea definiç̃aodomodeloseguintede ¤\¥ :� � ¤>¥ � ´*¤\¥8�´C¤T� µ�¤>¥
� � ¤\¥ | £*��Û � v=x�yz ��f°flf �

-........../ ..........0
~l� x`v ~ ¨ �`� h��z f°flf�M��~ � � µ�¨ �`� h� v-x�yz f°f°f~k� µ�¨ �`� h~ v-x�yz f°f°f� xN��¨ �`� hÜ�3¨ �`� h1µ�¨ �`� h� x | � �«ÙG� v-x�yz f°flf
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Exerćıcio 4.7 O conceitomateḿaticodemulticonjunto, apresentadono Exerćıcio 1.38,é muito útil
emespecificac¸ãoformal.

1. Considerea seguinteespecificac¸ãoequacionaldeumainterfaceparamuticonjuntos:u ¸�vwiDx t ¯Ky iØ�(ÝT¡��X|���gN� ¤ ´ ¦ � �~D� x`v ~ � ¼ hjv u ~ ilv�M��~IÞ � µ�� ¼ hßv u ~ ilvà �K� ¼ hjv u ~ ilv��3� ¼ hßv u ~ iDvøµ�� ¼ hjv u ~ ilvy°�c¼ ¸�v/�K� ¼ hßv u ~ iDv��3|�vwiDk µC´ ¯ v �� � u ¸3��� ¼ hßv u ~ iDv¢�*|vwiDk µ�� ¼ hßv u ~ iDv¯�Æ u � k ~ � u ¹C|�vwilk&��k ¹%� ¼ hßv u ~ ilvy°�c¼ ¸�v | Þ � u � ± �y°�c¼ ¸�v | � � u ¸ | k&� u ��� u � ± ~D¼�y | yD�l¼ ¸�v | k&� u ���
constrúıdahierarquicamentesobre:u ¸�vwilx t ¯�y i ´ ¦ � � ¤ |`�Xg��~l� x`v ~ ´ ¯ v �����~ � � µC´ ¯ v �~°¼�y �»´ ¯ v � µC´ ¯ v �~°¼ kâ�»´ ¯ v � �
´ ¯ v � µC´ ¯ v �
Verifiquequeum modeloáÏ�|`�Xg>�*µ��(ÝT¡��T|���gN� emqueá | ´ ¯ v � � �z | ´�âá | � ¼ hjv u ~ ilv�� �z |�vwiDkã�!| ´á | ~°¼ k� �z { | Æ ���^�Mf Æ }ä�á | � �å�z �á | Þ � �z | �á | ~D¼�y � �z { | Æ ��f Æ } ~á | � � u ¸)� �z { | k?� u �Mf k à � u~ �á | y°�c¼ ¸�v�� �z { | k?� u �Mf�� u ¹C� � k | k³� � k | u �u]æ¹C� � k | k³� � �
e em que

à
é o operadordefinido por (1.102), satisfaz de facto as equac¸õesda interface�(ÝT¡��X|K��gN� .

2. Acrescentèa aĺıneaanteriorasdefiniç̃oesdosoperadoresintersecc¸ãoe diferença sobremulti-
conjuntos.Quaisdasequac¸ões(A.24) a (A.30) daálgebradeconjuntosseestendema multi-
conjuntos?º
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4.5 Perspectiva Axiomática da Modularidade

Vimosnassecç̃oesanterioresquea interpretac¸ão“padrão” quefizemosdo meta-
nı́vel deespecificac¸ão Õ � inclui os ingredientestı́picosdequalquermodelo,in-
clusivamenteoperadoresparciais.

Na presentesecç̃aovamosesboc¸ar umasuacaracterizac¸ãoaxiomática. Seja,
dadoa tı́tulo de exemplo,o modelotrivial de "%$¼¢½?$³Á Â(' , i.é o modelo

Á
definidopor Á � � "%$¼¢½&$Á Â('Á H�JMLÎ ç ØgÚ Ý$É Ø ½7Ñ Û ý ãÎ ùÚ-÷/Ø Ñ Û ×)Ø É ¿ Û È ñ Û ë À H�JMLÎ Û È
Sejaý umqualquermodelode "%$¼¢½&$Á Â(' . Tal comoseviu noExerćıcio 4.1
nãoédifı́cil provarque 9 ½3:;4%"%$¼ ¿�ýçñ Á À ãÎ ý (4.12)

e que 9 ½3:;4%"%$¼ ¿ Á ñfý À ãÎ ý (4.13)

onde ãÎ designaisomorfismoentre ÕVU]WZY>[]WZ^`_a -álgebras.No mesmoexerćıcio
seviu quedaexpress̃ao

9 ½3:;4%"%$¼ ¿�ý�ñ Á À seobt́em,porsubstituiç̃ao,ç ØgÚ Ý$É Ø ½7Ñ Û ý ãÎ ý�Ò ½7Ñ Û ýÚ-÷/Ø Ñ Û ×)Ø É ¿ Û È ñ Û ë À�H�JMLÎà¿�ý�Ò Ñ Û ×)Ø É ¿wO È ¿ Û È ÀGñDO ë ¿ Û ë ÀfÀ�ñ�Â Á 9 À
deummodelodefactoisomorfode ý — basta-noslembrardalei emSetsÇ � ù ãÎ Ç
à qualest́a associada,comoisomorfismo,a funçãodeprojecç̃ao O È . Logo, temos
(4.12)verificada,e o mesmoacontecepara(4.13),usandoa projecç̃ao O ë como
isomorfismo.

Queconclus̃aotirar defactoscomo(4.12)e(4.13)?É que,postuladosabstrac-
tamenteaonı́vel de Õ � , e.g.9 ½3:è4%"%$³¼ ¿�ýçñ Á À Ê ý Ê 9 ½3:;4%"%$¼ ¿ Á ñfý À (4.14)

elessão, no fundo Õ� -axiomas. "%$¼¢½&$Á Â(' podeseraindamaisespecial-
izada,e.g. forçandoaassociatividadede Ñ Û ×)Ø É , i.é reescrevendo(4.9)paraÜ � É?Û^Ý á ×�Ö Û "%$³¼�½&$Á1Â('Ø^Ú Ý$É Ø ½7Ñ Û ýÚ-÷/Ø Ñ Û ×)Ø É � ½7Ñ Û ý � ½7Ñ Û ý � ½7Ñ Û ý×�F Ü Ú ý Øé� Û ñ Û Ë ñ Û Ë Ë � ½7Ñ Û ýÑ Û ×)Ø É ¿ Û ñ Û Ë À Ê Ñ Û ×)Ø É ¿ Û Ë ñ Û ÀÑ Û ×)Ø É ¿ Û ñ Û Ë À Ê Û � Ñ Û ×)Ø É ¿ Û ñ Û Ë À Ê Û ËÑ Û ×)Ø É ¿�Ñ Û ×)Ø É ¿ Û ñ Û Ë À�ñ Û Ë Ë À Ê Ñ Û ×)Ø É ¿ Û ñ�Ñ Û ×)Ø É ¿ Û Ë ñ Û Ë Ë ÀfÀ
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Oraé posśıvel provaravalidadedemaisumdesses“meta”-axiomas:9 ½&:;4%"%$¼ ¿ 9 ½3:;4%"%$¼ ¿�ýçñ � À�ñ ÷ À Ê9 ½&:;4%"%$¼ ¿�ýçñ 9 ½3:;4%"%$¼ ¿ � ñ ÷ À�À (4.15)

ouseja,
9 ½&:;4%"%$¼ éum Õ� -operadorassociativo. Juntando(4.14)com(4.15),

estaremosempresenc¸a deumacaracterizaç̃ao equacionalde
9 ½3:;4%"%$¼ bas-

tantesignificativa,coma estruturasem̂anticadeummonóide.
Faztamb́emsentidopensarmosemcaracterizac¸õesinequacionais.Porexem-

plo, entredois Õ U]WZY\[XWZ^`_Va -modelosG e ê tais queexiste um Õ U]WZY\[XWZ^c_a -
homomorfismode ê paraG , podemosestabelecero factoG êëê (4.16)

ReparemosquequalquerinterfaceÁ ( e.g. "%$¼¢½&$Á Â(' ,
è "%$*)�Á Â(' etc.) tem

o seumodelotrivial
Á

, queé limite universalinferior de ê (4.16),i.éÁ êÌ^�G
paratodo o modelo G de Á . Querdizer, estamosperanteumainterpretac¸ão deÕ� queé parcialmenteordenada, no sentidoda Definição 3.11. Tamb́em seŕa
verdadeque G"êbê�ìíê êîG Ì G ãÎ êG ê GG*êëê�ìïê ê o Ì G ê o
ou seja, ê é uma Õ � -pré-ordem,e fazsentidoescrever Õ � -inequac¸õesquereg-
istemrelaç̃oesúteissobreÕ � -express̃oesmodulares.

Emśıntese,acaba-sedemostrarqueo “meta”-ńıveldaespecificac¸ãoemlarga-
escalapode,elepróprio,serespecificadosoba formaaxiomática(inequacional).
No seuconjunto,a especificac¸ão em pequenae larga escalasgozamda mesma
unidadeconceptual,apenassedistinguindono nı́vel deabstracc¸ãoemqueé reg-
istadaa informaç̃aosobre(grandes)sistemasde‘software’.

4.6 Exerćıcios

Exerćıcio 4.8 A seguintevers̃aodainterface ¤\¥Tzg>¥X|»´�® (4.9)u ¸�vwiDx t ¯Ky i{¤\¥Tzg>¥X|»´�®~D� x`v ~ g\hniDk�M��~ hji ¯K~ v&�g\hjilkQ�*g\hjilk µ!g\hniDkk u ¸ � µ!g\hjilk¯�Æ u � k ~ ��i��«i � ��g\hjilkhji ¯K~ v | i���i � � ± hji ¯K~ v | i � ��i=�hji ¯K~ v | i��«k u ¸�� ± k u ¸hji ¯K~ v | i���i � � ± i¢ðChji ¯K~ v | i���i � � ± i �
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e o modelo ¡�g�£3��¤\¥Tz (4.6) est̃ao em desacordo.Reveja esteúltimo por forma a resolver tal

diferendoentreinterfaceemodelo.º
Exerćıcio 4.9 Considereumainterfaceaxioḿatica ñ cujaassinaturasubjacentéedescritapeloseguinte
diagrama-ADJ,

ò óôòõ óôò 
¦� ö
° u ¸Ü¤ �¼ ¸ u v ÷ ø ò óôòõ óôò 
¦ ~� ö

¼ ¸ u � ¸
iDk � v¿�¨ u ¸Ü¤ �ö

	
ö

	
u ¸ �

quevemequipadacomo seguinteconjuntodeaxiomas:¨ u ¸Ü¤ � | ilk � v¿�^� ± ¼ ¸ u v (4.17)¨ u ¸Ü¤ � | u ¸ �E| u ��� ± u
(4.18)¨ u ¸Ü¤ � | ¼ ¸ u � ¸ | Æ �t�$��� ± ° u ¸A¤ � | ¨ u ¸Ü¤ � | Æ ����¨ u ¸Ü¤ � | �$��� (4.19)

Suponhaquealgúemdefiniuo seguintemodelo,-............../ ..............0

�8¤\zÏ�|¦¡�µ5ñ�8¤\z |§¦ ���z |#f |�vwiDk�8¤\z |§¦ ~ ���z ·�ù�8¤\z | iDk � v¿�^� v=x�yz·¶�8¤\z | ¼ ¸ u � ¸)� v-x�yzi{ | Æ ���^�Mf Æ º ��8¤\z | ¼ ¸ u v�� v=x�yz |#f ú�8¤\z | u ¸ � � v-x�yzi{ ¯ f � ¯ ��8¤\z |U° u ¸Ü¤ � � v=x�yz |�f û�8¤\z | ¨ u ¸A¤ � � v-x�yzi{ Æ f ç Æ zÀ¶ � |�f úü | Æ zÀ¶ � � hjilv ¯ ¹ Æu ¸ ° u ¸Ü¤ � | ¯ ��¨ u ¸Ü¤ � | Æ ¡ä� ¯ � ���
parametrizadopor umainterfaceargumento| , e pretendeagorademonstrarquesetratade factode
um ñ -modelo.

1. Mostreque,qualquerqueseja | , �8¤>z satisfazpelomenosumdostrês ñ -axiomas.

2. Descubraqualéa“menor” axiomatizac¸ãode | quegaranteque �8¤\z passaasatisfazertodos
os ñ -axiomas.
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Exerćıcio 4.10 Na seqûenciadaquest̃ao4.9,mostrequeo seguinteisomorfismode ñ -álgerbrasnão
severifica, �8¤\z | ©�ý�� �z ©#þ (4.20)

onde ©�ý e ©�þ designamrespectivamenteosmodelostriviais dasinterfaces| e ñ .º
Exerćıcio 4.11 Seja � umaordem(dita de implementabilidade) sobre¤\¥Tzg>¥X|»´�® -modelos,i.é
paraá���ÿ¢�»«����������Üý ¬ ¬¢µ���iDv ~ ,á �äÿ ~c~ i � ² ��ÿ²µ!á � ² é umepimorfismo

Verifiquese ¡¢g�£3��¤\¥Tz (4.6) éum operadorcrescentequantoàordemacimadefinida.º
Exerćıcio 4.12 Suponhaum «�	 -operadorgeńericopara“ligação” deespecificac¸ões,h u ¸�� � « é �« ï µC«h u ¸�� | k é �«k ï � v-x�yz k é �Ük ï
quecombinamodelosdeassinaturas« é ��
 é µ���é �%� é e « ï ��
 ï µ����ï �%� ï nummodelocom
assinatura « z « é ��« ï
ie. h u ¸�� | k é �«k ï � é a “sobreposic¸ão” domodelok ï nomodelok é (= “se k ï exportaentidadesquek é tamb́emexporta,ent̃ao k ï redefine-as”).

Seŕa link um“bom” operadordeligaç̃ao?Estaŕabemdefinido?Seŕasempreposśıvel sobrep̂or dois

modelos?Justifiquea suaresposta.º
Exerćıcio 4.13 Considereo seguintefragmentodeum modelo } � ®ç�ª} � ®N|¦µÚ��ilv ~ paradefini-
çãoemanipulac¸ãodegramáticasindependentesdecontexto(“ } � ® ” = ‘context-freegrammar’),onde



4.6. EXERĆıCIOS 209��Û�� designaem ��iDv ~ um doḿınio primitivo de“sı́mbolos”queinclui o śımbolo ´C|¡ :-.................................../ ...................................0

} � ® | ����k��� z ��Û��} � ® | ��iDvt¤ t �Ü�Kk ~ � �z · ��� 	} � ® | e ¯ u x�¤ t ��ilvt¤ t ����k ~ � �z ��iDvt¤ t �Ü��k ~ ï} � ® | ��ilÙ�¤ t �Ü��k ~ � �z ��Û>� �} � ® | eNx � �»� �z ����kQ�3��icÙ�¤ t ����k ~} � ® | ®Tx ¯ k�k ¯ x�� �z e ¯ u x¤ t ��ilvt¤ t �Ü�Kk ~ �3�Ü�Kkã�· �� ®°¯} � ® | ¨ �c� hJ���z ·} � ® | u ¸ u v�� v-x�yz ½ ¶ � ¶ �Þ´C|¡´� ¶ ¾} � ® | ¸ x ¯ k*����k³� v-x�yzi{#¸ f ¹ é | ¸ �} � ® | ¸�vwilxck%�Ü�Kk³� v=x�yzi{#¸ f ¸ x ¯ k*����k | ¸ � | ~��} � ® | vwilx`k*����k³� v-x�yzi{#¸ f ¸ x ¯ k*�Ü�Kk | ¸ � | ·��} � ® | ¯�Æ u � k� v-x�yzi{#¸ f ¹ ï | ¸ �} � ® | � x � � ~ � v-x�yzi{#¸ f ¹ ð | ¸ �} � ® | ¯ ��»´Ì�T�Ü�Kk³� v-x�yzi{ | ¸ � ~ ��fÂ½ ¸ x ¯ k*�Ü�Kk | ¸ �Ü� � ~¸�vwilxck%�Ü�Kk | ¸ � º � ~ � � � ¯�Æ u � k | ¸ ��� � x � � ~ | ¸ � ¾} � ® | ¯ ��`�T����k� v-x�yzi{ | ¸ � ~ �MfÂ½ ¸ x ¯ k*����k | ¸ �Ü� � ·vwiDx`k%�Ü��k | ¸ � º � ~ � � � ¯�Æ u � k | ¸ ��� � x � � ~ | ¸ � ¾} � ® | ¯ ��eNx � �»� v=x�yzæ{ | ¸ � � �MfÂ½ ¸ x ¯ k*����k | ¸ ��� ¯�Æ u � k | ¸ ��� � x � � ~ | ¸ � º � � � ¾} � ® | u ~ } � ®k� v-x�yzi{#¸ f�hniDv ´ z ¸�vwilx`k*����k | ¸ �� z vwilx`k*����k | ¸ �~ z ¯Æ u � k | ¸ �e z � x � � ~ | ¸ �u ¸ ´���� zÀ¶ � ~ ¹³´ �Ì¹ é r e u�� ´ �¦� � ¹Ce���ichjilk ~ | ¹ ï | � ��� � ´ º �
Apósumaańalisedestefragmento,construaa interface } � ®N| por formaa } � ® poderserconsid-

eradodefactouma } � ®N| -álgebra,e descreva porpalavrassuas(breves!) o significadoem } � ® de

cadaoperadorde } � ®N| . Podeŕa

u ~ } � ® serencaradocomoum invariantede ®Tx ¯ k�k ¯ x ? Justi-

fique.º
Exerćıcio 4.14 Relembredoexerćıcio 4.6asinterfaceś*¤T� e ´*¤\¥ , bemcomoomodeloparametrizado� � ´*¤T����´*¤\¥PµC´C¤N� . Mostreque� � ´*¤T� | © ¬ ��� � �z © ¬ ���
onde ©�ý designao modelotrivial de umainterface | qualquer. Seŕa esteresultadogeneraliźavel a
qualquermodeloparametrizado� ��|�µ5ñ , i.éseŕa sempreverdadeque� | ©�ý����z ©#þ��
Justifiqueassuasrespostas.º
Exerćıcio 4.15 Suponhaqueaomodelodoexerćıcio 4.13sepretendeacrescentarumoperadort u x ~ vt����k ~ �K��icÙ�¤ t �Ü�Kk ~ �
®Tx ¯ k�k ¯ x µ���iDvt¤ t �Ü��k ~
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quecalculeos ‘first symbols’deumadadaseqûenciade śımbolosgramaticais.Completeo seguinte
esboc¸o deespecificac¸ãode

t u x ~ vt����k ~ :
t u x ~ vt�Ü�Kk ~ |�� � ¸ � v-x�yz ��fDf°f �

-....../ ......0
� z ¤   � ¶ü |�� z ¤  �� � hniDv � z v ¯ u h |�� �Æ z ² i ¯ � |�� �´ z ¸�vwilx`k*�Ü�Kk | ¸ �� z vwilx`k*�Ü�Kk | ¸ �e z � x � � ~ | ¸ �u ¸ � Æ ¹C� � � Æ �ü | Æ ¹��¶� �  ! " ! " ! º

Exerćıcio 4.16 Recordeasfunções ´ ¯ vt� � x`v e �Üv¿x� � x`v queficarampor especificarno Exerćıcio
2.75.

1. Interpretando-ascuidadosamente,norespectivo contexto, proponhaummodeloparametrizado
cujainterfacedesáıdaexporteumaúnicafunç̃ao ~D� x`v (especifique-a)eesṕeciesassociadas,e
cujainterfacedeentradaimporteo tipo dedadoselementarque ~D� x`v usaparafazera ordena-
ção.

2. Indiqueexpress̃oesmodularesquepermitamobter, a partir de ~l� x`v , asinst̂anciaś ¯ vt� � xcv e�Üv¿x� � x`v .º
4.7 NotasBibliogr áficas

A abordagemfeita nestecaṕıtulo à especificac¸ão modularinspirou-seno traba-
lho de Burstall e LampsonsobrePEBBLE [BL84] — por suavez derivadade
umaańalisesobreassofisticadasprimitivasmodularesda linguagemMESA de-
senvolvidanaXeroxPARC — cf. aseguintecitaç̃aoextráıdade[BL84]:

“We believe that linking shouldnot be describedin a primitive andad hoc
special-purposelanguage;it deservesmoresystematictreatment.In ourview
thelinking shouldbeexpressedin afunctionalapplicativelanguage,in which
modulesareregardedasfunctionsfrom implementationsto implementations.
Furthermorethislanguageshouldbetyped,andtheinterfacesshouldplaythe
rôleof typesfor theimplementations.Thuswehave thecorrespondence:

implementation#$ value
interface #$ type
module #$ function”
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Paraum tratamentoformal desteproblemaem termosde tipos dependentes
polimórficosvertamb́em[Bur84]. A teoriadeMilner [Mil78] sobretipospolimórficos
dedadosest́asubjacenteaestetratamento.

A caracterizac¸ão inequacionaldo nı́vel modular( Õ � ) é muito relevantena
prática,já queaordem(4.16)registaa relaç̃aode implementabilidadeentremod-
elos que satisfazemuma mesmainterface. A refer̂encia[Oli90] mostraque é
mesmoposśıvel usaro cálculode

è Û^É Ø pararaciocinarsobreessaordeme obter
assimum métodotransformacionalparaa śıntesedeimplementac¸õesa partir das
suasespecificac¸ões.

A necessidadedeseconstruirembibliotecasde“componentesde‘software”’
re-utilizáveis — essenciaisa qualquermodelode produç̃ao para“f ábricas”de
‘software’ — é hoje de extremarelevância tecnoĺogica, esperando-seum im-
pactosignificativo na“crisedo ‘software”’ quepersistedesdeosanos60[E.S89].
A decomposic¸ãodeespecificac¸õesemcomponentesformalmenteclassificadase
combińaveissegundoassuasinterfaceśeumpassodecisivo nessesentido.
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Parte II

Especificaç̃aoNão-Funcional
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Caṕıtulo 5

Sem̂antica Relacional

5.1 Intr odução

Nos caṕıtulos anterioresestudamosumatécnicade modelac¸ão de problemasda
vida real que assentava no conceitomateḿatico de funç̃ao enquantodescriç̃ao
de umaactividadecomputacional,representadapelo processode śıntesede um
resultadoa partirdeumoumaisargumentos:

á� �F á ¿ F À
Emborao paradigmafuncionalsejamuito convenientee útil em especifica-

ção,nemsempreseajustainteiramenteaosproblemasquesetêmemmãos,epor
váriosmotivos.

Emprimeirolugar, “especificarporfunções”podeconduziràsobre-especifica-
ção, i.é à fixação de umadecis̃ao de projectoqueseriadesej́avel adiarat́e mais
tardenoprocessodedesenvolvimento.Isto acontecesemprequehá indetermina-
çãonosrequisitos.Porexemplo,seo problemaquesenospõeécalcularumadas
ráızesdeumaequac¸ãodo2 Òo grau,×�F ë Ò Ô F Ò Ö ÎâÐ

215
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seelaexistir, poderemosoptarentredoismodelosfuncionaisdessaactividade:

raiz¿ × ñ-Ô$ñ Ö ÀTHKJMLÎ Ô�Ô�Ò&% Ô ë Ô�þ ×�ÖÓ × (5.1)

ou

raiz¿ × ñ-Ô$ñ Ö ÀTHKJMLÎ Ô�Ô�Ô'% Ô ë Ô�þ ×�ÖÓ × (5.2)

No casode existirem de factoduasraizes,nem(5.1) nem(5.2) são totalmente
satisfatórias,poisoptamsemprepelamesmadessasráızesquandoo quesepedia
é quefosseseleccionadaumadessasráızes,“aleatoriamente”.

Ou seja,(5.1) ou (5.2) tomamumadecis̃aoquesegostariade adiar, ou me-
lhor, encontram-sedemasiadodeterminadas. O que verdadeiramentedevemos
fixar quantoàsem̂anticade Ý × Ü)( é a implicaç̃aoformalÝ Î Ý × Ü)( ¿ × ñ=Ô$ñ Ö ÀkÌ × Ý ë Ò Ô Ý Ò Ö Î Ð
ou,sequisermos,a relaç̃ao

é-raiz¿ Ý ñg¿ × ñ=Ô$ñ Ö ÀfÀ+* × Ý ë Ò Ô Ý Ò Ö Î Ð
Reparemosque,aocontŕariodoquepodeparecer̀aprimeiravista,aindetermina-

çãodeespecificac¸õesédesej́avel naprática,já queaumentao seuespectrodeim-
plementabilidade,dandomaischanceaoimplementadordeconstruirumaimplementa-
çãocorrecta.É claroqueisto só é verdadeirosetal indeterminac¸ão corresponder
aosrequisitosem quest̃ao. Na negativa, incorre-seno erro de “sinal oposto”,
a sub-especificac¸ão, que conduziŕa a implementac¸ões“incorrectas”,aindaque
aproximadasdasdesej́aveis.

Mashá maisraz̃oesparatrazera indeterminac¸ão parao nı́vel da especifica-
ção por modelos. É quemuitosproblemasda vida real são inerentementenão-
deterministas.Porexemplo,suponhamosquequeremosespecificara operac¸ãoö Û^É Ö , × Ý � B Û.- Ô Úm× Ý Ù � @ , × Ý
pelaqualumutilizadorselecciona,deum dadotecladodecaracteresdispońıveis,
aquelequenomomentolhe interessa.O utilizadorgozade“liberdade”suficiente
parafazerescolhasimprevistas;portanto,ö Û^É Ö , × Ý nuncapodeŕasermodeladopor
umafunção.A únicacoisaquepodemosgarantirsobreö Û^É Ö , × Ý é que,paraB Û/- Ô Úm× Ý Ù ãÎ Ó1032.4�5
ent̃ao

Ö Î ö Û^É Ö , × Ý ¿76øÀ�Ì Ö � 6
ou,simplesmente, ö Û^É Ö , × Ý ¿76øÀ � 6
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Querdizer, estamosa observarosresultadosde ö Û^É Ö , × Ý comosedeumarelaç̃ao
setratasse.

Há, pois,componentesda interacç̃aohomem-ḿaquinaquesó podem,assim,
serespecificadaspor modelosnão-deterministas.De um modogeral, todosos
problemasdecomunicac¸õescont̂emum certograudenão-determinismo,dadaa
imprevisibilidadedesesaberexactamentequala unidadedeinformaç̃aoquevai
sertransmitidaa seguir.

Noutroscasos,osmodelosnão-deterministassãoúteisparalidar como nosso
“desconhecimento”sobrea realidade.Por exemplo,um de trêsacontecimentos
× È ñ × ë ñ × ì podeacontecer, aleatoriamente,nomodelo,numdadoinstante,quando,
afinal,sesoub́essemosmaissobrearealidadeemquest̃ao,talvezpud́essemosfixar
que

× ì só acontececomoconseqûenciade

× È , porexemplo.
Vejamosagora,finalmente,umaterceiramotivaç̃ao paraalargarmosa nossa

noç̃aodemodelo-especificac¸ão. É quemuitastransacc¸õesnãosão“inteiramente
funcionais”no sentidoemqueosseusresultadosnãodependemapenasdosseus
argumentos, mastamb́emdo valor deum “estadointerno”,e.g. a consultaa uma
basededados.Emborahajamuitassituaç̃oesemqueesseestadointernosepode
considerarum argumentoadicionalda função quemodelaa transacc¸ão, já não
é tão naturala situaç̃ao em queo processode cálculo da função dá o seuresul-
tadoao mesmotempoquealterao valor desseestadointerno,por efeito lateral
(‘side effect’). O exemplotradicionaldestasituaç̃aoé o operador

7 " 7 sobrepi-
lhas(‘stacks’),cujasem̂anticavulgarmenteseentendecomodandono resultado
o valor queseencontraacesśıvel no topoda pilha (seexistir), ao mesmotempo
queo retiradapilha.

5.2 NoçãodeEstado

A persist̂enciatemporaldo “estado”nos objectosda vida real é umaconstata-
çãodo dia-a-dia.Numaprimeiraaproximac¸ão,esseestadonão é maisdo queo
produtocartesianodosatributoscaracteŕısticose persistentesdesseobjecto. Por
exemplo,um indiv́ıduo tem atributoscomo idade, peso, altura, estadocivil etc.
cujosvaloresmudamaolongodotempocomoconseqûenciadeeventosqueafec-
tamesseindivı́duo(e.g. o divórcioalterao seuestadocivil).

Umanoç̃ao “cl ássica”deestadoé-nostransmitidapelateoriadosautómatos
deestadosfinitos (AEFs). Aı́ seassumepurae simplesmentea existênciadeum
conjuntofinito ¾ deetapasouest́adiosporquepodepassara“vida” doaut́omato
enquantoprocesso, vida essaqueé prescritapor umatabeladetransiç̃aodeesta-
dos, 8:9 ¿�¾ � Á À � ¿�¾ � "
À
queprevêa evoluçãodo aut́omatodeacordocoma suareaç̃aoa est́ımulosdeum
conjunto Á ; essaevolução traduz-sepelo ‘output’ de um valor de " e por uma
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òõ ó ôÍ Õ
òõ óôÍ È

òõ óôÍ ë

òõ óôÍ ì
òõ óôÍ �

�
�

�Á Â Á�) 7 1 è�= ¿«Ó�Ð1À7 " 7<; Ó�Ð7 1 è\= ¿�û1À7 " 7<; û






7 1 è�= ¿«Ó�û1À 7 " 7<; Ó1û
7 1 è�= ¿?ùgÐ À7 " 7<; ù^Ð

�7 1 è�= ¿«Ñ�Ð1À7 " 7<; Ñ1Ð

= �õ	

7 1 è�= ¿«Ó�Ð1À7 " 7<; ÓEÐ =
	 �7 1 è�= ¿fù^û1À7 " 7<; ù^û


�7 1 è�= ¿?ù^Ð1À7 " 7<; ù^Ð
�õ
etc

etc

etc

	 �etc

Figura5.1: Fragmentode grafo descrevendotabelade AEF paraum ‘stack’ de
inteiros.

transiç̃aodeestado.Paraexprimir indeterminismo,basta“relaxar” astabelasde
transiç̃aodeestados,defunçõespararelaç̃oes,8>9 ¾ � Á � ¾ � " (5.3)

Por exemplo,a Figura5.1 representaum fragmentoda tabelade um aut́omato
deestadosÍ Õ , Í È , . . .etc.quedescreve o comportamento(determińıstico)deum
‘stack’. Trata-sede um grafopesadopor paresÜ ; Ú onde Ü&� Á e

Ú � " . Neste
casoÁ e " cont̂em‘strings’ decaracteresrepresentandoentradasesáıdas,respec-
tivamente

È
.

Qual é, ent̃ao, o significadode cadaestadoÍ Æ no digramada Figura 5.1?
Aparentemente,́e um elementodeum conjuntodeposiç̃oesatómicas.Compare-
seagorao diagramadaFigura5.1como “desenho”daFigura5.2feito poralgúem
que,intuitivamente,nostentaexplicaro “funcionamento”deum‘stack’. Asseme-
lhanças são imediatase o contrastée óbvio: o desenhoobt́em-sedo diagrama
substituindocadaśımbolo Í Õ , Í È , . . .etc.porumdesenhodeum‘stack’, e.g.

Í Õ Îé
Aqui, o ‘string’ vazio ú é omitido,e.g.

u@? ú simplifica-seem

u
.
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7 1 è�= ¿«Ó�û1À 7 " 7<; Ó1û
7 1 è�= ¿?ùgÐ À7 " 7<; ù^Ð

�7 1 è�= ¿«Ñ�Ð1À7 " 7<; Ñ1Ð

= �õ	

7 1 è�= ¿«Ó�Ð1À7 " 7<; ÓEÐ =
	 �7 1 è�= ¿fù^û1À7 " 7<; ù^û


�7 1 è�= ¿?ù^Ð1À7 " 7<; ù^Ð
�õ
etc

etc

etc

	 �etc

Figura5.2: Desenhodescrevendoum‘stack’ deinteiros.

Í È Î
10Í ë Î
10
20

etc.
Comocadadesenhopode,por suavez, serrepresentadoabstractamentepor

umaseqûenciadeinteirosqueregistaaordemdevisitadocorrespondente‘stack’,
e.g. Í Õ Î ACBÍ È Î A
ù^Ð�BÍ ë Î A�Ó�Ðøñ»ù^Ð�B
etc., chegamos̀a conclus̃aoqueo conjuntodeestados¾ “tem estrutura”,pois¾CÎâÁ ÂED
paraestecaso.Querdizer, o estadonãoé maisqueumaestrutura dedadosque
— nalinha dahojemuito substancialtradiç̃aoemlinguagensdeprogramac¸ão—
“armazena”a informaç̃ao“ útil” sobreo passadodoaut́omatoat́e aomomentoë .ï

Valea penareflectirsobreesteponto.Primeiro,reparemosquea capacidadeexpressiva de m z
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O estadode um objectopode,assim,sermodeladopor uma express̃ao emè Û^É Ø quedesigneum conjuntofinito. Vejamosagoraumamaneirasimplesde
caracterizarmatematicamentea sem̂anticade umatransacc¸ão quealterao valor
dessemesmoestado.Basear-se-́a emrelaç̃oesque,emlugardedescreverem(ex-
plicitamente)tabelasdetransiç̃aodeestados,registamobservaç̃oessobreo efeito
da transacc¸ão, relacionandoargumentose estadoantesda transacc¸ão,como re-
sultadoenovo valordoestadoapósa transacc¸ãoserealizar.

Reparemosqueo conjuntoÁ de‘inputs’ em(5.3)podeserdiscriminadoemÁ Î ½ � Ç
onde½ éumconjuntodenomesdeeventose Ç umconjuntoargumentosposśıveis.
Podemosent̃aoescrever 8 9 ¾ � ¿�½ � Ç � "
À � ¾F8 � ÓHGJI�K [ I�LMI UON IPGãÎ ¿�Ó GQIPLMI U IPG À [ãÎ ¿�Ó KRGQIPL N I�KRGJI UON À [
Querdizer,

8
desdobra-seemtantasrelaç̃oesquantososśımbolosdeenventosem½ , pois,paracadaÛ&� ½ ,8 ¿ Û À 9 ¿�¾ � Ç�À � ¿�¾ � "
À

Temosqueprever casosparticularesdeeventosÛÀ� ½ semargumentose/oure-
sultados.No primeirocaso,́e comose Ç ãÎ ù ; auŝenciade‘outputs’ corresponde
a " ãÎ ù . Porexemplo,paraÛ Î 7 " 7 , ¾iÎ è É ×�Ö 6 definidoporè É × Ö 6 ãÎ :SD (5.4)| ´UT é aindaadeum AEF. Só queémais“sugestiva” enquantoexpress̃aoda“memória” doaut́omato.
Há,pois,umańıtidarelaç̃aoentreestadoecomportamentonopassadodeumaut́omato.

Na prática,a programac¸ãopor transiç̃aoentreestadosnuméricos— queé umaheranc¸a do ‘hard-
ware’, ondeo estadóe umacombinac¸ãode ‘bits’ (cf. a lógicasequencial,‘flip-flops’ etc.) quetem,
naturalmente,express̃aonumérica— foi sendoabandonadàamedidaqueosaut́omatosseforamcom-
plicando,o númerode estadosfoi aumentandoe, concorrentemente,aslinguagensde programac¸ão
passaramapermitir amodelac¸ãodoestadopor estruturasdedados.Permaneceramapenascomo‘tar-
getlanguage’desoluç̃oeseficientesgeradasautomaticamente.Um exemploeloquentée,semdúvida,
odageraç̃aodeaut́omatosdereconhecimento-LRfeita,porexemplo,porgeradorescomoLEX/YACC:
cadaestadodo aut́omatoé um item numéricoque,afinal,codificaumaestruturadeinformaç̃aocom-
plexa, represent́avel porumconjuntodeLR-itemssujeitoaum invariantenão-trivial (cf. ú -closure).
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e ÇâÎ×"�ÎP: , teremosquea sem̂anticade
7 " 7 ,8 ¿ 7 " 7 À 9 è É × Ö 6V WYX Z

entrada

� ¿ è É ×�Ö 6 � :�ÀV WYX Z
sáıda

éumarelaç̃aodeentrada/sáıdaenãoumafunção,comofoi habitualnoscaṕıtulos
anteriores.Oraestarelaç̃aopodeserdefinidapor compreens̃ao. Seja Í � è É ×�Ö 6o estadocorrentedeumadadapilha, Í Ë � è É ×�Ö 6 o estadodamesmapilha após
a ocorr̂enciado evento

7 " 7 e Ý Ë � : o presuḿıvel resultado.Ent̃aopodemos
observaro efeitoseguinte:Í¢äÎ[ACB]\ U \Ô � Í Ë Î É × Ü Ñ�¿�ÍEÀ ìÝ Ë Î , Û ×�Ù ¿�ÍEÀ
querdizer, arelaç̃aoquedescreveasem̂anticade

7 " 7 é constitúıdaporparesda
forma ^ Í�ñ ^ É × Ü Ñ�¿�ÍEÀ�ñ , Û ×�Ù ¿�ÍEÀ`_!_
paratodoo Í¢äÎ[ACB , i.é8 ¿ 7 " 7 À Î  ^ Í�ñ ^ É × Ü Ñf¿�ÍEÀ�ñ , Û × Ù ¿�ÍEÀ`_!_ba�Í � è É ×�Ö 6%ì Í�äÎcACB%+
Emsuma,paraoseventoshabituaisdeumaaut́omatode‘stack’, teremosqualquer
coisacomo: 7 1 è�= ¿ � ÀÍ ÔtÔ�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô � Í Ë ÎcA � B'd Í)C" 7<; , Û ×�Ù ¿�ÍEÀÍ�äÎcACB ÔÜÔ�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô � Í Ë Î Í7 " 7<; , Û ×�Ù ¿�ÍEÀÍ�äÎcACB Ô¿Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô � Í Ë Î É × Ü Ñf¿�ÍEÀ½?2 7 )fe ; ¿�Í³Î[AgB�ÀÍ Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô � Í Ë ÎâÍÁ1Â Á�)Ô�Ô�Ô�Ô�Ô � Í Ë Î[AUB

Veremosagora,commaisdetalhe,algumasdasimplicaç̃oesteóricasdestetipo
deespecificac¸ão,nomeadamentenoquediz respeitòasnecesśariasextens̃oesdos
conceitosde interfacee modelo.
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5.3 ModeloscomEstadoInter no

O estilodeespecificac¸ãoqueseesboc¸ou nasecç̃aoanteriortemumalargatradi-
çãoemciênciadaespecificac¸ão formal desistemas.Na basedessatradiç̃aoest́a
a constatac¸ãodequeum sistema,umamáquina,um fragmentodeprograma,um
objectoqualqueremgeral,sãoentidadescompropriedadespersistentesevariáveis
no tempo,cujovalornumdadoinstantedefineo seuestadointerno.

Quandoesseobjectointeragecomoutros,ésujeitoaest́ımulosaosquaispode
reagir alterandoo seuestadointernoe/ou respondendocom a emiss̃ao de out-
rosest́ımulos,e assimpor diante. Cadaetapadesteprocessode interacç̃aopode
serencaradocomoa ocorr̂enciadeum evento, cujo efeitoé observ́avel compara-
ndo a situaç̃ao em queo objectoseencontrava, antesde aqueleacontecer, com
a situaç̃ao consequente.O objectoreserva-seno direito de não aceitartodosos
est́ımulosposśıveis,dependendodasuaconfigurac¸ãocorrente,emitindoposśıveis
mensagensdeerro.

Comovimos,a “semântica”deumeventopodeserestabelecidaporumarela-
çãodaformah 9 ¿�½ Ø É ×�Ù Ú � Ç Ý ö�Ó/ý Û � É ÚEØ À � ¿�½ Ø É ×�Ù1Ú � $ Û Ø Ó&Ñ É ×�Ù Ú À (5.5)

Definiremoso doḿınio de h comoa projecç̃aohabitual,i.éÙ Ú ýç¿ h À Î� × a¿ × ñ=Ô�À � h +
Sempreque

Ù Ú ýç¿ h ÀjiC½ Ø É × Ù Ú � Ç Ý ö Ó/ý Û � É ÚEØ , temosumarelaç̃aoparcial i.é,
o evento não est́a definido paradeterminadassituaç̃oes“ à entrada”. É vulgar
caracterizaressassituaç̃oesescrevendoumpredicado— chamadoapré-condiç̃ao
doevento,

÷ Ý$Û � ½ Ø É ×�Ù Ú � Ç Ý ö�Ó�ý Û � É ÚEØ Ô � Ó
— quemaisnãoéqueafunç̃aocaracteŕısticade

Ù Ú ýç¿ h À em ½ Ø É ×�Ù Ú � Ç Ý ö�Ó�ý Û � É ÚEØì
.

Quantoà relaç̃ao(5.5)propriamentedita, é vulgarcaracteriźa-latamb́empela
suafunçãocaracteŕıstica,÷�ÚEØ É � ¿�½ Ø É ×�Ù1Ú � Ç Ý ö�Ó�ý Û � É ÚEØ À � ¿�½ Ø É ×�Ù Ú � $ Û Ø Ó/Ñ É × Ù Ú À�Ô � Ó
a queé vulgardaro nomedepós-condic¸ão, oucondiç̃aodeentrada/sáıda.

Vejamoso exemplodo evento
7 " 7 , já consideradoatŕas. Aqui, ½ Ø É ×�Ù Ú Îè É ×�Ö 6PÎ : D , nãohá argumentose $ Û Ø Ó/Ñ É ×�Ù1Ú Î : , paraqualquer: (conjunto

deelementosa“empilhar”). Teremosent̃ao,nestecaso,÷ ÝmÛ \ U \ � è É ×�Ö 6 Ô � Ó÷/ÚEØ É \ U \ � è É ×�Ö 6 � ¿ è É ×�Ö 6 � :�ÀVÔ � Óð
Chamamosfunção caracteŕıstica de um dado � �×¦ à imagemde � dadapelo isomorfismok | ¦ � �z · ù .
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Emfacedoquefoi atŕasexposto,é imediatodefinirmos÷ ÝmÛ \ U \ ¿ Ø À H�JMLÎ Ø äÎ[AUB÷/ÚEØ É \ U \ ¿ Ø ñg¿ Ø Ë ñ Ý ÀfÀ H�JMLÎ Ý Î , Û ×�Ù ¿ Ø À´ì Ø Ë Î É × Ü Ñf¿ Ø À (5.6)

Ficaassimcompletaadefiniç̃aorelacionaldasem̂anticadoevento
7 " 7 .

Quaisas implicaç̃oesformaisde aceitarmosqueum modelotenhaeventos?
Quandotal acontecée porqueo modeloem causanão é puramentefuncionale
tem estadointerno. As definiç̃oesde interfacee de modeloquetemosvindo a
adoptar(cf. respectivamenteasdefiniç̃oes3.10e 1.7) ter̃aoqueserrevistas. No
primeiro caso,não é difı́cil imaginarcomoumainterface“funcional” possaser
aumentadacom eventos— bastaŕa dizer quais e qual a suaoperacionalidade,
i.é asesṕeciesquedeterminamosseusargumentose resultados.Podemosassim
passar̀a definiç̃aoquesesegue.

Definição5.1(Interface comEventos) Seja lnmporq3ñD: ñts:u uma interfaceax-
iomática,para qwvyx{z}|+~f��| . Seja� umconjuntodeśımbolosquesãonomes
deeventos, disjuntode x , sobreosquaisseconstŕoi umaaplicaç̃ao� vH�c��z�| D ��| D
caracterizandoa “funcionalidade” decadaśımbolodeevento.

Ao par l���m ^ l�� � _ daremoso nomede interfacecom eventos, ou interface
procedimental. �

Estadefiniç̃aoexige algumasexplicaç̃oes.Em primeiro lugar, eventose fun-
çõespodemcoexistir nummesmomodelo.Na nossa“meta-linguagem”,umain-
terfacecomeventosescrever-se-́acomoaseguir seilustraparao casode |+�f�f�g�E| :�7���"�.�1������� |+�f�f�g�E|��]ly�<s:��.� ��� � | �"����� �`� ���� �¢¡�� � � sC£ ¡ �)¤ vy| �"���/� z�� ���� �.¥��.��� � l�¦�ly�{v§z¨:© |bª«vHl �"� £¬z¨jg¨ v§z®l �"� £

(5.7)

queenriquece �r���"�.�1������� ly�<s:��.� �.� � l �"� £ (5.8)

A partefuncional q dainterface(5.7) é,assim,

q m ¯ � � sC£ ¡ �)¤° ��| �"������± �t� ���� 7²�³
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enquantoque
�

envolvetrêseventos,�´mwµ.l�¦�lH�<� ¨:© |¶ª�� ¨jg¨>·
Reparemosque,enquantoumafunçãocomo

� � sC£ ¡ �)¤ est́acondicionadàaprodu-
ção de um e um só resultado,um eventopodeŕa produzirváriosou mesmone-
nhum. Porexemplo, l�¦�lH� é um eventode inicializaç̃ao, semargumentosnem
resultados,i.é

� o¸ly¦�ly�fuUm ° � ± ��� ± ² . Genericamente,todoo evento ¹ tal que� oº¹u<m ° � ± ��� ± ² , semargumentosnemresultados,limita-sea ler e a afectaro
estado.

Em segundolugar, umainterfacecomo |+�f�f�g�E| pressup̃oea existênciade
um estadointernoque,contudo,nãoé áı explicitadoe só o virá a serno modelo
sem̂anticorespectivo. Porexemplo,vejamoso seguintemodelopara |+�<�U�g�E| ,
parametrizadoem lH�fs:� e baseadoem seqûencias,como é habitual. Come-
çaremosporescrevê-lonanossalinguagem,deixandoparadepoisasexplicaç̃oes
devidase a correspondenteformalizaç̃ao:»P¼�½+¾¶¿gÀ�Á�»P¼ Â Á¢¼�ÃMÄÆÅ[»�¼3½3¾¶¿C»
»P¼�½+¾¶¿gÀ�Á�»P¼bÇ�ÃÉÈËÊ¢ÌÎÍÏ

ÐÑÑÑÑÑÑÑÑÑÒ ÑÑÑÑÑÑÑÑÑÓ

Ô!ÕtÖ¢×ºÔ Á ×ÎØ`Ù&ÚÏ ÃQÛ Á ×ÎØ`Ù» ×ÎÜ/Ý"ÞßÚÏ Á ×ÎØ!ÙCàÕráHÔãâÎÔ Ã ÙJá�×@ä Ç Ô È Ê¢ÌÎÍÏ Ô ÏEå+æÔ!×ÎÜ�×ÎØ » ×ÎÜ/Ý"ÞØ!ç�Ø`è�×ºÔ Á�éfÁ¢¼ Ê¢ÌÎÍÏëê1ìPÏ�å¶æíMî »ïjÇ â È Ê¢ÌºÍÏcê ì Ï Ý"ÕtèPÔ Ç â¸ð ê Èíbñ¶í Ç ò ì ÈÊtÌºÍÏcótêõôÏEå¶æ�ö ò ì Ï�÷ ØtÜ�ø Ç ê Èúùê ì Ï ×ÎÜ�â@û Ç ê È
(5.9)

Coment́ariosa (5.9):

- Osmodelosparal �"� £ , | �"����� e
� � sC£ ¡ �)¤ definem-secomohabitualmente,

cf. Caṕıtulo 4.

- A cláusula� �"�y�"��ü�ü/ü especificao estadointernode |+�<�f�g�EýMl�|+� , neste
casoumaseqûenciade l �"� £ � . É umaconvenç̃aohabitualreservarasvariáveisþ e þ � paradenotarosvaloresdoestado,respectivamenteantese depoisda
ocorr̂enciadeumevento.

- ly¦�ly� nãotemargumentosnemresultados;a suasem̂anticaseŕa poisuma
relaç̃ao ¡��1� �"ÿ��Qÿ���� | �"���/� � | �"�����
Nestecaso,optou-sepor ¡��1� �"ÿ��Qÿ�� tal queþ ¡��1� � ÿ��Qÿ�� þ ��� þ � m[� ±
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-
¨:© |¶ª temum argumentodo tipo l �"� £ ; a suasem̂anticaseŕa ent̃aouma
relaç̃ao ¡��1� �	��
����� | �"����� � l �"� £ � | �"�����
tendo-sedefinido¡��1� � ��
��� o þ � � � þ � u � þ � m � � � � o � � þ u

-
¨jg¨

não tem argumentose dá um resultadoem l �"� £ , desdequea sua
pré-condiç̃aoseverifique,cf. (5.6).Paraeventoscompré-condiç̃ao(eventos
parciais)adopta-seumanotaç̃aosemelhantèa notaç̃aoparafunçõesparci-
ais,daforma�������������������  Ê¢ÌÎÍ!#"%$'&)(+*-,-*�.�/10 �3254������  76 $'8:9�;<*-,�*-.�/'0 �32=4�������4<2 ì 4������  
cf.
¨jg¨

em(5.9).

- Parasimplificara leitura,usa-sea convenç̃aodeassociarvariáveissimples
(e.g.

� � þ ) paraargumentosou estadòa entrada,e variáveisdecoradas(e.g.þ �º��>y� ) paraestadoou resultadòa sáıda.

Querdizer, se ¹ é um eventotal que �:oº¹u m ° � �@? � ü/ü�ü � �:A ± ��� � ± ² ent̃ao,
nummodelode ¹ , esperamosqualquercoisacomo:¡ ���:B vDC � �@? � ü�ü�ü � �:A zFE¡��1� �	B vDC � �@? � ü�ü�ü � �:A � �)G � � zFE
ondeC designaa classedeestadosdomodelo.

Note-sequea designac¸ão interfaceprocedimentalacimapretendereflectiro
factodeumprocedimento(e.g. emPASCAL) podersersempreconsideradocomo
umacodificaç̃aodasem̂anticadeumevento.Porexemplo,quandoescrevemos

procedure P (var s: Estado; a: Argumento);

ouainda
var s: Estado;
...
procedure P (a: Argumento);
...

estamosa pensarnoevento
¨

tal que¡ ��� � vHs � �"�'H � � � �)I'J £ �.��� � zKE¡��1� � � vHs � �"�'H � � � �)I'J £ �.��� � � s � �"�'H � zFE
Estamosagoraemcondiç̃oesdeformalizaro conceitodemodelodeumain-

terfacecomeventos.
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Definição5.2(Modelo comEventos) Seja L'm oºl�� � u umainterfacecomeven-
tos tal comofoi definidaatrás (Definiç̃ao 5.1). Um L -modelo G é um triplo° G ÿ ��Cõ�lGNM ² tal que:

1. G ÿ é um l -modelo,i.éuma q -álgebra quesatisfaztodososaxiomasem s ,
cf. Definiç̃ao5.1.

2. C é umadesignac¸ão do conjuntofinito (ou infinito numeŕavel)deestados
internosde G .

3. GOM definea tabelade transiç̃ao deestadosdo modeloda formaseguinte:
para cada śımbolo de evento ¹QP«� tal que

� oº¹unm oSRj�TR � u e R m� � ? � ü�ü/ü � � A ± , R<��m[� � � ? � ü/ü�ü � � �U ± , GNM�oÎ¹u é umarelaç̃aobinária emE'VXWZY �\[ Y-]^]^]XY �`_@a Y-VXWZY ��b[ Y-]^]^]cY �dbe a
onde|f abrevia G ÿ o � f7u e |¶�g abrevia G ÿ o � �g u .

Abreviaremosainda G M oº¹u em G oº¹u e G ÿ oSh�u em G�oih�u . A funç̃ao caracteŕıstica
de G oÎ¹u designa-sepós-condic¸ãode ¹ (em G ). Dá-seaindaa designac¸ãodepré-
condiç̃aode ¹ em G à funç̃aocaracteŕısticadodoḿınio da relaç̃ao G�oÎ¹u .�

Ofactodeo modelodecadaeventoserumarelaç̃aoenãoumafunçãojustifica,
só porsi,o tı́tulo “semânticarelacional”quesedeuaestecaṕıtulo. Comorelaç̃oes
sãomaisgeraisquefunções,temosquequalquerespecificac¸ãofuncionalpodeser
convertidanumaespecificac¸ão relacional.Em muitoscasos,́e mesmodesej́avel
essaconvers̃ao,nãosendodifı́cil encontrarum critério práticoparasedecidirse
umaespecificac¸ãoé “naturalmente”relacionalounão.

Veja-se,a tı́tulo deexemplo,o problema|kjCl�� quefoi usadoextensivamente
para ilustrar o Caṕıtulo 1. Repara-seimediatamenteque todosos operadores
de q ��l ÿ�m cont̂em a esṕecie | � � �"� £ � como esṕecie-argumento. Mais do que
isso, apenasum (balanço) não tem essaesṕecie como esṕecie-resultado.Esta
“omnipresenc¸a” de | � � �"� £ � faz-nospensarem omitir estaesṕeciede q �dl ÿ�m ,
convertendoos operadoresquea manipulamem eventosquea assumamcomo
estadointerno.Porexemplo,aooperador  �.¥������"� £ �.��� � vHl H � � ���"� �nC J������)�)� � | � � �"� £ � z�| � � �"� £ �
far-se-iacorrespondero eventoýÉspoC�<¦��<�f�csj¦��  vHl H � � ���"� �nC J��y���)�)� z
Note-seque   �.¥������"� £ �/��� � podeco-existir com ýÉspoj�f¦ �<�U�csj¦ �  . E at́e é
desej́avel queissoacontec¸a,poisficaassimdocumentadaasuaesŝenciafuncional
e asuaorigemnoprocessodedesenvolvimento.Assim,seG o   �/¥������"� £ �.��� � uXH�J�qmsrOo �<H ��t�� � u ü�ü/ü
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já tiversidodefinidanummodeloG , ent̃aoé imediatodefinirmosG oºýÉspoj�f¦ �<�U�csj¦ �  u�o �<H ��t1u H�J�qm þ � mQG�o   �.¥������"� £ �.��� � u�o ��H �ut�� þ u
e assimparatodososoutrosoperadores.

Exerćıcio 5.1 Completea especificac¸ãodosseguinteseventosgeńericos,válidossobrequalquermo-
delocomestadointerno v :é ñbí Â Åé ñbí Ê¢ÌÎÍÏ " Û`Û"Û ö Û`Û"Û

/*eventoquenadafaz*/é ñ Á�»Ã Â Åé ñ Á�»Ã Ê¢ÌÎÍÏ " Û`Û"Û ö Û`Û"Û
/*eventoquealtera indeterministicamenteo estado*/½�w ñyx ¼ Â Å½�w ñyx ¼ Ê¢ÌÎÍÏ " Û`Û"Û ö Û`Û"Û

/*eventoquenadamaisdeixaacontecer*/»�Ã+¼ Â v Å»�Ã¶¼bÇczYÈ Ê¢ÌÎÍÏ " Û`Û"Û ö Û`Û"Û
/*eventoquealtera deterministicamenteo estado*/{

Exerćıcio 5.2 Pretende-seespecificara unidadederecepc¸ãodemensagensdeum sistemadecorreio
electŕonico, a basearemduaspartesestruturais:o descodificadordeendereçose amailbox. Entende-
seporendereço umaseqûenciadedoḿınios,Ã è�ø�Ø`Ö¢ØtÝ"Õ Ïn| Õ`Ùfâ�èyâ@Õ�}
normalmentelistadaporordeminversa.Porexemplo,

jno@di.uminho.pt

é a representac¸ãohabitualdo enderec¸o å á�×rðS~1Ùfâ�è ÷ Õ/ð¸ø�â¸ð ò è�Õ æ .
A mailboxregista,paracadacaixadecorreio,a fila demensagensqueaindanão foramlidas. O

descodificadordeendereços é umahierarquiadedoḿıniosquerepresentao processode ‘routing’ de
mensagens,e.g.

pt
uminho

di
jmv— BX98675

jno— AA02733

vf— ZD00897

inescb alex— GH0100

Assim,asfolhasdestahierarquiaser̃aoidentificadoresdecaixasdecorreiodamailbox:| Ø¢Ô!Ý!Õtø�â3��â�Ý!Ü�ø�ÕtÖ ÚÏ | ÕtÙ<â�èyâ@Õk� » ~d� | Õ`Ùfâ�èyâ@Õ» ~\� | ÕtÙfâ�è�â@Õ ÚÏ | ØtÔ`Ý"Õ¢øYâi��â@Ý"Ü/ø�ÕtÖ7� ¾ Ü�â��1Ü
Especifiqueaunidadepretendida,nãoomitindooseventosseguintes:
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-
Á�é<ÁJÂMÅ

. Operac¸ãodeinicializaç̃aodaunidade.

-
x ÃM¾nÂ�Ã è�ø�Ø`Ö¢ØtÝ"Õ�� Ä Ø`è�Ô`Ü���Ø`Ù Å

. Operac¸ãocorrespondentèa chegadadeumamen-
sagemà unidade.O enderec¸o começa por serdescodificadoe, sendoexistentee suficiente,a
mensageḿe transmitidàacaixacorrespondentenamailbox.

-
À�Ã x Â�Ã è�ø�Ø!ÖYØtÝ"Õ Å[Ä Ø`èPÔ!Ü+��Ø!Ù . Outentedacaixadecorreioenderec¸adalêasuapróxima
mensagem,queéent̃aoretiradadamailbox.{

Exerćıcio 5.3 Relembreo Exerćıcio 2.19sobreaespecificac¸ãofuncionaldeárvoresdedecis̃ao.
Suponhaque se prop̂os o seguinte modelocomo especificac¸ão não funcional de um gestorde

árvoresdedecis̃ao:| ÃM¾k��¼ x ÃbÃ Â Á¢¼3ÃMÄ � Á¢¼�ÃMÄ Å | ¼ x ÃbÃ
| ÃM¾k��¼ x ÃbÃQÇ�½ ð�� È Ê¢ÌÎÍÏ

ÐÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÒ ÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÓ

Ô`ÕtÖt×ºÔ � ÷ Ü�× ÚÏ � Û Á ×ÎØ!Ù½ è�ÔT�3Ø`Ö ÚÏ ½bÛ Á ×ÎØ`ÙÄ Ø`èd~ ÚÏ ���=�)���1���| Ø`Ý ¼ ÖYØ`Ø ÚÏ � ÷ Ü�×-� Ç�½ èPÔ	�+Ø!Ö�� | Ø`Ý ¼ ÖYØ`Ø ÈÕráHÔ ÙfØ`èd~ Ç øY× È ÊtÌºÍÏ ø�ÕtÙ ÇX�d�.Ç øY× ÈºÈÔ!×ÎÜ�×ÎØ | Ø`Ý ¼ Ö¢ØtØØ`ç�Ø`èy×ºÔ À ñ ½ | Ç øY× È Ê¢ÌºÍÏ ê1ì�Ï øY×Ä�ÃMé î Ç Ö ì È Ê¢ÌºÍÏ ê ì Ï�ê ùÖ ì Ï ÙfØ`è�~ Ç ê È½+»¿ Çcz ì È Ê¢ÌºÍÏ ê ì Ï�ê ùz ìyÏ �1�¢Ç ê È½3éU» � Ã x Ç Ü È Ê¢ÌºÍÏ ó Ü��UÙfØ`èd~ Ç ê È öê ì Ï �d��Ç ê ÈrÇ Ü È
1. Apósumaańalisecuidadosadestemodelocomeventos,façaainferênciadainterface| ¼ x ÃMÃ

queelesatisfaz.

2. Suponhaquesepretendeenriqueceressainterfacecommaisumevento,ïfÁ�»�¼ ñ�x7� Â:�T�T��Å��	�T�
quedeveŕa responder̀asuaactivaçãodandoo “rol” detodasasrespostasdadasat́eaomomento.
Aumente| ¼ x ÃMÃ nessesentidoeestudeo impactodasuamodelac¸ãoem | ÃM¾k��¼ x ÃbÃ .

3. Repitaaaĺıneaanteriorparamaisumevento,w¶½+¾¶¿f¼ x ½3¾¶¿ Â��T�	��Å��	�T�
quedeveŕa recuperardeumarespostamaldada.{



5.3. MODELOSCOM ESTADO INTERNO 229

5.3.1 InvariantesdeEstado

NaSecç̃ao2.4foi introduzidoo conceitodepredicadoinvariantesobreumadada
esṕecie � P�| deumaassinatura� vx z |+~>��| , numdado � -modelo G . Tal
predicado,quedesignamospor inv-s, diz-seuminvarianteporseentenderqueele
sedeve verificar paratodosos valoresde G¡  ��¢ , conjuntoportadorda esṕecie �
em G . Nessasecç̃ao foramapresentadastécnicasdeprova paraa verificaç̃aode
invariantes.

Num modelo G com eventos(Definição 5.2) é perfeitamentenaturalque a
definiç̃aodaclasseC deestadosinternosdo modeloexija tamb́emum invariante
inv- C . Tem ent̃ao interesseconsideraro problemada preservaç̃ao “temporal”
desseinvariantepeloseventosquealteramo estado,ou seja,cuja pós-condic¸ão
nãoimplicaa condiç̃ao þ¤£´þ � . Seja

¹ v � ? � ü/ü�ü � � A z �
um evento dessaclassede eventosque alteramo estado. Antecipemosque o
argumentoda preservaç̃ao do invariantepor ¹ teŕa o aspectode um predicado
emLógicaDinâmica, relacionandocondiç̃oeslógicasválidassobreum estadoþ
anteriorà ocorr̂enciade ¹ comoutrascondiç̃oesquesepretendemválidassobre
qualquerestadoþ � paraqueo modelopossavir a transitarapósaocorr̂enciade ¹ .
Assim,adesej́avel extens̃aodafórmula(2.131)a eventosseŕa

inv- C¥  þ ¢T¦¡ ��� B   þ � � ? � ü/ü�ü � � A=¢T¦¡��1� � B   þ � � ? � ü/ü�ü � � A � þ �7� � � ¢T¦§�¨ª© � © � v inv-� f�  � f ¢
« ÑÑ¬ÑÑ¯® °

inv- C¥  þ � ¢T¦
inv-�   � � ¢ (5.10)

Note-seque, da mesmamaneiraque o estadode um modelonormalmente
“põeemevidência”umaesṕeciequeestariaomnipresentenosargumentosdosop-
eradoresfuncionaisdo correspondentemodelosemestado,tamb́emo invariante
de estado“põe em evidência”condiç̃oessobreessaesṕeciequepodemserreti-
radasdaspré-condiç̃oesdoseventosdomodelo.Querdizer, paramaioreconomia
emelhorinteligibilidadedotexto deumaespecificac¸ão,retiram-sedaspré-condi-
çõesascláusulaslógicasjágarantidaspeloinvariante.Tal procedimentopráticoé
inofensivo desdequeasconjunç̃oeslógicasdo antecedenteda implicaç̃ao(5.10)
sejamencaradascomonão estritas,cf. equac¸ão (3.44). Ali ás,estanão é única
situaç̃ao em que é precisoentenderas conectivas lógicasnão-estritamente:no
fundo, todo o encadeamentológico entrepré e pós-condic¸õespressup̃oe lógica
nãoestrita,jáqueaavaliaç̃aodeumapós-condic¸ãosó podeserfeitaemcontextos
ondea pré-condiç̃aosejaverdadeira.
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5.4 Exerćıcios

Exerćıcio 5.4 Na aplicaç̃ao práticada especificac¸ão formal a problemasconcretosusam-semuitas
vezes“regrasdealgibeira”parasimplificarargumentosdepreservaç̃aode invariantes.É esseo caso
emmodeloscujoestadointernoest́a sujeitoaum invariantedaforma

inv- v Ê¢ÌÎÍÏ ½ �²±
onde ± Â�w{Å � é um dadopredicadoe os eventosa tratarsão determińısticose tais queassuas
pós-condic¸õessãodaforma: Ãk�¢Ç@»È Ê¢ÌÎÍÏ ê ì Ï ê�³ »Ã���Ç Ü1ð´� È Ê¢ÌÎÍÏ ê ì Ï ê�µ·¶ Ü �¹¸

1. Com os dadosdispońıveis, completeda forma maisgeralposśıvel (justifique)as seguintes
definiç̃oesrelativasaessemodelo:Ãk� Â Û!Û!Û"Û`Û"Û"Û!Û!Û"Û!Û"Û!Û!Û"Û�Å Û!Û"Û!Û!Û"Û"Û`Û"Û!Û!Û"Û!Û"Û!ÛÃ�� Â Û!Û!Û"Û`Û"Û"Û!Û!Û"Û!Û"Û!Û!Û"Û�Å Û!Û"Û!Û!Û"Û"Û`Û"Û!Û!Û"Û!Û"Û!Ûv ÚÏ Û!Û!Û"Û`Û"Û"Û!Û!Û"Û!Û"Û!Û!Û"Û

2. Recorraa propriedadesconhecidasda construc¸ão
½ �D± parajustificar asseguintesduas

“regrasdealgibeira”:

–
Ã � Ç�»È

preserva sempreinv- v , qualquerqueseja
»

. (5.11)

– Parademonstrarque
Ã���Ç Ü1ð�� È preserva inv- v , bastaprovar ± Ç � È . (5.12){

Exerćıcio 5.5 No contexto doExerćıcio 5.4,suponhaqueo eventoemcausáedetermińısticoetal que
asuapós-condic¸ãoédaforma:ÃQÇ � ì È Ê¢ÌºÍÏ ê ì Ï Ç�½ �º� ÈrÇ ê ÈPù � ì Ï � Ç ê È

1. Tipifique,deformamaisgeralposśıvel, asfunções � e � .
2. Recorràadefiniç̃aoformaldopredicado

½ �²± parajustificarou refutaraseguinte“regrade
algibeira”:

– Parademonstrarque
Ã

preserva inv- v , bastaprovar que � preserva± .
(5.13){

Exerćıcio 5.6 O diagramaseguinterepresentaa estruturabi-funcionalde umadadaacç̃ao (evento)
determińıstica

Ã
, comapenasumargumentoeumasáıda,nummodelocomestadointerno v :
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�
�

»
»

¼½¾ ¿ Àv
»Á

»Á »

Dadasasseguintesdefiniç̃oesde � e � ,� Ï Â Ç ê ð)Ü È)Û ûRØ!× è Ï ïjÇ Ü Èâ�è Ã èp�Uø�ÕtÙ Ç ê È ö Ü�� ê Ç è Èè ô�Uø�ÕtÙ Ç ê È ö Ä� Ï Â Ç ê ð)Ü È)Û ûRØ!× è Ï ïjÇ Ü Èâ�è ê·µªÅ èó Ü�ÆÇÈÃ èN�gø�ÕtÙ Ç ê È ö ê Ç è Èè ô�gø�ÕtÙ Ç ê È ö É Ê
onde

ï Â�½ ÅcÁ é
é umafunçãopré-definida,

1. completeaseguintedefiniç̃aodaassinaturadoevento,ÃSÂÛ"Û!Û!Û"Û"Û`Û"Û"Û`Û"Û!Û"Û!Û!Û�Å Û"Û!Û"Û!Û!Û"Û"Û`Û"Û"Û`Û"Û!Û"Û
edomodeloformalde v : v ÚÏ Û!Û"Û!Û!Û"Û`Û"Û"Û!Û!Û"Û!Û"Û!Û

2. descreva por palavras suaso significadodesteevento, relacionando-ocom um modelode
gest̃aodainformaç̃aobemconhecidonaliteraturaalgoŕıtmica;

3. mostreque
Ã

satisfazo seguinteinvariante:

inv- v Ç ê È Ê¢ÌÎÍÏÌË èN�Uø�ÕtÙ Ç ê ÈOÂ�Ç É<ôÏ ê Ç è È�ù Ë â5� ê Ç è È�Â�ïjÇ â È Ï è È
i.é, prove o factoseguinte,para Ü e ê universalmentequantificadas:

inv- v Ç ê È�ù ê ì Ï � Ç ê ð7Ü È ö inv- v Ç ê ì È
Sugest̃ao: desdobreo factoaprovaremduasquantificac¸õesseparadaseprove-asindependen-
temente.{

Exerćıcio 5.7 No contexto do Exerćıcio 1.41,Apósumabreve ańalisedosrequisitose combaseno
fragmentode modelosugerido(1.105),construaa especificac¸ão dasseguintesoperac¸õessobreum
modelocujoestadointernoé

» ä�Ô"×ÎØ`Ù :
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Í Á�Ç�È Ê¢ÌºÍÏ

ÐÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÒ ÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÓ

Ô!ÕtÖ¢×ºÔ ¼ Øu��× ÚÏ À â�è�Ø àÀ â�è�Ø ÚÏ ¾ ÷ Ü�Ö àé Ö ÚÏ Á é¾ ~1Ö�Ô`ÕtÖ ÚÏ À Â�é Ö�� ¾EÂYÁ éw Õ¢Õ¢û ÚÏ �¾ ÷ Ü�Ö ÚÏ ó�Î ð Û!Û!Û ð´Ï.ð¸Ü1ð Û`Û"Û ð´Ð�ð ½ ð Û"Û!Û ð�Ñ�ð Û!Û"Û Æ» ×ÎÜ�×ÎØ ÚÏ ¾EÂ�¾ ~HÖYÔ`ÕtÖy� ¼ Â¢¼ ØT��×Ô"×ÎÜ�×ÎØ » ×ÎÜ�×ÎØØ!ç/Ø!è�×ºÔÓÒ Ç è È Ê¢ÌÎÍÏ û Ø`×pÝ Ï ¾ÉÇ ê È× Ï ¼MÇ ê Èâ�è " èpÔ�û Ø`èd��× ÷ Ç × È ö ¼bÇ ê ì È Ï × ùf¾ÉÇ ê ì È Ï Ç è�ðTÕ ÈÖ Ç Ý È Ê¢ÌÎÍÏ û Ø`×pÝ ì Ï ¾ÉÇ ê È× Ï ¼MÇ ê Èâ�è ó × ôÏEå¶æ�ö û Ø`×Ö� Ï ¾ÉÇ Ý ì Èä Ï ÀOÇ Ý ì Èû â�è ÷ Ü Ï × Ç ä Èû â�è ÷ Ü ì Ï û§â�è ÷ Ü µ ¶ � Ý×¸â�è ¾ÉÇ ê1ì È Ï Ý ù¼bÇ ê ì È Ï × µ ¶ äû§â�è ÷ Ü ì ¸
...

Figura5.3: Esboço demodelo oNØ paraopØ'ÙªØ�¦ � .

1. Operac¸ão é î À�À Á�é Í Â�Á ø ÀÛÚ1Å ��Ü �)Ý . �
quedeveŕa indicarosnúmerosdetodasasfacturasanuladasnumadadaloja.

2. Operac¸ão »�½3À�ÃM» w � | ½�¼�ÃSÂ | Ü�×ÎØ ÚHÅ Ç�Á ø ½ � Á éUÈ
quedeveŕa totalizarasvendasdeumdadodia (emtodasaslojas).{

Exerćıcio 5.8 Pretende-senesteexerćıcio esboc¸ar umaespecificac¸ãodoeditorVI, o editor“clássico”
doambienteUNIX. Suponhaquesecomeçaporaconstruira interfaceâ�è�×ÎØ!Ö���Ü/Ý"Ø Í Á+�+Á�é�¼Ô`Õ`Ö¢×ºÔ ¼ Øu��×rð À â�è�Ø�ð é Ö¢ð ¾ ÷ Ü�Ö¢ð ¾ ~1Ö�Ô!ÕtÖ¢ð w ÕtÕ¢ûÎð » ×ÎÜ�×ÎØØ`ç�Ø!è�×ºÔÞÒ Â�é Ö ÅÖ Â�¾ ÷ Ü�Ö Å

...
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seguindo-seaconstruc¸ãodeummodelo
Í Á

para
Í Á+�+Á�é�¼

, cujoesboc¸o serepresentanaFigura5.3ß
.

1. A quecomandosdeediç̃aodo VI correspodemoseventospresentesnainterfacee no modelo
acima?

2. Daańalisedoqueest́a já especificadodecertoconcluiqueénecesśario acrescentar̀a interface
umpredicado

inv
Â�» ×ÎÜ�×ÎØ Åºw Õ¢Õtû

quesejainvariantesobre
» ×ÎÜ�×ÎØ . Apresenteadefiniç̃aodessepredicadonomodelo

Í Á
.

3. Escreva adefiniç̃aonomodelo
Í Á

dasem̂anticadoseventos÷ ð ò ð¸Þyð¸û Â�é Ö Å
quedever̃aocorresponderaos4 comandosdenavegaç̃aoqueconhece(o argumentonumérico
correspondeao ı́ndice de repetiç̃ao, e.g. ao comando3h correspondeno modeloo evento÷ Çcà�È ).

4. Escreva adefiniç̃aoem
Í Á

dasem̂anticademaisum eventoø�ø Â�é Ö Å
cuja conseqûenciaé apagartantaslinhasa partir do cursorquantasasespecificadasno seu
argumento.

5. Sejaagora
Í Á)�+Á�éß¼

enriquecidacom umanova esṕecie,
» ×@Ö¢â�èd� , e maisdois eventosde

ediç̃ao: | Â Å
/* apagatodososcaracteresdesdeaposiç̃ao
correntedocursor até aofimda linha */á Â » ×@Ö¢â�è�� Å
/* procura a primeira ocorrência do
“string” argumentoe leva para áı o cursor
*/

Seja
Í Á�Ç@» ×@Ö¢â�èd� È ÚÏ ¾ ÷ Ü�Ö } . Apresentedefiniç̃oespara

Í Á�Ç | È e
Í Á�Ç á È

.{
Exerćıcio 5.9 Considerea seguinteinterfaceemodeloparaespecificarum sistemadegest̃aodebase
dedadosrelacional(deliberadamentesimplificadoe incompleto):â�èy×ÎØ`Ö���Ü�Ý!Ø x | wMÄ »Ô`ÕtÖ¢×ºÔ | �"ÔYð w Õ¢ÕtûÎð Á ø�ð ¼ Ü+�)ûRØ�ð ¼ ~�á1ûRØ�ð ½ ×@Ö¢â3�tð » Ý ÷ Ø!ÙUÜ�ð Í Ü�ûâ~yØ�ð v ~HØ`ÖtäÕ7áyÔ ò Õtâ�è Â¢¼ Ü)�)û Ø�� ¼ Ü)�)û Ø Å{¼ Ü+�)ûRØá�ÖYÕ ò ØtÝ)× Ât¼ Ü+�)û Ø�� » Ý ÷ Ø`ÙfÜ Å{¼ Ü+�)û ØÔ!Øtû ØtÝ)× ÂY¼ Ü+�)ûRØ�� v ~HØ`Ötä Å{¼ Ü+�)ûRØ

inv-
¼ Ü+�)ûRØ Â¢¼ Ü)�)û Ø Åºw Õ¢Õtû

inv- | �"Ô Â | �"Ô Åºw ÕtÕ¢ûØ!ç�Ø`è�×ºÔ Á�éfÁ¢¼ Â Å»¾¶ïfÃMÄ�½�Â�Á ø Åw» Ý ÷ Ø`ÙfÜã�ñ Á�é&Â�Á ø�� Á øZ� Á ø Å»�ÃbÀ�ÃM¾�¼�Â�Á ø·� v ~HØ!Ö¢ä�� Á ø Åí�x�ñ�ã ÃM¾�¼�ÂYÁ ø·� » Ý ÷ Ø`ÙfÜ·� Á ø Å
(5.14)

ß
Nestemodeloocorremprodutoscartesianosprefixadosporselectores(relembrarSecç̃ao1.3.1),o

queseusamuitoemespecificac¸ãopormodelosparamelhorarasualegibilidade.



234 CAṔıTULO 5. SEMÂNTICA RELACIONAL| wbÄ »>Â�Á¢¼3ÃMÄ � Á¢¼�ÃMÄ � Á¢¼�ÃMÄäÚ�Å x | wbÄ »| wbÄ »�Ç�Á ð ½ ð Í È�Ê¢ÌÎÍÏÐÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÒ ÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÑÓ

Ô`ÕtÖt×ºÔ w ÕtÕ¢û�ÚÏ �½ ×@Ö¢â3��ÚÏ ½bÛ Á ×ÎØ`Ù» Ý ÷ Ø`ÙfÜJÚÏ � �5åc�TæèçÍ Ü�ûè~HØ3ÚÏ Í Û Á ×ÎØ`Ù¼ ~�á1û Ø ÚÏ ½ ×@Ö¢â3�é� Í Ü/ûâ~HØv ~HØ!Ö¢ä ÚÏ ½ ×@Ö¢â3�é� Í Ü�ûè~HØ¼ Ü+�)û Ø+ÚÏ � /'ê�ë�ì �Á øMÚÏ Á�Û Á ×ÎØ`Ù| �"Ô3ÚÏ Á øy� ¼ Ü)�)û ØÕráHÔ ò Õtâ�è Ç Ö¢ð7Ô È Ê¢ÌÎÍÏwó ×dÇ�× ì'í ×î�fÖ ù × ì �gÔ ù ×iïJ× ì ÆÔ`Øtû ØtÝ)× Ç Ö¢ð zYÈÊtÌºÍÏcó ×î�UÖ í Çcz í ø�ÕtÙ Ç × ÈºÈ�ð ×�Æá1Ö¢Õ ò Ø`Ý"× Ç Ö¢ð »�È Ê¢ÌÎÍÏwó Ç × í »�È í ×î�UÖ+Æ
inv-
¼ Ü+�)û Ø Ç Ö È ÊtÌºÍÏñË ×rð¸× ì �fÖ Â ø�ÕtÙ Ç × È Ï ø�Õ`Ù Ç × ì È

inv- | �"Ô Ç ê È�Ê¢ÌºÍÏÌË â��Uø�ÕtÙ Ç ê ÈOÂ inv-
¼ Ü+�)ûRØ Ç ê Ç â È¸ÈÔ!×ÎÜ�×ÎØ | �"ÔØ`ç�Ø`èy×ºÔ Á/é<Á¢¼ ÊtÌºÍÏëê ì Ïóòõô»�¾¶ï<ÃÉÄ�½bÇ â ÈÊ¢ÌÎÍÏcó â-�gø�ÕtÙ Ç ê È ö û Ø`×H×î� ê Ç â È â�èßø�ÕtÙ Ç × Èã�ñ Á�éCÇ â7ð ò ð¸Þ È�Ê¢ÌÎÍÏwó â¸ð ò �gø�ÕtÙ Ç ê ÈPù Þ ô�fø�ÕtÙ Ç ê È öwê ì Ï�ê Ç ¶ Þò Õtâ�è Ç ê Ç â È ð ê Ç ò.ÈºÈ ¸»ÃbÀ�ÃM¾�¼bÇ â7ð z ð¸Þ È Ê¢ÌºÍÏwó â-�Uø�Õ`Ù Ç ê ÈPù Þ ô�fø�ÕtÙ Ç ê È öcê ì Ï�ê Ç ¶ ÞÔ`Øtû ØtÝ)× Ç ê Ç â È ð z¢È ¸í�x3ñyã ÃM¾�¼MÇ â7ð » ð¸Þ È�Ê¢ÌÎÍÏwó â��gø�ÕtÙ Ç ê ÈPù Þ ô�fø�Õ`Ù Ç ê È ö[ê ì Ï�ê Ç ¶ Þá�ÖYÕ ò ØtÝ)× Ç ê Ç â È ð zYÈ ¸

(5.15)

1. Interpretecuidadosamenteestemodeloe tentedescrever por palavrassuasa sem̂anticainfor-
maldecadaoperac¸ão.

2. Provequetodososeventosquealteramo estadopreservamo invarianteinv- | �"Ô .
3. Seja öé÷=ø�ù�úªû aassinaturadacomponentefuncionaldainterface

x | wbÄ » . Verifiquesea
seguinteigualdadeÔ!Øtû ØtÝ)× Ç á�ÖYÕ ò ØtÝ)× Ç Ö¢ð¸Ô È ð zYÈýü á�ÖYÕ ò ØtÝ)× Ç Ô`Øtû ØtÝ)× Ç Ö¢ð zYÈ ð)Ô È
éum ö7÷=ø7ù-úþû ÇcÿgÈ -axiomaválidonomodelo| wbÄ » , paraa

ÿ Ï ¶ Ö Ô z¼ Ü)�)û Ø » Ý ÷ Ø`ÙfÜ v ~HØ`Ö¢ä%¸ .

4. Pretende-seagoraenriquecero modelopor formaa serposśıvel registare verificardepend̂en-
cias funcionaisassociadasa tabelasda basede dadossubjacente.Para isso, à estruturade
tabelas | �"Ô ÚÏ Á øy� ¼ Ü)�)û Ø
éacrescentadaainformaç̃aodequaistabelasest̃ao(oupoder̃aovir aestar)sujeitasadepend̂en-
ciasfuncionais( Ä�| Ø¸áHÔ ),| �"Ô ÚÏ Ç�Á øy� ¼ Ü)�)û Ø È � Ç�Á øy� Ä�| Ø7áHÔ È
introduzindoasseguintesnovasesṕeciesnomodeloesuainterface:Ä�| Ø¸áHÔ ÚÏ ��� ø � ëÄ�| Ø7á ÚÏ ½ ×@×@Ö¢â3�"Ôk� ½ ×@×@Ötâ3�"Ô
Reforceo invarianteinv- | �"Ô por formaa garantira salvaguardadasseguintescondiç̃oesadi-
cionais:
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- Todasasdepend̂enciasfuncionaisest̃aobemdefinidasi.é, nãoenvolvematributosinex-
istentes;

- Seumatabelaest́a sujeitaa umadepend̂enciafuncional,ent̃ao todosos tuplosdessa
tabelasatisfazemessadepend̂encia.{

Exerćıcio 5.10 Naseqûenciadoexerćıcio anterior,suponhaquesepretenderemover dessemodeloo
seuinvariantedeestado,i.é, qualquertabelapodeteratributosomissos,porexemplo:½ w ¾Ü � Ý �� � Ý �Ü��
quecorrespondèaseguintetabela×î� ¼ Ü+�)ûRØ :× Ï ó ¶ ½ ¾Ü � Ý � ¸ ð ¶ w ¾� � Ý � ¸ ð ¶ ½Ü�� ¸ Æ
Meçao impactodestageneralizac¸ãodomodelore-especificandooseventos

»¾¶ïfÃMÄ�½
e
ã�ñ Á�é

.{
Exerćıcio 5.11 Naseqûenciadoexerćıcio anterior,pretende-seenriquecer

x | wMÄ » comumevento» ñ�x ¼ Â�Á øZ� ½ ×@Ö¢â3� À â@Ô!×î� Á ø Å
tal que

» ñ�x ¼bÇ â7ð¸ûÎð¸Þ È signifiquequeseguardaem Þ o resultadodeseordenara tabelaâ lexicografi-
camentesegundoa listadeatributos û .

Nãoespecifique
» ñ�x ¼

, masestudeo impactoem | wMÄ »5�¶Ä ñ | doenriquecimentode
x | wbÄ »

comesseevento(e.g. o queteŕa deseradicionado?o queteŕa deseralterado?).{
Exerćıcio 5.12 Nestecaṕıtulo foi estudadaum técnicaparaespecificac¸ão da sem̂anticaformal de
eventos(=“funções+ estado”).

Relacioneessatécnicacomanotaç̃aológicatemporalquefoi assuntodoExerćıcio 3.21.{
Exerćıcio 5.13 Considereum modelocujo estadointerno v correspondèa sem̂anticaem SETS do
diagramaERA seguinte:

Disciplina

M

� � ���� ���� � � �� � 	
Departamento

1

Regente


 �� � 	Nome

�� � 	Nome
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1. Especifiqueformalmenteo evento
é | Á�»¾ sobre v que regista uma nova disciplina, co-

nhecidoso seunome,regenteedepartamento.

2. Provequeasuaespecificac¸ãode
é | Á�»¾ satisfazo invarianteimpĺıcito em v .{

5.5 NotasBibliogr áficas

No caṕıtulo que aqui terminapretendeu-sefazera śınteseentre três vertentes
básicasdaciênciadaespecificac¸ãoformalde‘software’,a saber:

1. Especificac¸ão construtiva com variáveisglobais,com operac¸ões(eventos)
cujasem̂anticaest́aticaédefinidaporparesdepréepós-condic¸ões,seguindo
o estilo de [Hoa69] e tal comovem sendopropostaem metodologiasde
largaaceitac¸ãocomoo ‘ViennaDevelopmentMethod’(VDM) [Jon80, Jon86].

2. Modularizaç̃aodeespecificac¸õesformais,ampliandoo quefoi propostono
Caṕıtulo 4 (verasrefer̂enciasbibliográficasdestecaṕıtulo).

O conceitodemodelocomestadoe eventos, satisfazendoumadadainterface
aproxima-sedanoç̃ao deobjecto(pertencentea umadadaclasse) propostapela
programaç̃aoporobjectos[GR83] eespecificac¸ãoorientadaaobjectos[SFSE87].
Podeaindservistocomoum‘labelledtransitionsystem’,cf. [Hen88].



Caṕıtulo 6

Sem̂antica Dinâmica

No caṕıtulo anteriorencontraram-seboasraz̃oesparadeixarde especificar“por
funções” e passara especificar“por relaç̃oes”, i.é por eventos. A Definição 5.2
apresentouumaformalizaç̃ao do conceitode modelocom eventos,quefoi pre-
viamentemotivadocomexemploscomo |¶�<�f�g�EýyØ�|+� , cf. (5.9). Assimficou
registadaalgumadanossaintuição do que“ é” um evento,formalizável por rela-
çõesmateḿaticas.

Estetipo desem̂anticaparaeventosdiz-seest́aticaporser“atemporal”e igno-
rar osaspectosdinâmicosdeum sistemabaseadoemeventos(nomeadamente,o
“acontecimento”temporaldoseventos,a suasincronizac¸ão,etc.). Abordaragora
estacomponentedinâmicadeumsistemadesoftwareéo principalobjectivo deste
caṕıtulo.

6.1 . . . “o que éum Evento”?

Estaquest̃aopodeserpostaemparalelocomaquest̃ao(járespondida)“o queéum
operador?”.Relembremosqueasem̂anticadeumoperadoradquiriu“significado”
a partir daalturaemquesemostrouqueele,emconjuntocomtodososoutrosda
suaassinatura� , actuavacomo“gerador”,ou“construtor”deumalinguagem��
cujasfrasesganhavamsem̂anticaa partir daalturaemquesedefiniaum modelo
denotacional�Æv��ëz�| �.� � quepermitia“calcular” o significadodecadafrase.

Fomosaindamaislongeaopermitirquesecriasseuma“vers̃aosimplificada”
de � especifićavel à custadeum conjunto � deaxiomaspresentena

�r���"�.���������
de � . Formalmente,comovimos tamb́em, o (meta)significadodestasconstru-
çõesconstŕoi-seno reticuladodetodasas � -congrûencias.O diagramaseguinte
resumetodoesseracioćınio:

237
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� � �
�£��

�£��» »� � ����� � ��� (6.1)

Com a introduç̃ao de eventos, “emparelhamos”� com uma“assinatura”de
eventos

�
. Comoraciocinarsobre

�
? Somostentadosaconstruiralgosemelhante

a (6.1). Em primeiro lugar, fará sentidoconstruir � M , o conjuntode todasas
frasescom

�
-eventos?

Um qualquertermo
� P��� é uma “express̃ao bem tipificada” sobre � -

operadores.O queé uma“express̃aobemtipificada” de
�

-eventos?Reparemos
que,se¹ ? �!¹�� sãodoiseventose ¹ éumterceiroevento,qualquer“termo” daforma¹é Î¹ ? �!¹ � ¢
nãofazmuito sentido,a nãoserqueo seusignificadofossequalquercoisacomo
“ ¹ ? ocorreprimeiro, ¹�� ocorrea seguir e ¹ ocorrede seguidacom argumentos
debitadospor ¹ ? e ¹�� ”. É maisnaturalrepresentarmosessesignificadopor uma
ordemlineardeocorr̂enciadeeventos,

¹ ? ¹�� ¹� � �
oumesmonão-linear, e.g. � � �¹ ? ¹ �

¹
� �

�
(6.2)

Nestecaso,dirı́amosque ¹ ? ocorreprimeiro,e depoisouocorre¹ ouocorre¹�� .
Concluimosquequalquerformade

�
-linguagemé mais“rica” em situaç̃oes

quea simplesconstruc¸ãode termos.Por issomesmo,qualquerfrasegeradapor�
nãoseŕadesignadaum

�"�.� £ � , massimumaexpress̃aodecomportamento(‘be-
haviour’). Vejamoscomoconstruirexpress̃oesdecomportamento.

6.1.1 Express̃oesdeComportamento

Comecemospor designarpor � M (cf. � � , por analogia)o conjuntode todasas
express̃oesdecomportamento“geráveis” a partirde� vH�{z�| �U��| �
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Arrisquemosagoraumadefiniç̃aoindutivapara� M , baseadanascláusulasseguintes:

- se ! é um
�

-comportamento,e ¹ é um
�

-evento(i.é ¹²P#" ), ent̃ao des-
ignaremospor ¹ ü ! o comportamentoseguinte: ¹ ocorreprimeiroe depoiso
modelocomporta-sesegundo! ;

- se ! e !Y� sãodois
�

-comportamentos,ent̃ao !%$&!Y� éo
�

-comportamentoque
representaa possibilidadedeo modelosecomportarsegundo ! ousegundo! � ;

- 0 éum
�

-comportamentoespecialquesignificainacç̃aoou “paragem”
?
.

- nãohá mais
�

-comportamentosdo queosresultantesdascláusulasanteri-
ores.

Matematicamente,escreveremosadefiniç̃aorecursiva:�þM '�J�q£ µ�( ·) µ.¹ ü !+*É¹¤P � ¦ !þP ��M ·) µ,!�$-!Y�.*+!��/!Y�P�� M · (6.3)

Falta-nosagora,apenas,sermosmaisprecisosquantoà condiç̃ao ¹ P � que
ocorreem(6.3).Seja¹¤P0" umeventotal que�  º¹ ¢ £  "� � ? � ü�ü�ü � � A ± ��� � � ? � ü�ü/ü � � �U ± ¢
o queseescreveabreviadamentedaforma¹21 �@?�3 ü/ü�ü 3 �:A54}� � ? 3 ü/ü�ü 3 � �U (6.4)

Seja
� f P6��87 9;: e

� �g P6� �87 9 b< , para
¨¡© � © �

e
¨¡© > © £ . Ent̃ao ¹ não“ é”

apenasumevento,masumacolecç̃aodeles,¹é  ü�ü/ü!� f ü/ü�ü � ü�ü/ü"� �g ü�ü/ü ¢
indexadapelosposśıveisvalores

� f"� � �g dosseusargumentosou resultados.Quer
dizer,

¨:©>= ª   ¨ ( ¢ não é, por exemplo, o mesmoevento que
¨:©>= ª   ¨\¨ ¢ . Se

definirmos? ¹A@ £ µ/¹é  � ? � ü�ü/ü � � f � ü/ü�ü � � A � � � ? � ü�ü/ü � � �g ü/ü�ü/ü � � �U ¢ * � f PB�&�C7 9;: ¦ � �g PB� �C7 9 b< ·
podemoscaracterizaro conjuntode todosos eventos“atómicos” geradospor D
comosendo�

Este E -comportamentotomapor vezesa designac¸ão
é<Á�À

ou
»P¼ ñ¶í

, cf. notaç̃oescomo EPL,
CCS ou CSP referidasnaSecç̃ao5.5.
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� ¥��  FD ¢ £HG BJILK ? ¹A@ (6.5)

e corrigir, em (6.3), a condiç̃ao ¹ñPMD para ¹ñPM� ¥��  FD ¢ . Em resumo,temosa
definiç̃aoseguinte.

Definição6.1( D -comportamento) SejadadaumaassinaturadeeventosDN1J" 4= � 3 = � , cf. Definiç̃ao 5.1. O conjuntode todosos “ D -comportamentos”́e o
menorconjuntoquesatisfazasseguintescláusulas:

1. Prefixaç̃ao—se O PB� ¥��  FD ¢ éumeventoe ! éum D -comportamento,ent̃aoO ü ! é tamb́emum D -comportamento;

2. Alternativa—se ! e !QP são D -comportamentos,ent̃ao !C$-!QP tamb́emo é;

3. Inacç̃ao—existeum D -comportamentoparticular ( quetema propriedade
de, emnenhumacircunst̂ancia,fazero quequerqueseja.

O conjuntodetodosos D -comportamentosdesigna-sepor �þM . �
A definiç̃ao anteriorintroduziuo conceito“sintático” de D -comportamento.

Esseconceitocarecede interpretac¸ão sem̂antica,e estafundamentalmentede-
pendedanossaintuiçãosobreo que“ é” umcomportamento.Naverdade,hámais
doqueumainterpretac¸ãoposśıvel. Comecemosporaquelaquedesignaremospor
interpretac¸ão

¨R=
.

6.1.2 A Inter pretaç̃ao ST
Nestainterpretac¸ão, vamosestarapenasinteressadosnasseqûenciasde eventos
— acç̃oes— queumagentepodefazerdeacordocomumaexpress̃aodecompor-
tamento!�P � M . Assim,ainterpretac¸ãoassociadaacadaumadessasexpress̃oesé
o conjuntodaquelasseqûencias,i.ésubconjuntode � ¥��  UD ¢ � , cf. (6.5).Cadauma
dessasseqûencias,e.g. �VO WYXZW ü�ü�ü W\[ ± (6.6)

seŕadesignadaum D -traço (cf. ‘trace’)ou D -história, paraevidenciaroseucaŕacter
temporal,epoder-se-́a tamb́emescrever:O ]YXZ] ü�ü�ü ]\[ (6.7)

lendo-se“ O aconteceuprimeiro, seguido de X , seguido de
ü�ü/ü

, seguido de [ ”.
Portanto,um traço ou história representaum instanteconcretoda vida de um
agente,deacordocomo seucomportamento.Masseo agentejá “vi veu”at́e [ em
(6.6), issosignificaqueexistiraminstantesanterioresemqueeleviveu“menos”,
e.g. o instanteem queaindasó aconteceuo traço �VO WYX ± . Na verdade,o traço
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(6.6) pressup̃oetodosostraçosquesãoprefixosseus,incluindo � ± , o traço que
correspondeaoinstanteemque“aindanãoaconteceunada”:� A £ �VO WYXZW ü�ü/ü W!¹^W\[ ±� AA_é? £ �VO WYXZW ü�ü/ü W!¹ ±

...� f £ �VO WYXZW ü�ü/üR±

...� � £ �VO WYX ±� ? £ �VO ±� G £ � ±
(6.8)

Temos,portanto,cadainstante
�

caracterizadopelotraço
� f , verificando-se� © > ® � f © � g

ondea ordem � © � P (“prefixo de”) sobreseqûenciasarbitrárias � W � P�Pa` � se
podedefinirpor � © � P��cb � Pd` � 1 � P £ � e �
e tem � ± comomı́nimo, i.é § � P2` � 1�� ± © � (6.9)

Compreende-seagoraqueainterpretac¸ãodeumcomportamentonãopodeser
qualquersubconjuntodetraços— só fazsentidoquesejaumsubconjuntodetra-
ços fechadopor prefixos. Genericamente,um subconjunto

= � ` � est́a nessas
condiç̃oesse � P = ¦ � © � ® � P = (6.10)

Definição6.2(Domı́nio PS) Designaremospor doḿınio
¨R=

(de ‘Prefix-closed
Subsets’)o conjuntode todosos subconjuntosnão vaziosde � ¥��  UD ¢ � fechados
por prefixos,i.é ¨R= £ µgfih = � � ¥��  FD ¢ �V* = satisfaz(6.10)

·
Constata-seimediatamenteque � ± P = para todoo

= P ¨R= , cf. (6.9). �
A interpretac¸ão de � M em PSdefine-sefacilmenteatravésdeum homomor-

fismo j �7� 1H��M 4 ¨R=
(6.11)
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comascláusulasseguintes(abreviando

j �7�
parä

R=
, comohabitualmente):

¨R=  F!C$-! P ¢ £ ¨R=  k! ¢ ) ¨R=  F! P ¢ (6.12)¨R=  U( ¢ £ µH� ± · (6.13)¨R=  UO ü ! ¢ £ µH� ± · ) µ � � � �  FOlW ��¢ * � P ¨R=  F! ¢ · (6.14)

A tı́tulo de exemplo,calculemosa interpretac¸ão do comportamentoO ü  F(m$X ü ( ¢ . Teremos:¨R=  FO ü  U(�$nX ü ( ¢u¢ £ µH� ± · ) µ � � � �  FOlW ��¢ * � P ¨R=  U(o$nX ü ( ¢ · (6.15)

Ora

¨R=  F(V$pX ü ( ¢ £ ¨R=  F( ¢ ) ¨R=  qX ü ( ¢£ µy� ± · ) µ � � � �  UXZW ��¢ * � P ¨R=  F( ¢ ·£ µy� ± · ) µ � � � �  UXZW ��¢ * � £ � ± ·£ µy� ± W/�rX ± · (6.16)

Substituindo(6.16)em(6.15)obtemos¨R=  UO ü  F(o$pX ü ( ¢T¢ £ µy� ± · ) µ � � � �  UO W ��¢ * � P µ�� ± W/�+X ± ·H·£ µy� ± · ) µH�VO ± W/�sOlWtX ± ·£ µy� ± W��sO ± W��VO WYX ± ·
cf. o diagrama O X� � �
Porcomodidade,muitasvezesabreviam-seexpress̃oesdecomportamentodaforma
“ O ü ( ” para“ O ”. É o queacontecenasigualdadesseguintes:

¨R=  FO ü  qXd$pu ¢u¢ £ ¨R=  UO ü Xd$6O ü u ¢ (6.17)£ ¨R=  UO ü Xd$6O ü  qX2$nO ¢T¢ (6.18)£ µy� ± W��sO ± W/�VOlWtX ± W��sO W\u ± ·



6.1. . . . “O QUE É UM EVENTO”? 243

quepodemserverificadasusandoascláusulas(6.12)e (6.14),cf. o diagrama

� � �� � �O X
u

� �
�
�

Exerćıcio 6.1 Sejam��ð¸ä1ð´ÐO� w�v express̃oesdecomportamento,e w � Ã ç�Ø Ç E È um evento. Para
cadaumadasigualdades â ü ò
queseseguem,verifiqueque

í »�Ç â È Ï í »�Ç ò.È :�y�È� ü � (6.19)���>ä ü äk�È� (6.20)�y� Ç ä��ÈÐ Èõü Ç �·�õä È �¥Ð (6.21)��� Î ü � (6.22)w Û Ç ���õä Èõü w Û ��� w Û ä (6.23){
Resolvidoo exerćıcio anterior,ficamoscoma possibilidadede,nainterpreta-

ção
¨R=

transformarexpress̃oesde comportamentode acordocom asequac¸ões
(6.19)a (6.23),umavezquesemostrouqueestassãoválidasnessainterpretac¸ão.
Porexemplo,(6.17)decorreimediatamentede(6.23),(6.18)decorrede (6.19)e
de(6.23)etc.

Oraétamb́emposśıvel mostrarquese
¨R=   � ¢ £ ¨R=  X> ¢ , ent̃ao

�Cx > deacordo
comasequac¸ões(6.19)a (6.23) � o quesignificaqueesseconjuntodeequac¸ões
é completoemrelaç̃aoa

¨R=
e podeserusadoseguramentepararaciocinarsobre

comportamentossemhaver necessidadede recorrerà interpretac¸ão fixadapelas
cláusulas(6.12)a (6.14)do homomorfismo(6.11). Tipicamente,o operadorde
alternativa $ e a constante( formamummonóideabelianoidempotente,sendoa
prefixaç̃aoumaoperac¸ãodistributivaemrelaç̃aoà alternativa.

Exerćıcio 6.2 Suponhaqueseintroduz,no modelo
í »

, umaconectiva desequenciac¸ão �zy�� ì coma
seguintedefiniç̃ao: í »�Ç �zy�� È Ê¢ÌºÍÏwó � {nä È í �þ� í »�Ç � Èyù ä�� í »�Ç � ì È Æ
onde Ý"Õtè�Ý designaconcatenac¸ãodeseqûencias(cf. Exerćıcio 2.9).�

cf. Secç̃ao5.5.
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Verifiquequaisdosaxiomasseguintessãoválidosparaestaconectiva:w Û Ç �zy´� ì È Ï Ç w Û � È y<� ì (6.24)�zy Ç � ì �È� ì ì È Ï Ç �zy´� ì È � Ç �zy´� ì ì È (6.25)�zy Ç � ì y´� ì ì È Ï Ç �zy´� ì È y�� ì ì (6.26)�zy Î Ï � (6.27)Î y´� Ï � (6.28)Ç � ì �¥� ì ì È y´� Ï Ç � ì y�� È � Ç � ì ì y�� È (6.29){
Exerćıcio 6.3 Considerea extens̃ao ao modeloPS parasem̂anticade comportamentos,na qual é
acrescentadoum novo operadordeprefixaç̃ao,dito de prefixaç̃ao activae designadopor “:”, como
significadoinformal quesesegue: A prefixaç̃ao w Â � difere de w Û � por sermaisactivaqueesta,na
medidaemque w aconteceimediatamenteenãochega a serobserv́avela hist́oria vazia å¶æ .

Nestaextens̃ao,designada
í » ì , teremosent̃ao:í » ì Ç w Â � È Ï ó Ý"Õtè�Ô Ç w ð7× È í ×î� í » ì Ç � È Æ

sendoiguala
í »

quantoaosrestantesoperadorescomportamentais.

1. Mostrequeo doḿınio dainterpretac¸ão
í » ì nãoé fechadoporprefixos.

2. Mostrequeo axioma Ë ��� w v Â �5� Î ü �
nãoseverificaem

í » ì .
3. Mostreque,paratodoo comportamento� eevento w , severificaem

í » ì o axiomaÇ w Â � È � Î ü w Û �{
Exerćıcio 6.4 Considereosseguintesoperadoressobre

w|v
onde,parasimplificaranotaç̃ao,seescreve}

emlugarde
Ã ç�Ø Ç E È :�/~ ±,� Â+w v � Ç } � } ÈîÚ1Å�w v

/* cujoefeitoé renomearoseventosem � deacordocoma substituic¸ão± */� ³ ÃSÂ+w�v � ��� Ú1Å�w�v
/* cujo efeitoé truncar o comportamento� a partir da ocorrênciade
qualquerdoseventosem

Ã
*/

Definaa interpretac¸ão
í »

dosdoisoperadoresacimaintroduzidose verifiquesesãoválidas,em
í »

,
asigualdadesseguintes: Ç �5�¥�rì È ~ ±,� ü �/~ ±L�)�È�rìF~ ±L� (6.30)Ç ���¥� ì È ³ Ã ü � ³ Ã �È� ì ³ Ã (6.31){
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6.1.3 A Inter pretaç̃ao �0�
Há,éclaro,muitasoutrasinterpretac¸õessem̂anticasparaexpress̃oesdecomporta-
mento,paraalémde

¨R=
. É provável quesetenhasentido,aliás,quea interpreta-

ção
¨R=

identifica comportamentosque intuitivamenteparecemdiferentes,por
exemploosdoismembrosdaequac¸ão(6.23).A “diferença” équenomembroes-
querdoa possibilidadedeescolha(alternativa) aparecenumest́adiodacomputa-
çãoposterioraodomembrodireito,ondeessaescolháe feita logono inı́cio.

A interpretac¸ão �U� — acŕonimode‘RootedTrees’— quesesegue,fazessa
distinç̃aoe baseia-senosdiagramasdecomportamentoquesedesenharamnase-
cçãoanterior.Seja �f� o conjuntodetodasasárvoresdecomportamentofinitas
cujosramosest̃aoetiquetadosporeventosde � ¥��  UD ¢ . Sejaj � � 1H��M 4 �U�
o novo homomorfismo,alternativo a (6.11),tal que

1. �f�� U( ¢ (i.é

j � �  U( ¢ ) éa árvoretrivial semramos,queserepresentapelasua
ráız � ;

2. Se �U�p k! ¢ é a árvoredecomportamento !�� � �
��� � � �

ent̃ao �f�� UO ü ! ¢ é a árvore
�
�O
!�� � �
��� � � �

3. Sendo�U�p k! ¢ e �f�� F!QP ¢ asárvoresdecomportamento

!�� � �
�J� � � � !QP�� � �

�L� � � �
ent̃ao �f�� F!8$6!QP ¢ seŕa a árvore �

! ! P
������
� � � � � �
� � � �
����
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queseobt́emidentificandoasráızesdasárvoresdecomportamentode ! e!QP .
Porexemplo, �U�p FO ¢ £ �f�� UO ü ( ¢ seŕa a árvore

�
� O

(6.32)

Já �U�p UO0$nO ¢ £ �U�p FO ü (o$6O ü ( ¢ é a árvore O O�
�

�� � ��� � �
(6.33)

Logo, temosjá um contra-exemplo,nestainterpretac¸ão,daequac¸ão (6.19),con-
siderandoqueasárvores(6.32)e(6.33)são“diferentes”.A mesmacoisaacontece
comaequac¸ão(6.23),já que,porexemplo,a interpretac¸ão �U� de O ü  UX0$Nu ¢ é

�
� OX u�
�

�� � ��� � � (6.34)

enquantoqueade O ü X0$nO ü u é O O�
�

�� � ��� � �
�
�X �

� u (6.35)

Assim,a interpretac¸ão �U� parecesatisfazerapenasasequac¸ões(6.20),(6.21)
e (6.22),istodesdequeseacheque,comrespeitoa (6.20),asárvoresO X�

�
�� � ��� � � X O�

�
�� � �-� � �

(6.36)

porexemplo,“sejam”a mesmáarvore.Carecemos,pois,deummodelomateḿa-
tico parao doḿınio �U� , já queo usodediagramasdeárvoresdecomportamento
é demasiadoinformal.

Umaprimeiraaproximac¸ãopodeserconsiderarumaárvoredecomportamento
semelhanteaumaárvorededecis̃ao(relembrarExerćıcio6.1)semnósetiquetados
e comramosetiquetadoscomeventosdeEve(D ):
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�U� �£ � ¥��  FD ¢Z� �U� (6.37)

Contudo,nestaaproximac¸ão,árvorescomo(6.33)nãosãorepresent́aveis,pois O
nãopodeocorrerduasvezesno doḿınio deumafunção � Pp�U� deacordocom
(6.37).

Relaxandoent̃ao a funcionalidadeimplı́cita em (6.37), teremosuma nova
aproximac¸ão, �U� �£ E ����� V M a Y � � (6.38)

denaturezarelacionalquejánospermiterepetiro mesmoeventoaomesmonı́vel,
masaindasemo efeitodesejadodemulti-ocorr̂encia,poisasrelaç̃oesµd FOlW/� ¢ W) FOlW/� ¢ ·
— formalizaç̃aodaárvore(6.33)— eµ� UO ü � ¢ ·
— formalizaç̃aodaárvore(6.32)— sãoamesmarelaç̃ao!

A evolução maisnaturalde (6.38)no sentidode registara repetiç̃aode sub-
árvoresé converterconjuntosemseqûencias,e.g.�U� �£  F� ¥��  FD ¢+3 �U� ¢ � (6.39)

interpretandoa alternativa de comportamentospelaconcatenac¸ão de seqûencias
(cf. Exerćıcio 2.9), �U�p k!�$-! P ¢ £ �U�p k! ¢�e �U�p k! P ¢
masagoratemosordementreassub-́arvores,o quenão queŕıamospois vai-nos
distinguirasduasárvoresde(6.36).

A noç̃ao “intermédia” entreconjuntos( EJ� ) e seqûencias( � � ) quenosinter-
essáe a demulti-conjunto, i.éumconjuntoemquequalquerelementopodeocor-
rer maisdo queumavez (relembraro Exerćıcio 1.38). Precisamospoisdeuma
extens̃aoa EL� . Reparemosque E � �£   ¨ $ ¨ ¢ � (6.40)

pois
¨ $ ¨ �£ E , relembrando(2.48)noExerćıcio2.6.Naseqûenciadesseexerćıcio,

vimosaindaque,para� e � emSets,� � � �£  º�H$ ¨ ¢ � (6.41)

cf. (2.108).Combinandoagora(6.40)com(6.41),teremos
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E � �£ � � ¨
(6.42)

querdizer, um conjunto � PÌEL� podeserencaradocomoumafunçãofinita que
indica, paracadaum dos elementosdo seudoḿınio, que esteocorreuma vez
no conjunto. Ora, sequeremosconjuntosondea ocorr̂enciapossasermúltipla,
basta-nosestender(6.42)a

� � Ø ¦ (6.43)

e teremosaquio desejadomodelodemulticonjunto,tal comoo especificamosno
exerćıcio 1.38. Assim, o multiconjuntovazio é representadopela função finita
vazia òõô , e a uniãodemulticonjuntos,designadah�� ¤ , correspondèa adiç̃ao
demulticiplidadestal comovemdefinidaem(1.102).

Voltandoa(6.38),teremosparao doḿınio de �U� o modeloseguinte,�U� �£  U� ¥��  UD ¢+3 �f� ¢8� Ø ¦ (6.44)

sobreo qualsedefinea interpretac¸ãoseguinte:�f�� U( ¢ £   ¢�U�p F!8$6! P ¢ £ �U�p F! ¢ �6�U�p F! P ¢�f�� UO ü ! ¢ £ ��  UO Wt�U�p F! ¢T¢¨ ��
(6.45)

Reparemosagoraque,paraqualquer!þP �þM�f�� F!8$6! ¢ £ �U�p F! ¢ �6�U�p F! ¢£ ¯ �EL�U�p F! ¢   � ¢ ³�� I��Q� U V � � V�� aia�£ �U�p F! ¢
Logo $ não é idempotente(6.19)no modelo �U� , comoqueŕıamos.Nãosendo
difı́cil provarque � éassociativaecomutativa— cf. (A.24)e(A.25)noExerćıcio
4.7 — teremosverificadasasequac¸ões(6.20)e (6.21). Como �U�p U( ¢ £   ¢ , cf.
(6.45)e   ¢ é elementoneutrode � , temostamb́em verificadaa equac¸ão (6.22).
Falta apenasverificar a (6.23). Pegandono contra-exemplo O ü  UXp$au ¢ (6.34),
teremos

�f�� UO ü  UXd$Nu ¢T¢ £ ��  UO Wt�U�p qX�$pu ¢u¢¨ �� £ ��  FOlWz�f�� qX ¢ �6�U�p �u ¢T¢¨ ��
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enquantoque�U�p UO ü Xd$nO ü u ¢ £ �f�� UO ü X ¢ �6�U�p UO ü u ¢£ ¯  UO Wt�U�p UX ¢T¢¨ ³ � ¯  FOlWz�f�� �u ¢T¢¨ ³
ouseja, �U�p UO ü  UXd$Nu ¢T¢ �£ �U�p UO ü Xd$6O ü u ¢
o quesignificaque(6.23)tamb́emnãoseverifica.

Emresumo,nainterpretac¸ão �f� , $ e ( formamapenasummonóideabeliano
e a prefixaç̃ao não distribui em relaç̃ao a $ . Assim, a congrûenciaequacional�£ � � temgrãosem̂anticomaisfino que

�£ ��� .
Note-sequeasinterpretac¸ões

¨R=
e �U� nãosãoasúnicasposśıveis. Na ver-

dade,elasrepresentamdois “limites” mateḿaticamentesimplesentreos quais
outrasinterpretac¸ões,maispróximasda realidademasformalmentemuito mais
elaboradas,sepodemdefinir. A suadiscuss̃aoquesaifora do âmbitodopresente
estudo,́e referidanaSecç̃ao5.5.

Exerćıcio 6.5 No estudodainterpretac¸ão
x ¼

deu-se,comoprimeiraaproximac¸ão,o modelo
x ¼ ÚÏÃ ç�Ø Ç E È � x ¼

— cf. (6.37)— que,naverdade,́e aindasemelhanteaomodelo
í »

. Mostreque,de
facto,é posśıvel definirumafunç̃ao

traços
Â x ¼ Å í »

traços
Ç Ü È Ê¢ÌºÍÏ Û"Û"Û

(onde
x ¼

é dadopor (6.37)) quedê, paracadaárvore Ü¤� x ¼ , o conjunto-
í »

de todasassuas
traject́orias— traços— desdea ráız at́e cadafolha.

Comodefiniria,nestavers̃aode
x ¼

, osoperadorescomportamentaisÎ ð�� e prefixaç̃ao?{
6.2 ComportamentosRecursivos

Todasasexpress̃oesdecomportamentoqueforamreferidasnassecç̃oesanteriores
sãodemasiadamentesimplesparacaptara realidadecomportamentalquemuitas
vezessepretendeformalizar. Por exemplo,pensemosnum cronómetroquefaz
contagemdetempoentreo accionamentodeum evento

= �f�o�U� at́e aoacciona-
mentode um evento

= � g¨ . A contagemé feita em termosda ocorr̂enciade
sucessivadoevento ��Ø��g� . Teremosqualquercoisacomo! £ = �<�o�U� ü  Î��Ø��g� ü  Î�þØ��g� ü  Y � �  ü  Î��Ø��g�¡ ¢Q£ ¤A ü   = � g¨ ü ( ¢u¢T¢u¢T¢
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ou,abreviadamente,! £ = �<�o�U� ü ��Ø��g� ü ��Ø��g� ü  � �  ü ��Ø��g�¡ ¢�£ ¤A ü = � g¨ ü ( (6.46)

Reparemosquea express̃ao(6.46)seencontra“parametrizada”pelovalor
�

decadacontagemde tempo. De facto,paracadacontagemconcreta,o valor de�
seŕa diferente.Seŕa quenãopodemosencontrarumaexpress̃aogeńericaparao

comportamentodonossocronómetroqualquerquesejaasuacontagem?Vejamos
como.

O cronómetroestaŕa completamenteinactivo a nãoserquesejaaccionadoo
“botão”

= �<���f� , i.é ! £ (o$ = �f�o�U� ü h (6.47)

ondeh é o comportamento,parajáaindanãoespecificado,correspondenteaoque
acontecedepoisde

= �f�o�U� seraccionado.É razóavel, à luz dasinterpretac¸ões
sem̂anticasqueatŕasseviram,reduzir(6.47)a! £ = �<���f� ü h (6.48)

Passemosagoraa especificarh , o comportamentoassociadoao processode
contagem.Se

= � g¨ fôr accionado,acontagempáraimediatamente:h £ = � g¨ $ ü�ü/ü
Casocontŕario, o evento ��Ø��g� marcaŕa umaunidadede tempoe a contagem
prosseguirá: h £ = � g¨ $'��Ø��g� ü h (6.49)

Bom,(6.48)e(6.49)especificamumcomportamentoparacronómetrosdotipo
“useedeitefora”, poisapós

= � g¨ o cronómetroficaŕainactivo parasempre.Um
cronómetro“reutilizável” teŕa,ent̃ao,o comportamento° ! £ = �f�o�U� ü hh £ = � g¨ ü !C$'��Ø��g� ü h (6.50)

Reparemosagoraquetantoaequac¸ão(6.49)comoasduasequac¸õesde(6.50)
são definiç̃oes(mutuamente)recursivas. O quenosfaz perguntar, de imediato,
seestaremosnumcontexto algébricoemqueequac¸õesrecursivastenhamsignifi-
cado.

Nãotrataremosesteproblemacoma profundidadequeelemerece,masantes
mostraremosqueo tratamentosem̂anticoda linguagemde eventos� M é crucial
paraa suaresoluç̃ao. Peguemosnaequac¸ãorecursiva (6.49),e generalizemosos
eventosconcretos

= � g¨ e ��Ø��g� por śımbolosdeeventosabstractosO e X :h £ O2$pX ü h (6.51)
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Consideremosainterpretac¸ão-̈
R=

, porexemplo,segundoaqualteremosaseguinte
traduç̃aosem̂anticade(6.51):h £ ¨R=  FO0$nX ü h ¢£ µy� ± W/�+O ± · ) µ � � � �  UXZWz! ¢ *s!þP h · (6.52)

Nãoédifı́cil conjecturaruma
��ü ¡ ü � ü sobreo doḿınio-̈

R=
naqual(6.52)podevir a

serresolvidapeloTeoremadeKleene: ¥ seŕaomenorconjuntodetraçosfechados
porprefixos,µy� ± · , e

©
a inclus̃aodeconjuntosfechadosporprefixos.

Exerćıcio 6.6 Mostrequea simplesuniãodeconjuntosfechadospor prefixoséum conjuntofechado

porprefixos.{
Contudo,relembremosque a axiomatizac¸ão que constado Exerćıcio 5.3 é

completaparaa interpretac¸ão-̈
R=

. Logo, essaaxiomatizac¸ão deverá ser sufi-
cientepararesolvermos(6.51)semnospreocuparmoscomoscálculosde(6.52).
O comportamento( correspondèa basede iteraç̃ao de Kleene(relembrarque¨R=  F( ¢ £ µ�� ± · ) ea ordemseŕacaracteriźavel pelascláusulas! © !C$-! P! P © !C$-! P
paratodoo !gWz!�PP � M .

Naseguinteconstruc¸ãodacadeiadeKleenecorrespondentèaequac¸ão(6.51),
para

�  Sh ¢ £ OB$-X ü h , usaremosa seguinteconvenç̃aodenotaç̃ao,paraqualquer
evento O PB� ¥��  FD ¢ , !�P�� M e

� PnØ ¦ G :O AL¦�? ü ! £ O ü O A ü !O G ü ! £ !
abreviando-seaindaO A ü ( paraO A . Teremosent̃ao:� G  F( ¢ £ (� ?  F( ¢ £ �   � G  F( ¢u¢ £ �  F( ¢ £ Od$pX ü ( £ O0$nX� �  F( ¢ £ O0$nX ü  FO2$nX ¢ £ O0$nX ü O0$nX ��¨§  F( ¢ £ O0$nX ü  FO2$nX ü O0$nX � ¢ £ O2$pX ü O0$nX � ü O0$pX §

...� f  F( ¢ £ X f $�© f _?gtª G X g O

...
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ouseja,no limite
� £a« , ¬ � £ X � $nX � ü O (6.53)

designandopor X � o comportamentocujainterpretac¸ão-̈
R=

é µ�X · � . Como X A ©X A ü O , teremosque X A $�X A ü O £ X A ü O , ouseja,obtemoso menordospontosfixos¬ � £ X � ü O (6.54)

O resultado(6.54) confirmaa nossaintuição: no comportamentoespecificado
por(6.51)podeindefinidamenteacontecero evento X , atingindo-sea inactividade
apósacontecerO .

Exerćıcio 6.7 Mostreque
í »�Ç� � Èîð í »�Ç� � Û w È .{

Voltandoaocronómetroespecificadorecursivamentepor (6.49),teremosque
o seucomportamentovema ser, deacordocom(6.54),��Ø��g� � ü = � g¨
oumelhor, = �<���f� ü ��Ø��g� � ü = � g¨
combinandoesteresultadocom(6.48).

6.3 InterfaceseModeloscomComportamento

A noç̃aodeinterfacecomeventos(Definiç̃ao5.1)podeagoraserenriquecidacom
a inclus̃ao de umaexpress̃ao de comportamento(recursiva, em geral) quepre-
screva o comportamentodequalquermodeloseu,ou que,sequizermos,indique
qualaactividadeposśıvel (eespeŕavel) deumtal modelo.

Definição6.3(Interface Comportamental) Seja ®#¯c°U±.Wz²�³´Wtµ|¶ umainterface
comeventostal comofoi formalizadapela Definiç̃ao 5.1. Seja ·¸º¹o» um µ -
comportamento.

Então ao quádruplo °F±^¼/²�³J¼tµl¼z·�¶ daremoso nomede interfacecomportamen-
tal. ½

Note-sedesdejá que, umaexpress̃ao comportamental·p¸¾¹�» apresentada
numainterfacecomessecomportamentopodeserapresentadarecursivamentepor
um sistemade equac¸õesde comportamento,entendendo-sepor · o menordos
pontos-fixosdaequac¸ãoqueé apresentadaemprimeiro lugar. É o queacontece
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comaseguinteinterface¿ÁÀ>ÂÁÃ&Â deumcronómetro,cujocomportamentosevai
buscara (6.50): ÄÆÅ�Ç\ÈÊÉ,Ë¨ÌAÍ�È ¿ÁÀÁÂÁÃÂ²ÊÎ ÉgÇ ²ÐÏ ÈÊÑiÒ ÎÎ Ò ²ÐÓiÔÖÕ×Ï ÈÊÑmÒ Î²�Ø Í ÔLÏ ÈÊÑiÒ Î�Õ×Ï È�ÑmÒ Î² Ç\Ì´Ç\ÈÚÙ ÔLÏ ÈÊÑmÒ ÎÈÊÛ´ÈÊÅ�Ç ²ÝÜ8ÏoÞoÀ�ÏMÔÖÕÜ8Ï�ÂÁß#ÔÖÕ×Ï ÈÊÑmÒ ÎÏo±´¿Áà×ÔÖÕ· È,á^Ì´Û´Ä ÎgØ É ·r¯aÜ8ÏoÞ�À�Ïoâ ããd¯äÜ8Ï�ÂÁß�° Ç\å ¶Qâæ·8çnÏo±A¿Áàèâ ã

(6.55)

Em(6.55)aparece,assim,umacláusulaadicionaldecomportamentoreferenciada
pelapalavra-chavebehaviour.

Vejamosagoraum dos posśıveis modelosde ¿ÁÀÁÂÁÃÂ — um cronómetro
capazdecontartempomódulo éLêzë :¿ÁÀÁÂÁÃÂÁì�éL¹i±JÏ�Ü Ô Õí¿ÁÀ>ÂÁÃ&Â

¿ÁÀÁÂÁÃÂÁì�éL¹i±JÏ�Ü î�ïÆð¯
ñòòòòòòòòó òòòòòòòòô

²ÊÎ ÉgÇ ²ÐÏ ÈÊÑiÒ Î�õ¯ºö Ç|÷�øoùrÇ ¸2é êtëLúÎ Ò ²ÐÓ�î�ïÆð¯ûÓ²�Ø Í ° Ç ¶ î�ïÆð¯ É,ÈÊÑ °�üqý|þëtÿ�� ¶ÈÊÛ´ÈÊÅ�Ç ²ÝÜ8ÏoÞoÀ�Ï î�ïÆð¯ � å ¯ ÓÜ8Ï�ÂÁß�° Ç\å ¶ î�ïÆð¯ Ç\å ¯ ����� å ¯ �Ïo±´¿Áà î�ïÆð¯ � å ¯ä²�Ø Í ° � ¶
(6.56)

Faltaapenasdiscutiranoç̃aodesatisfaç̃ao,porpartedeummodelo,comrela-
çãoaumainterfacecomcomportamento.Seo modelodersem̂anticatotala todos
oseventos(é o queaconteceem(6.56))elesatisfaz trivialmentea suainterface,
já que,estandosem̂anticamentedefinidaqualquercombinac¸ãodeeventos,estaŕa
tamb́emo comportamentooferecidopelainterface.Setal nãoacontecer, porém,
não podea interfaceoferecertraços que vêm a ser imposśıveis de “correr” no
modelo,porhaverdesajusteentreaspré/pós-condic¸õesdoseventosenvolvidos.

Seja

Ç ¸MßRÜs°F·�¶ um traço de eventosadmisśıvel pelo comportamento· pre-
sentenumainterface ® . Seja� um(pretenso)modelode ® . Definiremos� ° Ç ¶ —
a avaliaç̃aode

Ç
em � — comosesegue:

� °��
	o¶ ¯ ø �������� (identidadesobreo estado²�³ ) (6.57)� °���� þ ¼�â�â�â�¼�����	o¶ ¯ ��°�� þ ¶��oâ�â�â�����°����^¶ (6.58)
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onde“ � ” designaa composic¸ão de relaç̃oes, i.é para Þ um conjuntoe Àm¼zÜ �Þ"!2Þ , À#�rÜp¯ ö ° Ì ¼ Ì å ¶r¸0Þ"!2Þ ù $ Ì å å ¸2Þ Ô Ì À Ì å å � Ì å å Ü Ì å ú
cf. (1.52).Note-seaindaquecada� °���%k¶ em(6.58)designaaprojecç̃aoa � °F²�³,¶ da
relaç̃aoespecificadaem � comosem̂anticade ��% , cf. Definição5.2.Porexemplo,
considere-seo traço Ç ¯"�oÜ8ÏoÞoÀ�ÏV¼tÏo±A¿Áàè¼zÜCÏ�ÂÁß�° Ç å ¶&	
admisśıvel em ¿ÁÀ>ÂÁÃ&Â (6.55). A avaliaç̃aode

Ç
em ¿ÁÀ>ÂÁÃ&ÂÁì�éJ¹ ±�Ï�Ü seŕa a

composic¸ãoderelaç̃oes¿ÁÀ>ÂÁÃ&ÂÁì´éL¹i±JÏ�ÜV°FÜ8ÏoÞ�À�Ï�¶'�¿ÁÀ>ÂÁÃ&ÂÁì�éJ¹ ±�Ï�Üs°qÏ�±´¿Áà ¶(�¿ÁÀ>ÂÁÃ&ÂÁì�éJ¹ ±�Ï�Üs°FÜCÏ�ÂÁß�° Ç å ¶Y¶
i.é, apósconvenienterenomeac¸ãodevariáveis,° � å å ¯MÓ´¶)��° � å å å ¯ � å å ç ø ¶)��° � å ¯ � å å å ¶
ouseja,simplificando, ° � å å ¯äÓ�¶)��° � å ¯ � å å ç ø ¶+*� å ¯MÓoç ø *� å ¯ ø
qualquerquesejao estadoinicial � .

Podemosfinalmenteestabelecerque � satisfazumainterface®è¯ °F±^¼/² ³ ¼tµl¼z·�¶
desdeque,paratodo o

Ç ¸HßRÜs°F·�¶ , � ° Ç ¶�, - , ou sejanenhumtraço oferecido
nainterfaceé impratićavel no modelo.Veja-seo seguintecontra-exemplo:supo-
nhamosqueà interfaceÜCÏoÞ�¿Áà Ü , satisfeitapelomodelo Ü8ÏoÞ�¿Áà/.l±AÜ8Ï (5.9),
é adicionadaumaexpress̃aodecomportamentoqueofereceo traçoÇ ¯0�+±´Ãè±�ÏV¼tßRÂÁß�°21 å ¶&	
Oraé fácil dever quea avaliaç̃aode

Ç
em Ü8Ï�Þ�¿Áà3. ±´ÜCÏ conduza umarelaç̃ao

bináriasobrea esṕecie Ü Ç\ÌAÍ 4 queé descritapelacondiç̃ao� å å ¯"�
	 ��� å å 5¯"�
	 ��� å ¯ Ç\Ì´Ä 6 ° � ¶
(emqueo segundo � é nãoestrito)que,aoseruniversalmentefalsa,descreve a
relaç̃ao vazia. Logo, ÜCÞ�¿Áà/.l±AÜ8Ï passaa não satisfazeresseenriquecimento
comportamentaldainterfaceÜ8ÏoÞ�¿ÁàÜ .
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6.4 Exerćıcios

Exerćıcio 6.8 Suponhaqueseenriquecea interface 798�:�;=<
7 como comportamento:>@? ACBDA 8�E FHGI7KJMLONQP�E RR ? FHGI7KJML STPUE RVWFX=F�LYS&Z[P�E R
Verifiquese 7K:�;=<]\ A 7^8 satisfazessainterfacecomportamental._
Exerćıcio 6.9 É muito popularum modelode relógio digital comum visor dequatrod́ıgitose dois
botões, 7a` e 7cb — por vezesdesignadosModee Set, respectivamente— queobedecèasseguintes
instruç̃oes:

Operation of Your Watch

- RUN I MODE

Hours & Minutes : Normaldisplayshows hoursandminutes.

Month & Date : Press7a` onceandrelease.

Seconds : Assumingnormaldisplay, press7�` andrelease.

Normal Display : Press7a` onceandrelease.

- RUN I I MODE

Hours & Minutes/Month & Date : Assumingnormaldisplay, press7cb once,
thedateandtimewill begin flashingbackandforth for 2 secondseach.

Seconds : Press7a` onceandrelease.

- SETTING YOUR WATCH

Month : Press7cb onceif at RUN I I MODE, or press7cb twice if at RUN I
MODE. Advanceby pressing7a` .

Date : Press7cb onceandrelease.Advanceby pressing7a` .
Hours : Press7cb onceandrelease.Advanceby pressing7a` .
Minutes : Press7Kb onceandrelease.Advanceby pressing7�` . Theseconds

areresetto zeroandplacedonhold.

Normal Display : Press7cb onceto changeto hold time display. Then,press7�` onceto changeto normaldisplay.
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Suponhaquealgúempretendeespecificarformalmenteainterfacedestetipo derelógio, tendochegado
aoseguinteesboc¸o: N2dfeQg�hjilkCm�gon3:)8I;=Jp�q hre p E�E�EqUstp E�E�Ep eQk&eQguE�E�Eg�vCg�dwe p 7a`jx�7cb�y z> g�{lkCv&N q}| h >(? 7�`jE {t~=��V�7cbTE il�[k p {{t~=� ? 7�`jE p g}m q df� pp g}m q df� p ? 7�`jE������i��Ok p { ? 7�`jE������}VW7KbTE � q dfeQ{� q dfeQ{ ? 7�`jE������}VW7KbTE�������Ck&eQg ? 7�`jE������}VW7KbTE������{ q�| h p ? ������DN�d | eQg p ? �����
Completeacláusuladecomportamento(

> g}{lkCv&N q�| h ) dainterface n3:)8�;=J deacordocomasinstru-

çõesacima._
Exerćıcio 6.10 Um assuntoqueficouporabordarnestecaṕıtulo foi acomposic¸ãomodulardemodelos
cujainterfaceexibe comportamento.Umaformadeexprimir o comportamentodo modeloresultante
passapelaintroduç̃aodemaisumoperadorsobre��� ,>���> Z yC���]�]���]�lz"���
cujoefeitoé colocaremparalelooscomportamentos

>
e
> Z , emulandoasua“execuç̃aoempartilhade

tempo”tı́picadequalquersistemaoperativo. Assim,
>���> Z poderealizartodososeventosem

>
ou
> Z ,

intercalando-osdeformaarbitŕaria,masrespeitandosemprea ordemdasuaocorr̂enciaemcadauma
dasparcelas.

Definaainterpretac¸ão F7 dooperador
�
everifiquesesãoválidas,em F7 , asigualdadesseguintes:>)��>�� >

(6.59)>)����� �
(6.60)

_
Exerćıcio 6.11 No exerćıcio anteriordefiniu-sea interpretac¸ão-F7 da construc¸ão

>�?�>}�H�j>��
, de

formasimplificada.
De facto,sempreque,em

> � ��> �
, um evento � ocorretantoem

> �
comoem

> �
, dizemosque � é

umacomunicac¸ãoentre
> �

e
> �

. Assim,acorrespondenteinterpretac¸ão F7 deveŕa possibilitarquera
ocorr̂enciaseparadade � em

> �
eem
> �

(comunicac¸ãonãorealizada)queraocorr̂enciasimult̂aneade� em
> �

e em
> �

(comunicac¸ãorealizada),queserepresentapor um eventoespecial� . Porexemplo,
nocomportamento >)? ��E ��E ���� E ��E �
aocorr̂enciasimult̂aneade � traduzir-se-́a naadiç̃aodostraços � � x��f� e � � x���x��K� eseusprefixos.

RedefinaF7aL >}����>�� P parao casogeral,tendoemcontaestasofisticac¸ão._
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Exerćıcio 6.12 Nosexerćıciosanterioresfoi abordadaa interpretac¸ão F7 deum operadorsobre��� ,> � ��> � yC�����
���]�lz"���
cujo efeito é colocaremparalelo os comportamentos

> �
e
> �

, emulandoa sua“execuç̃ao em parti-
lha de tempo” tı́picadequalquersistemaoperativo. Em

> � �}> �
, seum evento � ocorretantoem

> �
comoem

> �
, dizemosque � éumacomunicac¸ãoentre

> �
e
> �

. Assim,acorrespondenteinterpretac¸ãoF7 possibilitaquera ocorr̂enciaseparadade � em
> �

e em
> �

(comunicac¸ão não realizada)quera
ocorr̂enciasimult̂aneade � em

>}�
e em
>��

(comunicac¸ãorealizada),queserepresentapor um evento
especial� . Porexemplo,nocomportamento>)? ��E ��E ���� E ��E �
aocorr̂enciasimult̂aneade � traduzir-se-́a naadiç̃aodostraços � � x��f� e � � x���x��K� eseusprefixos.

Suponhaagoraum outroconectivo decomposic¸ãoparalela,> �=� > � yC���]�
�����lz"���
idênticoaoanteriormasqueimpedearealizac¸ãodequalquercomunicac¸ãonãorealizada.No exemplo
anterior, ostraços ����x � � ou � � x���x��Kx���� , entreoutros,nãosãomaisposśıveis.

Completeaseguintedefiniç̃aode
> �� > �

emtermosdeoutrosconectivos já estudados:> �=� > �I�}���? > � ��> � E�E�E
Justifiqueasuaresposta._
6.5 NotasBibliogr áficas

O objectivo estecaṕıtulo foi apresentarao leitor a técnicade especificac¸ão da
sem̂anticadinâmicade modeloscom eventos(operac¸ões)atravésde express̃oes
de comportamento(possivelmenterecursivas)‘ à la’ Hennessy[Hen88], quede-
screvem a articulaç̃ao e encadeamentopreviśıvel doseventosoferecidosna sua
interface(viśıveis),numcontexto modular.

É de referir que,nesteestudoda vertentecomportamentalda especificac¸ão
formal,asabordagensaquiestudadasapenas“tocamapontado‘iceberg”’ queéa
teoriaalgébricadeprocessos,comoo leitor podeŕavercontinuandoaler [Hen88],
deondeseforambuscarapenasasinterpretac¸ões ßRÜ e À�Ï ê . A completudeda
axiomatizac¸ão propostaparao modelo ßRÜ (cf. Exerćıcio 6.1) é demonstradaa
pp.41-43de[Hen88].

O estudodalinguagemEPL de[Hen88] paradescriç̃aodeprocessospodeser
encaradocomomotivaç̃aoparaa ańalisedeoutrasnotaç̃oesmaiselaboradaspara
processos,como CCS [Mil89] e CSP [Hoa85]. A linguagemcomercialOCCAM

[JG86] animaespecificac¸õesCSP easuaconcepc¸ãotemmuitoavercomo desen-
volvimento,naúltimadécada,deumnovocomponenteelectŕonico,o ‘transputer’.¡

O Exerćıcio 6.3 inspirou-seem[Cos89].
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Finalmente,refira-seo trabalhopioneirodePark [Par80] nadefiniç̃aodeuma
sem̂antica relacionaldinâmicaparao não-determinismocomputacional,numa
abordagemporpontos-fixos.Note-sequeoestudodeprocessosconduz̀aextens̃ao
dosdoḿıniosdenotacionaisconvencionais,porexemplo,detraçosfinitosparatra-
çosinfinitos,edepontos-fixosmı́nimosparapontos-fixosmáximos.Porexemplo,
[Par80] ¢ mostraqueo maior dospontos-fixosda equac¸ão (6.51) é £)¤2ç#£�¥Jâ � ,
onde£)¤ designao traço infinito deeventos£ . Esteponto-fixocondiz,afinal,com
anossaintuiçãoquantoàpossibilidadedeumprocesso,quesecomportasegundo
essaequac¸ão,optarparasemprepeloramo £Zâ ã daalternativa �mç3£Zâ ã e,portanto,
nãoterminarnunca.

¦
Ver tamb́empp.248–252de[MA86]
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Caṕıtulo 7

Intr odução

7.1 Sobre o Binómio Especificaç̃ao-Reificaç̃ao

A investigac¸ãoemtecnologiadaprogramac¸ãodecomputadorestemevidenciado,
aolongodosúltimosanos,anecessidadedesesepararqualquerprojectode‘soft-
ware’emduasfasescomplementares:primeiroa suaespecificac¸ão formal— em
queseescreve um texto mateḿatico queprescreve semambiguidade“o que” o
‘software’emcausadevevir a fazer— seguidadasuaimplementac¸ão— emque
seacabaŕa por produzircódigo máquinainstruindoo ‘hardware’ sobre“como”
fazero quesepreescreveunaespecificac¸ãodequesepartiu.

Nos caṕıtulos anteriorespreocuṕamo-nosem estudartécnicasde especifica-
ção formal. É agoraa alturade abordarmostécnicasparaa implementac¸ão de
especificac¸ões.

Começaremospor notarque,umavez constrúıda umaespecificac¸ão, há em
geralmaisdoqueumamaneiradeinstruirumadadamáquinaparaqueestarealize
“o que”o especificadordesenhou(pense-se,porexemplo,naliberdadedeescolha
dealgoŕıtmos,deestruturasdedados,dalinguagensdeprogramac¸ão,do sistema
operativo, do compiladorparaessalinguagemetc.etc.). Portanto,a relaç̃aoentre
especificac¸ãoe implementac¸ão é deumapara muitas, querdizer, especificac¸ões
sãomaisabstractasqueimplementac¸ões.

Defacto,pordetŕasdaescritadeumaespecificac¸ãoest́aa ideiaqueelavai ser
lida, entendidae sujeitaa racioćıniospor sereshumanos,quesó querempensar
noproblemaemcausaabstraindodetodosospormenoresdoforo computacional.
Já umaimplementac¸ão sedestinaapenasa serexecutadapor umamáquina,tão
eficientementequantoposśıvel. Assim, todosos “truques” de programac¸ão in-
troduzidosnumaimplementac¸ão paraaumentara suaeficiênciasão,por inerên-
cia, detalhesirrelevantese semsignificadoao nı́vel da especificac¸ão de quese
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262 CAṔıTULO 7. INTRODUÇÃO

partiu þ . Em suma,o salto“epistemoĺogico” entreespecificac¸õese implementa-
çõesest́a longedeser“suave” e éaprincipalpreocupac¸ãodachamadatecnologia
da reificaç̃ao (ou refinamento), um ramorelativamenterecentedaengenhariada
programac¸ãodecomputadoresbaseadaemmétodosformais.

É claro que pretendemossempreque o comportamentode uma implemen-
taç̃ao sejaexactamenteaqueleque ficou prescritona suaespecificac¸ão formal,
requisitosemo qual a tecnologiado refinamentoperdeŕa todaa suarelevância.
Assim,o prinćıpio daverificaç̃ao mateḿatica da correcç̃ao deumaimplementa-
ção faceà suaespecificac¸ão é centrala qualquermetodologiade reificaç̃ao e,
naverdade,aquiloquehá demaisessencialno métodoformal adoptado.Trata-
se,antesdemais,decaracterizarmatematicamentea palavra “exactamente”que
acimase escreveu. Depois,há que viabilizar tecnologicamenteo processode
verificaç̃aoformal,estasendohistoricamenteadificuldademaisdifı́cil desuperar,
comosediscuteemseguida.

7.2 Análisedo “Estado da Arte”

O problemadaverificaç̃ao decorrecç̃aodeum programainsere-senumcontexto
maislato queé o dachamadavalidaç̃ao deprogramas,ou, sequisermos,no do
controlo dequalidadedo ‘software’enquantoprodutoindustrial.

A primeiraforma de controloda qualidadedeum programaqueseconhece
designa-sepor teste— ‘debug’ em jargão informático anglo-sax́onico — e é,
aindahoje e em larga medida,a maisutilizada. Consisteem corrigir um pro-
gramaporexecuç̃oessucessivas,numprocessode“erro e nova tentativa” próprio
daactuac¸ãodosseresirracionais.Osseusinconvenientessãobemconhecidos:

- éassumidamenteummétodoanti-cient́ıfico;

- é um métodoineficazpois,comoficou registadonafrasehistóricadeE.W.
Dijkstra,

. . .o testede um programa apenasdemonstra a existênciade
erros,nuncaa suaauŝencia.

Assim ë ,
testerevelaerros § programatemerros ° Ò §©¨L¶

testenãorevelaerros
5§ programanãotemerros °�ª Ò 5§«ªI¨L¶�

É precisamentepor criar umaconfus̃ao entreessesdetalhese a esŝenciado problemaemcausa
que,um programaqueo resolva — mesmoprofusamenteequipadocom coment́ariosadequados—
nãopodeserconsideradoadocumentac¸ãodesi próprio.�

Faça-seaanalogiacomaverificaç̃aodeumasomaaritméticavia “prova dos9”. . .
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- é um métododeaplicaç̃aorestrita,poismuitasaplicaç̃oesem“temporeal”
sãovirtualmenteintest́aveis,e.g. emáreascomoa aquisiç̃ao dedados‘on
line’, o controloanti-ḿıssiletc. ê ;

- é um métodoque implica custoselevados,pois “errandoe tentandode
novo” o programadornecessitaŕa de mais tempoparao desenvolvimento
eo seuempregadorteŕa maioresencargosfinanceiros(saĺariosetc.);

- éummétodoqueconduz̀aexcessivautilizaçãoderecursoscomputacionais,
agravandoosencargosfinanceirosdodesenvolvimentopelacomprademais
máquinasdoquenecesśario;

- é um métodoirresponśavel, pois a impossibilidadehumanade testarat́e
à exaust̃ao um programa“iliba” qualquerprogramadordassuasrespons-
abilidadesprofissionais,o queé contŕarioaoesṕırito damodernaproduç̃ao
tecnoĺogica;

- é um métodode“cura” deficiente,já quea experîenciamostraquemuitos
errosdetectadosna fasede testede um programaforamoriginadosmuito
cedonoseuprocessodedesenvolvimento;removertaiserrosnofim detudo
(emvezdasuadetecc¸ãono inı́cio) é obviamentemaisdifı́cil e trabalhoso
— e.g. recuperardeumamáescolhadeumaestruturadedadospodeforçar
asubstituiç̃aodetodososalgoŕıtmosaelaassociados;

- finalmente,́e um métodoqueagrava o processodemanutenc¸ãopois,com
osinconvenientesacimareferidos,a manutenc¸ãodo códigoocupaŕa inevi-
tavelmenteum lugar predominantena contabilizac¸ão total dos custosde
produç̃aode‘software’.

Umaformaalternativaparacontrolodaqualidadedosprogramas— achamada
verificaç̃ao — demarca-seemrelaç̃aoao testeaopretenderverificara correcç̃ao
de um programasemqueseprecisede o executar. Estaideia paracontrolode
qualidadeem‘software’ surgiu nosanos60 a partir de trabalhosde investigac¸ão
quemostraramserposśıvel “calcular” o significadomateḿaticodeum programa
decomputador¢ . Passavaassima poderserequacionadaumaespecificac¸ão ¬ de
umproblemaaresolver, comumprogramaß candidatoasoluç̃ao.Surgiu ent̃aoo
prinćıpio básicodaverificaç̃ao: dadaaespecificac¸ão ¬ , constŕoi-seumprogramaß quesupostaeassumidamentesatisfazessaespecificac¸ão;o passodeverificaç̃ao
consisteemprovarque   ß�® ® sat ¬ (7.1)¡

Faça-seaquia analogiacoma impossibilidadedesimularemlaborat́orio a cargadeum gerador
deenergia daordemdeGWattsdepot̂encia.¦

Cf. trabalhospioneiroscomoosdeMcCarthy[McC63] e Floyd [Flo67] queest̃aonaorigemdas
técnicasdesem̂anticadenotacionaldaslinguagensdeprogramac¸ão.
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onde
  ß�® ® designaa sem̂anticaformal,ou denotacionalde ß (cf. secç̃ao7.7)e sat

é umarelaç̃aológicadesatisfaç̃aoadequadaaoformalismodeespecificac¸ão.
O processode controlo de qualidadetransformava-seassimnum exerćıcio

de mateḿatica. Mas é de suspeitarque, paraespecificac¸ões ¬ de programas
“reais” ß , com algunsmilharesde linhas de código, tanto o cálculo de

  ß�® ®
comoa demonstrac¸ão de (7.1) sejamincomport́aveisna prática. Dáı o “f alhan-
ço histórico” do método,hojedesignadopor verificaç̃ao est́atica ou a posteriori.
O termoa posterioriret́emo factode,nestemétododeverificaç̃ao,só seriniciado
o argumentodecorrecç̃aoapós todoo programaß seencontrarrealizado.Orao
“bom senso”apontaparaa necessidadede sefazeremargumentosde correcç̃ao
comport́aveis,o que,paraprogramas“reais”, só é posśıvel seo argumentoseini-
ciar, dealgumaforma,antesdaśıntesefinal do programaa desenvolver. A ideia
foi ent̃aoa dereduzira complexidadedo argumentodecorrecç̃aoestruturando-o
emsub-argumentos,damesmaformaqueum mateḿatico,perantea necessidade
deprovarumteoremaelaborado,estrategicamenteo decomp̃oeemteoremasaux-
iliares(lemas), ‘mind sized’,queprovaisoladamente.

Suponhamosquea especificac¸ão ¬ , de ondese parteparaa construc¸ão deß , é — por muito complicadaqueseja— umaexpress̃aomateḿaticada forma
abstracta ¬ ¯°¯+°�¬ þ ¼�â�â�â�¼}¬�� ¶
Seŕa estrat́egicoveremcada¬ % uma“sub-especificac¸ão” do problemaemcausa,
sub-especificac¸ão no sentidode especificar“uma parte” do problemaoriginal.
Saltaà ideia pensar-sequetalvez exista um programaß�% , com todaa probabil-
idademais“pequeno”que ß , queimplementacada¬D% . Quecadaß�% satisfaz ¬�%
podeverificar-sedemonstrando

Å
-lemasdaforma  ß�%Q® ® sat ¬�%

Faltaŕa agora,apenas,descobrircomocombinaros

Å
-subprogramasß�% entresi,

porexemplo,construindo ± °Fß þ ¼�â�â�â�¼zß�� ¶
onde
±

designaumaconstruc¸ão sint́aticaadequadadispońıvel na linguagemde
programac¸ãoqueest́aaserusada(e.g. if ß þ then ß ë else ß ê ), por forma
a queo teorema“final”,   ß þ ® ® sat ¬ þ � â�â�â �   ß � ® ® sat ¬ �  ± °Uß þ ¼�â�â�â�¼tß �² ³j´ µ¶ ¶U® ® sat ¯+°�¬ þ ¼�â�â�â�¼�¬ �² ³j´ µ· ¶ (7.2)

possaserde complexidadeaceit́avel. É claro quea estrat́egiaseguidapodeser
repetidaestruturalmente:sedemonstrarumdoslemas  ß % ® ® sat ¬ %
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é aindaumprocessocomplicado,nadanosimpededepensaremdecomporß�%�¯ ± %Y°Fß�%¹¸L¼�â�â�â�¼zß�%2ºs¶
tendoinspeccionadoentretantoque¬D%|¯°¯I%z°�¬�%¹¸g¼�â�â�â�¼�¬D%OºV¶
eassimsucessivamente.Constŕoi-seassimumprocessodeverificaç̃aoestruturado
emárvore, por lemasaninhados,tı́picadosracioćıniosmateḿaticosextensos,que
acabaporgerar, aofim e aocabo,umprogramaß cujaestruturasint́aticareflecte
essáarvoredeprova.

Designa-sepor construtivaestavariantedaverificaç̃aodeprogramasquesu-
plantouaverificaç̃aoest́atica,cf. o esquema

Validaç̃ao

ñó ô Teste

Verificaç̃ao

»
Est́atica(‘a posteriori’)
Construtiva

(7.3)

É claroquenemtodasaslinguagensdeprogramac¸ãosão“igualmenteboas”para
sefazerverificaç̃aoconstrutiva. É precisoqueaosseuscombinadoressint́aticos
(cf.
±

acima)sepossamassociarcombinadoresmateḿaticos(cf. e.g. ¯I% , ¯ acima).
Datadeent̃aoa hojebemconhecidatécnicadaProgramaç̃ao Estruturada, inici-
adacomlinguagenscomoo ALGOL 60 massobretudodivulgadapelo PASCAL,
emboraà maior parteda comunidadeinformáticaquea adoptoutenhamsidoa-
lheiasasraz̃oes(do foro teórico) quemotivarama mudanc¸a de tecnologia¼ . Na
nova ordemdascoisassalvaram-seasprimitivasde estruturac¸ão sint́atica“bem
comportadas”como,porexemplo,if ...then ...else ... , while ...do
... , repeat ...until ... etc., e baniram-seaquelasque,comogoto
... , tornavammuito complexos— señaoimposśıveis— racioćıniosestruturais
como(7.2) ½ .
7.3 Refinamento(Reificaç̃ao)por Fases

A “f órmula”deNiklausWirth,

Algorithms+ DataStructures= Programs¾
Ainda hoje muita genteignoraestaorigemde factoda Programac¸ão Estruturada(quefez furor

nosanos70), quenão foi apenasumasimplesmudanc¸a de“sensibilidade”conducentea um “novo”
estilo de programac¸ão baseadonumasintaxe (aparentemente!)mais “rica” paraa programac¸ão de
computadores.¿

Defacto,nãosetratadebanirtodososgotos daprogramac¸ão,masapenaso seuusoindiscrimi-
nado,cf. o tı́tulo “provocat́orio” doconhecidoartigodeD. Knuth: StructuredProgrammingwith Goto
Statements[Knu74].
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queficou conhecidapelotı́tulo do seulivro detexto [Wir76], hojeum “cl ássico”
da literaturaemProgramac¸ãoEstruturadadosanos70, podetalvezserencarada
comoa primeiramensagemao“grandepúblico” dequeprogramas“são” estru-
turasalgébricas— cf.

Operadores+ Conjuntos= Álgebras

— de facto o ‘moto’ de uma vastaquantidadede investigac¸ão levadaa cabo
nasduasúltimasdécadassobrea aplicaç̃ao da ÁlgebraUniversalàsciênciasda
programac¸ão.

Umadasescolasdopensamentoemespecificac¸ãoalgébricadesigna-seorien-
tadaa modelos, ouconstrutivaporque,segundoela,asespecificac¸õesescrevem-se
explicitamentecomomodelos, i.é álgebras,emvezdeseremdefinidas(implicita-
mente)porconjuntosdeaxiomasoupropriedades.As linguagensdeespecificac¸ão
construtiva(e.g. VDM [Jon86] ouZ [Spi89]) permitemoperac¸õesnão-determińısticas
sobreum estadolocal, quedizer, trabalhamcom álgebrasrelacionaisÀ . Neste
contexto, a “f órmula”acimare-escrever-se-́aem

Relaç̃oes+ Conjuntos= ÁlgebrasRelacionais

A visãoalgébricadaprogramac¸ãotemo benef́ıcio denospermitir decomp̂or
os nossosracioćınios sobreos programassegundodois eixos ortogonais(cf. a
Figura7.1): asentidadesmanipuladaspelosprogramas(i.éestruturasdedados)e
asoperaçõesqueasmanipulam(e.g. procedimentos,funçõesetc.).

O refinamentonão é excepç̃aoa esterespeito.A maneiracomoem VDM se
procededeespecificac¸õesabstractasem direcç̃ao a modeloscadavezmaiscon-
cretos(cadavezmaispróximosdamáquinadestino,dispońıvel por ‘hardware’ou
soba formadeumalinguagemdeprogramac¸ão)designa-sepor “refinamentode
modelos”. Em VDM recomenda-sequeum doseixosacima— o dasestruturas
dedados— sejaconsideradoemprimeirolugar, possivelmenteenvolvendovárias
iteraç̃oes.Logo queosmodelosparaasestruturasdedadosassimencontradosse
consideramsatisfatórios(nosentidodeseencontraremjádispońıveisnamáquina
destino),asdecis̃oesde refinamentosão tomadasna direcç̃ao ortogonaldo refi-
namentoalgoŕıtmico, por formaa,eventualmente,atingir códigoexecut́avel (e.g.
codificadoem C, PL /1, PASCAL etc.), cf. a Figura7.2. É estaa estrat́egiaque
adoptaremosaquiequepassaremosa detalhardeseguida.

7.4 EixosdeRefinamento

Tradicionalmente,aestrat́egiaacimaesboc¸adapara,gradualmente,atingiracom-
plexidadede umaimplementac¸ão, não é dedutiva. Comosemostrouna secç̃aoÁ

RelembraraParteII.
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Â çnãd¯äß
ßÃ

Ã

Ä

ÅÆ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ Æ

Algorı́tmos( Â )

EstruturasdeDados( ã )

Figura7.1: ‘Algorithms+ DataStructures= Programs’[Wi76]

Ä

Å
Operac¸ões

EstruturasdeDados

Ç Ä² ³ Ç Ä² þ Ç Ä²T�9È þ Ç
Å ²É�
Ç
Å ²É� ý|þ
Ç
Å ² � ý)Ê
Ç códigoexecut́avel

(refinamentodosdados)

(refinamentoalgoŕıtmico)

Figura7.2: RefinamentodosDados/ dasOperac¸ões
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7.1, cadadecis̃ao toma-seindutivamente,conjecturandopassosde refinamento
baseadosna intuição e na experîencia(deverasarbitrária.. . ) do programador.
Assim,a qualidadedasimplementac¸õesficaŕa dependenteda“boa” ou “má” ex-
perîenciadosrespectivosprogramadores.Contudo,o métodoacabapor funcionar
globalmenteaoexigir, emcadapasso,aprovaformaldasuacorrecç̃aoemfacedo
anterior.

7.4.1 O Eixo dasEstruturas deDados

No que diz respeitoàs estruturasde dados,a justificaç̃ao formal da correcç̃ao
deumaestruturaemrelaç̃aoa umaoutrabaseia-senasnoç̃oesde representac¸ão,
redund̂anciae abstracç̃ao.

Representac¸ão

Comecemosporverumexemploclássico,queéo daimplementac¸ãoemcomputa-
dor de subconjuntosde um dadodoḿınio de dadosÞ , isto é, o da implementa-
ção de élË . Algumaslinguagens(e.g. PASCAL) disponibilizamoperadorespara
manipulac¸ãodesubconjuntosdeum tipo enumerado,desdequeestenãoexceda
determinadonúmerodeelementos.Estenúmeroé,normalmente,o comprimento
(ou um seumúltiplo) dapalavra-basedamáquinasobrea quala linguagemest́a
implementada,já quea técnicaderepresentac¸ãosubjacentesebaseianaideiade
atribuir umaposiç̃aodapalavra (‘bit’) a cadaelementodo tipo enumeradoÞ em
quest̃aoeassinalarasuapresenc¸anumdadosubconjuntode Þ forçandoesse‘bit’
a

ø
.
Por exemplo,sejaa máquinasubjacentebaseadaem palavrasde 16-bits Ì e

seja

Í�Ì´É�Í °FÞ�¶ÏÎ øTÐ . Pretendemosqueumapalavra representeum dadosubcon-
junto Ü-¸èélË , isto é, ÜÑ�-Þ . Antesdemais,o compiladordeveráserresponśavel
por atribuir a cadaelementode Þ umae umasó posiç̃ao

Ä
entre Ó e

ø�Ò
. Podemos

assimdesignarpor

Ì
% o elementode Þ cujaposiç̃ao(‘bit’) é

Ä
. Seŕaagorafácil de

deduzirqualo subconjuntode Þ queumadadapalavrarepresenta—bastarácolec-
tar oselementosassociados̀asposiç̃oescujo ‘bit’ tomao valor

ø
. Porexemplo,a

palavra Ó ø Ó ø ø Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó (7.4)

representao conjunto ö Ì þ ¼
Ì
ê ¼
Ì
¢ ú

enquantoqueapalavraÓ Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó ÓÓ
Como é óbvio, a estrat́egia parapalavras de mais de 16-bits seŕa em tudo ańaloga à que se

apresenta.
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representao conjuntovazio - , etc.
Esteexemploésuficienteparamotivaranoç̃aoderepresentac¸ão— aideiade

quetodoo valor do tipo dedadosdaespecificac¸ão(nestecasoum dadosubcon-
junto Ü de Þ ) tenhapelomenosum “representante”aonı́vel da implementac¸ão
(nestecasoumadadapalavrade16-bits).

Redundância

Reparemosqueescrevemos,no paŕagrafoacima,“pelo menosum” e não “exac-
tamenteum”. De facto,podehaver maisdo queum representanteao nı́vel da
implementac¸ãoparaum dadovalor daespecificac¸ão. Porexemplo,suponhamos
acimaque

Í�Ì´É�Í °FÞ�¶r¯ øCÔ
. Quala diferençaentreosconjuntosrepresentadospela

palavra (7.4)e pelaquesesegue?Ó ø Ó ø ø Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó Ó ø
Nenhuma,já quea representac¸ãodequalquersubconjuntode Þ , poresteter ape-
nas14 elementos,“consome”apenasos ‘bits’ Ó a

ø ì e ignoraos ‘bits’

øÉÔ
e

øTÒ
;

portanto,estespodemconsiderar-seredundantesparaa representac¸ãoemcausa,
i.ésão“desperdic¸ados”.

A existênciade redund̂ancia em representac¸õesfica aindamelhorcaracter-
izadasepensarmos,agora,numaestrat́egiapararepresentaré Ë quandoÞ tem
cardinalarbitrariamentegrande(aindaquefinito). Esteé um problemaque se
põe inevitavelmenteaorećem-iniciadoemprogramac¸ãoque,confrontadocoma
limitação da estrat́egia anterior, acabapor sentir a convenîenciade representar
subconjuntosde Þ por listasde Þ ( ÞDÕ ), eventualmenteligadaspor apontadores.
A redund̂anciadestarepresentac¸ão é maisqueevidente,pois qualquersubcon-
junto de Þ é represent́avel por qualquerlista queo enumerepor qualquerordem,
comousemrepetiç̃aodeelementos.Porexemplo,o conjuntoö Ì þ ¼

Ì
ê ¼
Ì
¢ ú

seŕa represent́avel tantopelalista

�
Ì
þ ¼
Ì
ê ¼
Ì
¢ 	

comopor �
Ì
ê ¼
Ì
¢ ¼
Ì
þ 	

comopor �
Ì
ê ¼
Ì
¢ ¼
Ì
þ ¼
Ì
ê 	

etc.
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Abstracção

Em śıntese,comocaracterizarformalmenteasnoç̃oesacimadescritas,i.é como
formalizara relaç̃aoqueexisteentreumdoḿınio dedadosequalqueroutroqueo
implemente?

Paragarantirmos,abaixonı́vel,arepresentac¸ãodequalquervalordaespecifica-
ção,precisamosdefixar acorrespond̂enciaentrecadaelementoarepresentareos
seusrepresentantes.No exerćıcio emcurso(implementarélË por ÞDÕ ), essacorre-
spond̂enciapodeŕaser: Ü�Ö ö 6 ¸2Þ Õ ù+È 6 È�Ñ ²´° 6 ¶�¯aÜ ú (7.5)

paratodo o Ü ¸ élË . Ora reparemosquea relaç̃ao pretendidasurge maissim-
plesseseinvertera correspond̂enciaacima,fixando,paracadaseqûencia

6 ¸Þ�Õ
o conjunto

È 6 ÈÊÑ ²´° 6 ¶i¸äétË que
6

“abstractamente”representa.Afinal, bastaver
em

È 6 ÈÊÑ ² a esŝenciado processoderepresentac¸ão:

È 6 ÈÊÑ ² é a funçãodeabstra-
cçãoqueindica,paracadavalorconcretoqualo valorabstractoqueaquelerepre-
senta× . Genericamente,se Þ é um doḿınio dedadosa implementar, ¹ seŕa uma
implementac¸ãode Þ sefôr posśıvel definirumafunçãodeabstracc¸ãoË ÔJ¹ ÷ Õ Þ
quesejasobrejectiva(exigênciaimpostaparagarantirrepresentantesparaqual-
quervalorabstracto).

Exerćıcio 7.1 Mostre,por induç̃aosobrebjØ (para: finito) queg}�[g�� p y :IÙH�lzÚb Øg}�[g�� p LORtP �r�Q�? Û R ? �=� Ü ÝRßÞ? �=� Ü à}{lg}kC��LORtP�á�â�g}�[g�� p LOeQkCN��QLORtP�P
éumafunçãosobrejectiva, i.équeconjuntospodemseradequadamenterepresentadasporseqûencias._
7.4.2 O Eixo dasOperações

Noeixoortogonaldasoperac¸ões,pretendemosagoracaracterizar, tamb́emformal-
mente,a relaç̃aoquedeve existir entreum processoalgoŕıtmicoe qualqueroutro
queo implemente.A justificaç̃aoformal dacorrecç̃aodeum dadoalgoŕıtmo em
relaç̃aoa umoutrobaseia-senasnoç̃oesdesimulaç̃aoeconcretizaç̃ao.ã

Formalmente,se se relembraro TeoremaFundamentaldo Homomorfismo,poderemosver em
(7.5)a funç̃aonatural queestabeleceo isomorfismoentre bjØ e o quociente:�ä&åj<çæUèYæUéIê . Logo bjØ é
maisabstractoque : ä .
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Simulação

Em especificac¸ão algébrica,um processoalgoŕıtmico podeserespecificadopor
umafunçãomateḿatica,possivelmenterecursiva,daforma� ÔJÞ ÷ Õ ¹
Suponhamosque, no eixo de refinamentodasesṕeciesdos dadosse tomaram,
entretanto,asseguintesdecis̃oesderefinamento:

Þ
Þ þ ¹ þ

¹Ä�ÅË Å=ë

onde

Ë
e

ë
sãofunçõesdeabstracc¸ão(sobrejectivas).Antesdemais,vamospre-

tenderencontrarumafunção � þ que,aonı́vel de Þ þ ede ¹ þ , “simule” o compor-
tamentode � :

Þ
Þ þ ¹ þ

¹
Ä� þ

Ä�ÅË Å=ë

isto é,queverifique ì Ì þ ¸BÞ þ Ô
ë ° � þ °

Ì
þ ¶t¶l¯ � °

Ë ° Ì þ ¶Y¶ (7.6)

numaesṕeciede “efeito ‘pullback’ ” þ ³ . Note-sedesdejá quepodeexistir mais
doqueum � þ quesimule � , i.é temosdenovo arelaç̃aodeumpara muitostı́pica
do refinemento.O efeitode“simulaç̃ao” correspondèa ideiadeque � þ podeser
invocadaemlugarde � paraobtero mesmoefeitoqueestaúltima:� ° Ì ¶ î�ïÆð¯ 6 ÈÊÇ Ì

þ ¸ ö
ÌAå ¸BÞ þ

ù+Ë ° Ì´å ¶l¯ Ì úÄkÅ ë ° � þ °
Ì
þ ¶Y¶��í

Analogiacomaconstruc¸ãodateoriadascategoriascomo mesmonome.



272 CAṔıTULO 7. INTRODUÇÃO

Começa-sepor selecionarum qualquerrepresentanteválido do argumentode � ,
quesesubmete,abaixonı́vel, àsimulaç̃ao � þ ; o resultadoassimobtidoéabstráıdo
por

ë
dandoo mesmoresultadoque � daria,aalto nı́vel.

Exerćıcio 7.2 Considereo seguintediagramaderefinamentodooperadordepertenc¸a( î ) deconjuntos
paraseqûencias:

Ä> g}� q dfï p

ÄîÅ
` Ø
:

: �

�

Å
g}�[g�� p
: ä

b Ø Å
` �
b

b

(7.7)

Mostrepor induç̃aosobre:�ä quea funçãoðrñ&ò2óCôcõwö�÷¹ø�ù�úwû �r���üñòó òô ú üþý ÿ � �ú��üþý ÿ � ò�ñ���� ü �9ñ
	��^÷¹úfû ô » � ü ø � ����ü ø � ðrñ&ò2óCô^õwö�÷¹ø�ù���	  ò�÷¹úwû�û (7.8)

satisfazessediagrama._
Note-sequea garantiadesimulaç̃ao“fiel” afectaapenasa funcionalidadedos

operadores.Nãofica garantidaumaboaeficiência,comopodeseravaliadopelo
exerćıcio quesesegue.

Exerćıcio 7.3 Mostrequea concatenac¸ãodeseqûenciasimplementacorrectamentea união decon-
juntos,i.éque g}�[g�� p L2����h&P ? g}�[g�� p L2�OPfâ g��Og�� p L2hjP
Qualo problemadestaimplementac¸ãodo pontodevistadeeficiência?_

Comoo nı́vel da implementac¸ão é maisrico em pormenoresconcretos,não
admiraquehajaprocessosalgoŕıtmicosa baixo nı́vel quenão semanifestama
altonı́vel. É o quesepodesentirnoproblemaquesesegue.

Exerćıcio 7.4 Mostreque,quandoumaseqûenciaimplementaum conjunto,a operac¸ãoquelhe filtra

elementosrepetidos(‘garbagecollection’)éummeropormenordeimplementac¸ão.(Sugest̃ao: mostre

queessaoperac¸ãorefinaa funçãoidentidadeentreconjuntos.)_
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Concretizaç̃aoAlgor ı́tmica

Uma vez fixado o nı́vel de simulaç̃ao a que uma implementac¸ão vai ser con-
cretizada,importaagorainvestirno eixo algoŕıtmico no sentidodeobterfunções
comput́aveise eficientes.O processóe sempreestrutural,factorizandoa constru-
çãodefunçõescomplexasemtermosdefunçõesmaissimples,at́equeestassejam
execut́aveissoba formadeumalgoritmo.

Vejamos,a tı́tulo de exemplo, um processode concretizac¸ão da função de
multiplicaç̃aodenúmerosinteiros:Ñ Ø 6 Ç Ô ZZ ! ZZ

÷ Õ ZZ
Ñ Ø 6 Ç °qã�¼ Â ¶ î�ïÆð¯ ã3! Â

A principal conjecturado desenvovimentoé explorar o sinal do primeiro argu-
mento ã de

Ñ Ø 6 Ç e, combasenaconhecidapropriedadedamultiplicaç̃aode in-
teiros, ã ! Â ¯ ÷ °t° ÷ ã%¶ ! Â ¶
re-escrevera definiç̃aode

Ñ Ø 6 Ç emÑ Ø 6 Ç °Uã�¼ Â ¶ î�ïÆð¯ » ã���Ó § Ñ Ø 6 Ç�Ò °qã|¼ Â ¶ã ��Ó § ÷sÑ Ø 6 Ç�Ò ° ÷ ã|¼ Â ¶
deferindoo esforço de desenvolvimentopara

Ñ Ø 6 Ç�Ò , umanova função que re-
stringe

Ñ Ø 6 Ç com a garantiade que o primeiro argumentoé positivo, i.é um
númeronatural: Ñ Ø 6 Ç�Ò Ô ± ÃR³ ! ZZ

÷ Õ ZZ
Ñ Ø 6 Ç�Ò °Uã�¼ Â ¶ î�ïÆð¯ ã ! Â

Sendoum natural,ã podeŕa serusadocomocontadorno passoseguinte,emque
sedesenvolve

Ñ Ø 6 Ç�Ò algoritmicamente:Ñ Ø 6 Ç�Ò Ô ± ÃR³
! ZZ

÷ Õ ZZ
Ñ Ø 6 Ç�Ò °qã|¼ Â ¶ î�ïÆð¯ » ã0¯äÓ § Óã 	 Ó § Â ç Ñ Ø 6 Ç�Ò °qã ÷�ø ¼ Â ¶ (7.9)

sendonecesśariomostrar, antesdemais,que

Ñ Ø 6 Ç�Ò (7.9)satisfazÑ Ø 6 Ç�Ò °qã�¼ Â ¶ ¯ ã ! Â
o quesefará semdificuldade(e.g. por induç̃aoem ± ÃR³ ).

Seassumirmosmecanicamentedispońıvel a operac¸ão ç , temosjá em (7.9)
umafunção execut́avel (recursiva). Masprossigamos,já quea ideia é ilustrar a
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pormenorizac¸ãoalgoŕıtmicaat́e àgeraç̃aodecódigo.O passoseguinteé procurar
umavers̃aonão-recursivade

Ñ Ø 6 Ç�Ò ,Å�ÉgÑ Ø 6 Ç�Ò Ô ± ÃR³ ! ZZ

÷ Õ ZZ
Å�ÉgÑ Ø 6 Ç�Ò °Uã�¼ Â ¶ î�ïÆð¯ ÍQÄ;Í 6 Î °qã�¼ Â ¼tÓ�¶

introduzindoa funçãoauxiliarÍQÄ;Í 6 Î Ô ± Ã ³M! ZZ ! ZZ

÷ Õ ZZÍ�ÄÆÍ 6 Î ° Ä ¼ Â ¼ É ¶ î�ïÆð¯ » Ä ¯ Ó § ÉÄ
	-Ó § ÍQÄ;Í 6 Î ° Ä ÷�ø ¼ Â ¼ Â ç É ¶

sendoaquinecesśario justificar, queÑ Ø 6 Ç�Ò °qã|¼ Â ¶ ¯ Å�ÉgÑ Ø 6 Ç�Ò °qã|¼ Â ¶¯ ÍQÄ;Í 6 Î °qã|¼ Â ¼tÓ´¶
Seŕa fácil a um razóavel programadorcodificarasfunçõesacimadesenvolvi-

dasnumalinguagemestruturada,e.g. PASCAL,

function nrmultp(x:integer,y:integer):inte ger;
(* rely on x >= 0 *)
var r: integer;

i: integer;
begin i := x; r := 0;
while i > 0 do

begin r := r + y;
i := i - 1

end;
nrmultp := r
end;

function mult(x:integer,y:integer):integer ;
var r: integer;
begin
if x >= 0 then r := nrmultp(x,y)

else r := -nrmultp(-x,y);
mult := r
end;

emboraum“purista”o pudesseobrigar, entretanto— eparaaimplementac¸ãoficar
imaculadamentegarantida— air substituindo,estruturalmente,asexpress̃oesfun-
cionaispor express̃oesdenotacionaisequivalentesda linguagemPASCAL, at́e os
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par̂entesisde significado,
  â�â�â ® ® , desapareceremdo meio do código, relembrar

(7.1) e (7.2). E, de facto, a codificaç̃ao apresentadasó funcionase a sem̂an-
ticamateḿaticadasestruturasif ...then ...else ... , while ...do
... , etc.condissercomasexpress̃oesmateḿaticasqueseescreveramem

Ñ Ø 6 Ç e
Å�ÉgÑ Ø 6 Ç�Ò . . .

7.5 Alternativa Transformacional

Apesardosseusméritos,averificaç̃aoconstrutivanãoé isentadeinconvenientes.
Cadanı́vel intermédioéprimeiropropostoedepoisprova-sequeest́acorrectoem
facedoanterior. Emboramelhoremuitoaprimitivaverificaç̃aoest́atica— relem-
brar(7.3)— esteestilotipo “inventa-e-verifica” aindaé,muitasvezes,poucoefi-
caz,aoassumirqueo engenheirode‘software’temintuiçãosuficientepara“advi-
nhar” implementac¸õeseficientes,o queé improvável, nageneralidadedoscasos.
O ónusdasprovasdecorrecç̃aoé teoricamentereduzidomasa complexidadedo
racioćınio mateḿaticoexigido emprovarpassosintermédiosdedesenvolvimento
desoluç̃oesparaos problemasde ‘software’ davida real continuaa nãoserde-
spreźavel. Maisainda,ésemprefrustanteverserconsideŕavelo esforço deprovar
factosquesãointuitivamentéobvios.

Porexemplo,considere-seumaespecificac¸ãosimplesdeumsistema-“brinquedo”
paragest̃aodecontasbanćariasþtþ :¹ Þ�� Ü õ¯ Þ Í�Í Ã É � Ü Ç\Ì´Ç Ø¨²Ü Ç\Ì´Ç Ø¨² õ¯ � Ô�é Ë��������! #"
$�% !Þ ÔJÞ Ñ ÎgØ Å�ÇÞ Ñ ÎgØ Å�Ç õ¯ ± ÃR³
ondedeveverificar-seaseguintepropriedadeinvariante:

inv- ¹ Þ�� Ü+° � ¶8î�ïÆð¯ ì Å ¸ Í Î Ñ ° � ¶sÔ � ° � ° Å ¶Y¶ 5¯°-
obrigandoa quecadacontatenha,pelomenos,umtitular.

A um praticantedeespecificac¸ão formal podeŕa custaralgumtempodiscutir
a correcç̃aoformal daseguinte(e óbvia!) implementac¸ãode ¹ Þ�� Ü no modelo
relational, constandodeduasrelaç̃oesbinárias(vulg. “tabelas”):¹ Þ�� ÜCÀ õ¯ � ÏHÔ é�&��(' þ ! /* tableof account-holders*/ÞVÏºÔ é�&��('�ë /* tableof amounts*/ÀÁÎ�) ø õ¯ à ÔJÞ Í�Í Ã É ! � ÔJÞ Í�Í � Î 6 Í´ÈÊÉÀÁÎ�)�é õ¯ à ÔJÞ Í�Í Ã É !2ÞºÔ�Þ Ñ ÎgØ Å�Ç���

Trata-sedomesmosistemaqueserviudeexemplobaseno inı́cio docaṕıtulo 1.
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sujeitaaoseguinteinvariante:

inv- ¹ Þ�� ÜCÀm°+* á Ç ¼ Ì�Ç , ¶ î�ïÆð¯ - þ  Ì´Ç ®¨¯.- þ  á^Ç ® �Í�ÈzÒ à&Þ ° Ì´Ç ¶ (7.10)

onde - þ  / ® î�ïÆð¯ ö - þ ° Ç ¶ ù Ç ¸ / ú (7.11)

é a projecç̃aopeloprimeiroatributo (o doḿınio) deumarelaç̃aobinária
/
, e onde

o predicadoÍ�ÈzÒ à&Þ Ô é &��('�ë ÷ Õ éÍ´ÈzÒ àÞ ° / ¶ î�ïÆð¯ ì É ¼/²Á¸ / Ô^°Uà-° É ¶l¯äà6°k²Ê¶§íÞ ° É ¶l¯äÞ °k²g¶Y¶ (7.12)

exprimeadepend̂enciafuncional à�ÕíÞ .
Quandoexemplos“de brinquedo”comoestessãoescaladosaexemplosreais,

asdemonstrac¸õesformaisou são ignoradas(e o métododeixade seraceit́avel
como“formal”. . . ), ou transformam-senumpesadofardoqueestrangulao desen-
volvimento. E há quest̃oesquese levantam: já quetodo o processosebaseia,
indutivamente,na conjecturae na invenç̃ao, quegarantiatemosquesão inven-
tadasas“melhores”implementac¸ões?Nãoseŕaposśıvel derivarequacionalmente
(deduzir)implementac¸õesa partir dasrespectivasespecificac¸ões?

A investigac¸ãomaisrecentetemsugeridoestilosalternativosparaconduzira
reificaç̃ao.A ideiaédesenvolverumcalculusquepermitaqueosprogramaspos-
samserdefacto“calculados”dedutivamenteapartirdasuaprópriaespecificac¸ão.
Nestaaproximac¸ão,umpassointermédiodeumprojectodeduzir-se-́adoanterior
de acordocom alguma(s)lei(s) do cálculo, quepor prinćıpio seŕa estrutural ao
permitir queos componentesde umaexpress̃ao possamsercalculadosisolada-
mente(i.é resultadosderefinamentopré-existentespodemser“re-utilizados”).A
reduç̃aodo ónusdaprovamateḿaticaobtem-sefazendocálculoestruturalemlu-
gardedemonstrac¸õesa partir deprinćıpiosbásicos.Ali ás,estaé queé a ideiade
um calculus, comoo passadotemtestemunhadonoutroscontextos(cf. o cálculo
diferenciale integral,a álgebralinear, etc.).

É assimque,apósumadécadadeintensiva investigac¸ãonosfundamentosdos
métodosformaisparaprojectode‘software’, é tentadoranteciparqueosanos90
venhamaassitirà fasedematurac¸ãodatecnologiado‘software’,desenvolvendoe
usandoferramentasa nı́vel industrialbaseadasemprocessosdecálculo.Teremos
assim,finalmente,completoo esquemada evoluçãodastécnicasde controlode
qualidadeem‘software’:

Validaç̃ao

ñòòó òòô Teste

Verificaç̃ao

»
Est́atica(‘a posteriori’)
Construtiva

Cálculo

(7.13)
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sendoo objectivo dos caṕıtulos que se seguemensinara deduzir, ou calcular,
programasa partirdeespecificac¸ões.

7.6 “Especificaç̃aoReversa”

Refira-se,paraterminar, umtópicoquenaturalmentesurgequandoequacionamos
especificac¸õescom implementac¸ões— o da especificac¸ão reversa. Que fazer
da imensidadede programasdesenvolvidos no passadosemrecursoa métodos
fiáveis? Seŕa quetaisprogramasest̃aocondenadosaosmétodosdeficientescom
quenasceram?Oué posśıvel “recupeŕa-los”dealgumaforma?

A chamadaespecificac¸ão reversaé umadisciplinanascentequepretende,por
umainvers̃aodo processodecálculodeum programa,partir do seucódigopara
a sua(provável!) especificac¸ão formal. Não é difı́cil ver na analogiada Figura
1.5— entreasconstruc¸õesprimitivasdanotaç̃aoquenestetexto seutiliza ( Ü ÈÊÇ ² )
e estruturasdedadosde linguagensdeprogramac¸ãoestruturada— um pontode
partidaparaexerćıciosdeinvers̃aodeprogramasescritosnessaslinguagens.

Veremosqueo cálculodeprogramasqueestudaremospodeserusadonasduas
“direcções”,directae reversa.Mas,parajá, ficaremoscomo seguinteexerćıcio
demotivaç̃ao.

Exerćıcio 7.5 Considereo seguinte(pequeno)programanumalinguagemtipo PASCAL:

program Exemplo;
cons max = 2048;
type Elem = String;
var top:0..max; stack:array[1..max] of Elem;
function TOP: Elem; begin TOP := stack[top]

end;
procedure INIT; begin top := 0 end;
function POP: Elem; begin

POP := stack[top];
top:= top-1
end;

procedure PUSH (e: Elem); begin
top:= top+1;
stack [top]:= e
end;

function EMPTY: Bool; begin EMPTY:= (top=0)
end;

begin (* main: not yet implemented *)
end.

cujo “significado” lhedeve serintuitivamenteóbvio.

Conjectureumaespecificac¸ãoformalquepossater sidopontodepartidaparaesteprograma._
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7.7 NotasBibliogr áficas

A tecnologiadaverificaç̃aodecorrecç̃aodeprogramasteveorigem,nosanos60,
nos trabalhosde McCarthy [McC63]. A suaestrat́egia consistiaem descrever
o significadode programassob a forma de funçõesrecursivas, dedut́ıveis dos
‘flowcharts’respectivos,manipulandoumvectordevariáveis(estadodamáquina).
O seutrabalhopodeserconsideradopioneirodoestudodasem̂anticadenotacional
de linguagensde programac¸ão, posteriormentedesenvolvido e aprofundadoem
OxfordporScott& Strachey.

O usoalternativo de asserc¸ões, i.é fórmulasdo cálculode predicadosde 1 âa
ordemsobreo espac¸o de estadosde ‘flowcharts’ou programasem linguagens
tipo ALGOL, foi iniciado por Floyd [Flo67]. Sobrea aplicaç̃ao destatécnicaa
‘flowcharts’escreveuMannaum caṕıtulo do seuconhecidolivro [Man74]. Para
programasestruturados,desenvolveu-seumaimportantetécnicaderacioćınio so-
bre asserc¸õessoba forma de ‘proof rules’ associadas̀asestruturasalgoŕıtmicas
maishabituais,cf. e.g. [Hoa69, Dij76].

As refer̂encias[Sto81, Gor79] são textos recomendadossobresem̂anticade-
notacionaldelinguagensdeprogramac¸ão.

As recentestécnicasde cálculo de programastêm origemna importantees-
cola de transformac¸ão de programasquesedesenvolveudentroda comunidade
daprogramac¸ãofuncional,emparticularo chamadométodo‘fold/unfold’ [BD77,
Dar82, Dar84, Bp82]. Os items ‘Automatic Implementationof AbstractData
Types’e ‘Synthesisfrom UnrunnableSpecifications’,darefer̂encia[Dar82], são
contribuiçõesparticularmentesugestivas.



Caṕıtulo 8

Reificaç̃aodosDadosem
SETS

Dentro do esṕırito e estrat́egia delineadano caṕıtulo anterior, começa-seneste
caṕıtulo o estudodetécnicasdecálculodeprogramasapartirdassuasespecifica-
ções. Tal como vem sugeridona Figura 7.2, aborda-seem primeiro lugar o
eixo dasestruturasdedados.Semprequeé necesśario manipular/simplificarex-
press̃oesfuncionaisrecorre-seaocálculofuncionalqueédadonoap̂endiceB.

8.1 OrdensdeRedundância

O cálculodeestruturasdedadosqueaquisecomeça a estudarbaseia-seempro-
priedadesda notaç̃ao dos Ü ÈÊÇ 0 þ . Numaprimeiraaproximac¸ão, começa-sepor
ordenarasestruturas(conjuntos)segundoa ordemsimplesdecardinalidadeentre
conjuntos.

8.1.1 Redundância Simples

Definição8.1(Ordem deRedundância emSets) Þ21�¹ (ler “ Þ é menosre-
dundanteque ¹ ” ou “ ¹ é maisredundanteque Þ ” ) é a ordemdecardinalidade
sobre Ü È�Ç 0 , i.éa ordemdefinidapor:Þ31 ¹ºî�ïÆð4 $ ¹ 5÷ Õ ÞºÔ Ë é sobrejectiva. (8.1)

A funç̃ao

Ë
(quenãoé única,emgeral) seŕa referidacomoa funçãodeabstracc¸ão

de ¹ para Þ . ½�
Cf. Caṕıtulo 1.
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EscreveremosÞ61 5 ¹ semprequepretendemosexplicitar funçõesdeabstracc¸ão
em 1 -racioćınios.Porexemplo, é Ë 1 $� #$ Ê � Þ Õ (8.2)

para Þ finito. A ordem 1 é reflexiva e transitiva, e a 1 -antissimetriainduz o
isomorfismodeconjuntos.

Exerćıcio 8.1 Mostreque : 7 �98 : (8.3):�7;:ç�=< �>7�?�; Ü :@7;:BA ? ; (8.4):@7;:ç�C<��>7�?H: Ü :�D? � (8.5)

_
A transitividadesignificaquepodemosencadear1 -passose sintetizarfunçõesde
abstracc¸ãopara

Å 1 -saltos.A correspondentevers̃aofinitáriade(8.4) é,ent̃ao,Þ61 5 ¸ Þ þ 1 5 ��EFEGE 1 5!H Þ �² ³&´ µ5GI;5 ¸!JFKLKLK J 5 H
8.1.2 Sobre-Redund̂ancia

Vejamoscomoé necesśaria umaelaborac¸ão do queacimaseexpôs, a partir do
seguinteexemplodemotivaç̃ao: pretende-serepresentarfunçõesem Þ � ¹ por
relaç̃oes(tabelas)em élËNMPO , i.éemdirecç̃aoaomodelorelacionaldainformaç̃ao.

É sabidoquetodaa funç̃aofinita “ é” umarelaç̃ao. Masnemtodasasrelaç̃oes
sãofunções!Só asquetiveremumadepend̂enciafuncionalde Þ para¹äë . Logo,Þ � ¹Q1 é ËNMPO
nãoest́acorrecto,massimo racioćınio:RTSVU Wü éYX :[Z
\^] R`_aUcb;dfe 	^ù�ð
g�ù e 	 Z ù�ð Z gih \^j ÷k	 ü 	 Z � ð ü ð Z û!l (8.6)ü Z
\ h�m Ø;npo brq �
s�÷ \ û!lü t
onde Ü 4 ö / ¸äétËNMuO ùèË�Í�Ò v /xw ú é um conjuntocuja função caracteŕısticaemélËNMPO é o predicadoË�Í�Ò v /xw î�ïÆð4 ì * Ì ¼z· , ¼G* Ì å ¼z· å , ¸ / Ô v Ì 4 Ì å §í· 4 · å w (8.7)�

Relembre-se�Cg s <]: (7.12),a tı́tulo deexemplo.
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e

Ñ 4 Ë
éafunçãodeabstracc¸ãoqueconvertecadarelaç̃aode Ü nacorrespondente

função ê , Ñ 4 Ë v /uw î�ïÆð4 y ÌÇYá.È v ö ·o¸2¹ ùrÌ / · ú w�z|{�}�~ ¸�� �+� (8.8)

quesó est́a definidapararelaç̃oes
/

satisfazendo(8.7). A condiç̃ao

Ë�Í�Ò
funciona

comoum invarianteinduzidopelorefinamento,sendoprecisoescreverÞ � ¹ � 5 "+�Ê�� 5 é ËNMPO (8.9)

deacordocomadefiniç̃aoquesesegue.

Definição8.2(Ordem deSobre-redundânciaemSets) Éaordemdefinidacomo
sesegue: Þc�N¹ î�ïÆð4 $ ÜÑ�-¹ Ô�Þ31 5 Ü (8.10)

Seja � a funç̃ao caracteŕıstica de Ü em ¹ . Desigńa-la-emospor invariantede
refinamento, e escreveremos Þc���5 ¹ (8.11)

para registaresseinvariantee a funç̃aodeabstracç̃ao

Ë
. ½

Sempreque Þc���5 ¹ , o predicadoem ÞÚ!0¹� v Ì ¼/· w â v Ì 4 Ë v · w(w � � v · w (8.12)

designa-sepor invariantedeabstracç̃ao.

Exerćıcio 8.2 Osseguintesquatroexemplosderepresentac¸ãodaseqûencia ��k�x > x�mr� ,h � ? � `+b��k > m��h �o? àrk�x > x�m�áh ¡ ? ��� ` ���
�k > m �h ¦ ? � k > m`+b�� �
sugeremoutrostantosrefinamentosposśıveis paraseqûencias. Definao modelode dadossugerido

por cadaexemploe discutaa suaadequac¸ão (em cadacaso,ou indica um contra-exemplo, i.é uma

seqûencianãorepresent́avel, ouapresentao � -racioćınio correspondente)._
¡
O operadoreQ{tg é o quevemdefinidoem(1.49).
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Propriedadesda Relaç̃aodeSobre-redundância

A relaç̃aodesobre-redund̂anciaéumapré-ordem,i.ésatisfazaspropriedadesque
seseguem:

- Reflexividade: � ��� {�� � &�� ·� 8 �
- Fechoantissiḿetrico: � ���5��.��� �� ¡ � § �£¢4 �
- Transitividade(notarśıntesedeinvariantesderefinamento):� ���5��.��� �  ¡�¤"§ � � � 5 J ¡ ¤

para / v9¥ w 4c¦ v§¥ w � � v
ë v9¥ w+w

(8.13)

ondea conjunç̃ao lógica( � ) deve serencaradacomoumaconectiva não-
estritanoseusegundoargumento(e.g. ¨ �ª© 4 ¨ ).

Paraumacadeiade «>� -saltos, ��¬f¯® ¬�°¬
o invariantee funçãodeabstracc¸ãoglobaissãodadospor:�c± ®�²G³�´4¶µ�·¬ I � ® ¬� ²G³�´4 �¹¸�ºf» �¬ I · � ¬ v(v µ�·¼ I ¬¾½ � ® ¼ w v ¸ w+w (8.14)

Observaçãosobrea Relaç̃aodeSobre-redundância

A seguintedefiniç̃aoé maisfortedoque(8.10):� ���5|� ²F³�´4 ®�¿ � �ÁÀ �
existee é sobrejectiva (8.15)

onde � � designao subconjuntoÂÄÃÆÅ �ÈÇ � v Ã w�É . Estadefiniç̃ao é a de facto
utilizadaat́e à secç̃ao 8.8.1e protege-nosda sobre-especificac¸ão de invariantes,
pois � v Ã w ²F³�´4 Ã�Å�ÊÌË�Í v ® w
é o “menor” invarianteinduźıvel sobre� — menorno sentidoemquequalquer
enfraquecimentoseuconduzà indefiniç̃aodafunçãodeabstracc¸ão ® .
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Exerćıcio 8.3 O multiconjuntoéumanoç̃aointerḿediaentreo conjuntoea lista. É “maisdoqueum
conjunto”namedidaemquedá lugar à repetiç̃aodeelementos,masé “menosdo queumalista” na
medidaemquenãoregistaqualquerordementreosseuselementos.

Verifiquequeaordem Î reflecteestasconstatac¸ões,i.équeÏ
Ð Î�Ñ+Ò+Ó Ô�Õ3Ö × Î�ÓÙØÚÓÙÛÜÔiÝ
ondeÞ�ßGÞáà (=“make multiset”) é a funç̃ao

Þ|ß�Þ�àBâ#ã#äæå�çéèê ëììí ììî
ã ê�ïYð ñ ò�óãfôê�ïYð ñ ãöõ(÷ùø ê ø�õ(úGû�â#ã#ä÷ ê ÷éúBükãkâýã¾äüýþ ÿ ø ����� Þ�ß�Þ�àBâ¾÷§ä

eonde
�

é auniãodemulticonjuntosqueadiciona multiciplidades,cf. (1.102).�
Exerćıcio 8.4 Discutaavalidadedaseguintehierarquiaderelaç̃oesem �¹õ+÷§à :Î

��� 	 	
ê��
=

�

�
8.2 Cálculo deRedundância

8.2.1 A Estrutura dos ������
Relembrarosconstrutoresprimitivosde ������� :

- produtocartesiano:
��� �

- uniãodisjunta:
��� �

- exponenciac¸ão:
���

para� finito  !
Cf. "$#% ê " % paraþ ê'& ()& .
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à custadosquaissedefinemosseguintesconstrutoresderivados:

- subconjuntos: *,+ para
�

finito,

- relaç̃oesbinárias: *$+.- � para
�0/ � finitos,

- funç̃oesparciaisfinitas: �21 � 3 4576 + � 5 (8.16)

para
�

finito,

- seqûenciasfinitassobre
�

: �98 3 4·;:=< � ·
- alternativa“nula” : ���?>

(8.17)

onde,tipicamente,
> ¢3 Â�@BADC É , massetemÂ�E É ¢3 Â > É ¢3 ºFºGº ¢3 Â ¸ É (8.18)

paraqualqueŗ ;

- definiç̃oesrecursivas: F ¢3 GIH
FKJ

(8.19)

onde G é umaexpress̃aoem �L����� (“functor”) envolvendoos construtores
acimaM .

Um dosnossos‘running examples’seŕa o seguintemodeloparaárvoresde de-
cisão: N � ¥PO9Q �R� ¢3?SUTWV � � H � «X�ZY[� Q 1 N � ¥\O9Q ��� J (8.20)

cujo functoré,esquematicamente:

G]H
FKJ ¢3 �U� H � 1

F'J
(8.21)^

Notar quenemtodosos _ ser̃ao permitidos. Mais à frenteser̃ao estudadasrestriç̃oesa _ por
formaa(8.19)ter soluç̃aoem �¹õ+÷§à .
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8.3 O Subćalculo de Isomorfismo

Relembram-senestasecç̃aoaspropriedadesdarelaç̃aode isomorfismoem �L�����
já referidasnassecç̃oes2.3 e 2.3.7. Aı́ se viu formarem

�
e
�

em ������� um
semi-anelcomutativò , a menosdeisomorfismo(

¢3 ) a :�b� � ¢3 � ���
(8.22)�U� H � � ¤ J ¢3 H �U� �

J � ¤ (8.23)�U�'> ¢3 �
(8.24)�c� � ¢3 � ��� (8.25)��� H � � ¤

J ¢3 H ��� �
J � ¤ (8.26)��� E ¢3 �

(8.27)�U� E ¢3 E (8.28)�U� H � � ¤
J ¢3 H �U� �

J � H �U� ¤
J

(8.29)

Assim,fará sentidoescrevermosprodutosfinitos,� � � ºFºGº ��� · i.é d ·¬fe � � ¬ (8.30)

assimcomouniõesdisjuntasfinitas,� � �hg�gZg���� · i.é
·i ¬fe � � ¬

e tem-seque �b� ºFºGº ���j k\l m· ¢3 � · (8.31)�c� ºFºGº ���j k\l m· ¢3 « ��� (8.32)n
Semi-anelenãoanelporquenãohá inversosaditivos,isto é, oqpsr nãoformamumgrupo(formam

ummońoideabeliano).Ali ás, tXp � tamb́emformamummońoideabeliano.u
Recomenda-seao leitor queacompanheo estudodestasleis com umaańalise informal do seu

significadopráticoà luz dacorrespond̂enciadafigura1.5. Porexemplo,a associatividadedo produto
(8.23)converte-senaseguinteequivalênciaóbvia entreestruturasdedadosrecord :

record
F: A;
S: record

F: B;
S: C;

end
end;

equivalentea

record
F: record

F: A;
S: B

end;
S: C;

end;

emPASCAL.
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comoseesperava.
Quantoàexponenciac¸ão,seŕa útil relembrarmososfactosseguintes,� < ¢3 >

(8.33)��v � ½XwXx ¢3 � � ��� w
(8.34)� � ¢3 �
(8.35)> + ¢3 >
(8.36)

H � � ¤ J + ¢3 � + � ¤ + (8.37)¤ +.- � ¢3 H ¤ �
J + (8.38)�y1 � ¢3 H � �h>
J + (8.39)

bemcomo � 8 ¢3 i·;:=< � · (8.40)�21 � ¢3 i576 + � 5 (8.41)

pois �{z3£� |
F +I} F � 3y~ (8.42)� } ��32~ | �c� � ¢3 ��� � (8.43)

e,finalmente, � � ¢3 ������� �L� � � F��
� (8.44)� · ¢3 �U��� · � � (8.45)« z3 Í |

F · } F�� 32~ (8.46)

ondeasleis (8.45,8.46)podemserencaradascomoinst̂anciasde(8.44,8.42),re-
spectivamente.

Exerćıcio 8.5 Na seqûenciado Exerćıcio 2.6,definaosisomorfismoscorrespondentes̀asleis (8.24)

a (8.29)e (8.33)a (8.37),dadireitaparaaesquerda.�
Exerćıcio 8.6 Comrespeitoaoisomorfismoimpĺıcito nalei (8.38),� þ;� �,�����)� â����iä Ð � � ÐX� ���� � â#ú,p��!ä��Lâ � â#úGä9ä�â��!ä
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mostreque � �,�����)� � ÐX� � � â�� � ä Ð��� � ú,�Lâ � ��� � â#ú,p��!ä9ä
é a respectiva aplicaç̃aoinversa,i.é que � �,����� ê � þ�� �,�����$�W  .�
8.3.1 ExemplosdeAplicação

À primeiravista,a relaç̃ao de isomorfismoentredoḿıniosde dadosnão parece
serde grandeutilidadeparao refinamento,umavez quenão há introduç̃ao de
redund̂ancia.Naprática,aconteceocontŕario: osresultadosquesederivamdentro
destesubćalculosãoaltamenterelevantes,comosepodeverporalgunsexemplos
quesedesenvolvema seguir.

Cálculo da Implementaçãode ¡ 8 emLista Recursiva

Nesteexemplo desenvolver-se-́a o processode cálculo de listas ligadascomo
implementac¸ãodeseqûenciasem ¡ 8 . Comecemosporalgunspassośobvios,

¡ 8 3
¢
4· e < ¡ ·£3
¢i· e < ¡ ·£3 >q� ¡ � ¡�¤ � ºGºFº (8.47)

cf. respectivamente(8.40),(8.33)e (8.35).
IntroduzindoagoraduasvariáveisauxiliaresC e @ ,@ 3 ¡ � ¡ ¤ � ºFºGºC 3 >q� @ (8.48)

teremos,porsubstituiç̃ao, ¡ 8 £3 C
(8.49)

e @ 3 ¡ � ¡[¤ � ºFºFº£3 ¡ �K>q� ¡ � ¡ � ¡ � ¡ ¤ � ºGºFº£3 ¡ � H >q� ¡ � ¡ ¤ � ºGºFº
J

£3 ¡ � C (8.50)
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em queserecorreuàs leis (8.35), (8.45)e (8.33), à vers̃ao finitária de (8.29),e
ondeo passo(8.50)seobtevepor ‘folding’ sobreo passo(8.47).Emsuma,¡ 8 £3 CË�«�Ê�� C 3 >q� @@ £3 ¡ � C (8.51)

À luz da correspond̂enciada figura 1.5, C (8.51)vem a sercodificável em, por
exemplo,

L = ˆN;
N = record

P: A;
S: L

end;

nalinguagemPASCAL ¥ . Seem(8.51)seremoveremasvariáveis C e @ , teremos¡ 8 £3 >q� ¡ � ¡ 8
cf. passos(8.48)e (8.50). O processoacimaé, pois, umavers̃aoconstrutiva da
demonstrac¸ãodeque ¡ 8 é pontofixo daequac¸ãoC £3 >q� ¡ � C (8.52)

queserealizounasecç̃ao2.3— cf. equac¸ão(2.29)e seguintes.

Exerćıcio 8.7 O seguinteencadeamentoderefinamentos,Ï
Ð �X¦�§¨¦ ÓiÛ Ô;Ý 
êª©¬«
onde « 
ê � oaÔt «
e ® âf¯�äPå�çéèê±° ïYð ² ¯ êK³ � p�×�Ö «µ´��¶(þuàBâ#ú·p ® â#ã#ä§ä ² ¯ êK³ Ï p ³ ú·p�ã ´¸´
permite-nosrefinarconjuntosdirectamenteemlistasligadas.Componhaasduasfunçõesglobaisde
abstracc¸ão, ¹ ê õÚãöõ(Þ�à=º ®
esimplifique,usandoleisbásicasdocálculofuncional(ap̂endiceB), a função

¹
queassimdocumenta

esserefinamento.�
»
Masveja-seoportunamenteasecç̃ao8.7.1sobreesteestetipo decodificaç̃ao.
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FactorizaçãodeRelaç̃oes

Esteexemplomostracomotransformarrelaç̃oesbinárias em funç̃oesparciais, e
vice-versa.É um deváriosresultadośuteispararefinamentoscujo objectivo seja
a implementac¸ãono modelorelacionalda informaç̃ao,hoje tão difundidocomo
suportedebasededadosemsistemasdeinformaç̃ao.

O nossopontodepartidaé o doḿınio derelaç̃oes *$+.- � . Teremos,deimedi-
ato: * +.- � £3 H * �

J + (8.53)

cf. (8.38).Seja * �½ 3 * �½¼ ÂR¾°Ã º ¨ É , onde¾°Ã º ¨ designao predicadosempre falso
em ¿ , i.éo predicadoqueinduzo conjuntovazio ~ em ¿ . Portanto,* �½ £3hÀÁH ¿

J ¼ Â ~ É
sabendoque * + £3 ÀÁH ¡

J
(8.54)

Dosfactos(8.43)e (8.18)deriva-se:* � 3 * �½ � Â�¾ Ã º ¨ É£3 * �½ �h>
à custadoquea equac¸ão(8.53)— combinadacoma lei (8.39)— re-escreveem:* +.- � £3 H * �½ �?>

J +£3 ¡ 1 * �½ (8.55)

Em suma,todaa faḿılia ¡ -indexadade subconjuntosde ¿ não-vazios“ é”
umarelaç̃aoe comotal podeserrepresentadaemsuportetabular.

Exerćıcio 8.8 Mostrequea funç̃aodeabstracc¸ão:�Â¶�ãöã¾õÃ�!÷ � Ï ÐÄ� �BÅ � Ô�Õ Ï �Æ�Â¶�ãöã¾õÃ��÷�âfÇGäùå�çéèê ÿ úÈ ¯ÊÉ (B& úZÇ\¯DË �=Ì�Í�Î�Ï�Ð ÑÂÒ (8.56)

estabeleceo isomorfismo(8.55)edefinaû
üéàÃ�Â¶�ãöãöõ���÷ ê �Â¶�ã¾ãöõ���÷ �W  (8.57)

�
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Exerćıcio 8.9 Demonstreou refutea seguinteigualdade,ondeletrasmaíusculasdesignamesṕecies
dedadoseminúsculasdesignamfunções,Ï�ÓÕÔ\Ö Î\×�Ø ºfûBükàÃ�Â¶�ãöã¾õÃ�!÷ ê Ï Î\× º�û
üéà��Â¶�ã¾ãöõ���÷$ºiâ#Ô�Õ Ï\Ô ä�
Exerćıcio 8.10 Demonstreo factoseguinte,em �Põ(÷§à :â#Ô�Õ ( äÚÙ 
ê â���t�Ôiä Õ ( (8.58)�
Exerćıcio 8.11 Estaŕa correctaa deduç̃aoseguinte,em �Põ(÷§à ?â#Ô�Õ ( ä ÕU� 
ê â��Ûo � ä Ó ÐÝÜ � Ø
ê â��Ûo � ä Ó�Ó � Æ   Ø�Þ=Ø
ê â��Ûo � ä Ó ÐX� Ó � Æ   Ø�Ø
ê â��Ûo � ä Ó ÐX� � Æ Ð Ø
ê â��Ûo � ä ÐX� �]t â��Ûo � ä Ð
ê â#ÔBt ( ÕU�Yäµt â#Ô�ÕU�Yä
Justifiquedevidamenteasuaresposta.�
Exerćıcio 8.12 Verifiqueseo seguinteisomorfismóeválidonocálculoSETS:â#Ô�Õ ( äµt â#Ô�ÕU�Yä 
ê Ô�Õ â ( oÛ�Ûo ( t��Yä�
8.4 O ß -Subćalculo

A equac¸ão (8.2) acimaregistou um à -resultadobásicoàcercada implementa-
ção de conjuntosfinitos. Dois outros à -resultadoselementarestêm a ver com
a introduç̃aoexplı́cita deredund̂anciavia construtoresprimitivosdo cálculo,por
exemplo ¡hà9á Ï ¡ � ¿ (8.59)¿bà á × ¡ � ¿ (8.60)
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quepermiteemparelharumaestruturadedadoscomqualqueroutra,e¡âà�ã�ä,å ä e�æfçPè é\êã æ¾¬Úè é\ê å é ¡ � ¿ (8.61)¿bà�ã�ä$å ä e�æ ¤ è ë�êã æ¾¬Úè ë�ê å ë ¡ � ¿ (8.62)

quepermiteinjectarumaestruturanum ‘record’ variante— recordara analogia
dafigura1.5.

A maior partedosresultadoselaboradosdo à -sub-ćalculo têm a ver com o
refinamentodefunçõesparciaisfinitas. Comecemospor relembrarasleis (8.33)
a (8.38) sobrea exponenciac¸ão, quer dizer, sobreconjuntosde funçõestotais.
Seŕa quetais leis secontinuama verificarparafunçõesparciais,querdizer, para
express̃oesdaforma ¡ 1 ¿ emlugarde ¿0+ ?

Podefacilmenteverificar-seque,de facto,apenas(8.34)e (8.33)sãopreser-
vadas,cf. respectivamente,

H ¿ ��ì
J 1 ¡ £3 H ¡ �?>

J � ½íw£3 H ¡ �?>
J � � H ¡ �?>

J w£3 H ¿ 1 ¡ J � H ìb1 ¡ J (8.63)

e E 1 ¡ £3 H ¡ �?>
J <£3 >

No quediz respeitoa (8.35)e(8.36),obteem-seresultadostangencialmentedifer-
entes:quantoa (8.36),é fácil mostrarque¡ 1î> £3 H >q�?>

J +£3 * + (8.64)

— aplicar(8.39)ecf. * £3 >D�Û> (8.32).Querdizer, obtemosumaformademodelar
conjuntosfinitospor funçõesfinitas;quantoa (8.35)tem-seque>�1 ¡ £3 H ¡ �?>

J ç£3 ¡ �h>
resultadoquepermaneceno

£3 -subćalculo,cf. (8.39)e aprópria(8.35).
Ver-se-́adeseguidaqueasduasleisquefaltam— (8.37)e(8.38)— conduzem

a à -inequac¸ões.Antesdisso,porém,faça-seo seguinteexerćıcio.

Exerćıcio 8.13 Mostreque,para ( ô
ê r e �Tô
ê r , setemÔ=Õ â ( ÕU�Yä Æ 
ê Ôt ( ÕU�
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ondeo invarianteo sedefinepor o â � ä å�çéèê � ôêcò ó
(sugest̃ao: faça umestudodecardinalidades).

Quelei docálculoestudouqueé destaumcasoparticular?�
A lei distributiva(8.37)“verifica-se”anı́vel de

1
desdeque à substitua

£3 ,¡ 1 ¿ �ì à H ¡ 1 ¿ J � H ¡ 1ïì J
(8.65)

comosepodeverpeloracioćınio seguinte:

¡ 1 H ¿ �]ì J £3 4576 + H ¿
�ì J 5

£3 4576 + H ¿ 5
J � H ì 5

J
£3 Â�ðsñ /�òÝó Ç ñ@Å¿ 5�ô ò Å ì 5âôöõ

� ¡ É3 Â�ðsñ /�òÝó Ç ñ@Å¡ 1 ¿ ô ò Å¡ 1ïì ô ÊÌË�Í H ñ
J
3 ÊpË�Í H ò

J É
cf. (8.16)e a próprialei (8.37).Assim,existeum � � H ¡ 1 ¿ J � H ¡ 1÷ì J

tal
que: ¡ 1 H ¿ �ì J £3 �
induzindoo invarianteø 3 ��ùÄÊ para:�RùÄÊ H ð¸ñ /�òÝó

J ²F³�´3 ÊpË�Í H ñ
J
3 ÊÌË�Í H ò

J
(8.66)

A funçãodeabstracc¸ãocorrespondentée® H ðsñ /�òÝó
J
3 ñ]ú ò (8.67)

onde ú designao seguinteoperadorde“emparelhamento”sobrefunçõesparciais
finitasquesatisfazem(8.66):

ñ]ú ò ²F³�´3 û Vðsñ H V
J /Ãò H V

J ó]ü é�ýDþPÿ � v�� x (8.68)

Emsuma,temosque¡ 1 H ¿ �ì J à ��� þ� H ¡ 1 ¿ J � H ¡ 1ïì J
(8.69)

quenosindicacomo
1

“distribui” peloproduto
�

.
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Exerćıcio 8.14 Seŕa � umafunç̃aodeabstracc¸ãoinjectiva (sobreõ���û )? Justifique.�
Exerćıcio 8.15 Seŕa verdadeiroo seguintefacto,âýÔBt ( ä Ý Î 	 Ô Ô Ý t ( Ý
emSETS, paraquaisquerÔ e ( ?

Nanegativa, apresenteum contra-exemplo.Naafirmativa, proponha
¹

e 
 .�
A
1

-vers̃aodalei de“currying” daexponenciac¸ão(8.38)éoutro à -resultado,

H ¡ � ¿
J 1ïì à'¡ 1 H ¿ 1ïì J

(8.70)

e nãoo pretendido,

H ¡ � ¿
J 1 ì £3 ¡ 1 H ¿ 1ïì J

porqueasfunçõesde abstracc¸ão �� QRQ�� e �°«���� Q�Q�� (cf. Exerćıcio 8.6) são aqui,
respectivamente,nãosobrejectivaeparcial— pense-senosvaloresde ¡ 1 H ¿ 1ì J

contendoò ó nocontra-doḿınio.
O invarianteinduzidopor (8.70)é,assim,

ø H ñ
J ²F³�´3 ò ó zÅ Q «�� H ñ

J
paraa funçãodeabstracc¸ão� «���� QRQ�� H ñ

J ²F³�´3 û ð V / Ã óH ñ H V
J�J
H Ã
J ü é�ýDþPÿ � v�� x�� ëÂýDþPÿ � v���v éPxÚx

A “simétrica”dalei (8.70),¡ 1 H ¿ 1 ì J à H ¡ � ¿
J 1ïì

vemaser, portanto,inválida,emboraseverifiqueumfactoalgomaiscomplicado,¡ 1 H ¿ 1ïì J à * + � HÃH ¡ � ¿
J 1 ì J

(8.71)

cujo factorextra (em *,+ ) vema sero conjuntodos V Å¡ quetêmcomoimagem
a funçãovazia.Maséprefeŕıvel encarar(8.71)comoumcasoparticularde¡ 1 N � H ¿ 1ïì J à H ¡ 1 N J � H�H ¡ � ¿

J 1ïì J
(8.72)
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— faça-se
N 3 >

e apliquem-sepropriedadeselementaresde
�

e (8.64). O
invarianteinduzidopor (8.72)é ø 3 Ê������Ê���� H ñ /�ò

J ²F³�´3 � ç�� ÊÌË�Í H ò
J � � ÊÌË�Í H ñ

J
(8.73)

onde � ç � ÊÌË�Í H ò
J �

designa,comohabitualmente,Â � ç H �
J
Ç �cÅcÊpË�Í H ò

J É
, parao

queserelembramosselectores� ç / � ¤ associadosaoprodutocartesiano:� ç H V / Ã
J
3 V� ¤ H V / Ã
J
3 Ã

Recomendaesteinvariantequetodosos V Å]¡ , queaparecemnodoḿınio de ñ>Å¡ 1 N
masnãoaparecemno doḿınio de

ò Å�¡ � ¿ 1îì
, sejamexactamente

asentradas,a nı́vel abstracto,a aplicarnafunçãovazia(em ¿ 1 ì
). A função

deabstracc¸ãocorrespondenteseŕa,ent̃ao,umaesṕeciede‘nestedjoin’:� #! #"%$�&(' å�çéè) *+ ,- ". , '/$ û10(2  43%'&5 43%' ü76 Í Ñ(Ò+Ó Ó98 Ø;:RÎ�Ï Ó 6 Ø=< Ì?>A@B Ì�Í Ñ+Ò(Ó Ó4C Ø (8.74)

Refira-se,paraterminar, queo à -subćalculoinclui
1

-leisquenãopodemser
adaptadasderesultadossemelhantessobreaexponenciac¸ão.Porexemplo,

H ¿ ��ì
J + z£3 ¿ + �ì +

e,noentanto,́e válidaa seguintelei paradecomposic¸ãodefunçõesfinitas:¡ 1 H ¿ ��ì
J à þ ¼ þD� H ¡ 1 ¿ J � H ¡ 1 ì J

(8.75)

para ÊFEpÊ H ð¸ñ /�òÝó
J ²G³�´3 ÊÌË�Í H ñ

J } ÊpË�Í H ò
J
32~½ú H ð¸ñ /�òÝó

J ²G³�´3 � çHG ñ � � ¤ G ò3 H ¡ 1 � ç J H ñ
J � H ¡ 1 � ¤ J H ò

J
onde ÊIEÌÊ (=‘disjoint domains’)impõe doḿınios disjuntose ��ç / � ¤ são as “inje-
cções”implı́citasnoco-produto,recordar(1.28).

Exerćıcio 8.16 Reparequeo doḿınio Ô Õ Ï �Æ da lei (8.55)é menosgeralque Ô�Õ Ï � , aonão
permitir conjuntosvaziosnoscontradoḿıniosdasfunçõesfinitas;essasituaç̃aoé contempladaporÏ ÐX� � � Ñ/J¾ÛLK9Ò §¨§¨¦ KIM Ô�Õ Ï � (8.76)N û�OÄü =‘domainprojectioninclusion’.
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onde,contudo,û
üéà��Â¶�ã¾ãöõ���÷ deixadeserinjectiva. Identifiquea classedefunçõesfinitasem Ô@Õ Ï �
que û
üéà��Â¶�ã¾ãöõ���÷ abstrainarelaç̃aovazia.Mostreaindaque �Â¶�ãöã¾õÃ�!÷ , estendidaa Ô=Õ Ï � , deixadeser

sobrejectiva.�
As leis(8.65,8.71,8.72)e(8.75)desempenhamumpapelimportantenareifica-

çãodefunçõesfinitas.Podemserusadaspara“decompor”funçõescomplexasou
aninhadasemtuplosde funçõesmaissimples.Seascombinarmoscom(8.76)e
(8.55),estamosemcondiç̃oesdeafirmarqueo fragmentoqueat́eaquiseestudou
do à -subćalculo é adequadoao refinamentode modelosde dadoselaborados,
baseadosemfunçõesfinitas,paraesquemasdebasesdedadosrelacionais.

Mas,antesdisso,precisamosdeestudarum resultadoessenciala todoo pro-
cessodecálculo.

8.5 Cálculo Estrutural

O nossoexemplomotivadorseŕa, agora,o seguinte: temos¡ 1 * � (faḿılias de
conjuntos)e sabemosque * � à�¿ 8 . Emquemedidapodemosdeduzirque¡ 1 * � à ¡ 1 ¿ 8QP
Só se ¾ F º ¡ 1 F

for “monótono” em relaç̃ao a à , i.é, se

F àSR | H ¡ 1FKJ à H ¡ 1 R J severificar. De facto,pararacioćınios estruturaiscomoeste
precisamosdo teoremaquesesegue.

Teorema8.1( à -monotonicidadedosconstrutoresde ������� ) Osconstrutoresde������� � e
�

sãocrescentes(mońotonos)comrespeitoa à (8.10);a exponenciac¸ão
requerexpoentesisomorfos.

Querdizer, dadososobjectosde �������7¡ , ¿ ,

F
, R , T , @ tais que ¡yà F ,¿UàUR e T £3 @ , ent̃aoverificam-seosfactos¡ � ¿ à F � R (8.77)¡ � ¿ à F � R (8.78)¡WV à FYX

(8.79)

EsquemadeProva: Seja¡hà[Z\ F / ¿Uà[]^ R / T £3`_ @ (8.80)

Então
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1. Equaç̃ao(8.77): ¡ � ¿bà[Z - ]\ - ^ F � R
ondeo produtodeduasfunç̃oes ® e � é a suaaplicaç̃ao“em paralelo” ç < :

H ® � �
J ð V / Ã ó 3 ð ® H V

J / � H Ã
J ó

(8.81)

eo produtodedoispredicadosø e a é a suaconjunç̃ao “em paralelo”:

H ø � a
J ð V / Ã ó 3 ø H V

J ô a H Ã
J

2. Equaç̃ao(8.78): ¡ � ¿Uà[Z ½ ]\ ½ ^ F � R
ondea somadeduasfunç̃oes ® e � é H ® � �

J ð >D/ V ó 3 ð >$/ ® H V
J ó

H ® � �
J ðs* / Ã ó 3 ð�* / � H Ã

J ó
(8.82)

—recordar (1.29)— ea somadedoispredicadosø e a é H ø � a
J ð >$/ V ó 3 ø H V

J
H ø � a

J ð¸* / Ã ó 3 a H Ã
J

3. Equaç̃ao (8.79): Como T e @ têma mesmacardinalidade, sejaela Í ,
ent̃ao ¡ V £3 ¡ �£3 ¡ � ºFºGº � ¡j kPl m�
e F X £3

F��
£3

F � ºFºGº � Fj k\l m�
cf. (8.31). Quer dizer, (8.79) podereduzir-se a uma versão finitária de
(8.77)emque ¡ � à[Z�b\ b

F��
onde ® � ð V ç / ºGºFº / V � ó 3 ð ® H V ç

J / ºFºFº / ® H V �
J ó

(8.83)ø � ð V ç / ºGºFº / V � ó 3dc >`e � e Í ¿ ø H Vgf
J

  % Recordar(1.19).Paramelhorleitura,aaplicaç̃aofuncionalenvolvendoargumentosquesãotuplos,
e.g.
¹ â ³ ¯   pÂ�Ã�Â�Âp¸¯ # ´ ä , abreviar-se-́a para

¹ ³ ¯   pÃ�Â�Â�ÃpÚ¯ # ´ ou
¹ â ¯   pÃ�Â�Â��ps¯ # ä .
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Alternativamente, podemosdefinira funç̃aodeabstracç̃aoglobal � eo cor-
respondenteinvariante

ò
em ¡ V àihj F X

comosesegue, para ñ Å F X esendoT o isomorfismoentre T e @ (8.80):� H ñ
J
3 ® G ñ G T � çò H ñ

J
3 c�k Å�ÊpË�Í H ñ

J ¿ ø H ñ H k
JÃJ

Fica por provar queastrêsfunç̃oesdeabstracç̃aocompostassão sobrejectivase
totaissobreosrespectivosinvariantes,o quenão é muitodifı́cil. l
Exerćıcio 8.17 Façaasdemonstrac¸õesqueficarampor fazernaprova do teoremaanterior.�
A relevânciadoTeorema8.1é permitir-nosrefinarisoladamenteoscomponentes
estruturaisde uma express̃ao que designe,em ������� , um doḿınio de dadosar-
bitrariamentecomplexo. Tornaassimposśıvel o cálculo progressivo dasestru-
turasdedadosdeumdadoprogramaapartirdasuaespecificac¸ão,por introduç̃ao
gradualde redund̂ancia,sintetizandoautomaticamentefunçõesde abstracc¸ão e
os invariantesinduzidospelassucessivasdecis̃oesde refinamento.Veremosde
imediatoumexemplodeaplicaç̃aodesteteorema.

8.5.1 ExemplodeAplicação

Estamosjá emcondiç̃oesdecalculara implementac¸ão ¿0¡WTU�Hm referidanase-
cção7.5:¿0¡WTU� 3 ¡[��\@ Q 1 H * +�nFnIo ÿ�p þ ��q½ � ¡�Í�Ë�� k �

J
à ç H ¡[���\@ Q 1 * +�nFnIo ÿ�pfþ �Fq½ J � H ¡r��\@ Q 1 ¡�Í�Ë�� k �

J
£3 ¤ H * +�nFn

X q - +�nFnIo ÿ�pfþ �Fq J � H ¡[���\@ Q 1 ¡�Í�Ë�� k �
J

àis H * +�nFn
X q - +�nFnIo ÿ�pfþ �Fq J � H * +�nFn

X q - + � ÿ/t · j J
3 ¿0¡rTU�um

onde à ç  ® ç 3 úøµç 3 �RùÄÊ cf. (8.69)à ¤  ® ¤ 3 �BËwv�vÚ���P� � ��Êø ¤ 3 ¾yx º4z � ¾({ º z cf. Teorema8.1e (8.56)à s V® s 3 ��Ê � Í}| ®ø s 3 ¾yx º4z � ® Ê�� cf. Teorema8.1e (8.9)
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Assim, ® 3 ® çHG ® ¤ G ® s3 ú G H �BËwv~vs�?�\� � ��Ê
J G H ��Ê � Í�| ®

J
3 ú G H �BËwv~vs�?�\� � Í}| ®

J
3 ¾Äð~x / { ó º vÚ��� ¸ 3 �BËwv�vÚ���P� H x

J
� k û Vð ¸ H V

J / Í�| ® H {
J
H V
J ó ü é�ý á Ï�� �/� (8.84)

Quantoaoinvariante,teremos:ø H ð�x / { ó
J
3 øµç H ® ¤ H ® s H x / {

J�JÃJ ôø ¤ H ® s H x / {
J�J ôø s H x / {

J
3 øµç H ® ¤ H x / Í�| ® H {

JÃJ�J ôO ô® Ê�� H {
J

3 ø ç H �FËwv~vÚ���P� H x
J / Í�| ® H {

J�J ô® Ê�� H {
J

3 H ÊÌË�Í H �BËwv~vs�?�\� H x
J�J
3 ÊpË�Í H Í�| ® H {

J�JÃJ ô® Ê�� H {
J

3 � ç � x � 3 � ç � { � ô ® Ê�� H {
J

(8.85)

cujaańalisecondizcoma nossaintuição:

- qualquernúmerode contade queseconhecemtitularestem sempreuma
quantiaassociada( � ç � x � � � ç � { � ) e vice-versa( � ç � x ��� � ç � { � );

- háumadepend̂enciafuncionaldenúmerosdecontaparaquantias( ® Ê�� H {
J
).

Exerćıcio 8.18 Suponhaque, no exemplo de cálculo acima, ( Ô��� não exige contascom pelo
menosum titular, i.é temos

Ï
Ð K�KF�;Ò § Ñ ¦I�
emlugarde

Ï
Ð KLKF��Ò § Ñ ¦I�Æ .

Quealterac¸ãoseverificanoinvarianteglobal 
 aimpôr aońıvel relacional?(Sugest̃ao: faça � ê �
em(8.72)eapliqueaquio resultado.)�
Exerćıcio 8.19 Suponhaque,apartir daespecificac¸ãoquesefezdeumsistemaparaplaneamentoda
produç̃ao(relembraro Exerćıcio 2.59):���H� 
ê �P÷ ¶��!ß9t � � ü��+õ(ãöükà+÷Ýt`�u� � ü4O�P÷ ¶��+ß 
ê �7� þÌükûNÕ3Ö ×� � ü��!õÚã üéà+÷ 
ê � � ¶ÚÞ�O|Õ3Ö ×��� � ü O 
ê � �u� � ü4O�Õ â ��� þÌükûNÕ3Ö ×|ä Æ�7� þpükû 
ê � � ¶ÚÞ�O o � �u� � ü4O
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secalculouaseguinteimplementac¸ãorelacional:���H� � 
ê ��� � Ï� Ò��   t /* tabeladecusto/‘stock’ doscomponentes*/�%� � Ï � Ò�� 2 t /* tabelade‘stock’ deequipamentos*/�q� � Ï � Ò��(� t /* tabeladedecomposic¸ãode*/
/*equipamentosemseuscomponentes*/��� � Ï � Ò�� !
/* tabeladedecomposic¸ãode*/
/*equipamentosemsub-equipamentos*/� ¶�� � 
ê � ¶ � � � ¶(Þ�O t� � � Ö × t /*quantidadeoucusto*/� � Ï t /*etiqueta*/� ¶�� Ï 
ê ��� � � ��� � ü O t�u÷ � Ö ×� ¶���� 
ê �u� � � �u� � ü4O t� ¶ � � � ¶ÚÞ�O t× �q� Ö ×� ¶���� 
ê �u� � � �u� � ü4O t�Põ � � �u� � ü4O t× �q� Ö ×

Sintetizea funçãodeabstracc¸ãocorrespondenteeo invarianteinduzidoaońıvel relacional.�
Exerćıcio 8.20 Umamaneirahabitualderepresentarseqûenciasde Ô Ý emsistemasrelacionaiśesob
a formadetabelas Ï�� � �pÐ
emquecadalinha databelarepresentaum elementodeumaseqûenciae a suaposiç̃aonaseqûencia.
Verifiqueent̃aoque Ô Ý Î Ö ×�Õ3Ô Î Ï � � ��Ð
esintetizeo invarianteinduzidoaońıvel relacional.�
Exerćıcio 8.21 Suponhaqueseperdeutodaa informaç̃aodeum Î -racioćınio, exceptuandoa função
deabstracc¸ãoglobal

¹
, queéaseguinte:¹ ê â#Ô�Õ ³ ûZ¶(Þ º�  2 pL    ´ äÚº�� # º�â¾Þ�ß ¹ t ® ä

onde ® â � ä ê ÿ O×|Ö « � 6 Í �
Seŕa posśıvel reconstituiro processodecálculoqueseperdeu?Na afirmativa, faça-o,indicandoa

estruturaoriginal,a implementac¸ãoqueseobteve, e asleisdo cálculoSETS queforamutilizadas.Na

negativa, expliqueasuaresposta.�
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8.6 AproximaçãoFunctorial

Recorreremosagoraà noç̃aocategorial de functor(em �L����� ) como objectivo de
sistematizare estendero processodecálculo.

8.6.1 NoçãodeFunctor

Definição8.3 Sejam
ì

,
N

duascategorias.Diz-seque G é umfunctorde
ì

paraN
, escrevendo-se G ¿ ì�¼ À N

se G é umpar deaplicaç̃oes(ambasdesignadaspor G ), umaqueaplicaobjectos
de
ì

emobjectosde
N

e outra umaqueaplicamorfismosde
ì

emmorfismosdeN
, tal que

G]H
FKJ�¡ v \ x¼ À GIH R

J
é ummorfismoem

N
sempreque

F \¼ À R émorfismode
ì

, e setem:

GIH > w
J
3 > ¡ v wÄxG]H�¢ G �

J
3 GIHL¢

J G G]H �
J

l
8.6.2 FunctoresPolinomiais

Sejam¡ / ¿ /�ì objectosem ������� . Seja ¢ ¿ ¡ À ¿ um morfismoem ������� e seja> w ¿ ì À ì
a designac¸ão do morfismoidentidadesobre

ì
. Ent̃ao

ì
podeser

encaradocomoo functorconstanteì ¿ ������� ¼ À �L����� (8.86)

tal que
ì H ¡

J
3 ì e

ì HL¢
J
3 > w .

SejamG /¤£ ¿ ������� ¼ À ������� functores.Define-seo seuproduto

G ��£ ¿ ������� ¼ À �������
por H G ��£ J H ¡

J
3 G]H ¡

J �¥£ H ¡
J

e por H G �¥£ J H�¢
J
3 G]H�¢

J �¥£ H�¢
J
, cf. (8.81).

Por exemplo, G]H
FKJ

3
F � ì

defineo functor produtodo functor identidade¾ F¥¦ F como functorconstante
ì

(8.86),etem-seGIHL¢
J ð V / � ó 3 H�¢ � > w

J ð V / � ó 3ð ¢ H V
J / � ó .

Podemosterprodutosk -áriosdefunctores,dosquaisGIH
FKJ

3
F¨§

é umcaso
particular. Sendo¢ o morfismoacima,teremosnestecaso

G]H�¢
J
3 ¢

§ ¿ ¡ § À ¿ §



8.6. APROXIMAÇ ÃO FUNCTORIAL 301

cf. (8.83).
A noç̃ao de functor produtotem uma dual — a de functor co-produto (ou��Ë�Í V dedoisfunctores)— quesebaseiaem(8.82):

G �©£ ¿ ������� ¼ À �������
H G �ª£

J
H ¡
J
3 G]H ¡

J �ª£ H ¡
J

HÚG �©£
J
H�¢
J
3 G]H�¢

J �©£ HL¢
J

Functoresco-produtopodemtamb́em seriteradosa k -argumentos.Finalmente,
temosa definiç̃ao:

Definição8.4 Diz-sepolinomialtodoo functor G¬« ������� ¼5 ������� queé

- umfunctorconstante, ou

- o functoridentidade, ou

- a composic¸ãoouprodutofinitário defunctorespolinomiais.

(Relembre(2.116.)) l
Porexemplo, G]H

FKJ
3 >q� ¡ �

F
(8.87)

—cf. (8.52)— é um functorpolinomial,assimcomo G]H
FKJ

3
F 8

, cf. (8.40). Já
o functor GIH

FKJ
3 ìU1

F
seŕapolinomialapenasse

ì
for finito çÃç , tendo-se

H ìU1 ¢
J
H ñ
J
3 ¢ G ñ3 û �¢ H ñ H �

JÃJ ü n ýDþPÿ � v�� x (8.88)

O resultadoquesesegueé válidoem ������� :
Teorema8.2 Todoo functorpolinomial

G¬« ������� ¼� �������
podeserreduzidoà formacanónica:

GIH
FKJ £3 ì < � H ì ç �

FKJ � H ì ¤ �
F ¤ J �hg�gZgR� H ì

§ � FY§ J
3 ®

§
f e < ì f �

F f (8.89)

Demonstraç̃ao: Ver [MA86]. ¯ �  Cf. �ªÕ±° 
ê â�°co � ä Ù
ê â�°co � ä # para þ ê �+ú � û�â��Yä
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Porexemplo,paraG]H
FKJ

3
F 8

tem-se
ì f 3 > paratodoo � , poisF 8 £3 i f :=<

F f£3 i f :=<
>�� F f

— relembrar(8.40)eo factode
>

sero elementoneutrode
� ç ¤ .

Umresultadosugestivoparaconverterfunctorespolinomiaisnaformacańonica
é a fórmuladoprópriobinómiodeNewton,

H ¡ � ¿
J § £3

§i² e <
§ ì ² � ¡ § � ² � ¿ ² (8.90)

comoseilustranoseguintetratamentodo functor‘pedigree’:

GIH
FKJ

3 A � H
F �?> J ¤

já atŕasreferido(2.156,2.118).Ter-se-́a,

GIH
FKJ

3 A � H
F �?> J ¤£3 A � H
F ¤ � * � F �h> J£3 A � F ¤ � * � A � F � A

que,literalmente,significa: “sobre umindiv́ıduo A ou amboso pai e a mãesão
conhecidos(

F ¤ ), ouumdeouo pai oua mãeéconhecido( * � F ), outantoo pai
comoa mãesãodesconhecidos(

>
)” .

Combinando(8.89,8.90)comalei (8.75)paradecomposic¸ãodefunções,obte-
mosumaregrageralparadecomporumafunçãodaforma¡ 1 G]H

F'J
numprodutocartesianodefunções,i.éd §f e < H ¡ 1ïì f �

F f J (8.91)

cadaumadasquaispode,por suavez,serrefinadaparaa formatabular ( *$+.- � ),
regrageralessaqueseŕa demuitautilidadeemprojectodebasesdedadosrela-
cionais.  2 Estamosaencararsomasnumeŕaveisdefunctorespolinomiaiscomosendofunctorespolinomiais.
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8.6.3 Cálculo Functorial

É agoraa alturade,coma ajudadanoç̃aode functorpolinomial,estendermoso
Teorema8.1comosesegue:

Teorema8.3 SejaG um(endo)functorpolinomialem ������� . Sempreque¡âà[Z\9¿ (8.92)

ent̃ao G]H ¡
J à ¡ v Z x¡ v \ x GIH ¿

J
(8.93)

Demonstraç̃ao: Podefazer-sepor induç̃aosobrea estructurado functorpolinomial ³ . A
somaeo produto(eaexponenciac¸ão)já setrataramnoTeorema8.1.

Um dos casosbaseconsisteno functor identidade³  #´µ' ) ´ , que é trivial, pois³  ~¶(' ) ¶ e ³  ¸·y' ) · , i.é (8.93)reduz-sea (8.92). O outrocasode baseé o do func-
tor constante³  #´A' )º¹ . Tem-se³  ~¶(' )¼» Ù e ³  ¸·�' )¾½À¿�Á Â , verificando-se(8.93)
trivialmente.̄

Esteteoremafornece-nosumaestrat́egiaelegante,functorial,paracálculode
invariantesdeabstracc¸ãocomplexosaolongodeprocessosdereificaç̃ao.EmboraG]H
FKJ

3 * � não sejapolinomial, (8.93) verifica-separaestefunctor tamb́em,
para¡ finito.

A Figura8.2apresentaumsuḿariodeste“cálculofunctorial” paraasconstru-
çõesmaishabituais(primitivase derivadas)em ������� . Reconhecem-se,aquide-
vidamentetratadas,as “construç̃oes” (1.19), (1.29), (1.83) etc. apresentadasno
Caṕıtulo 1.

8.6.4 Exemplo

Estamosagoraemcondiç̃oesdetrataro exemploquemotivouasecç̃ao8.5.Partindo
de Ã�Ä à ã p å Å� p � ��Æ ¿ 8
inferimosdirectamente ¡ÈÇ ÃÉÄ à[Z\ ¡1Ç�¿ 8
deduzindo

¢ Ê ¡1ÇÌË�v�Ë�Í�ÎÊ ¾Wñ ¦;Ï Ë�v~Ë?Í}Î G ñ�ÐÊ ¾Wñ ¦ û ÑË�v~Ë?Í}Î Ï ñ Ï Ñ Ð�Ð ü é�ýDþPÿ/ÒrÓ �wÔ
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Figura8.1: Summaryof FunctorialCalculus.Õ Ó�Ö Ô Õ Ó \ Ô Õ Ó Z ÔÖ \ Z× ç�Ø ã n å Ù¤�Ú ¤¤Û�Ü ã Æ å Ý \ Ó ä Ô%Þ ä ý Æ�ß ¤¤à�Ü ã Æ å á ëíý Æ�â Z Ófë ÔÖ7ã \ ã Ü ã p å4ä \ Ó ä Ô(Þ ä�å p#æ Z ã Ü ã p å á ç�ç f çèp � § ^ j _ Óép Ô â Z Óép¸Ó f Ô~ÔÖ Ø \ Ø Ü ã � å \�ê �Ü ã � å�ë n\ Ó � Ó n Ô¸ÔíìïîFð Ø Z Ø Ü ã � å á n ý × â Z Ó � Ó n Ô¸Ô×µñ Ö ×µñ \ Ü ã � å \�ê �Ü ã � å�ë n\ Ó � Ó n Ô¸Ô ì îIð�ò�ó b�ôéõ�ö ×÷ñ Z Ü ã � å á·ä ý q § ^ Ó �wÔ â Z Ó ä Ôø Ó�Ö Ô�ùrú Ó�Ö Ô ø Ó \ Ô�ù[ú Ó \ Ô ã Ó ä è�û Ô å Ó ø Ó Z Ô¸Ô ä �rÓ ú Ó Z Ô¸Ô ûø Ó�Ö Ô ½ ú Ó;Ö Ô ø Ó \ Ô ½ ú Ó \ Ô ã�ä$å ° ä Ü f Ï Ófé Ôýü Ó ø Ó Z Ô~Ô éä Ü f × Ófë Ôþü Ó ú Ó Z Ô¸Ô ëø Ó�Ö Ô ½ ç ã�ä$å ° ä Ü f × Ó X�ÿ�� Ô ü ää Ü f Ï Ófé Ô ü f Ï æ#Ó ø Ó \ Ô~Ô é\ê ã�ä$å ° ä Ü f × Ó X�ÿ�� Ô ü Ùä Ü f Ï Ófé Ô ü Ó ø Ó Z Ô¸Ô é
Figura8.2: SuḿariodoCálculoFunctorial

e � Ê � Ç����
¦ 	

Ê ��

¦ ��������� Ï 
�Ð « 	Ê ��

¦ 	

Exerćıcio 8.22 Considereo seguintemodeloparafilascomprioridade,���������� �
sujeitoaoinvariante !#"%$'&)(�*,+��- .0/132�4'5 "%$'&
onde

�
é o doḿınio deobjectosa enfileirare

�
é um doḿınio deprioridadessobreo qualsesup̃oe

definidaumaordemtotal.
Suponhaquealgúemchegouàseguinteimplementac¸ãorelacionalde

�
:�67���8:9<;>= ?@;'A

sujeitoaoinvariante! 6 "CBD& (�*D+�FE 2�GD2 6 1 BHJI#K�" 2 & � I#K:" 2 6 &MLNIPOQ" 2 & /� I'OR" 2 6 &
Mostre(aplicandoo cálculofunctorial)queesteinvarianteé,desnecessariamente,fortedemais.S
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Exerćıcio 8.23 Umafábricadecaboscondutoreseléctricospretendeumaaplicaç̃aoparacontrolodos
seus‘stocks’. Há vários tipos de caboscondutores,cadaum identificadopor um código de artigo.
Cadasegmentodecaboconstituiumaponta, é de um determinadotipo, temum dadocomprimento
(múltiplo de TVU ) e est́a armazenadoalguresnumabobine. Cadabobinetem umamatŕıcula quea
identificae est́a numdeterminadoestado, a saber:armazenadanumdadoarmaźem, emmanutenc¸ão,
em produç̃ao, em controlode qualidade,no cliente,abatidaou morta. Na mesmabobinesó podem
estararmazenadaspontasdo mesmotipo. Todasasbobinesdo mesmotipo est̃ao armazenadasno
mesmoarmaźem.

1. Completea especificac¸ãoseguintedaestruturadebaseparagest̃aodeste‘stock’,WX�ZYQ[]\^�� _ � 2 B � _ � 2 Ua` �Zb�ced 4 \�[� b�ced 4 \�[f�� _ � b�cg�ih b 4 B Y � `kj [ B YQlJbh b 4 B Y �� mnmnmj [ B YRlJb �� mnmnm
onde#Art (códigodeartigo), #Arm(refer̂enciadearmaźem)e#Bob(matŕıculadebobine)são
tiposprimitivos.

2. Calcule(usandoo \ B [ ) umaimplementac¸ãorelacionalde
WX� Y�[n\

.

3. Escrevauminvariantesobre
WX� YQ[]\

quegarantaqueamesmamatŕıculadebobinenãoéusada
paraartigosdiferentes.

4. Projecteesseinvariantesegundoo refinamentorelacionalquecalculou.S
Exerćıcio 8.24 A informaç̃ao constantedos registosprediaisdumaConservatória de Registo Pre-
dial ( p q h ) reparte-sepor váriassériesde livrosdeacordocomosobjectosregistadose asrelaç̃oes
jurı́dicasentreeles.Só nosvamosaquipreocuparcomasséries“B” e “C”. Naprimeira,cadaentrada
descreve um prédio, e.g. um edif́ıcio, um terreno,etc.No chamadoregimede propriedadehorizon-
tal a informaç̃aode cadaprédioconstasobretudodadescriç̃aodassuasfracç̃oes,hipotecase prédio
origem.A situaç̃aotı́picaéaseguinte:umempreiteirohipotecaumterreno(prédioorigem)parapoder
suportarfinanceiramentea construc¸ãodeum prédiode

4
-andares(fracç̃oes).Osandaresacabampor

sercompradosporparticularesquenormalmenterecorremaempŕestimosquelhessãofacultadosme-
diantenovashipotecas,agorasobreasfracç̃oesemcausa.Todasashipotecassãoregistadasemlivros
dasérie“C”.

1. Completea especificac¸ãoseguintedaestruturadebaseparagest̃aodeuma p q h , onde#Pre
(códigodeprédio), Text (texto suḿario), #Fra (identificadordefracç̃ao) e #Hip (refer̂enciaa
umahipoteca)sãotiposprimitivos.p q h �� � `kp� �� _ h 2 \<�rWs\�[]t ` 8Juwvyx z ` Fracç̃oes `k{ 2 d 5 \ Ua`k| YR}~b 2p �� _s� d���� p 2 \�lJb 2 `�| YQ}~b 2

Fracç̃oes
�� _@� 2 Y���Ws\�[]t ` 8 uwvyx z `k��`k| YR}Cb 2 `�q \ 4 lWs\�[nt �� � \n� B{ 2 d 5 \ U �� m]mVmp 2 \�lJb 2 �� � \n� B

/*deumahipoteca*/| YR}Cb 2 �� m]mVm� �� �:�
/*percentagemda fracç̃ao */q \ 4 l �� m]mVm
/*rendimentocolect́avel*/

2. Calcule(usandoo \ B [ ) umaimplementac¸ãorelacionalde p q h .
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3. Escreva uminvariantesobrep q h quegarantaqueumafracç̃aonuncaé0% dovalor total do
prédioequetodasasfracç̃oesdomesmoprédioprefazem100%.

4. Escreva um invariantesobre p q h quegarantaquenunhumprédio vema ser origemde si
próprio.

5. Projecteessesinvariantessegundoo refinamentorelacionalquecalculou.

S
8.7 RefinamentodeModelosRecursivos

8.7.1 Moti vação

Equaç̃oescomo(8.20)e(2.156)atŕassãoexemplosdemodelosdedadosdefinidos
recursivamenteem �HË���Î . Muitos outrospodiamter sidoapresentadoscomoex-
emplo, já quea recursividadeé umatécnica“elegante”paraespecificarmuitos
construtoresdedadosnãoprimitivosem �HË���Î , porexemplo:� �Ê ��� �r� �

/* listasfinitassobre
�

, cf. (8.52)*/ (8.94)� �Ê ��� �r� ���
/* árvoresbináriassobre

�
*/ (8.95)� �Ê ��� �r� ���

/* árvoresgeneralizadassobre
�

*/� �Ê � � �r� ���
/* “fr ases”sobre

�
e
�

*/

etc.
Que fazerquando,num processode refinamento,encontramosum modelo

recursivo?
Algumaslinguagenssuportamdirectamentea recursividade(e.g. L ISP, ML)

masmuitasoutrasnão (e.g. ‘assemblers’e o primitivo FORTRAN). Linguagens
comoo PASCAL ou o C ficam “a meiocaminho”entreestassituaç̃oesextremas
— arecursividadeéimplement́aveldeformaindirecta,comrecursoaapontadores
queenderec¸amsegmentosdemeḿoria dinâmica(‘heaps’). A programac¸ãocom
apontadoreśe umaactividadesujeitaa erros(cf. problemascomoa indefiniç̃ao
deapontadores,a não-terminac¸ãocausadapor refer̂enciasćıclicasetc.) e tendea
produzircódigo “manhoso”,i.é difı́cil de entenderpor quemnãoo escreveu �V� .
Uma maneirade ultrapassarestesproblemaśe pensarem regrasgeńericasque
refinemestruturasdedadosrecursivasemequivalentesnão-recursivasquesejam
seguras,eliminandotodaa manipulac¸ãonão-sisteḿaticadeapontadores��� .KD�

Comobemobservou Wirth [Wir76], os apontadoressão equivalentes,no eixo dasestruturasde
dados,aos‘gotos’ algoŕıtmicosqueaprogramac¸ãoestruturadatantosepreocupouemabolir.
KD�

Damesmaformaquesepodefazer“StructuredProgrammingwith GotoStatements”cf. [Knu74].
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Olhandoparaa analogiaentreasconstruc¸õesprimitivasde �HË���Î e algumas
estruturasdedadosdo PASCAL, apresentadanaFigura1.5,é tentadorarriscarmos
uma “codificaç̃ao” de definiç̃oescomo, por exemplo, (8.94) acima. Obtemos,
introduzindoumavariável auxiliarNode parafacilitaracodificaç̃ao,

X = ˆNode;
Node = record

P: A;
S: X

end;

(8.96)

De facto,seriaconcertezaestaa estruturadedadosqueumprogramadordePAS-
CAL escreveria, em primeiramão, parapoderrepresentarseqûenciasdo tipo A.
Contudo,qual o significadoreal da construc¸ão ˆNode ? Qual é o “valor” de
um apontador?Ondeest́a a prevenç̃ao contraapontadoresindefinidose ciclos
deapontadores?Estassãolimitaçõesda“analogia”invocadaque,comotodasas
analogias,carecederigor formal.

Um dos primeirostrabalhosque abordaramformalmenteesteproblemafoi
o deFielding [Fie80]. Entreváriasestruturasestudadas,́e consideradoo refina-
mentodeárvoresbináriasdeprocura �V� ,� �Ê ��� � Ë�¡ ��¢ Ñ � Ñ � ��� (8.97)

quecorrespondèa definiç̃ao(8.95)em �HË���Î fazendo
� �Ê � Ë�¡ ��¢ Ñ � Ñ .

Um dosrefinamentospropostosparaestaestruturaem[Fie80] ‘mapsabinary
treeontolinearstorage’:�Z£ �Ê

Ï �¤�¥� Ð ���§¦¨¦��§©�§¦�¦¨�§© �Ê �«ª¬� ËQ¡ ��¢ Ñ � Ñ � Ï �¤�¥� Ð � (8.98)

onde
� �Ê  ®

é um conjuntoinfinito numeŕavel de apontadores.Esterefina-
mentoé propostoem [Fie80] sob um pesadoinvarianteinduzido, que impede
apontadoresindefinidose ciclosdeapontadores.Oraum invariantesemelhantée
tamb́emrequeridoparajustificarmosarepresentac¸ãoem“lista-ligada”deseqûen-
ciasfinitas, queseapresentouacimaem (8.96)e que,por analogiacom (8.98),
escreveŕıamosformalmentecomosesegue:� � �Ê

Ï �¤�¥� Ð � Ï �¯ª �r� Ï �¤�F� Ð/Ð
Poder̃ao estesdois saltosde refinamentoque “removem recursividade” ser

generalizados?K±°
Estamosa transliterarpara o \ B [ anotaç̃aoVDM usadaem[Fie80].
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8.7.2 Leis deDes-recursivação

No casogeral,suponhamosquenosé dadaumadefiniç̃ao recursiva em � ²��n³ da
forma � �´ ��� µ Ï � Ð:¶ (8.99)

onde
µ

é um(endo)functorem � ²��n³ (relembrara Definição8.3).
Podemosconjecturarque,se

� � é umpontofixo em � ²��n³ de(8.99),ent̃ao� � ·3¸¹
Ï �¤�F� Ð � Ï �¯ª�µ Ï �º�¥� Ð�Ð (8.100)

para
� �´  ®

. Parajustificarmosestaconjecturaseŕa precisoencontraro par »)¶ �
áı referido,paraqualquer

µ
.

O primeiro resultadoquedesenvolveremosseŕa aplicável a definiç̃oesmais
geraisque(8.99),daforma � �´F¼ Ï � Ð (8.101)

daqual(8.99)seobt́emfazendo
¼ Ï � Ð ´ ��� µ Ï � Ð .

Seja ½ �¿¾ ¶�ÀÂÁ ¼
Ï �¿¾ Ð�Ã �Ä¾ÆÅ

umpontofixo do functor
¼

(8.101)em � ²��n³ . A
existênciadomenordospontosfixosde(8.101)est́agarantidasempreque

¼
éco-

cont́ınuo. Ignoraremosaquialgunsdetalhestécnicos,sendosuficientesabermos
quetodoo functorpolinomialé co-cont́ınuo �nÇ .

Queremosagoradiscutiro seguintesaltoderefinamento:�¿¾ ·3¸¹ � �ÉÈ �¯ª ¼ È � Ð�Ð (8.102)

onde
�

é umdoḿınio de“apontadores”tal que
� �´  ®

. Ora(8.102)seŕagaran-
tido pelaexistênciadeumasobrejecc¸ão

»�Á � �0È �¯ª ¼ È � Ð/Ð@Ê)Ã � ¾
total sobreËP½ÍÌ¶]
 Å � � �0È �¯ª ¼ È � Ð/Ð Î � È Ì¶]
�Ð:Ï . Parasimplificarmosinicial-
menteo problema,assumiremostemporariamenteque 
 � �Ðª ¼ È � Ð é uma
funçãototale desenharemoso diagramaseguinte:� Ñ 
¼ È � Ð (8.103)

Fixadoum dado 
 — queintuitivamenteveremoscomoum segmentode ‘heap’
enderec¸adopor

�
, oucomouma“basededados”comchave

�
— »ÓÒ designaŕaa

funçãoque,paracada“apontador”Ì � � , abstraio valorde
�¿¾

quecorrespondeKDÔ
Ver [MA86], p.262,270.
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auma“navegaç̃ao” sobre
 tomandoÌ comoenderec¸o departida.Podemosacres-
centar»ÓÒ a(8.103),ousejadesenhar� ¾ ¹ õÕ Ê �Ñ 
¼ È � Ð
Como

È � ¾ ¶�À�Ð é ponto-fixode
¼

, podemosadicionarÀ aodiagramaeobter� ¾À§Ö¼ È � ¾ Ð
¹ õÕ Ê � Ñ 
¼ È � Ð

Finalmente,o diagramapodeserfechadopor
¼ È » Ò Ð ,� ¾À§Ö¼ È �¿¾ Ð

¹ õÕ Ê× Ó ¹ õ ÔÕ Ê
�Ñ 
¼ È � Ð (8.104)

já que
¼

é umfunctor.
A equac¸ãoimplı́citanodiagramacomutativo (8.104)é»ÓÒ È Ì%Ð ´ À È ¼ È »ÓÒ%Ð È 
 È Ì%Ð�Ð/Ð

Escreveremosagora » È Ì¶]
�Ð em lugar de »ÓÒ È Ì%Ð , obtendoa seguinte função de
abstracc¸ãopara(8.102) » Á � �ÉÈ �¯ª ¼ È � Ð�Ð@Ê)Ã � ¾» È Ì¶]
�ÐÙØQÚeÛ´ À È ¼ È » Ò Ð È 
 È Ì%Ð/Ð�Ð (8.105)

Podemosexemplificaresteracioćıniocomoprópriofunctorpolinomial(8.87).ÈD� � ¶]À�Ð é umponto-fixobem-conhecidodestefunctor �VÜ ondeÀ Á ��� �r��� � Ê)Ã � �
À È � Ð ØQÚeÛ´ ÝßÞ�à á � ´ ½ � ¶ ®�Pâ�ÅãJä � ³ È Ñ ¶���Ð á � ´ ½±£å¶Q½ Ñ ¶�� ÅVÅ (8.106)

Nestecaso,para
¼ È »æÒ%Ð obteremos¼ È »æÒ%Ð È � Ð ´ È ��� �r� »æÒgÐ È � Ð´ È � � �F�Qç � »æÒgÐ È � Ð´ Ý � á � ´ ½ � ¶ ®�Pâ�Å½e£#¶�½ Ñ ¶�» Ò È �LÐ Å�Å á � ´ ½±£#¶�½ Ñ ¶]� ÅnÅ (8.107)K±è

Consultarassecç̃oes2.3e 8.3.1.
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Compondo(8.107)com(8.106)obteremos,segundo(8.105),

» È Ì¶]
�Ð ØQÚeÛ´éÝ Þ�à á 
 È Ì%Ð ´ ½ � ¶ ®�Pâ�ÅãJä � ³ È Ñ ¶�» Ò È Ì#ê#Ð�Ð á 
 È Ì%Ð ´ ½±£å¶Q½ Ñ ¶�Ì#ê ÅnÅ
Deixandoagorade assumirque 
 é total, teremosdeencararo problemada

indefiniç̃ao de apontadores— 
 È ÌyÐ em (8.105)seŕa indefinidosempreque ÌNë�ì äÆí È 
gî eoutrosapontadoresÌ#ê nocontra-doḿıniode 
 , acesśıveispor Ì , poder̃ao
estarnamesmasituaç̃ao.

Estanoç̃ao de acessibilidadeentreapontadorespodeŕa caracterizar-se pelo
fechotransitivo Þ�ï× daseguinteordemsobre

�
, induzidapor

¼
e 
 :

Ì � Þ × Ì ØQÚeÛ´ Ì �ðì äÆí È 
gîgñ�Ì � � × 
 È Ìåî (8.108)

ondea conjunç̃ao lógicaé denovo assumidacomoumaconectiva nãoestrita—
cf. (8.13)— e

� × sedefinepor induç̃aosobrea estruturapolinomialde
¼

, como
sesegue:

Ì � × � ØQÚeÛ´ ò
(8.109)Ì �ôó�õ@ö õF� ØQÚeÛ´ Ì ´ �

Ì � × ùå÷ ½ � ¶n¡ Å ØQÚeÛ´ Ì � × �ùø Ì � ÷ ¡Ì � × ï ÷ � ØQÚeÛ´ Ý Ì � × ¡ á � ´ ½ � ¶n¡ ÅÌ � ÷�ú á � ´ ½Í£#¶ ú Å
O seguinteinvariantepara(8.102)impedequalquerapontadoracesśıvel de Ì de
serindefinido:� È Ìw¶]
gî ØQÚeÛ´ �±²��Ðû ´ ËÆÌÏ�ü�ËÓÌ#ê � � ÎsÌ#ê Þ ï× Ì)Ïý � ûÿþ ì äÆí È 
gî
Contudo,esteinvariantéeinsuficientesepretendermosrestringiranossainterpreta-
ção ao menordospontosfixos, querdizer, sepretendemosgarantirque » È Ì¶�
gî
não dá resultadosinfinitos. Falta assimforçar que û sejaum conjuntobem-
fundado��� comrespeitoa Þ × :� È Ì¶�
gî ØRÚeÛ´ �±²Q�Ùû ´ Ë�Ì)Ï�ü�ËÓÌ#ê � � Î@Ìåê Þ ï× Ì)Ïý � û�þ ì äÆí È 
gîgñ������� þ û�Á	� í �
� Á � Ì#ê Þ × í ÁPÌ#ê ë��� (8.110)

Porexemplo,seja
¼ È � î ´ � ª µ È � î . Nãoseŕa difı́cil obter

� × paraeste
caso, Ì ���� ÷ � ØQÚeÛ´ � ã ��ì äÆí È � îXÁPÌ � ÷ � È ã î (8.111)K��

Relembraro exerćıcio 1.22.
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A condiç̃ao(8.111)iráserútil paraentendermosailustraç̃aodocálculodedesrecursiva-
çãoqueseapresentaŕanasecç̃ao8.7.4.

Finalmente,ent̃ao,apresenta-seo teoremaquecorporizatudoo queacimase
descreveu:

Teorema8.4(Primeira Lei deDesrecursivação)
Seja

¼
umendofunctorpolinomialem �Z²Q�n³ eseja ½ � ¾ ¶]À Å umpontofixode

¼
tal

queo conjunto
� ¾

é finito ou infinito numeŕavele tal queos elementosde
� ¾

,
consideradoscomoestruturasarborescentes,sãofinitos.

Seja
�

umconjuntoinfinito numeŕavel.Seja
� Á � �0È �¯ª ¼ È � înîZÃ £ um

predicadodefinidopor� È Ì ¾ ¶�
gî ØRÚeÛ´ Ì ¾ �ðì äÆí È 
gîfñ È Ì ê Þ × Ì���Ì ê �ðì äÆí È 
gî]îñ È ë �åÌ � � Á'Ì Þ ï× Ìåîñ ì äÆí È 
gî é finito

Sejaenfim»�Á È � �ÉÈ �¯ª ¼ È � înînî ¸ Ã �Ä¾
umaaplicaç̃aodefinidapor » È Ì ¾ ¶]
gî ´»ÓÒ È Ì ¾ î onde »ÓÒ Á ì äÆí È 
gîùÃ �¿¾

é umaaplicaç̃ao auxiliar definida,recursiva-
mentee à custade 
 , por

»ÓÒ È Ìåî ´ À È ¼ È »ÓÒåî È 
 È Ìåînî]î
Tem-seent̃ao � ¾ ·3¸¹ È � �ÉÈ �¯ª ¼ È � înî]î

Demonstraç̃ao: Ver [Jou92]. �
Até agoratemosinterpretadoo doḿınio

�
comoum conjuntoqualquer, in-

finito numeŕavel,cujoselementossão,decertomodo,refer̂enciasparaosobjectos
a implementar. Dissemosqueumelementode

�
podiaserconsideradocomoum

nome,umachave ou um apontador. É denotarqueexisteumadiferença funda-
mentalentreumapontadornumalinguagemdeprogramac¸ão(comoe.g. PASCAL)
e,por exemplo,umnomeouumachavenumsistemarelacional.É queum apon-
tadornão é apenaso enderec¸o de umacélula de meḿoria. Um apontadorpode
tamb́em“nãosernada”,isto é,podetero valorNIL. Porissoumaoperac¸ãosobre
umaestruturaarborescente,implementadàa custade apontadores� , tem geral-
mentea forma Ý � ´ ®�Pâ � ������ È � ´ ®�Pâ î�� �����
Assim,um doḿınio deapontadoreśe sempredaforma

�@� �
(ou

�º� �
, obvia-

mente),emque
� ´ Ë ®�Pâ Ï e

�
é um conjunto(infinito numeŕavel, pelomenos

teoricamente)deenderec¸osdecélulasdemeḿoria.
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Já atŕasnosapareceram,maisdo queumavez, doḿınios da forma
���N�

,
ver e.g. (8.100).Vamosagoraenunciarum segundoteorema,a quechamaremos
segundalei de desrecursivaç̃ao, quepermiteobteressetipo de representac¸ão e
cujademonstrac¸ão(aquiomitidaporraz̃oesdeeconomiadeespac¸o) mostraquese
podeusararepresentac¸ãofornecidapeloteorema8.4paraobteranovarepresenta-
ção ��� .
Teorema8.5(SegundaLei deDesrecursivação)
Seja� umfunctorpolinomialem � ²��n³ daforma� È â î ´ � � � â � � � � â � â � ����� � ��� � â � â � ����� � â !#" $�
emquepelomenosumdosconjuntos

��%
é nãovazio.

Seja
È � ¶�Àæî umpontofixodaequaç̃aoâ �´ ��� � È â î

emque
�

representao conjuntosingular Ë ®�Pâ Ï , tal quetodososelementosde�
, consideradoscomoestruturas arborescentes,são finitos e tal queo próprio

conjunto
�

é infinito numeŕavel.
Seja

�
umconjuntoinfinito numeŕavel,com

®�Pâ ë� � . Seja ê Á È �@� � î �ÉÈ �¯ª � È ��� � înî@Ê)Ã'& äÓä �
umpredicadodefinidopor ê È]È ²P¶�� ¾ îJ¶]
 ê î ØRÚeÛ´ÈnÈ � ¾ ë´ � ý ��(� ¾ ��ì äÆí È 
wê,înî ñ È Ì#ê Þ Ò*)gÌ���Ì#ê �ðì äÆí È 
wê înîñ È ë �åÌ � � Á'Ì Þ�ïÒ*) Ìåîñ ì äÆí È 
wê î é finito î
Sejaenfim � ê Á ÈnÈ ��� � î �0È �«ª � È ��� � î]înî�+,)ôÃ �
umaaplicaç̃aodefinidapor� ê ÈnÈ ²'¶-� ¾ î:¶]
 ê î ´ � ê Ò ) È ²P¶-� ¾ î
sendo � ê Ò ) Á ��� ì äÆí È 
 ê îZÃ �K�.

Essencialmente,junta-sea / um elemento02143 e substitui-sepor esseelementotodosos ele-
mentosde / querepresentamestruturasvazias.
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umaaplicaç̃aoauxiliar definida,recursivamentee à custade 
wê , por� ê Ò ) È ²'¶-�)î ´ À ÈnÈ ý ì � � � È � ê Ò ) î]î È]È ý ì � � 
 ê î È ²P¶��)î]înî
Tem-seent̃ao � ·65 ) ÈnÈ �s� � î �0È �¯ª � È ��� � î]înî + )
Demonstraç̃ao: Ver [Jou92]. �
Exerćıcio 8.25 Aplique as leis de desrecursivação estudadasnestecursoa cadaumadasseguintes
definiç̃oesrecursivas, 7 �� T98 77 �� T98 � ` 77 �� T98 � ` 7 O7 �� T98 � ` 7 �7 �� |:8 � ` 7 �7 �� 1�` " 7 8�T & O7 �� 1;8<1�` 8>=7 �� " � 8 7 & � 1 0
definindo ? "A@ G $P& eaordem

-B
.S

8.7.3 CasosParticular escomInteresse

É interessanteanalisaro significadode(8.102)paraalgunsfunctores
¼

simples:

– Functorconstante
¼ È � î ´ �

. ½ � ¶ � � Å é,obviamente,umponto-fixode
¼

. De
(8.105)e (8.86)obt́em-sea funçãodeabstracc¸ão» Á � �ÉÈ �¯ª � î@Ê)Ã �» È Ì¶]
gîÙØQÚeÛ´ À È ¼ È » Ò î È 
 È Ìåî]înî´ � � È � È » Ò î È 
 È Ìåî]înî´ � � È � � È 
 È Ìåînî]î´ 
 È Ìåî
De (8.108)e (8.109)obt́em-sea ordemvazia Þ ï× sobreapontadores(

�
),

peloqueo invariante(8.110)sereduza� È Ì¶]
gî ØQÚeÛ´ Ì ��ì äÆí È 
gî (8.112)

comoseesperava. De notarqueestecasoparticularcorrespondèa popu-
lar técnicadeprogramac¸ão

� ¾
pelaqual,emvezdemanipulardirectamente

dadosdotipo
�

(estaticamentearmazenados),o programamanipulaidenti-
ficadoresseus,ou refer̂enciasdinâmicasparaeles.ODC

Tı́picadeC ou PASCAL, ouaindadaprogramac¸ãoporobjectos.
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–
� ´FE

no casoacima. Estecasotrivializa (8.101)à definiç̃ao
� �´ E

de um
doḿınio vazio;notarque

� ��È �«ª ¼ È � înî simplificaem
� ��È �«ª E î ,

quesereduza � �ÉÈ �¯ª E î �´ � �HGõ2IKJ E õ�´ � � E ¾
Querdizer, 
 Á E Ã E

só podesercompletamenteindefinida,e
ì äÆí È 
gî ´�

; ent̃ao Ì �ðì äÆí È 
gî ´ ò
e (8.112)reduz-sea� È Ì¶�
gî ØRÚeÛ´ ò

Comoseesperava,chegou-sèareificaç̃aovazia(ondetodoodadoéinválido).

– Functoridentidade
¼ È � î ´ �

. Nestecaso(8.101)reduz-sea
� �´ �

, que
aceitaqualquerponto fixo

È �¿¾ ¶�ÀFÁ �¿¾ Ã �Ä¾ î onde À é uma bijecç̃ao.
Vejamoscomoo menordospontosfixos implı́citosem(8.110)reduzeste
casoaoanterior(

� ¾ ´LE
), mostrandoquedefiniç̃aoe a propriedadebem-

fundadanãopodemserverificadasaomesmotempo.

Assumirque û é bem-fundadocomrespeitoa Ì � Þ ó�õ@ö õ Ì (queseabre-
viaráparaÌ � Þ Ì e é logicamenteequivalentea Ì ��ì äÆí È 
gîôñ Ì � ´ 
 È Ìåî )
implica � í � ûÿÁ>
 È í î¨ë� û (8.113)

Mas se í � û ent̃ao í é acesśıvel de Ì ( í Þ ï Ì ), í � ì äÆí È 
gî e
 È í î Þ í . Logo 
 È í î Þ í Þ ï Ì
i.é 
 È í î Þ ï Ì , queimplica 
 È í î � û econtradiz(8.113).Logoaconjun-
ção da definiç̃ao de apontadorese a auŝenciade ciclos em (8.112)é im-
posśıvel, e obtemos � È Ì¶�
gî ØRÚeÛ´ ò

Um sabormaisalgoŕıtmico podeseremprestadoa (8.110)introduzindouma
funçãoauxiliar � ²NM ã�O È Ì¶]
gî ØQÚeÛ´ ËÆÌ)Ï�ü�ËÆÌ ê � � ÎXÌ ê Þ�ï× ÌÏ
(querdizer, û ´ � ²NM ã�O È Ì¶]
gî ) sujeitaàstransformac¸õesqueseseguem

� � :� ²PM ã�O È Ìw¶]
gî ØQÚeÛ´O]K
Cf. asleisdoap̂endiceB.
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Ë�Ì)Ï�ü�ËÓÌ ê � � ÎXÌ ê Þ ï× Ì)Ï´ Ë�Ì)Ï�ü Ý � á Ì�ë��ì äÆí È 
gîQSR )�T9U R ËÆÌåê,Ï�ü�ËÆÌåê ê � � ÎsÌ#ê ê Þ�ï× Ìåê,Ï á Ì ��ì äÆí È 
gî´ Ë�Ì)Ï�ü Ý � á Ì�ë�ðì äÆí È 
gîQSR )�T9U R � ²PM ã�O È Ìåê±¶�
gî á Ì �ðì äÆí È 
gî
O testededefiniç̃aopodeserencapsuladonumpredicadoì ²Ó» ý � ² ì È Ì¶]
gî ØQÚeÛ´ ûÿþ ì äÆí È 
gî
Como û ´ � ²NM ã�O È Ì¶�
gî obtemos,depoisdas substituiç̃oes e transformac¸ões
necesśarias:ì ²Ó» ý � ² ì È Ì¶]
gî ØQÚeÛ´éÝ ò á Ì�ë�ðì äÆí È 
gî� Ìåê Þ × Ì�Á ì ²Ó» ý � ² ì È Ì#ê,¶�
gî á Ì �ðì äÆí È 
gî
Notar que

� ²NM ã�O e
ì ²Æ» ý � ² ì não calculamo pretendidoponto-fixoimplı́cito no

fecho transitivo de Þ × no casode estarelaç̃ao ser ćıclica. Um ciclo- Þ × é
detectadosemprequeserevisita o mesmoÌ � �

. Comoa detecc¸ão de ciclos
seajustaao testededefiniç̃ao deapontadores,podemosagregaros dois testese
escrever � È Ì¶]
gî ´ �KV#WNX È Ì¶]
¶ � î (8.114)

onde !ZY#[�\æ"]@ G $ G p & (�*,+�^ � _ @ /1 lJb U "%$'&a`b@ 1 pE @ 6 -B @3HR! Y#[�\ "A@ 6 G $ G p�ced @Zf�& _ @ 1 lJb U "%$'& (8.115)

8.7.4 ExemplodeCálculo deDes-recursivação

O modelo
¢ ² ã 	 � ²Æ² paraárvoresdedecis̃aoatŕasapresentado(8.20)seŕa explo-

radonestasecç̃aoe submetidoa umasérie decálculos,no sentidode ilustraros
principaisresultadosdestecaṕıtulo. Ossaltosderefinamentoser̃aoindexadospor
númerosnaturais,deformaa facilitar a aplicaç̃aodaregra(8.14)parainferência
defunçõesdeabstracc¸ãoe invariantes.

Reificaç̃aodosDomı́niosdosDados

A remoç̃aoderecursividadedeacordocom(8.102)seŕaaprimeiratransformac¸ão
aplicável a (8.20).Obt́em-se¢ ² ã 	 � ²Æ² · � ¢ ² ã 	 � ²Æ² �
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onde ¢ ² ã 	 � ²Æ² � ´ � �0È �¯ª'g O M'� �ÉÈD� � ³�h3² � ª�� înî (8.116)

Antes de prosseguirmos,pensemosum poucosobreo que já conseguimosem¢ ² ã 	 � ²Æ² � (8.116).Sãoadmisśıveisduasinterpretac¸ões(pelomenos):

1. Olhandopara
�

comoumdoḿınio deapontadores,�«ª'g O MP� �0È±� � ³�h3² � ª¬� î (8.117)

modelaum segmentode ‘heap’, i.é de meḿoria dinâmica. Em PASCAL

(ondeo ‘heap’est́a “escondido”no ‘run-timesystem’)escreveŕıamosqual-
quercoisacomo

���
type DecTree1 = ˆDecTree;

DecTree = record
Q: What;
R: array [Answer] of ˆDecTree
end;

(8.118)

2. Olhandopara
�

comoum doḿınio denomesdeobjectos, (8.117)modela
abasedeobjectos � äÆí ²¨Ã äZi�j ² ã � ä
implı́citaemqualquerambientedeprogramac¸ãoorientadaaosobjectos[Wol88].
Re-escrevendo(8.116)maissugestivamente:¢ ² ã 	 � ²�² � �´ k i�j ® M í ² Á � �� � ã�O ýDl ²ÂÁ k i�j &mM#³�²k i�j &mM#³�² ´ �ßª � ��� � ý i>n �V²Ó³� ��� � ý i>n �V²Ó³ �´ o Á g O MP� �� n�i k i�j ³�Á � � ³�h§² �
pÃ �

Prosseguiremosagoravia (8.72):Ws\�t � 2 \�\ K � /F` " / �rq
sæY B ` " � 4 [�t \ 2 � / &D&u O /F` "±" / �vq
s>Y BD& ` "D" / ` � 4 [�ty\ 2 & � / &D& (8.119)� Ws\�t � 2 \�\ O
Agora, olhandopara

�
como um doḿınio de estados,

¢ ² ã 	 � ²Æ² � aceitaa
interpretac¸ãoseguinte:O�O

Estritmentefalando,(8.118)é jáumrefinamentode(8.117)porque,comojáseviu, osapontadores
emPASCAL implementam/w8kT emlugarde / (aalternativa T correspondeaovalornil ). Portanto,
uminvariantesobre(8.118)seŕa necesśario, impedindoaalternativa nil emDecTree1 .
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-
È � ��� � ³�h3² � î ª �

= diagramaestados-transiç̃oesdeum autómatode
estadosfinitos(determińıstico)onde

� � ³�h3² � = est́ımulosdeentrada;

- o primeirofactor Ì � � em(8.119)= estadocorrentedoaut́omato;

-
�ßªxg O MP� = tabelasem̂anticaassociandoumsignificadoa cadaestado.

Assim, o salto 2 acabade nos conduzira um nı́vel mais baixo onde,ape-
sarde tudo, encontramos“velhosamigos”: aut́omatosde estadosfinitos podem
implementar-secom‘arrays’ e ‘jumps’! Continuandocomo racioćınio teremos,
sucessivamente,¢ ² ã 	 � ²Æ² � ´ � �0È]È �¯ª'g O MP�nî �ÉÈnÈ � ��� � ³�h3² � î ª�� înî· � � �0È £ Jmy{z�| V>} � £�~ Jmy ç ������ 5�� y�J î´ ¢ ² ã 	 � ²Æ² ��´ � � �0È £ Jmy{z�| V>} � £ Jmy ç ������ 5 yaJ î´ ¢ ² ã 	 � ²Æ² �
cf. (8.9)and(8.30).O modelofinal,¢ ² ã 	 � ²Æ² � ´ � �ÉÈ £ Jmy�z�| V>} � £ Jmy ç ������ 5 y�J î (8.120)

não é nem mais nem menosdo que um esquemarelacionalparaimplementar¢ ² ã 	 � ²Æ² sobaformadedoisficheirosdebasededados(tabelas)onde
�

assume
agorao papeldeumdoḿınio dechaves.

Emresumo,o nossoracioćınio podeesquematizar-secomosesegue:Ws\�t � 2 \]\ u K Ws\]t � 2 \]\ K u O Ws\]t � 2 \�\ O u � Ws\�t � 2 \�\ � �� � Ws\]t � 2 \�\ �
(8.121)

Infer ênciado Invariante deAbstracção

A funçãodeabstracc¸ãoglobalpara(8.121)podeinferir-sevia (8.14),i.é» È Ìw¶Q½,�:¶]� ê Å î ´ » � È » � È » � È » � È Ì¶Q½D�:¶n� ê Å î]înînî
onde » seobt́em por composic¸ão functorial dasfunçõesde abstracc¸ão » � a » � ,
comosesegue: » � é dadapor» � ´ � J �0È � �>���Z���,��� � £*�Óî
onde

�
é o isomorfismo ÈD��� &Äî � � �´ � ��� & � �
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definidopor � È ½�M)¶ i ¶ ã Å î ´ ½]½�M)¶ i Å ¶ ã Å
isto é, » � È ½ÍÌ¶�½,�:¶]� ê Å]Å î ´ ½ÍÌ¶�½,�:¶RËP½V½eÌ¶�M Å ¶�Ì ê Å Î�½±Ì¶,M)¶�Ì ê Å � � ê Ï ÅnÅ
Deformasemelhante,» � baseia-senaabstracc¸ão í Ìå» (8.9)derelaç̃oesparafun-
ções, » � ´ � J �0È í Ìå» � í Ìå»wî
enquantoque » � é,simplesmente,» � ´ � J ��� �
onde

� �
é dadapor (8.74).Finalmente,» � È Ì¶]
gî ´ » Ò È Ìåî» Ò È Ìåî ØQÚeÛ´ �D²��Ð
 È Ìåî ´ ½�h ¶�
wê Åý � ½-h ¶{� M» Ò È 
wê È M7î]î:� VP�	�#� p ~ Ò ) � Å (8.122)

cf. (8.105,8.81)e (8.88).Ent̃ao� �N� � ���������#�]���D� 6A � �¡�¡£¢ �¤�a�4�¤¥¦� � �]� ¡ �D¥S� � �-§*��������¨   ��� 6A ;© ���a��¨a��� 6] «ª � 6¤¬�¡� � ¢ �¤�a�4� � � �¯®±°�² ³�´DµP¶ � � ������¨  � 6 �¯®±°�² Y ² ° ) ´-µP¶ )  � 
e ? O " ? � " ? � "-·]@ G ·%B G B 6¤¸�¸ &±&D& �·¤@ G�¹ �· t GNº Y@ 6¯» ®A° ) ) ² Y ² ° ) ´-µP¶ )±¼ ° ) )±½ \ ¸m¾ ® \ ² ³�´DµP¶ ¸ (8.123)

Combinando(8.123)com(8.122)obtemos,depoisdealgumassimplificaç̃oes,? "A@ G · B G B 6¤¸ &å(�*D+� }C\ B t � B s>\ " d I'OQ" 2 &{¿ 2�1 B	À�IåK�" 2 & � @Zf�&d 4 · t GNº Y? "A@ 6 G ·CB G B 6 ¸ & » ®±° ) ) ² Y ² ° ) ´-µP¶ )A¼ ° ) )A½ ° ¸ (8.124)

Passemosagoraà inferênciado invarianteglobal,queé dadopor:Á �����>�]�,�D� 6] �¡¢�Á �P� � �N���a�#�]���D� 6A �¡�¡�ÂSÁ O�� � �N� � �P���a�4�]�,�-� 6A �¡�¡�¡{ÂmÁ K4� � O�� � �N� � �N���a�#�]���D� 6A �¡�¡�¡�¡
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já que Ã � é sempreverdadeiro.Ã � recorrea » ì � (8.7),Ã � ´ È-Ä ÌK� � î � » ì � � » ì �
e Ã � éo predicado

ì � ý (8.73).Podeverificar-seque Ã � È » � È » � È Ì¶�½,�:¶]�Vê Å înî]î sereduz
a Å �*Æ �Vê±ÇôþÈÅ �ZÆ �DÇ . Ent̃ao!>�Q" ? ��"]@ G · B G B 6 ¸ &D& � | À ? lV� " BD&�À ? ln� " d ·É·A@ G Y ¸ G @ 6 ¸ ¿�·¤@ G Y G @ 6 ¸ 1 B 6 f�&� ? lV� " BD&�À ? ln� " d ·É·A@ G Y ¸ G @ 6 ¸ ¿Ê·¤@ G Y G @ 6 ¸ 1 B 6 f�& (8.125)

Continuandoa calcular» ì � È ËP½V½eÌ¶,M Å ¶�Ì#ê Å Î�½±Ìw¶�M)¶�Ì#ê Å�Ë �VêDÏÓî em(8.125)teremosÌ ½DÌ � ¶,M)¶�Ì ê� Å ¶�½±Ì � ¶ i ¶�Ì ê� Å�Ë � ê Á È Ì � ´ Ì � ñwM ´ i îÍ��Ì ê� ´ Ì ê�
Finalmente,Ã � (8.110)baseia-senaordem

Ì � Þ Ì ØQÚeÛ´ Ì Ë ì äÆí È�Î î<ñÈ ò ø �aM Ë ì äÆí È Å � È-Î È Ìåî]înîXÁPÌ � ´ Å � È�Î È Ìåînî È M#înîÏ Ì Ë ì äÆí È�Î î<ñHÐD²�� Î ê ´ Å � È-Î È Ìåî]îýDÑ ��M Ë ì äÆí È�Î ê îsÁPÌ � ´ Î ê È M#î
cf. (8.111).Relembrando(8.114,8.115)acima,podemosreduzirÃ � È » � È » � È » � È Ì¶�½,�:¶]� ê Å înî]înî
a M n9Ò È Ì¶n�:¶]�VêD¶ � î ondeY4Óæ� "]@ G B G B 6 G p & (�*D+�Ô � _ @ /1 IåK>Õ B]Ö�`@ 1 pE 2Z1 d IåK�" [ & � @�¿ [ 1 B 6 f�H Y4Óæ� " I>��" 2 & G B G B 6 G p�c×d @Zf�& _ @ 1 IåK>Õ B]Ö (8.126)

Combinandoos resultadosanteriores,obtemosfinalmenteo seguinte invariante
(não-trivial!) sobre(8.120):Á �����>�]�,�É� 6  D¡;¢�AØ����a�    �>��� 6 �  6  Êª �«ÙN� ¢ � 6�Ú  ¢  6 ¡�Â�AØ����PK>��¨a��� 6 K   �>���æO���Û���� 6O  «ª � 6 Ù����PK ¢ �æO Â ¨ ¢ Û ¡ Ú � 6 K ¢ � 6O ¡�ÂÜ K4Ý � 6ßÞ9à Ü K4Ý � Þ Â¨�áãâK�����É�,�D� 6 ��ä ¡ (8.127)

ondeM n9Ò é o predicadorecursivo auxiliardadopor (8.126).
Pormuito complicadoqueo leitor acheo invariante(8.127),deverá reflectir

sobreo seguinte:
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- éo “menor” invariantequegarante,segundoo processodecálculoseguido,
acorrectaimplementac¸ãorelacionalde

¢ ² ã#å6æ ²Æ² ;
- é umamedidaeloquenteparaseavaliar a “insegurança” e o risco quese

correaoutilizar essaimplementac¸ãocompletamentedesapoiada.

Exerćıcio 8.26 RelembredoExerćıcio 2.38o seguintemodelorecursivo, em o \�çD[ , paraárvores-Bè �wéê T98 è � `�ëAì�` è �«í�î
onde,sobreo tipo deelementosì seconsideradefinidaumaordemtotal ï . No contexto dades-
recursivaç̃aodestemodelo,caracterizeaordem ï B correspondente,i.éondeð ë 7 í éê T{8 7 `�ëAì�` 7 í�îñ
Exerćıcio 8.27 Considereo seguintemodelorecursivo, em o \�çD[ , paraárvoresdeexpress̃aoj éê |w8�{�`�j î (8.128)

onde | designaumconjuntodevariáveise { umconjuntodeoperadores.

1. Escreva um invariantesobre j que garantaque em todasas ocorrênciasde um operadorbÍò { numaexpress̃ao ó o seunúmero deargumentośe o mesmo.

2. No contexto dades-recursivaçãodestemodelo,caracterizeaordem ï B correspondente,ondeð ë 7 í{éê |w8�{ ` 7 î
3. Completeasretiĉenciasnoseguinteprocessoderefinamentode j :

Como j î é pontofixo de mVmVm
obteremosde(8.128),porsubstituic¸ão, j éê mnmVm

(8.129)mVm]m éê mnmVm
(8.130)

Substituindoagoraj (8.129)em(8.130),teremosmVmVm
Emsuma,(8.128)implementa-sepor^ j éê |:8�{�`¯33 éê T98 | `¯3e8 { `×39ô (8.131)

4. Aosolhosdaanalogiaquefoi dadanasaulasentreasconstruc¸õesprimitivasde o \�çD[ econstru-
çõessemelhantesnaslinguagensdeprogramac¸ãoestruturada,comocodificaria(8.131)emC
ou PASCAL? (escolhaumadaslinguagens).ñ
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8.8 Ainda Sobre a Manipulaçãode Invariantes

Vimos atŕascomoo processode refinamentoacarretaa induç̃ao de invariantes
sobreos dadosrequeridosparagarantira representac¸ão fiel da informaç̃ao da
especificac¸ão. Essesinvariantessão sintetizadosem cadapassoe são, de certa
forma,“os menores”posśıveis,cf. secç̃ao8.1.2.

Estaestrat́egiatema vantagemde impedir implementac¸ões“mais fortes” do
queefectivamentenecesśario — comosepodeapreciarao resolver o Exerćıcio
8.22,porexemplo— masignoraoutrosaspectosdareificaç̃aodosdadosquesão
relevantesnaprática,nomeadamente,

- a própria especificac¸ão inicial de um projectoest́a, ela própria, sujeitaa
invariantes‘ad hoc’, i.é abritrários;por exemplo,mesmoum tipo primitivo
como ¢ M'�V² �´öõ � � � £ �  ®
requerum invariantenão-trivial:lJY4ç,\ { @ ÷ WsY4ç,\ùø*úüû
lJY4ç,\ { @ ë l*ý U ýeY íÿþ�� �ê ����� ����

U ò dRT ý��Pý�	Pý�
�ý��Pý T� ý T û f�� l���� T Àë��Kë Y ê T 	��#û À U ê T� í` ë l ï 	 í ` ë±T�� ï l í�íU ò d�� ý��Pý � ý T:T f � l���� U ê û À }~\�Yn� ë Y í � l��<û �U ê û À � }C\]Y]� ë Y í � l��<û��
onde }~\�Yn� ÷ 1 0 ø*úüû}~\�Yn� ë Y í þ�� �ê � \ U ë Y*ý ^ T 
 � � Y À � \ U ë YZý T�� í ê  � ���T 
 ��� Y ` � \ U ë YZý T�� í��ê  � � í ê 

- algumasregrasdo cálculo são “senśıveis ao contexto” no sentidoem que
só podemseraplicadasa um tipo dedadosseesteestiver afectadopor um
dadoinvariante

� � ;
- podeserdesej́avel introduzir invariantes‘ad hoc’ ao longodo refinamento

quenadatêm a ver com fidelidadede representac¸ão (representatividade),
massimcomoutrasfacetasdorefinamentocomoa procuradeeficîencia.

Porexemplo,sabemosque £ ç · �� A� p ��! � (8.132)

Contudo,podemosestarinteressadosemimplementar£ ç por listasde
! �

orde-
nadasporumaordemtotalsobre

!
, ordemessaqueé irrelevanteparaafunçãode

abstracc¸ão ²NÐD² í ³ .ô � Veja-se[Oli90] paramaisdetalhes.
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Em geral,se
! ¶�& forem conjuntosfinitos tais que

! · ¹ & , podeacontecer
que

! · ¹#" ¸ & ¸ severifique,onde ÃiÁÊ&éÊ)Ã £ é um invariantesobre & e & ¸
designao conjuntoË i Ë &aÎ;Ã È i î�Ï . Ã podesertãofortequantodesejarmos,desde
quea cardinalidade& ¸ sejamaiorquea de

!
. No “limite”,

! �´ & ¸ . Tal seŕa o
casoem £ ç �´ �� ±� p � "  %±�	� V 5 È ! � î  %±�	� V 5
ondeÐ ýDÑ ²NM æ forçaquecadaseqûencia³ Ë ! � estejatotalmenteordenadaporuma
dadaordemlinear $ Ë ! � !

:Ð ýÉÑ ²NM æ È ³Æî ØRÚeÛ´ Ì �&% ý Þ j % Ð±² Ñ(' � O È ³Æî�Á'³ È ý î�$ ³ È j î
O objectivo destasecç̃aoéo deanalisaro impactodetaisinvariantes‘ad hoc’

nosresultadosanteriormenteestudados.

8.8.1 Invariantes ‘Ad Hoc’

Antesdemais,seŕaapartirdeagoranecesśariodecorarcadadoḿınio dedados
!

como “seu” invarianteÃ , ! ¸
umavez que Ã pode,num dadoestadodo refinamento,sermaisforte do queo
implicadopelasregras-

·
at́e áı aplicadas.De facto,umoumaisinvariantesextra

(‘ad hoc’) podemter sido entretantointroduzidosao arb́ıtrio do implementador.
Assim,passaremosa escrever !*),+- & +
emlugarde !*) +- &
sendoÃ omitidoapenassefor o predicadosempreverdadeiro(

Ä i � å ).
O teoremaqueseguepermite-nosintroduzirinvariantes‘ad hoc’ emqualquer

passodeumrefinamento.

Teorema8.6 Se
!.) +- & + severificaese /10 !325476

éuminvarianteextra sobre!
, ent̃ao / podeser“empurrado” de

!
para & comosesegue:!98:),+- & +<; 8>= -

emque Ã@?A/AB�C abrevia o predicado
Ä i � ÃED iGF ?A/HD�C�D i�F�F .

Demonstraç̃ao: Ver [Jou92]. �
Precisaremosaindademaisalgunsresultados.
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Teorema8.7 SendoI um(endo)functorpolinomialem JLKNM�O ouo functor
6QP

,
!

finito e RS0 !T2U4V6
uminvariantesobre

!
, tem-seque

IAD ! + FXWY IAD ! F[Z]\ +_^ (8.133)

Demonstraç̃ao: Ver [Oli94]. `
Teorema8.8 Seja a ) -cb

verdadeiro e RT0 b 2(4d6
um predicadotal quea

restriç̃aode C por R , CLe Rf0 b + 2U4 a
é aindasobrejectiva.Então a ) ->g + b +
Demonstraç̃ao: Óbvia, apartir dadefiniç̃ao8.10. `

No quediz respeitòa funcionalidadedeummodelo,temoso seguinteteorema
garantindoque,seumaoperac¸ãopreservaum invariante‘ad hoc’, ent̃aoqualquer
umasuaimplementac¸ãoválidao faz,a baixonı́vel.

Teorema8.9 Seja hi0]a 4 a a especificac¸ão de uma funç̃ao transformando
elementosde a e preservandoumdadoinvariante‘ad hoc’ / definidosobre a ,
isto é j�k , l(m�n aT0>/HD m FXo /HDphLD m F�F (8.134)

Então,o refinamentohrq de h implicadopelosalto(8.11),

a sutv a
b +
-xw y

s<z tv
b +
-w y

preservaŕa / aonı́velde
b

.
Demonstraç̃ao: {}| é qualquerfunçãoquesatisfaça~x�]���]�����U� { | �����[��� { ���U�����[� (8.135)� seŕapreservadopor { | , aońıvel de

�
, sse~��H�:�]��� � ���U�����[��� � ���U� { | �����[�[����

O factode � serunárionãocorrespondeafaltadegeneralidade:o teoremapermaneceválidopara
aridadesarbitŕariasde � : �c�_�����N�c�f�������G�T�
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Porreduç̃aoaoabsurdo,� nãoseŕapreservadose���]�:�H��� � ���U�����[�}��� � ���U� { | �����[�[�
isto é, �Q�H���]�c� � ���U�����[�}��� � � { ���U�����[�[�
via (8.135).Porque

�
é sobrejectiva,

�U������� �
paraalgum

����¡
. Logo,teremos�����:¡¢� � ���>�}��� � � { ���#�[�

assimcontradizendoahipótese(8.134). `
Passaremosdeimediatoaoestudodeumexemplodeaplicaç̃aodestesresulta-

dos.

8.8.2 Exemplo: Tabelasde ‘Hashing’

As tabelasde ‘hashing’ são estruturasde dadosbemconhecidas[Wir76, HS78]
cujo objectivo é combinareficientementeasvantagenstantodameḿoria est́atica
comodadinâmica.Estruturasest́aticascomoos ‘arrays’ sãodeacessoaleat́orio
mastêm a desvantagemde ocupardemasiadameḿoria primária. As estruturas
dinâmicas,baseadasemapontadores(e.g. listaslineares,́arvoresdeprocuraetc.)
sãomaisverśateiscomrespeitoa requisitosdemeḿoriamaso acessòa informa-
çãonãoé tãoimediato.

A ideia do ‘hashing’ é sugeridapelo significadoda própria palavra: uma
grandebasededadośe “hashed”emtantos“pedaços” quantoposśıvel. A procura
dentrode cada“pedaço” não é imediata,mascadapedac¸o é acedidoaleatoria-
mente.Comocadaumadessassub-basesdedadośemaispequenaqueaoriginal,
o tempogastonaprocuraé encurtadopor um dadofactordependentedo número
desub-bases.O acessoaleat́orio obtem-senormalmentepelachamadafunçãode
‘hashing’, £ 0#¤ m M m 2(4¦¥¨§<© m M[ª §_«
quecalcula,paracadaitem,asualocalizaç̃aonatabelade‘hashing’.A terminolo-
gia ‘standard’encaracomosinónimostodosos itemsquecolidem, i.é competem
parao mesmolocal,ouenderec¸o. Um conjuntodesinónimoschama-sebucket.

Há váriasmaneirasde tratarcolisões,comoe.g. ‘linear probing’ [Wir76] ou
‘overflow handling’[HS78]. Apenasnosdedicaremosa estaúltima.

ProcessodeCálculo

Seja
« n.¬ 

o númerodeentradasprevistasparaa nossatabelade‘hashing’e£ 0Qa 2(4®«
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umadadafunçãode‘hashing’.Normalmente,
«

é muitomenorqueo cardinaldea , isto é,
£

é claramentenão-injectiva.
O objectivo é usar

)
-resultadosparaconverter6Q¯S)±°²°G°

em algo quepossamosidentificarcomoum modeloaceit́avel de umatabelade
‘hashing’.O pontodepartidaé o resuldadobásico(8.60):

a )´³Nµ bi¶ a
Instanciando(8.60)para

b Y « ,

a ) ³_µ « ¶ a (8.136)

imporemosdeimediatoa
« ¶ a uminvariante‘ad hoc’:

R�D�ª�· m FE¸G¹�ºY ª Y £ D m F (8.137)

por forma a que cadaitem
m»n a só sejaemparelh́avel com o seuı́ndice de

‘hashing’
£ D m F . Oraa restriç̃aode ¼ j a D « ¶ a F + é sobrejectivasobrea , pois

¼ j#½¿¾ DÀª�·
m F n « ¶ aÁe]ª Y £ D m F�ÂGÃ Y a

e teremos a ) ³ µ g + D « ¶ a F + (8.138)

peloTeorema8.8.Aplicandoa(8.138)o functor“partesde Ä ”, Å}Ä °Æ6�P , obtemos6 ¯ ) -�Ç D 6QÈ5É ¯ F�Ê Ç (8.139)

onde ËÍÌ Y 6 +Y ÅUO ° D l(Îfn Oc0#RED Î F�FY ÅUO ° D l DÀª�· m F n Oc0�ª Y £ D m F�F
e

C Ì Y 6 \ ³Nµ g +_^Y ÅUO ° ¾ ¼ j D
Î F e Îfn O ÂY ÅUO ° ¾

mÏn aÐe&DÀª�· m F n O Â (8.140)

Relembremosagoraa lei de‘currying’ daexponenciac¸ão(8.38),

a9Ñ ÉÓÒ WYÕÔ ÈQÖ Ô_×Ø×�Ù D�a Ò F Ñ
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onde Ú «�© Ú5Û_Û_Ü DÀM F�¸²¹�ºY Å�DpÝ_· © F ° M�DpÝ F D © F
Para a Y 6 obtem-sea seguintevers̃aode

Ú «�© ÚUÛ_ÛNÜ
,Ú «�© Ú5Û_Û_Ü DÀM F ¸²¹�ºY ¾�Þ Ý_· ©Gß eÍÝ

n b ? © n M�DpÝ F�Â
A inst̂anciade(8.38)quenosinteressáe — cf. o ladodireitode(8.139)—6 È5É ¯ WY D 6�¯ F È
Semanipularmososinvariantesdeacordocomo Teorema8.6obteremos

D 6 È5É ¯ F Ê WY - µ D�D 6 ¯ F È F Ê µ (8.141)

deondesededuz:

C j Y ÅÓM ° Ú «�© Ú5Û_Û_Ü DÀM FY ÅÓM ° ¾ D�ªØ·
m F eHª n « ? m�n M�D�ª F�Â (8.142)

e Ë j Y Ë B Ú «�© ÚUÛ_Û_Ü (8.143)Y Å}M ° Ë D ¾ DÀª�·
m F e]ª n « ? m�n M�DÀª F�Â<FY Å}M ° l ª n « 0}D l(m�n M�DÀª F 0�ª Y £ D m F�F

É fácilmostrarque D�D 6 ¯ F È F Ê µ acima— i.éo ‘array’ D «f4à6 ¯ F Ê µ — édefacto
ummodeloparatabelasde‘hashing’.Deacordocom(8.144),todoo conjuntono
codoḿınio detais‘arrays’conteŕasinónimos[HS78]. E todosessesconjuntossão
mutuamentedisjuntos,cf. o seguintelema:

Lema 8.1 Para cadatabelade‘hashing’ M n D «S4V6 ¯ F Ê µ verifica-sel ªÍáYãâ n « 0�M�D�ª Frä M�D â F YÁå
Demonstraç̃ao: Porreduç̃aoaoabsurdo,suporque,paraalgunsæHç�Sè e

����¡
, setem����éØ� æ �}������éØ�êè<�

Ent̃ao,por ë � (8.144)tem-se

æ �ãì.���#�Ó�Õè,�1ì.���#�
i.é, æ �Sè , logocontradizendoahipóteseinicial deque æHç�Sè . `

Em suma,cada í�Ý n 6 ¯ é partidaem
«

segmentosde colisão, disjuntos,
cadaum enderec¸adopelo correspondentéındicede ‘hashing’ calculadopor

£
.

Contudo,a tarefaderefinar
6 ¯ “recorre”nocodoḿınio de

«S4V6 ¯ , umproblema
conhecidopeladesignac¸ãodeoverflowhandlingoucollisionhandling[HS78].
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ManipulaçãodeColisões

Conhecidaa propriedadecomposicionaldosrefinamentosem JLKNM�O , saltaà ideia
tentarrefinarosprópriosconjuntosdecolisõesem(sub)tabelasde‘hashing’.Esta
soluç̃aotemo nomede‘rehashing’e conduza qualquercoisacomo«f4 DÀî 4à6 ¯ F (8.144)

sobum invarianteelaboradoenvolvendo
«

(possivelmentediferentes)funçõesde
‘sub-hashing’

£:ï
( ª Y3ð · °²°G° · « ):ñròdó ô<õ � öQ÷5ø9ù��_ú¿öNû�øÕüÁ�_ú¿ö Y ø õ úý÷Àþ[ú ûNþr��÷ ófÿ ú Y þ��]û ó.ÿ�� ú Y þpþ�þ (8.145)

Mas,estritamentefalando,rehashingnãoé maisdo quemultiplicar o espac¸o de
enderec¸amentodeumadadatabelade‘hashing’porumdadofactor( î ), pois

D�D 6 ¯ F��cF È WY D 6 ¯ F È5É �
— cf. a lei (8.38)— ondea funçãode‘hashing’é£ q D m F Y Þ

£ D m F · £ � \�� ^ D m F ß
Tipicamenteî
	 «

, e os conjuntosdecolisõestornam-semaispequenos.Mas6 ¯ aindarecorrenoco-doḿınio de(8.144)!
Uma melhorsoluç̃ao seŕa analisara teoriade refinamentode

6 ¯ quejá co-
nhecemos,e áı muitasopç̃oesest̃ao dispońıveis, por exemplo a�� — cf. (8.2).
Teremosent̃aotabelasde‘hashing’convertidasem‘arrays’ deseqûenciasdeco-
lisões, D «f4 a � F�Ê� (8.146)

onde
Ë��

seobtemvia o Teorema8.3,6 ¯ )������ ��� a � o D 6 ¯ F È )������ ����� Dpa � F È
onde K���KNîfO È D�M F Y Å}ª ° K���KNîfO>DÀM�DÀª F�F (8.147)

e peloTeorema8.6,

D 6 ¯ F È ) ����� ����� Dpa � F È o D�D 6 ¯ F È F Ê µ ) ����� ����� D�D�a � F È F Ê µ = ����� ��� �
ouseja, Ë�� Y Ë j B]K���KNî.O ÈY ÅÓM ° l ª n « 0}D lrm�n K���KNî.O>D�M�DÀª F�F 0�ª Y £ D m F�F (8.148)
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A funçãodeabstracc¸ãoglobalseŕa,cf. (8.147),(8.142)e (8.140),

C�DÀM F Y C Ì DpC j D�C � D�M F�F�FY C Ì DpC j DpK��pKNî.O>DÀM�D�ª F�F�F�FY ¾
m�n a±e&DÀª�· m F n ¾ D�ª�·

m F e]ª n « ? mÏn K���KNîfO>DÀM�DÀª F�F�ÂQÂY ¾
m�n a±e]ª n « ? mÏn K��pK²îfO>DÀM�D�ª F�F�ÂY ¾
m�n a±e���ª n « 0 m�n K���KNîfO#D�M�DÀª F�F�ÂY �ï! È ¾ m�n aÁe m�n K���KNî.O>D�M�DÀª F�F�ÂY �ï! È K���KNîfO>DÀM�DÀª F�F (8.149)

confirmandoaintuiçãodequeabaseabstractáeareunĩaodetodososseus“peda-
ços” guardadosnumatabelade‘hashing’.

Exerćıcio 8.28 Prossigacomo processodecálculoqueseapresentouaolongodestasecç̃ao,refinando�#" emlista ligadaporapontadorese terminecomumacodificaç̃aonalinguagemC.$
Exerćıcio 8.29 Relembreo esquemarelacionalderivadonoExerćıcio 8.19.Calculeo impactodelhe
associar, agora,o invariante(‘ad hoc’) queseseguee quedeveŕa garantir, sobre%�&#& , ascondiç̃oes
elaboradasqueseseguem:

- quenenhumequipamentóe feito desub-equipamentosdesconhecidos;

- quenenhumequipamentovema incluir-seasi própriocomosub-equipamento;

- queseconheceo preço detodoo componentequeéusadopelomenosnumequipamento;

- quesenãopodemterem‘stock’ equipamentosquesenãofabricam.$
8.9 Invariantes ‘Ad Hoc’ Impl ı́citos em Diagramas

ERA

Antesdeterminarmos,apresentaremos,a tı́tulo ilustrativo, váriosesquemasdein-
vers̃aodeDiagramasERA (‘Entity-Relationship-Attribute’)paraexpress̃oesJXK²M�O
emqueocorremvariadosinvariantes‘ad hoc’.

Nos diagramasERA queseseguem, ' , ( são śımbolosquedesignamenti-
dades,)*' , )*( designamosrespectivosatributoschavee a ,

b
, + , ¤ , , , -.-/- , 0

designamatributos.Cadaregradeinvers̃aoé daforma

í Y K
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ondeí éumdiagramaERA e K éacorrespondente“traduç̃aosem̂antica”em JLKNM�O .
Entidades

12 34E
12 34
12 34

Z

B

A

---
5 5 56 6 6 777 Y )*'98¦a ¶.b ¶ -.-.- ¶ 0 (8.150)

Relacionamentos

Genericamente,vamossup̂or umatributoabstractoa associadoa cadarelaciona-
mento,desdobŕavel emtantosquantosnecesśariosemcadacaso.

Relacionamentos1:1 Váriassituaç̃oesa considerarconformeasentidadesen-
volvidas( ' ou ( ) sãoopcionaisouobrigatórias:

1. ' e ( sãoambasopcionais:

1

5 5 5::: :::5 5 5 12 341

A

E

F

;
; Y <=< )>(?8@)*' ¶ aBA ¶< )*'C8
-.-/- A ¶< )*(?8
-.-/- ADA=E

(8.151)

Invarianteassociado:

R <GF ·�h(·Øh q A ¸G¹�ºYl(Î · Î q n í § î <!F A�H Î áY Î q o ¼ Ì <!FI< Î A=A&áY ¼ Ì <!FI< Î qJA=ADKí § î <GF A�L í § î < hrqJA=K¼ Ì ½ Û «NM <!F A Ã L*í § î < hOA
Seatributo a ausente( a Y ð ):)>(?8@)*' ¶ a WY (?8@)*' ¶ ðWY )*(C8@)*'
cf. lei (8.24).
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2. ' obrigat́oriae ( opcional:

F

1

5 5 5::: :::5 5 5 12 34E
1

A;
;

Y <=< )>(?8@)*' ¶ aBA ¶< )*'C8
-.-/- A ¶< )*(?8
-.-/- ADA=E
(8.152)

Invarianteassociado:

R <GF ·�h(·Øh q A ¸G¹�ºYl(Î · Î q n í § î <!F A�H Î áY Î q o ¼ Ì <!FI< Î A=A&áY ¼ Ì <!FI< Î qJA=ADKí § î <GF A�L í § î < hrqJA=K¼ Ì ½ Û «NM <!F A Ã Y í § î < hOA
3. ( obrigat́oriae ' opcional:

F

1

5 5 5::: :::5 5 5 12 34E
1

A

;
; Y <=< )>(?8@)*' ¶ aBA ¶< )*'C8
-.-/- A ¶< )*(?8
-.-/- ADA E

(8.153)

Invarianteassociado:

R <GF ·�h(·Øh q A ¸G¹�ºYl(Î · Î q n í § î <!F A�H Î áY Î q o ¼ Ì <!FI< Î A=A&áY ¼ Ì <!FI< Î qJA=ADKí § î <GF A Y í § î < hrqJA=K¼ Ì ½ Û «NM <!F A Ã L*í § î < hOA
4. ' e ( ambasobrigat́orias:

F

1

5 5 5::: :::5 5 5 12 34E
1

A;
;

Y <=< )>(?8@)*' ¶ aBA ¶< )*'C8
-.-/- A ¶< )*(?8
-.-/- ADA E
(8.154)
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Invarianteassociado:R <GF ·�h(·Øh q A ¸G¹�ºYl(Î · Î q n í § î <!F A�H Î áY Î q o ¼ Ì <!FI< Î A=A&áY ¼ Ì <!FI< Î q A=ADKí § î <GF A Y í § î < hrqJA=K¼ Ì ½ Û «NM <!F A Ã Y í § î < hOA
RelacionamentosM:1 Novamente4 regras,pelamesmaordem:

1.

M

5 5 5::: :::5 5 5 12 341

A

E

F

;
; Y <=< )>(?8@)*' ¶ aBA ¶< )*'C8
-.-/- A ¶< )*(?8
-.-/- ADA�P

(8.155)

Invarianteassociado:Q <!F ·Øh(·�h q A ¸²¹�ºYí § î <GF A�L¢í § î < hrqGA=K¼ Ì ½ Û «NM <!F A Ã L*í § î < hOA
2.

F

M

5 5 5::: :::5 5 5 12 34E
1

A;
;

Y <=< )>(?8@)*' ¶ aBA ¶< )*'C8
-.-/- A ¶< )*(?8
-.-/- ADA�P
(8.156)

Invarianteassociado:Q <!F ·Øh(·�h q A ¸²¹�ºYí § î <GF A�L¢í § î < hrqGA=K¼ Ì ½ Û «NM <!F A Ã Y í § î < hOA
3.

F

M

5 5 5::: :::5 5 5 12 34E
1

A

;
; Y <=< )>(?8@)*' ¶ aBA ¶< )*'C8
-.-/- A ¶< )*(?8
-.-/- ADA�P

(8.157)
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Invarianteassociado:Q <!F ·Øh(·�h q A ¸²¹�ºYí § î <GF A Y í § î < hrqGA=K¼ Ì ½ Û «NM <!F A Ã L*í § î < hOA
4.

F

M

5 5 5::: :::5 5 5 12 34E
1

A;
;

Y <=< )>(?8@)*' ¶ aBA ¶< )*'C8
-.-/- A ¶< )*(?8
-.-/- ADA�P
(8.158)

Invarianteassociado:Q <!F ·Øh(·�h q A ¸²¹�ºYí § î <GF A Y í § î < hrqGA=K¼ Ì ½ Û «NM <!F A Ã Y í § î < hOA
— NB: Osrelacionamentosð H ð sãocasosparticularesdosrelacionamentosR H ð , apenasimpondoumrequisitodeinjectividade.

RelacionamentosM:M (pelamesmaordem):

1.

M

5 5 5::: :::5 5 5 12 34M

A

E

F

;
; Y <=< )>' ¶ )*(S8VaBA ¶< )*'C8
-.-/- A ¶< )*(?8
-.-/- ADA=T

(8.159)

Invarianteassociado:U <GF ·�h(·Øh q A ¸G¹�ºY ¼ Ì ½ í § î <GF A Ã L í § î < hOA=K¼ j>½ í § î <GF A Ã L í § î < hrqJA
Denotarque,quandoa YTð (i.érelacionamentosematributos)setem)*' ¶ )*(?8 ð WY <�ðWVÁð A=XZY É XZ[WY \ XZY É XZ[
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2.

F

M

5 5 5::: :::5 5 5 12 34E
M

A;
;

Y <=< )>' ¶ )*(S8VaBA ¶< )*'C8
-.-/- A ¶< )*(?8
-.-/- ADA=T
(8.160)

Invarianteassociado:U <GF ·�h(·Øh q A ¸G¹�ºY ¼ Ì ½ í § î <GF A Ã Y í § î < hOA=K¼ j>½ í § î <GF A Ã L í § î < hrqJA
3.

F

M

5 5 5::: :::5 5 5 12 34E
M

A

;
; Y <=< )>' ¶ )*(S8VaBA ¶< )*'C8
-.-/- A ¶< )*(?8
-.-/- ADA T

(8.161)

Invarianteassociado:U <GF ·�h(·Øh q A ¸G¹�ºY ¼ Ì ½ í § î <GF A Ã L í § î < hOA=K¼ j>½ í § î <GF A Ã Y í § î < hrqJA
(observe-sequeo diagramadestaregraésimétricoemrelaç̃aoaodia-
gramadaregraanterior)

4.

F

M

5 5 5::: :::5 5 5 12 34E
M

A;
;

Y <=< )>' ¶ )*(S8VaBA ¶< )*'C8
-.-/- A ¶< )*(?8
-.-/- ADA=T
(8.162)

Invarianteassociado:U <GF ·�h(·Øh q A ¸G¹�ºY ¼ Ì ½ í § î <GF A Ã Y í § î < hOA=K¼ j ½ í § î <GF A Ã Y í § î < hrqJA
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]^ _`

Equipment

Component

5 5 5 5a: : : :5555:::: partof
]^ _`

Alarm Cost

Description Quantity

7 7 7 7 7

]^ _`
b b b b b

b b b b b

5 5 5 5a: : : :5555:::: sub-block-of

7 7 7 7 7
]^ _`

cc c

Figura8.3: ExemplodeumdiagramaERA
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8.9.1 ExemplodeAplicação

Na figura 8.3 mostra-seum diagram-ERAque pretenderegistara estruturada
basededadosdeproduç̃aodeumafábricadedeterminadotipo deequipamentos
(relembraros exerćıcios 1.3, 2.59 e 8.19). Estediagramapretenderegistar as
seguintesintuiçõessobreo problema:

- a fábricaconstŕoi um determinadotipo de equipmentocuja produç̃ao en-
volvecomponentesindividuaisobtidosexternamente(e.g. compradosa um
fornecedor);

- cadacomponenteindividual temum custoe est́a armazenadoemdetermi-
nadaquantidade, verificadaemrelaç̃aoaumdadovalormı́nimodealarme;

- cadacomponentée, segundoumaquantidadedeterminada,parte de pelo
menosum equipmento(e.g. o circuito ref. X tem

«
circuitosintegradosde

ref. Y);

- osequipmentospodemconter, segundoumaquantidadedeterminada,out-
rosequipmentoscomosub-blocos(e.g. o computadorpessoalref. Z tem î
‘PC boards’deref. T).

Em resumo,é posśıvel reconstituira árvore de produç̃ao de cadaequipmento,
árvoreessaquepodeenvolvercomponentesindividuaise/ououtras(sub-)́arvores
deproduç̃ao.

A traduç̃ao destediagramaparaSETS podeserobtidade acordocom asre-
grasacimadescritas.O diagramaenvolve apenasduasentidades,+ § îed §_« K « M e'gf Ú ª�d}î.K « M . A partirdaregra(8.150)obt́em-se:

]^ _`

Component

]^ _`

Alarm Cost

Quantity

7 7 7 7 7

] ^ _`
b b b b b

— i.é, emSETS: )e+ § î*d §_« K « Mh8¦aB� m Û î ¶ + § O²M ¶ji Ú m « M[ª�M Ü
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— e

Equipment

]^ _`
Description Quantity

b b b b b7 7 7 7 7
] ^ _`

— i.é, emSETS: )*'gf Ú ª�d5îAK « MZ8V¤�K<O © Û ª�d5M[ª §_« ¶ji Ú m « M[ª�M Ü
O relacionamentopartede (‘part of’) podeser tido em contaadicionando,via
regra(8.160),umafunçãoparcialfinita extra:< )*+ § îed §_« K « M ¶ )*'gf Ú ª�d}î.K « MZ8 i Ú m « M[ª�M Ü A ¶< )*+ § îed §_« K « Mh8¦a�� m Û î ¶ + § O²M ¶ji Ú m « M[ª�M Ü A ¶< )>'>f Ú ª�d}î.K « MZ8¦¤ÏK_O © Û ª�d}M[ª §_« ¶ki Ú m « M[ª�M Ü A
Finalmente,o relacionamentosub-bloco-de(‘sub-block-of’) é incorporadose-
gundoa regra(8.162):< < )>'>f Ú ª�d}î.K « M ¶ )*'gf Ú ªld5îAK « Mm8 i Ú m « M[ª�M Ü A ¶< )*+ § îed §_« K « M ¶ )>'>f Ú ª�d}î.K « MZ8 i Ú m « M[ª�M Ü A ¶< )*+ § îed §_« K « M�8¦aB� m Û î ¶ + § O²M ¶ji Ú m « M[ª�M Ü A ¶< )>'>f Ú ª�d}î.K « MZ8¦¤ÏK_O © Û ª�d}M[ª §_« ¶ki Ú m « M[ª�M Ü AA Ê

(8.163)

cujo invariante
Ë

é induzidopelasregrasacimaempregues:Ë < Û Ì · Û j ·�K Ì ·ØK j A ¸G¹�ºY ¼ Ì ½ í § î < Û Ì A Ã L í § î < K Ì AK¼ j ½ í § î < Û Ì A Ã L í § î < K Ì AK¼ Ì ½ í § î < Û j A Ã Y í § î < K j AK¼ j ½ í § î < Û j A Ã L í § î < K Ì A
Independentementedesteinvariante,pelasleis (8.63), (8.29) e (8.22) a ex-

press̃ao(8.163)podesertransformadaem<=< )*'gf Ú ª�d}î.K « M ¶ < )*'gf Ú ª�d}î.K « M V )e+ § îed §_« K « M=A=AW8 i Ú m « M[ª�M Ü A ¶< )*'gf Ú ªld5îAK « M#8¦¤�K<O © Û ªld5M[ª §_« ¶ji Ú m « M[ª�M Ü A ¶< )e+ § î*d §_« K « Mh8Va�� m Û î ¶ + § O²M ¶ji Ú m « M[ª�M Ü A
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O mesmoinvariantepodeserparcialmentealiviadovia lei (8.72),finalmentecon-
duzindoa< < )*'gf Ú ª�d}î.K « MZ8 ¤ÏK_O © Û ª�d}M[ª §_« ¶ki Ú m « M[ª�M Ü ¶<D< )*'gf Ú ª�d}î.K « M V )*+ § îed §_« K « M=Ah8 i Ú m « M[ª�M Ü A A ¶< )e+ § îed §_« K « Mh8¦a�� m Û î ¶ + § O²M ¶ki Ú m « M[ª�M Ü AADT

(8.164)
O invariantequerestaéU < K Ì ·�K j A ¸G¹�ºY ��KNM Ä Yonep  rqts � \ � Ç ^ í § î < ¼ � < K Ì <vu A=ADA' Y ¾

Îfn )*'gf Ú ª�d}î.K « M�e Þ ð · Î ß n Ä Â+ Y ¾
Îfn )e+ § î*d §_« K « M�e Þ \ · Î ß n Ä Âª « í § î < K j A Y +aKw'xL*í § î < K Ì A

(8.165)

Note-sequeo “significado”assimobtidoparao diagrama— vertidoemSETS

por (8.164)e (8.165)— é,emtermosdeespecificac¸ão,relativamentepobrecom-
paradocomaquiloqueo especificadorprovavelmentetinhanasuamentemasnão
teve meiospararegistarno diagrama.Por exemplo,ondeé queem (8.165)ve-
mosagarantiadequenenhumequipmentopoderecursivamenteserumsub-bloco
de si próprio? Seŕa necesśario fixar um invarianteparao efeito, invarianteesse
quea notaç̃ao ERA é incapazsó por si de explicitar. Em suma,um diagrama-
ERA podeŕa ser semdúvida um bom pontode partidaparaarrancarcom uma
especificac¸ão formal de um doḿınio de dados. Mas na maioriadoscasosseŕa
necesśarioacrescentarinformaç̃aoextraqueo diagramafoi incapazderegistar.

Exerćıcio 8.30 Peranteo seguintefragmentodaformulaç̃aodosrequisitosdeumaaplicaç̃aodegest̃ao
pedaǵogica,

No sistemaacad́emicode umadadauniversidadetoda a disciplina é fornecidapor
um e um só departamento,que a entrega a um seudocenteresponśavel (regente).
Departamentosedisciplinassãoentidadescaracterizadas,entreoutrosatributos,pelo
seunome.

doisprogramadoresdiscutemsobrequaldosseguintesdiagramasdeEntidades-Relac¸ões(a)e(b), que
seseguem,devemadoptar:

Disciplina

M

5 5 5::: :::5 5 5 ]^ _`
Departamento

1

Regentey
y ]^ _`

Nome

]^ _`
Nome Disciplina

M

5 5 5::: :::5 5 5
] ^ _`

Departamento

1

Regente

y
y ]^ _`

Nome

]^ _`
Nome

(a) (b)
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1. Dê-lhesa suaajuda,comparando(a) e (b) combasenasem̂anticaemSETS queestudoupara
diagramasdestetipo.

2. Escrevaafunçãoque,emnotaç̃aoSETS, convertea informaç̃aorelacionaldeumdosformatos
(a)ou (b) parao outro,seéquetal funç̃aopodeserdefinida.

$
8.10 Exerćıcios

Exerćıcio 8.31 Demonstreou refuteosseguintesfactos,em z \�õD[ :�S�Õ�|{~} �|{ (8.166)�w� úJ� ������þ�} �t��� � ��� (8.167)ú �S�����C�Lþ��ó ��� úJ� ���Lþ (8.168)ú � " þ!� �ó ���T�m� (8.169)ú ���?�¨þU�@úJ���C�Lþ �ó ���?� (8.170)

para���v� e � quaisquereonde

�Z�����G�ó ������ � � (8.171)

designao conjuntodetodasasseqûenciasnão-vaziasdeelementosde � .$
Exerćıcio 8.32 A lei �w�»úJ� ���Lþ�}|�����t���=�= � ú �S���Xþ¡�?� (8.172)

generalizaumadasleisbásicasdocálculo z \�õD[ queestudounestadisciplina.

1. Identifiqueessalei emostrequeelaédefactoumaparticularizac¸ ãode(8.172).

2. Definaa funçãodeabstracc¸ão ¢.£¥¤§¦ ¨ª© ��« .$
Exerćıcio 8.33 Indique4 leis �w} � � � docálculoSETS taisquea funçãodeabstracç̃ao ¢ , apesarde

parcial,é injectiva. Paracadaumadelas,escreva a definiç̃aoda funç̃aode representac¸ão correspon-

dente,i.é, dainversa¢�¬ ¨ .$
Exerćıcio 8.34 No contexto doExerćıcio 2.50,reparequeo factoú � { þ � } � � � { �&� {
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severifica,emSETS, paramaisdoqueumapossibilidadede ¢ e  .
Proponha-osporformaaque ¢>ú!®�¯��!°�±pþ funcionedaseguinteforma,ilustradapelodiagramaabaixo:

cadabooleanoem ¯ actuacomofiltro, separandoaseqûencia° nasduassub-seqûenciasquesãodadas
comoresultado.

Exemplo,parā
ó³²�´ ��µt�Dµt� ´�¶ e ° ó³²ôY ��·§�ª¸�� Y�¶ :

¹ º»¼
» »

° ó³²ôY �ª·§�v¸t� Y½¶¯ ó�²�´ �Dµt�=µt� ´�¶

²ôY � Y½¶² ·§�ª¸ ¶
Seŕa a funç̃aodeabstracc¸ãoqueacabadeprop̂or injectiva?Justifique.$

Exerćıcio 8.35 Seŕa queo seguintefacto� { �@ú �w�C�Xþ¾} � � ú �S���Xþ {
severificaemSETS? Naafirmativa proponha¢ e  . Nanegativa, apresenteum contra-exemplo.$
Exerćıcio 8.36 Numacĺınicatrabalhamváriosmédicos( %�¿§¸ õ ¿DÀ ). As consultassãomarcadasanteci-
padamente,registando-se,por ordemdechegada,qualo doente( & YGõ ÷ \ ù õ ) e qualo médicoqueo vai
ver.

Pretendendoa cĺınica um sistemade informaç̃ao paraa gest̃ao de e consultase suasmarcac¸ões,
duasempresasde‘software’ diferentesconcorreramaoprojecto,propondodoismodelosalternativos
quediferemlogonaestruturadabasededadosdesuporte:%�� YQ[]\ µ �ó úl& YGõ ÷ \ ù õ ��%�¿�¸ õ ¿§À�þ "%�� YQ[]\ � �ó %�¿�¸ õ ¿§ÀZ�?& YGõ ÷ \ ù õ �
NB: interprete& Y�õ ÷ \ ù õ � deacordocom(8.171)acima.

1. Expliqueporpalavrassuasquallhepareceseraprincipaldiferençade‘design’entre%�� Y�[n\ µ
e %�� YQ[]\ � .

2. Ser̃aoestesmodelosigualmenterepresentativos?Nanegativa, qualdelesimplementao outro?
Justifiqueasuaresposta.
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3. Especifiqueaoperac¸ãoseguinte:¸�¿Øù [=ÁÃÂ¿õ,Y � %�¿�¸ õ ¿§ÀX�g%�� YQ[]\ �?%�� YQ[]\¸�¿Øù [=ÁÃÂ¿õ,Y úlÄ����#þÅ���!�ó ����������� /* o médico Ä consultaa base� e, casoaindatenhadoentesseuspara
ver, vê o queest́a há maistempoà espera, devolvendoa basejá sem
essedoenteregistado*/

paraasduassituaç̃oes %�� YQ[]\�ó %�� YQ[]\ µ e %�� YQ[]\�ó %�� YQ[]\ � .$
Exerćıcio 8.37 Relembredoexerćıcio 8.22o seguintemodeloparafilascomprioridade,&hÆ Á'\=Á>\ ú ���!�Xþ �ó ���?�h{
sujeitoaoinvariante xú �#þI���G�ó9²#¶ÈÇø�À�ùrÉ<ú �#þ
onde � é o doḿınio deobjectosa enfileirare � é um doḿınio deprioridadessobreo qualsesup̃oe
definidaumaordemtotal.

1. Calculeumacodificaç̃aonalinguagemC daestrutura&hÆ Á>\DÁ>\ . Justifiqueo seucálculoindi-
candoasleisdocálculoSETS aquerecorreu.

2. Calculea respectiva funç̃aodeabstracc¸ão.

Sugest̃ao: relembreo exerćıcio 8.7.$
Exerćıcio 8.38 Seja � umqualquertipo dedadosnãovazio.A ideiacomumemprogramac¸ãodeque
qualquerobjecto

Y ø�� é represent́avel por um apontadorparaesseobjectoé transmitidapelo facto
seguinte: �Ê} � � µIË:�
Caracterizeformalmente¢ e  .$
Exerćıcio 8.39 Considereo seguintediagramaE-R-A (“Entidades-Relacionamentos & Atributos”)
referenteaumsistemadeinformaç̃aoacad́emico:

¯Disciplina DocenteÌ Ì5 5 : :55::M N

12 34
ÁreaCient́ıfica

12 34
Departamento
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Calculea sem̂anticaformal em z \�õD[ destediagrama,incluindoo respectivo invarianteimpĺıcito.

Deacordoo modeloobtido,sugiraumnomeouumainterpretac¸ãoinformalparao relacionamentō .$
Exerćıcio 8.40 Pretende-seespecificare depoisimplementarum sistemadeinformaç̃aotipo ‘World
WideWeb’ querelacionepáginasdeinformaç̃ao( & Y É \ ) entresi soba formadeumaredesem̂antica,
isto é,capazdeexprimir ligações( Í5ù�Î�Ï.Ä ) arbitŕariasentreosenderec¸osdessaspáginas( Ï�Ä ).

UmadasseguintesduasestruturasemSETSespecificaessesistemaeaoutraéumasuaimplementa-
ção. Ð ó ú�Ï�Ä��S& Y É \ þ(�Ñ�tÒ � ��Ó ��Ô Ò � �rÒ � (8.173)Õ ó Ï�Äh� ú�& Y É \ ��� Ó ��Ô Ò � �ÃÒ � þ (8.174)

Qual?Justifiquee calculeo invariantequeafectaaqueé implementac¸ão.$
8.11 NotasBibliogr áficas

A maior partedestecaṕıtulo é a traduç̃ao e fusão de partesdosartigos[Oli90],
[Oli92] e relat́orios técnicos[Oli94] e [OC93]. A “invers̃ao” ERA-JLKNM�O foi pela
primeiravezapresentadaem[Oli93] e posteriormenteinvestigadaem[Rod93] e
[OC93].
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Caṕıtulo 9

Reificaç̃aodasOperações

Umavezobtidas,segundoo processodecálculoqueseestudouno caṕıtulo an-
terior, asfunçõesdeabstracc¸ãoenvovidasno refinamentodosdoḿıniosdedados
manipuladospor umadadaoperac¸ãodeumaespecificac¸ão,e.g. hÖH(aØ×¡Ù b

, é
alturade nosprocuparmoscom o refinamentoalgoŕıtmico da operac¸ão propria-
mentedita.

Relembremosdaintroduç̃aoquefizemosno caṕıtulo 7 osingredientesdo re-
finamentonoeixoalgoŕıtmico:Ú

simulaç̃ao(= obtenç̃aodecomputabilidade)
concretizac¸ãoalgoŕıtmica(= obtenç̃aodeeficiência)

Quantoa simulaç̃oes,relembremoso diagramacomutativo

a

a Ì b Ì

b

¼h Ì

¼hÛÜ Û M

deacordocomo qualsepretendecalcularumasimulaç̃ao h Ì de h :M < h Ì < m Ì A=A Y h < Ü < m Ì A=A (9.1)

Comoent̃aodissemos,a técnicaclássicaconsisteem,indutivamente,conjecturarh Ì e depoisprovarmatematicamenteque h Ì satisfaz(9.1).

343
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Alternativamente,a ideia queest́a subjacenteao cálculo de simulaç̃oesque
aquidesenvolveremośeencarar(9.1)comoumaequac¸ãoquetentaremos“resolver
emordema h Ì ”. Naverdade,qualquerh Ì quesatisfaça (9.1)seŕa aceit́avel como
simulaç̃ao.Se

M
fôr injectiva,existe

M¡Ý Ì
e teremosqueM Ý Ì < M < h Ì < m Ì ADA=A Y M Ý Ì < h < Ü < m Ì A=ADA

i.é h Ì < m Ì A Y M Ý Ì < h < Ü < m Ì ADA=A
Nestecasohá umaúnicasoluç̃aoparaa equac¸ãodesimulaç̃ao,bastandocalcular
e simplificar

M Ý Ì < h < Ü < m Ì A=A=A :
h Ì < m Ì A=A Y M Ý Ì < h < Ü < m Ì A=ADAY °²°G°

...Y °²°G° K °G°²° /*express̃ao livre de
Ü

e de
M

*/

Se
M

nãofôr injectiva, podehaver maisdo queumasoluç̃ao,conformeprocesso
decálculo, M < h Ì < m Ì A=A Y h < Ü < m Ì ADAY °G°²°

...Y M < °G°²° K °G°²° A
obtida“eliminando

M
” deambososladosdaequac¸ãofinal:

h Ì < m Ì A Y °G°²° K °G°²°
Isto significaquenadaimpedeque,seexistir um processodecálculoalternativo
tal quesecheguea M < h Ì < m Ì A=A Y M < °G°²° K q °G°²° A
ent̃ao

h Ì < m Ì A Y °G°²° K q °G°²°
seŕaoutrasoluç̃aoposśıvel pararefinamentode h .
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Quantòaconcretizac¸ãoalgoŕıtmica,trata-sedeprolongaroprocessodecálculo
at́e seobterasem̂anticadeumfragmentodecódigoexecut́avel:

...h Ì < m Ì A Y °G°²° K °²°G°Y °G°²°

...Y ½ ½ Þ Ã Ã
sendoÞ o execut́avel final.

Quecálculoutilizaremosagoranestesracioćınios?DasalternativasposśıveisÌ
escolhemoso chamadocálculo ‘Fold/Unfold’ dosanos70/80,porser(talvez)o

maissimples.Essecálculoé sumariamenteexpostonoap̂endiceB.
Apresentar-se-̃aonestecaṕıtulo algunscálculosde simulaç̃oesde operac¸ões

sobredoḿıniosdedadosjá refinadosanteriormente.Apresenta-sedepois,ainda
que sema suficienteintroduç̃ao, um breve estudode uma classede processos
de refinamentotı́picosda concretizac¸ão no eixo algoŕıtmico — a eliminaç̃ao da
“f alsa” recursividade,i.é a geraç̃aodecicloswhile ou for a partir desimula-
ções(aparentamente)recursivas. O ap̂endiceB deverá serconsultadòa medida
quesefôr progredindonaexemplificaç̃ao.

9.1 Cálculo deSimulaçõesSimples

Entendemospor simulaç̃ao simplesaquelaem quea função de abstracc¸ão
M

da
equac¸ãoderefinamento(9.1) é umabijecç̃ao,o quegarante,comovimos,a uni-
cidadedasoluç̃ao.A situaç̃aomaissimplesé ade

M
sera própriaindentidade.

Est́a nestasituaç̃aoo cálculodasimulaç̃aodo testedepertenc¸a sobreseqûen-
cias. Relembremoso Exerćıcio 7.2 em quefoi conjecturadaumadefiniç̃ao re-
cursiva parao operadorÝ�ß�� §_«NM�à , quedepoisseprovou quesimulava o testede
pertenc¸a (

n
) deconjuntosaonı́vel deseqûencias.

Pretendemosagorafazero cálculo desseoperadorsemrecursoa quaisquer
demonstrac¸ões,atravésde transformac¸õesda equac¸ão definicionalimplı́cita no
diagramacomutativo (7.7),

Ýtß�� §_«NM�à < Î · Ü A#á ÎSn ß��!ßNî à < Ü A (9.2)

e dadefiniç̃aodacorrespondentefunçãodeabstracc¸ão:

ß��!ßNî à < Î A ¸²¹�ºá Ú Î áC	Öâ o åÎ ááC	Öâ o ¾�ã ß m í < Î A Â�ä ß��ªßNî à <Gå m ª�� < Î ADA (9.3)¨ Versecç̃aofinal destecaṕıtulo.
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cf. Exerćıcio 7.1.
Teremos,porsubstituiç̃ao j :
Ýtß�� §_«NM�à < Î · Ü A#á Îfn Ú Ü áC	Öâ o åÜ ááC	Öâ o ¾�ã ß m í < Ü A ÂWä ß��!ßNî à <!å m ª�� < Ü A=A

deonde,aplicando(B.1),obtemos

Ýtß�� §_«NM¾à < Î · Ü AZá Ú Ü áC	Öâ o Îfn åÜ ááC	Öâ o Îfn < ¾�ã ß m í < Ü A ÂWä ß��!ßNî à <!å m ª�� < Ü A=ADA
o quevema dar, feitasalgumassimplificaç̃oesbásicas,

�§æ.ç�è/é�êrë_�JìIí�î#��� Ú îÕ�ðï³ñ � òî ç�ðï³ñ � ì��ôó�æ���õx�Jî#��ö*ì:��æ�ç�æt÷�ë<� é�� æ çp�Jî>�[� (9.4)

Falta-nosapenas“eliminar” ß��!ßNî à nadefiniç̃aoacima.Ora,se

Ýtß�� §_«NM�à < Î · Ü A#á ÎSn ß��!ßNî à < Ü A
ent̃ao,substituindo

Ü
por å m ª�� < Ü A ,Î n ß��!ßNî à <Gå m ª�� < Ü ADAZá±Ýtß�� §_«NM¾à < Î · å m ª�� < Ü A=A

quesepodeporsuavezsubstituirem(9.4)obtendo-se

Ýtß�� §_«NM¾à < Î · Ü A#á Ú Ü áS	øâ o (Ü ááS	øâ o Î á ã ß m í < Ü AOù.Ýtß�� §_«NM¾à < Î · å m ª�� < Ü A=A
Finalmente,por (B.6), teremos· \§Â ¿Øù�É [ ú�¯��!°_þ ó (9.5)ú ° ó³²û¶ ü º° Çó³²û¶ ü ý ¯ ókþ>\]Y Ä_ú�°_þ ü ÿ¯ Çókþ>\]Y Ä_ú�°_þ ü · \DÂ ¿�ù�É [ ú�¯�� õ,Y ÷ Â ú�°_þ�þ (9.6)

queé exactamente(7.8).

9.2 Cálculo de Simulaçõescom mais do que uma
Soluç̃ao

9.2.1 Simulaçãoda Intersecç̃aosobreSeqûencias

Apósosexemplosanterioresficaaideiadequequalqueroperadorsobreconjuntos
pode,via ß��!ßNî à , sersimuladopor operac¸õessobreseqûencias(listas). Em boa�

Querdizer, ‘unfold’ de(9.3)em(9.2).
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verdade,umaboapartedasfunçõessobrelistasquequalquerprogramadoracaba
por escrever paraseuusopessoalacabapor serafinal,umabibliotecadefunções
deconjuntosimplementadospor listas.

Vejamosmaisum exemploqueé aparentementesimples:pretendemoscalcu-
lar a simulaç̃ao ª « å sobrelistasdaintersecc¸ãodeconjuntos:

¼ª « å

¼äÛ
ß��!ßNî à

\��
Ä��

¶

¶

Û
ß��!ßNî à

\��
Ä �

Û
ß��ªßNî à

Ä��

\��

Teremos,sucessivamente,ß��!ßNî à < ª « å�< � Ì ·§� j A=A�á ß��!ßNî à < � Ì A ä ß��!ßNî à < � j Aá < Ú � Ì áC	�â o ¾ Â� < � Ì á?	�â�A o ¾�ã ß m í < � Ì A ÂWä ß��ªßNî à <Gå m ª�� < � Ì A=A A ä ß��!ßNî à < � j Aá Ú � Ì áS	�â o ¾ Â� < � Ì áC	�â�A o < ¾½ã ß m í < � Ì A ÂWä ß��ªßNî à <Gå m ª�� < � Ì A=ADA ä ß��ªßNî à < � j A
á

���� ��� � Ì áC	Ñâ o ¾ Â� < � Ì áS	�â�A o ¾�ã ß m í < � Ì A ÂHä ß��ªß²î à < � j A� 	�
 �¯
ä ß��ªßNî à < ª « å�<!å m ª�� < � Ì A�·§� j ADA� 	
 �Ñ

Parasetrabalharemagoraassub-express̃oes a e
b

convemanotarasseguintes
propriedadesbásicasdateoriadosconjuntos:

¾
m Â¨ä Ä á Ú mÏn Ä o ¾

m Â� < m�n Ä³A o å (9.7)ß��!ßNî à < Î�� Ü A á ß��ªßNî à < Î A ä ß��ªßNî à < Ü A (9.8)

É imediatoaproveitar(9.7)e (9.2)em a :

a á Ú ã ß m í < � Ì A n ß��!ßNî à < � j A o ¾�ã ß m í < � Ì A Â� < ã ß m í < � Ì A n ß��ªß²î à < � j ADA o ¾ Âá Ú Ý�ß�� §_«NM�à < ã ß m í < � Ì A�·§� j A o ¾�ã ß m í < � Ì A Â� < Ýtß�� §_«NM¾à < ã ß m í < � Ì A�·D� j A=A o ¾ Â
Substituiç̃aode a em

b
:

� � � Ú �§æ�çlè/é�êrë_�Gó�æ���õx�Gç ¨ �Dí�ç � � � �/ó�æ���õx�Gç ¨ ���������æ�çlè.é¾êrë_�Gó�æ���õx�Gç ¨ �Dí�ç � �[� � ��� ���*æ.çlæ�÷�ë_� æ éxéØ� é�� æ ç��Gç ¨ �Dí�ç � �[�
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� �� � ��æ�çlè.é�êrë_�Gó�æ��Ãõx�Gç ¨ �Dí�ç � � � �.ó�æ���õx�Gç ¨ �����>æ.çlæ�÷�ë_� æ éxéØ� é�� æ ç��Gç ¨ �Dí�ç � �[�� 	�
 �������§æ.ç�è/é�êrë_�Gó�æ���õx�Gç ¨ �Dí�ç � �[� � æ.çlæ�÷�ë_� æ éxéØ� é�� æ ç��Gç ¨ �Dí�ç � �[�
onde,por (9.8):+Sáøß��ªß²î à < 	 ã ß m í < � Ì A�â � ª « å�<Gå m ª�� < � Ì A�·D� j A=A
Substituindoagora+ em

b
:

b á Ú Ýtß�� §_«NM�à < ã ß m í < � Ì A�·D� j A o ß��!ßNî à < 	 ã ß m í < � Ì A�â � ª « å�<Gå m ª�� < � Ì A�·D� j A=A� < Ýtß�� §_«NM¾à < ã ß m í < � Ì A�·D� j A=A o ß��!ßNî à < ª « å�<Gå m ª�� < � Ì A�·D� j A=Aá ß��ªßNî à < Ú Ýtß�� §_«NM¾à < ã ß m í < � Ì A�·D� j A o 	 ã ß m í < � Ì A�â � ª « å�<Gå m ª�� < � Ì A�·D� j A� < Ýtß�� §_«NM�à < ã ß m í < � Ì A�·§� j ADA o ª « å�<Gå m ª�� < � Ì A�·D� j A A
podemosfinalmentesubstituir

b
naexpress̃aodeondepartimos,obtendo:\§Â~\ ü [ úý÷ ù õ ú Â ¨ � Â � þpþ óú Â ¨ ó ²#¶ ü ���� ú Â ¨ ó³²Z¶ þ ü \§Â~\ ü [ ú ý · \DÂ ¿ØùrÉ [ ú þ>\]Y Ä_ú Â ¨ þ�� Â � þ ü ² þ>\]Y Ä_ú Â ¨ þ ¶�� ÷ ù õ ú õ,Y ÷ Â ú Â ¨ þ�� Â � þ� ú�· \DÂ ¿�ù�É [ ú þæ\�Y Ä<ú Â ¨ þ�� Â � þpþ ü ÷ ù õ ú õ,Y ÷ Â ú Â ¨ þ�� Â � þ þ

ó \§Â~\ ü [ ú ú Â ¨ ó ²#¶ ü ²#¶� ú Â ¨ ó ²#¶ þ ü ý · \DÂ ¿ØùrÉ [ ú þ>\]Y Ä_ú Â ¨ þ�� Â � þ ü ² þ>\]Y Ä_ú Â ¨ þ ¶�� ÷ ù õ ú õ,Y ÷ Â ú Â ¨ þ�� Â � þ� ú�· \DÂ ¿�ù�É [ ú þæ\�Y Ä<ú Â ¨ þ�� Â � þpþ ü ÷ ù õ ú õ,Y ÷ Â ú Â ¨ þ�� Â � þ� 	�
 �� þ

Chegamosassima umaigualdadedaformaß��ªß²î à < ª « å�< � Ì ·D� j ADAháøß��ªß²î à < ¤ÊA
sendoindistinǵıveis,quandoabstráıdaspor ß��!ßNî à , asexpress̃oesª « å�< � Ì ·D� j A e ¤ .
Podemospois“eliminar ß��!ßNî à ” deambososladosdaequac¸ãoe obter

æ éxé��Gç ¨ í�ç � � ���G���� � ç ¨ �Öï�ñ � ï�ñ
���Gç ¨ �aï�ñH� � Ú ��æ�çlè.é�êrë<�Gó�æ���õx�Gç ¨ �Dí�ç � � � ï�ó�æ��Ãõx�Gç ¨ �Dñ � æ éxé�� é�� æ ç��Gç ¨ �Dí�ç � ������§æ.ç�è/é�êrë_�Gó�æ���õx�Gç ¨ �Dí�ç � �[� � æ éxéØ� é�� æ ç��Gç ¨ �Dí�ç � �[�[�

ouainda,

÷ ù õ ú Â ¨ � Â � þ ���G�ó�� � Â ¨ ó ²#¶ ü ²#¶� ú Â ¨ ó³²Z¶ þ ü ÂC\�õ ¯ ó ý · \§Â ¿Øù�É [ ú þæ\�Y Ä_ú Â ¨ þ�� Â � þ ü ²�þæ\�Y Ä_ú Â ¨ þ ¶� úl· \§Â ¿ØùrÉ [ ú þæ\]Y Ä_ú Â ¨ þ�� Â � þ�þ ü ²#¶÷ ù ¯ � ÷ ù õ ú õ,Y ÷ Â ú Â ¨ þ�� Â � þ (9.9)
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Como ß��!ßNî à não é um operadorinjectivo, a soluç̃ao que obtivemosnão é
única. De facto,nadaimpedequeoutravariantedo processodecálculoconduza
aoutrasoluç̃ao,porexemploumamaissofisticadaquefiltre ocorr̂enciasrepetidas
do mesmoelementode � Ì . Finalmente,́e óbvio quea decis̃aodefazero ‘unfold’
inicial de ß��ªß²î à < � Ì A emlugardode ß��!ßNî à < � j A foi arbitrária.

Exerćıcio 9.1 Acabadeserestudadoum processodecálculodasimulaç̃ao,sobrelistas,daoperac¸ão
deintersecc¸ãodedoisconjuntos.

Adapteesseracioćınio ao cálculo de umasimulaç̃ao da reunĩao de conjuntosrepresentadospor
listas,

¼¯

¼!Û\DÂC\ ü [
�#"
Ð {

�

�

Û \§Â~\ ü [
�#"
Ð {

Û \DÂC\ ü [Ð {

�#"

quegarantaapropriedadedenãorepetiç̃aodeelementos.$
Exerćıcio 9.2 No contexto do refinamento“clássico”deconjuntosparaseqûencias(listas),� �%$ � "
queéestabelecidopelafunçãoelems, construao processodecálculodoseguinteoperadorsobrelistas
queimplementao cálculodocardinaldeumconjunto:

Ö s �'&�( �*),+ ��� �� ��+%-�. / 0��1+%-�. / ���32546+74�� � q ( �*)28+92 � ï � ( �*)ï È Ö s �:&;( 2<)�= ý?> ��� s È;@ �A( 4�BC2<) / 0D > ��� s È;@ �A( 4�BC2<),/ Ì
(9.10)

onde · \§Â ¿Øù�É [ é o operadorqueimplementaø aomesmońıvel.$
Exerćıcio 9.3 No mesmocontexto queo exerćıcio anterior, suponhaagoraquesepretendecalcular
o operadorsobreseqûenciasqueimplementaa diferença deconjuntos,a designarpor dif, partindoda
equac¸ão \§Â~\FE¨[G Ä�HG¢ G�Â �vÀ�IJIKI�L \DÂC\ME�[�G�Â ION \DÂC\ME�[�G À�I
queresultado respectivo diagramade refinamento.Suponhaaindaquealgúem deujá os seguintes
quatropassosdessecálculo:\§Â~\FE¨[G Ä�HG¢ G�Â �ªÀIJIKIL \§Â~\FE¨[GlÂ I8N \§Â~\FE¨[G ÀIL G ý Â L ²w¶ ü PÂIÇL ²w¶ ü �§þæ\AQ Ä G�Â I � ! \§Â~\FE¨[GSR<Q H ÂTGlÂ IKI ION \§Â~\FE¨[G ÀI
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L ý Â L ²û¶ ü PÂ¡ÇL ²û¶ ü G<�§þæ\AQ Ä G�Â I � ! \§Â~\FE¨[GSR<Q H ÂTGlÂ IKIJI�N \DÂC\ME�[�G ÀIL ý Â L ²û¶ ü PÂ¡ÇL ²û¶ ü G<�§þæ\AQ Ä G�Â I � N \§Â~\FE¨[G ÀIKI ! G%\DÂC\ME�[�GUR<Q H ÂTG�Â IJI�N \DÂC\ME�[�G À�IJIL ý Â L ²û¶ ü PÂ¡ÇL ²û¶ ü G<�§þæ\AQ Ä G�Â I � N \§Â~\FE¨[G ÀIKI ! \§Â~\FE¨[G ÄHJ¢ GSR<Q H Â<GlÂ I���À�IJIL V�VFV
1. Justifique(ou refute)ospassosquejá foramdados.

2. Completeo processodecálculo.W
Exerćıcio 9.4 Calculeassimulaç̃oesdosoperadoressobrelistas—

\§Â~\FE¨[
,
Â~\FX É RGþ ,

R<Q H Â , þæ\AQ Ä —

induzidaspelosrefinamentosestudadosnoExerćıcio 8.20.W
9.2.2 Simulaçõessobreo Modelo Relacionalda Informação

Vejamosagoradois exemplosde simulaç̃ao de operac¸õessobreo modelorela-
cionaldainformaç̃ao,referentesa doisproblemascujareificaç̃aodosdadosjá foi
feitaanteriormente.

Simulaçãodeuma Operaçãode InserçãoRelacional

Relembremoso modelo Y[Z]\_^ da secç̃ao 7.5 cujo refinamentoem Y�Z`\_^�a
(relacional)foi calculadonasecç̃ao8.5.1. Considere-sea seguinteoperac¸ãoque
acrescentaumtitular a umaconta:bdcec Z`ffgih;j c ßlk�m�Znff�opk9q%Z`ffgih;j c ßlk[q Y[Z]\_^srutvY[Z]\_^bdcec Z`ffgih;j c ßlk8wJxzy å yF{}|�~��3�á�������� �������

x�� c h���wJ{}| � jªß å � á�{�wJx�|åM� á�����w � |� � á����ew � |�3� {���� x� åM� ä�� å#� y � �;���� wJx%� c h���wK{}|F|�� {
(9.11)

Pretendemoscalculara suasimulaç̃ao sobre Y[Z`\_^:a , o quecorrespondea re-
solveremordema � a seguinteequac¸ãodereificaç̃ao:� w � wJxzy å y �J� y�  � |M| á bdc¡c Znf�fgih;j c ßlk8wJx�y å y � w �K� yM  � |M| (9.12)
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onde
�

é a funçãodeabstracc¸ãodadapor (8.84).
Começaremospordesenvolvero ladodireitodestaequac¸ão,substituindo{ na

definiç̃aode bdc¡c Znf�fgih;j ce¢ k por
� w �<� y�  � | e tentandosimplificardepois.Note-se

queessasubstituiç̃aocorrespondea re-escrever, no corpode bdcec Z`ffgih;j c¡¢ k , as
seguintessub-express̃oes: { r�t � w �<� y�  � |x�� c h���wJ{}|£r�t x�� � ��¤ �¡¥{�wCxO|¦r�t � fh;jJj ¢ f�§w � |wCxO|�yF� x � wT }|wJx�| �§ �©¨ � § � r�t f�h;jKj ¢ f�§w � |�wJxO| ¨ � § �� � r�t �px � w< z|�wJxO|
Orareparemosquefh;jKj ¢ f�§w � |wCxO| ¨ � § �«ª f�h;jKj ¢ f�§w � ¨ � � x�yF§ �#� |wJx�|
e,consequentemente,que{�� � x� § � ¨ � § � y � � � �ª � w �<� y�  � |}�7� x� f�h;jKj ¢ f�§w � ¨ � � xzyM§ �#� |wCxO|�yF� x � w< z|�wJxO| ��� (9.13)ª � w �<� ¨ � � x�yF§ �#� yM  � | (9.14)

Assim,aequac¸ão(9.12)converte-seem,� w � wJx�yF§�y �<� y�  � |F| ª ¬ x�� � �;¤ �¡¥ � � w �<� ¨ � � x�yM§ � y�  �l� | wCx%���z� ¤ ��¥ |®� � w �<� y�  � |
ou,removendoos

�
sdeambososseusladose simplificando,em:� wJx�yF§�y �J� yM  � | ª � ¬ x¯� � �;¤ �¡¥ � � ¨ � � x�yF§ �#� wCx%��� ��¤ ��¥ |®� � yM  �

Querdizer, numacodificaç̃aoem,por exemplo,SQL, teremosque,apóstestarsex seencontranatabelaobtidaexecutando

SELECT ALL Znffoik FROM
�
;

fazerexecutar
INSERT INTO

�
VALUES ( x , § );

Note-seque— comoseriadeesperar— aexecuç̃aodestaúltimainstruç̃aoapenas
nãoé segura,poisviolará o invariante(8.85)casox nãosejachave deumaconta
já abertae comsaldoconhecido.
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Simulaçãodeuma Operaçãosobre Ár voresdeDecis̃ao

Detodasasoperac¸õessobreo tipo ° ¢ f�±nk ¢�¢ (cf. secç̃ao8.7.4)vamosseleccionar
a seguinte, c¡¢ f � ce¢ m�° ¢ f�±nk ¢�¢ q Z �³²µ´ ¢ k¶tv° ¢ f�±·k ¢�¢c¡¢ f � ce¢ wJ{�y b | ~µ�3�ª j ¢ §¸� ª c h���w<�u�¡wJ{}|M|�3� ¬ { ¹ bpº� �w<�u�¡wJ{}|M|w b |»¹ b � � (9.15)

queespecificaa acç̃ao de escolherumadadarespostab dispońıvel no menuda
raiz deumaárvorededecis̃ao { e selecicionara sub-́arvorecorrespondente(se b
for umarespostaválida).

Vamosquerercalculara simulaç̃ao de c¡¢ f � ce¢ ao nı́vel ¼ da reificaç̃ao cal-
culadana secç̃ao 8.7.4, isto é, ° ¢ f�±nk ¢�¢l½ (8.120). Começamospor construiro
correspondentediagrama(comutativo) dereificaç̃ao:° ¢ f�±·k ¢�¢ q%Z �³²µ´ ¢ k¿¾�À�Á3ÂÃ¾�À ÄÅ ° ¢ f�±·k ¢�¢

° ¢ f�±·k ¢�¢l½ q%Z �³²�´ ¢ kÆ8Ç �FÈ�ÉlÊKËdÌJÍ�Î Ï
¾�À�Á3ÂU¾�ÀÑÐÄÅ ° ¢ f�±nk ¢�¢l½

ÆÎ Ï
queconduzà equac¸ão� w c¡¢ f � ce¢µ½ wJx�y � §�yM§�Ò � y b |M| ª c¡¢ f � ce¢ w � wJxzy � §�yF§�Ò � |�y b | (9.16)

onde c¡¢ f � ce¢ ½ é encaradacomo uma “incógnita” e
�

é a função de abstracc¸ão
(8.124).Substituindo(9.15)em(9.16)obtemos� w ce¢ f � c¡¢l½ wCx�y � §�yM§ Ò � y b |M| ª c¡¢ f � ce¢ w � wJx�y � §�yM§ Ò � |�y b |ª j ¢ §¸� ª c h���wK� � w � wCx�y � §�yM§ Ò � |F|M|�3� ¬ � wCx�y � §�yM§ Ò � | ¹ bpº�%�wK� � w � wJxzy � §�yF§ Ò � |M|F|w b |�¹ b �%�

Noprocessodecálculoquesesegue,assumiremosasdefiniç̃oes(1.54)e(1.55)
doshabituaisoperadoresrelacionaisdeprojecç̃ao/ selecc¸ão. Ora é fácil mostrar
que c h���w<� � w � wJx�y � §�yF§�Ò � |M|M| ªÔÓ k�hÕuwCÖ8y ² ¢ jMw ��× yAx � yF§�ÒU|F|
e que w<�u�¡w � wJx�y � §�yM§�Ò � |M|M|�w b | ª j ¢ §Ø§ Ò Ò ª ² ¢ jMw ��× y#x � yF§ Ò |§ Ò Ò Ò ª ² ¢ jMw � Ö8y b � yM§ Ò Ò |x Ò ª §MÙ ¢ w Ó k;hÕ�wJÚOyF§ Ò Ò Ò |M|�3� � wJx Ò y � §�yM§ Ò � |
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Ent̃ao,Û GUÜJ\AÝ H ÜJ\AÞ�GÃß¡àMáSR3àCRTâÃãÑàCQ IKIuLä \FRåE L9æ;ç�èÑé GÃêlàÍ[n\ ä GJáKë�àJß;ãÑàJR â IKIH X Û GFì áÃß¡à�áUR3àJR â ãKã í Qïîð Eä \MR,ß â L R<ñæ\�G æ;ç�èÑé GÃòlàÍ[]\ ä GKáUêlà3Qµã�àÍ[]\ ä GKáKë�à3ß;ã3àKR â IKIJIKIH X áUß â àFáSR3àCR â ãJã í Q ð E I(9.17)

A remoç̃aode
�

deambososmembrosdaequac¸ão(9.17)conduz-nosaó�ô�õAö<ó�ô Þl÷<ø8ùúÃûAùJû âUü ùÑý¡þ}ÿ�� ���Ãô û�� ���
	��� ÷���ù�� ô�� ÷Ñú��µù�ø ü ùCû â þÑþø â � ¬ ø � ý��� �û�� ô ÷ ��	��� ÷���ù�� ô�� ÷Ñú���ùÑý ü ù�� ô�� ÷Ñú��µùMø ü ù3û â þÑþÑþÑþ�� ý � �ö� úÃø â ù�úÃûAù3û â üÑü
queimplementaa esperadaoperac¸ão de “manipulaç̃ao de apontadores”no con-
texto daprogramac¸ãoemambienterelacional.Notarque ce¢ f � ce¢ ½ não é soluç̃ao
únicade(9.16)porque

�
(8.124)nãoé injectiva. Outrassoluç̃oesválidaspodiam

aproveitara operac¸ãoparafazer‘garbagecollection’ sobre§ e § Ò por remoç̃aode
todasasentradasdirectamenteacesśıveisde x , quenãoser̃aomaisrevisitadas,cf.
o invariante(8.127).

Exerćıcio 9.5 O conjuntodosnúmerosinteiros(ZZ ! ) é refinável em " #$!&%'" #(! (ondea etiquetado
co-produto“representa”o sinal, positivo ou negativo) soba função de abstracc¸ão

Û L*)MH Ü;àe[�+�E-, ,
ondeseusaaconstruc¸ãofuncional) Û à/.0, 1 2 %43�N6587) Û à�.0,ÃG:9 I ÿ�� �L ; 9 L%H�< GUQ I>= Û GUQ I9 L%H�? GA@ IB= .�GC@ I
eonde

[�+�E[GSX I ÿ�� �L N X .
Considere,nestecontexto, o diagramade refinamentode função quecalculao quadradode um

inteiro,
[EDµGCF I ÿ�� �L F ? , onde G é avariável:

ZZ ! H�I ÄÅ ZZ !
" #$!J%4" #$!

KMLON�P H�Q�R�S Î Ï T ÄÅ " #(!U%�" #$!KMLVN�P H�Q�RWSÎ Ï
1. Justifiqueosseguintespassosdocálculo:G )FH Ü;àÍ[M+µE-, IYXJG L [�D X G )MH Ü�àe[�+�E-, I (9.18)L ) [ED�àÑG [�D X [M+µE I , (9.19)L ) [ED�à±[EDU, (9.20)L H Ü XZ) [EDµàÍ[�DJ, (9.21)L )MH Ü�àÍ[�+�E-, X�H < XZ) [�DµàÍ[ED[, (9.22)

Nota: baseie-se,entreoutros,nosfactos(1.36),(1.31)e (1.32).
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2. Completeo processodecálculopor formaaobter, finalmenteG GC9 I ÿ�� �L ; 9 L%H�< GUQ I\= H�< GUQ ? I9 L�H�? GC@ IB= H�< GC@ ? IW
Exerćıcio 9.6 Especifiqueaońıvel de ] \FÝ�^ ç \�\ asoperac¸õesde inicialização deumaárvoredede-
cisão,interrogac¸ãodequalaperguntacorrentee interrogac¸ãodequalo menuderespostasdispońıveis
paraessapergunta.

Calculeasrespectivassimulaç̃oesaońıvel de ] \AÝ�^ ç \�\FÞ .W
9.3 Cálculo de SimulaçõesEnvolvendo Invariantes

‘Ad Hoc’

Vimosnasecç̃ao8.8comosepodemadicionarinvariantes‘ad hoc’ aumaesṕecie
dedadoscomo intuito deobtereficiênciaalgoŕıtmica.É agoraaalturadever tais
invariantesaparticiparnoprocessodecálculodesimulaç̃oesnessascondiç̃oes.

O nossoexemploseŕa o dastabelasde‘hashing’,já iniciadonasecç̃ao8.8.2.
O conjuntodeoperac¸õesquepretendemossimularé o seguinte:�3�z� § � b jJ°'_ m r�tv° b § b _ b ² ¢�3�z� § � b jJ°'_ ~µ�3�ª `

�3�³² ¢ k�§ m Z q ° b § b _ b ² ¢ rutv° b § b _ b ² ¢�3�³² ¢ k�§w b yF{}| ~µ�3�ª { ¨ �lb �� �3� c m Z q ° b § b _ b ² ¢ rut Ö� �3� c w b yF{}| ~µ�3�ª w b � {}| (9.23)

k ¢ �%hba ¢ m Z q ° b § b _ b ² ¢ rutv° b § b _ b ² ¢k ¢ � hba ¢ w b yF{}| ~µ�3�ª {%r �µb �
para ° b § b _ b ² ¢dcª Öfe (9.24)

A funçãodeabstracc¸ãoé— relembra-se— dadapor (8.149).
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A Operação
� �3� c

O diagramaderefinamentopara
� �3� c é:

Z_qpÖ e Æ ÂCg�¾ ÄÅ Ö
Z?q�wFwJÖ e | g |Mhji� È ÇOÆ�k�l#Æ i Î Ï Æ Â:g�¾ i ÄÅ Ö

��iÎ Ï
tendo-seaseguinteequac¸ãoa resolveremordema

� �3� c � :� �3� c � w b yF§M| ª � �3� c w b y � � w � � w<§M|F|M|
Teremos,sucessivamente,� �3� c � w b yF§M| ª � �3� c w b y � � w � � w<§M|F|M|ª b � � � w � � w<§M|F|ª b �nmÂ�o6g §w � |ª pÂ�o6g b �%§w � |ª q � � � m b ��§w � |
Entrandoagoraemconsiderac¸ãocomo invarianterts (8.148),teremos:pÂ�o6g b �%§w � | ª b � §wKg w b |M|vu pÂ�o6g6wdÂyxzv{}|A~�� b �%§w � |ª w b �%§wJg w b |F|vu pÂ�o6g6wdÂyxzv{�|C~��f�ª b � §wKg w b |M|ª � �3� c w b yF§wKg w b |M|M|
Emsuma: � �3� c �¡w b yM§M| ª � �3� c w b yM§wKg w b |M|F|
i.é
� �C� c correspondea _ ¢ jKh �U�O² sobreo ‘bucket’ a que b pertence,indexadopelo

ı́ndice g w b | , comoespeŕavamos.Comoa cardinalidadede §wKg w b |M| é menordo
queade � Â�o6g §w � | s , o ganhoemeficiênciaé óbvio.�

O quesó nãoacontecese � fôr umafunç̃aoconstante,umaóbvia “má” escolhaparafunçãode
‘hashing’.
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A Operação
�3�³² ¢ k�§

Diagramaderefinamento: Z_qpÖ e Â:gY��Ày�E� ÄÅ Ö e
Z_q�wMwCÖ e | g |�h�i�MÈ ÇOÆ k l#Æ i Î Ï

Â:g6�MÀy��� iÄÅ wFwJÖ e | g |Mhji
Æ k lAÆ iÎ Ï

Equaç̃aoderefinamento:� � w � � w �3�³² ¢ k�§ � w b yM§M|F|M| ª �3�³² ¢ k�§w b y � � w � � wK§M|M|M|
Racioćınio:� � w � � w �3�³² ¢ k�§ � w b yF§M|M|M| ª �3�³² ¢ k�§w b y � � w � � wK§M|M|F|ª �lb �6¨ � � w � � w<§M|M|ª �lb �6¨ mÂ�o6g §w � |ª �lb �6¨ §wKg w b |M| ¨ mÂ�o6g��J� {�|C~��/� §w � |ª § Ò wKg w b |M| ¨ mÂ�o6g��J� {�|C~��/� §w � |
onde§ Ò é a função“singular”:§ Ò ª � g w b |�µb �6¨ §wJg w b |F| �
Ent̃ao,§ Ò wKg w b |F| ¨ mÂ�o6g��J� {�|C~��/� §w � | ª mÂ�o6g ¬

� ª g w b | � § Ò w � | w � ª g w b |M|®� §w � |ª mÂ�o6g ¬
� � c h���w<§ Ò | � § Ò w � | w � � c h���w<§ Ò |M|»� §w � |ª mÂ�o6g wK§}� § Ò |�w � |ª � � w � � wK§z� § Ò |M|

Emsuma,� �;w � ��w �3�³² ¢ k�§���w b yF§M|M|M| ª � ��w � �¡w<§}�9� g w b |�µb �6¨ §wJg w b |F| � |M|



9.3. CÁLCULO DESIMULAÇÕESENVOLVENDOINVARIANTES‘AD HOC’357

ou,removendo
� ��� � � deambososladosdaigualdade,�3�³² ¢ k�§���w b yF§M| ª §}�9� g w b |�C�³² ¢ k�§w b yM§wJg w b |F| �

Podeobservar-seque
�3�³² ¢ k�§�� nãoénadamaisque

�3�³² ¢ k�§ confinadaao‘collision
bucket’ queé relevante,obtendoeficiênciadadaasuamenorcardinalidade.

A Operação
�3�z� § � b jK°'_

Diagramaderefinamento:

Â:g�Â:�<Â ~��O��� ÄÅ Ö eÎ Ï
ÂCg�Â:�<Â ~��O��� iÄÅ wFwJÖ e | g | h i

ÆEkEl#Æ iÎ Ï
Equaç̃aoderefinamento:� � w � � w �3�z� § � b jJ°'_ � |F| ª �3�z� § � b jJ°'_
Racioćınio: umavezque

mÂ�o6g �3�z� § � b jK°�_ � w � | ª `
é imediatoderivar �3�z� § � b jJ°'_ � ª � �` � Â�o6g
Obt́em-seassima convencionalinicializaç̃aodatabela,tipo “ciclo for” (

� ª × y � )
prefixandocada‘bucket’ noconjuntovazio.

A Operação k ¢ � hba ¢
Diagramaderefinamento: Z_qpÖ e �#Ày�����À ÄÅ Ö e

Z_q�wMwCÖ e | g | h i�MÈ ÇOÆ k l#Æ i Î Ï
�#Ày�����À iÄÅ wFwJÖ e | g | h i

Æ k lAÆ iÎ Ï
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Equaç̃aoderefinamento:� �;w � ��w<k ¢ � hba ¢ �ew b yM§M|F|M| ª k ¢ � hba ¢ w b y � ��w � �ew<§M|F|M|
Racioćınio:� � w � � w<k ¢ �%hba ¢ � w b yM§M|M|F| ª k ¢ � hba ¢ w b y � � w � � wK§M|M|F|ª � � w � � wK§M|M| r �lb �ª mÂ�o6g §w � |�r �µb �ª w�mÂ�o6g §w � |M|v� �µb �ª mÂ�o6g wK§w � |v� �µb � |ª mÂ�o6g wK§w � | r �µb � |ª w<§wKg w b |M| r �lb � | ¨ mÂ�o6g��v� {�|C~���� w<§w � | r �µb � |ª § Ò wJg w b |M| ¨ mÂ�o6g��v� {�|C~���� §w � | r ��b �� ��� �|A�E�
onde§ Ò é a função“singular”:§�Ò ª � g w b |§wKg w b |F|�r �µb ���
É alturadetirar partidodo invarianter � (8.144),doqualinferimos� � � � m�w � b �%§w � | m � ª g w b |M| � � � � y b �pZ m b � §w � |:� � ª g w b | � � � � y b �pZ m � ºª g w b |:� biº��§w � | � � � � y b � Z_m � ºª g w b |:� §w � | r �lb �`ª §w � |
queé suficienteparareduzir w�¡�| acimaa §w � | . A racioćınio subsequentée similar
aode

�C�³² ¢ k�§ , conduzindoa� �;w � ��wKk ¢ � hba ¢ �ew b yM§M|F|M| ª � ��w � �¡w<§}�9� g w b |§wJg w b |M|:r �lb �6¨ §wJg w b |M| � |F|
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i.é (removendo
� �$� � � deambososladosdaigualdade):k ¢ �%hba ¢ ��w b yF§M| ª §}�9� g w b |k ¢ � hba ¢ w b yF§wKg w b |M| �

Tal comoem
�3�³² ¢ k�§ � , maisumavez seobserva que k ¢ �%hba ¢ � é nadamaisdo

que k ¢ � hba ¢ confinadaaorelevante‘collision bucket’. Mas,aoinvésde
�3�³² ¢ kl§ � ,k ¢ �%hba ¢ � foi obtidarecorrendoexplicitamenteaoinvariante‘ad hoc’. Ficaassim

patenteo papeldetal invariantenoprocessodeobtenç̃aodeeficiênciaalgoŕıtmica.

9.4 DesrecursivaçãoAlgor ı́tmica

Quandoatŕas se parouna express̃ao (9.6) como resultadode um processode
cálculodeumasimulaç̃ao( _ ¢ jKh �U�O² ) est́avamosapenaspreocupadosemobteruma
vers̃ao“comput́avel” dareferidasimulaç̃ao.

É posśıvel prosseguir no eixo algoŕıtmico no sentidode sevir a obteruma
codificaç̃aonão-recursivade _ ¢ jJh �U�8² . Seja _ ¢ jKh;h Ó umafunçãoquesatisfaça_ ¢ jKh;h Ó w � yE¢�y�_| ª _£u¤_ ¢ jJh �U�8² w � y�¢O| (9.25)

Antesdemais,é imediatoque_ ¢ jKh;h Ó w � yE¢�y � | ª _ ¢ jJh �U�8² w � y�¢O| (9.26)

poisa estrutura
� �b¥ y � �Y¦ u y � � formaummonóide.Maisainda,para¢ ª8§©¨ ,_ ¢ jKh;h Ó w � y §ª¨ y�_| ª _£u¤_ ¢ jJh �U�8² w � y §n¨ |ª _£u �ª _ (9.27)

assimcomo,para¢ ºª«§ª¨ ,_ ¢ jKh;h Ó w � yE¢uy�_| ª _Zu�w �%ª Ù ¢lbdc w�¢O|Ju¤_ ¢ jKh �U�O² w � yF§ b � jFw�¢O|M|F|ª w�_$u w ��ª Ù ¢�bdc w�¢8|F|vu¬_ ¢ jKh �U�O² w � yF§ b � jFw�¢O|M|ª _ ¢ jJh;h Ó w � yM§ b � jMw�¢8|yµw�_0u�w � ª Ù ¢�bec w�¢O|F|M|M| (9.28)

cf. (9.26).Juntando(9.27)com(9.28),teremos_ ¢ jKh;h Ó w � yE¢�y�_| ~��3�ª¬ ¢ ª«§ª¨ � _¢ ºª«§ª¨ � _ ¢ jJh;h Ó w � yM§ b � jMw�¢O|�y�_0u�w �%ª Ù ¢�bdc w�¢O|M|F| (9.29)

Repare-seagoraque o mesmomonóide tem a constantebooleana± como
elementoabsorvente,i.éque _Zu�± ª ±u¬_ ª ±
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Logo,por (9.25), _ ¢ jKh;h Ó w � yE¢uyF±`| ª ±
i.é w/_ ª ±`|:�®_ ¢ jKh;h Ó w � yE¢uy�_| ª _
Podemostirar partidodestacondiç̃aonaseguinteelaborac¸ãode(9.29)por (B.2):

_ ¢ jKh;h Ó w � y�¢�y�_| ~µ�3�ª¯°°± °°² ¢ ª8§ª¨ � ¬ _ � _ w/_|»� _¢ ºª8§ª¨ � ¬ _ � w/_|»� _ ¢ jKh;h Ó w � yF§ b � jFw�¢O|�y�_0u�w ��ª Ù ¢lbdc w�¢O|M|F|
o quesimplificaem

_ ¢ jJh;h Ó w � y�¢�y�_�| ~µ�3�ª¯°°± °°² ¢ ª³§´¨¶µ _£� _¢ ª8§ª¨µ  _£� _¢ ºª³§´¨¶µ _£� _¢ ºª8§ª¨µ  _£� _ ¢ jKh;h Ó w � yF§ b � jFw�¢O|�y�_0u�w ��ª Ù ¢�bec w�¢O|F|M|
ou,finalmente

_ ¢ jJh;h Ó w � y�¢�y�_�| ~µ�3�ª¬ ¢ ª³§·¨ u¤_ � _¢ ºª«§ª¨µ  _£� _ ¢ jJh;h Ó w � yM§ b � jMw�¢O|�yµw ��ª Ù ¢�bec w�¢O|F|M| (9.30)

aplicando(B.3). Ora,juntando(9.26)com(9.30),obtemosa “semânticadenota-
cional” de,respectivamente,a inicializaç̃aoe o corpodoseguinteciclo-while,� bool found = 0;

list p;� p = y;
while ((p != §©¨ ) &&  found)� found = (x == head(p));

p = tail(p)� ;��
(9.31)

codificadoaquinumanotaç̃aoprocedimentaladhoc, “tipo C”. A variável auxiliar
p destina-sea pouparo par̂ametroy . Usa-seaindafound emlugardeb por ser
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maissugestivo. Ficaassimbemevidentequevariáveiscomofound , queparecem
resultarde “toquesde intuição” na programac¸ão ‘ad hoc’, afinal decorremcien-
tificamente,na programac¸ão formal, a partir daspropriedadesmateḿaticasdos
operadoresenvolvidos. Veremosa seguir comoesteracioćınio é generaliźavel a
pontodeabarcarumagrandeclassedealgoritmos.

9.4.1 Generalizaç̃ao

O processodedesrecursivaç̃aoquefoi apresentadonasecç̃aoanteriornãoé nem
maisnemmenosdo queumainst̂anciade umaregra geńericapararemoç̃ao de
(“f alsa”)recursividade,queagorasediscutiŕanageneralidade.

Nessesentido,sejadadaa funçãoabstracta� m ¸�¸�¸Oq¤¹ qº¸�¸�¸Orut \� w y�¢�y | ~��3�ª ¬ Ó w yE¢�y | � » w Ó w y�¢�y |F|»� c w yE¢uy |y¼ � w y ¢ w�¢O|y | (9.32)

cujospar̂ametrosalgoritmicamenteirrelevantessãoomitidos,sendoosrespectivos
argumentossubstituidospor “ ”, e ondeocorremos seguintesoperadoresauxil-
iares, Ó m®¸�¸�¸Oq¤¹ q-¸�¸�¸�rut Ö¢ m½¹ r�t¾¹c m®¸�¸�¸Oq¤¹ q-¸�¸�¸�rut \¼ m \»qp\®r�t \» m r�t \
onde

� \ ¦ ¼OyE» � formamummonóide.
Nãoédifı́cil ver _ ¢ jJh �U�8² comocasoparticularde(9.32),paraassubstituiç̃oes� w yE¢�y | _ ¢ jKh �U�O² w � y�¢O|Ó w y�¢�y | ¢ ª8§©¨» �c w yE¢uy | c ª Ù ¢�bdc w�¢O|¼ u¢ w�¢O| § b � jMw�¢O|

Na prática,existe um semnúmerode definiç̃oesrecursivasquecaem,tal como_ ¢ jKh �U�O² , noesquema(9.32),porexemploo factorialde ¢ ,
¢U¿ ª ¬ ¢ ªªÀ � × w�¢ ª´À |®� ¢¯q�w�¢[r × |�¿
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�¬»ujK§ Ó (7.9), fh�� Ó (9.10),etc.etc.Assim,sededuzirmosumaregraparadesrecur-
sivar (9.32),poderemosaplicá-laaumavastagamadesimulaç̃oesrecursivas

½
.

Generalizandoent̃aoo queacimasefez emrelaç̃aoa _ ¢ jJh �U�8² , começaremos
por introduzira função � jJh;h Ó w yE¢�y yMk�| ~µ�3�ª kb¼ � w y�¢�y | (9.33)

que,pelaspropriedadesdomonóide
� \ ¦ ¼�y�» � , obedeceŕaà propriedade:� w y�¢�y | ª � jKh;h Ó w y�¢�y yE»�| (9.34)

De(9.33)obt́em-sesucessivamente,porsubstituiç̃ao,pelaregra(B.1)epelaspro-
priedadesdomonóide

� \ ¦ ¼Oy�» � :� jKh;h Ó w y�¢�y yMk�| ª kb¼ � w y�¢�y |ª kb¼ ¬ Ó w yE¢�y | � » w Ó w y�¢�y |M|®� c w yE¢�y |y¼ � w y ¢ w�¢O|y |ª ¬ Ó w y�¢�y |»� kb¼f» Ó w y�¢�y |»� kb¼�w c w y�¢�y |y¼ � w y ¢ w�¢O|�y |M|ª ¯± ² Ó w y�¢�y |®� k Ó w y�¢�y |®� w<kb¼ c w yE¢�y |M|M¼ � w y ¢ w�¢O|�y |� ��� �e
Mas,por instanciac¸ãode(9.33),tem-seZ ª � jKh;h Ó w y ¢ w�¢O|�y yFkÁ¼ c w y�¢�y |F|
Emsuma,teremos� jJh;h Ó w yE¢�y yMk�| ª ¬ Ó w yE¢�y |»� k Ó w yE¢�y |»� � jJh;h Ó w y ¢ w�¢O|�y yFkb¼ c w y�¢�y |F|
que, conjuntamentecom a “inicialização” (9.34), condiz com a sem̂anticado
seguinteciclo-while:� M r = u;

Y y’ = y;
while (  p( ,y’, ))� r = r ¼ d( ,y’, );

y’ = e(y’)� ;�Þ
O padr̃aoalgoŕıtmico (9.32)é conhecidona literaturapeladesignac¸ãodeesquemaderecursivi-

dadelinear mońadica. Trata-seapenasdeum entreosváriosesquemasfalsamenterecursivos quese
conhecem.
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No casode ¼ admitir umvalorabsorventeem \ , i.éum b �p\ tal queb ¼�� ª ��¼ b ª b
é aindaposśıvel especializarmais

� jKh;h Ó ,
Â � ���E� ÷ ùyÃ8ù ù 	 þ � ¯± ² � ÷ ù�ÃOù þ�Ä 	Å � ÷ ù�ÃOù þ�Ä ¬ 	}� ýÆÄ ý	 �� ýÆÄ Â � ����� ÷ ù ô ÷ÇÃeþFù ù 	�È ó ÷ ùyÃ8ù þÑþ

� ¬ � ÷ ùyÃ8ù þjÉ 	Ê� ýÆÄ 	Å � ÷ ùyÃ8ù þjË 	 �� ýÆÄ Â � ���E� ÷ ù ô ÷ÇÃ¡þFù ù 	�È ó ÷ ùyÃ8ù þÑþ
conduzindoaociclo-while:� M r = u;

Y y’ = y;
while (  p( ,y’, ) && r!= a)� r = r ¼ d( ,y’, );

y’ = e(y’)� ;�
doqual _ ¢ jJh �U�8² (9.31)éumainst̂ancia.

Exerćıcio 9.7 À luz doexpostonestasecç̃ao,calculevers̃oesnãorecursivasde
+6Ì

ede
Ý è�Í6æ (9.10)e

codifique-asem“pseudo”-C.Î
Exerćıcio 9.8 Considereaseguintefunção. 1 ÏÐ 58Ñ.ÓÒ:+bÔ ÿ�� �Õ ; æ Ò:+bÔ = Ö× Ò æ Ò:+ÁÔ/Ô = ÜbÒC+ÁÔ
ØU.ÓÒ \�Ò:+bÔ�Ô
onde

Ø
é associativa e Ö é umqualquerelementode Ñ .

1. Mostreque,paratodoo
+ ð Ï

, a igualdade.ÓÒC+ÁÔ Õ Û ÒC+ÁÔ
Ø Ö (9.35)

severifica,onde Û 1 ÏÐ 58ÑÛ Ò:+ÁÔ ÿ�� �Õ ; æ Ò:+bÔ = Ù× Ò æ ÒC+ÁÔ/Ô = ÜbÒ:+bÔ�Ø Û Ò \�Ò:+bÔ�Ô
e Ù é elementoneutrode

Ø
.
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2. Mostreque,desdeque
Ø

sejatamb́em comutativa, ent̃ao
.

é concretiźavel algoritmicamente
noseguinteciclo-while : Ú

M r = v;
Y yy = y;
while ( × p(yy))Ú

r = r
Ø

d(yy);
yy = e(yy);Û

;Û
registadona notaç̃ao “pseudo-C”usadanestadisciplina. Sugest̃ao: partada definiç̃ao da

funç̃ao
Û ä èAè3æ (9.33).

3. No casode Ö sero elementoabsorventede
Ø
, quepodedizer do comportamentodo ciclo-

while acima?Justifiqueformalmente.

Î
Exerćıcio 9.9 Qualo operadorsobreseqûenciasquesimulao filtroÛbÜ äVÝ \ ç ÒÇÞ�Ô ÿ�� �Õ Ú Û Ò:96Ô[ßU9 ð Þ Û
norefinamento ê�à

20á 3 á

ê�â
ãä

ãÛÓÜ äOÝ \ çå\ ä \ Í [ å \ ä \ Í [

onde
Û 1�2æÐ 5«3 ? Deduzaesseoperador, ouconjecture-oeprove a respectiva simulaç̃ao.Î

9.4.2 Cálculo AvançadosobreEsquemaLinear Monádico

Veremos,para terminarmosestecaṕıtulo, dois exemplosde concretizac¸ão al-
goŕıtmicaorientadosao esquemalinear mońadicoe quenosmostramduasper-
spctivascomplementaresdocálculodeprogramas.

No primeiro,trata-sedaconcretizac¸ãoalgoŕıtmicado fechotransitivo deum
grafo aćıclico. Pretende-secom esteexemplomostrarcomoo cálculo de uma
desrecursivaç̃aopodeedevebasear-seempropriedadesdaprópriafunçãoquees-
tamosa desrecursivar. No segundo,mostra-senãosó comoé posśıvel reduziro
“grauderecursividade”(polinomialidade)deumafunção(algoŕıtmo),mastamb́em
comoapré-condiç̃aodeumafunçãopodeparticiparnoprocessotransformacional,
acabandoporsefundir como corpodaprópriafunção.
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Concretizaç̃aoAlgor ı́tmica do FechoTransitivo deum Grafo Acı́clico

Seja
� ��Ö e Ç e um grafoaćıclico (e.g. umahierarquiadeclasses),sobreo qual

fazsentidocalcularosantecessoresdeumnó � :b � § ² w � y � | ~��3�ª � �z�;w Ó |(ç Ó � � µ �u�¡w Ó | ª �}�
O fechoporantecessoresimediatose transitivosé especificadoporb � § ²Áè w � yA^:| ~µ�3�ª mé oYê

� �}�6¨ b � § ²�è w � y b � § ² w � y � |F| (9.36)

Comecemospordesenvolver � em(9.36):b � § ²Áè w � yA^:| ª¯°°± °°² ^ ª´` � ` wC^ ª·` |®� j ¢ § � �p^�3� w � �³�6¨ b � § ² è w � y b � § ² w � y � |M|F| ¨ b � § ² è w � y#^�r � �³� |� ��� �e
Reparemosna seguinte propriedadedistributiva do fecho b � § ² è em relaç̃ao à
operac¸ãodeacumulac¸ão( ¨ ), cujadeduç̃aopor (9.36)é imediata:b � § ² è w � yA^ ¨ aï| ª b � § ² è w � y#^:| ¨ b � § ² è w � yAa | (9.37)

Aplicandoestapropriedadelogoapósa associatividadede ¨ :Z ª w � �}�6¨ b � § ² è w � y b � § ² w � y � |F|M| ¨ b � § ² è w � y#^ r � �}� |ª � �³�6¨ w b � § ²�è w � y b � § ² w � y � |F| ¨ b � § ²Áè w � yA^ r � �}� |M|ª � �³�6¨ b � § ²Áè w � y b � § ² w � y � | ¨ wJ^ r � �}� |M|
Obtemosassima vers̃ao linear mońadica para b � § ² è , de ondejá podemosre-
movera recursividadeconformeexemplosanteriores:b � § ²Áè w � yA^'| ~��3�ª b � § ²Áè jKh;h Ó w � yA^ y ` |
ondeb � § ²Áè jKh;h Ó w � y#^ yFa | ~��3�ª¯°°± °°² ^ ª´` � a wC^ ª·` |®� j ¢ § � �p^�3� b � § ² è jJh;h Ó w � y b � § ² w � y � | ¨ wC^�r � �}� |� ��� �ë yFa ¨ � �}� |
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Comoo grafoé aćıclico, tem-se� º� b � § ² w � y � | (9.38)

Logo: Y ª b � § ² w � y � | ¨ wC^�r � �³� |ª w b � § ² w � y � | ¨ ^:| r � �}�
Em suma:obtemoso clássicociclo emque ^ cont́emosnósaindapor visitar, a
cont́emosnósjá visitados(e,nofim dociclo, o resultadodetodaasvisitas)e � é
o elementoqueé “marcado”comoacabadodevisitar:

R = vazio;
while S != vazio

{ x = next(S);
R = addElem(R,x);
S = union(S,ants(g,x));
S = remElem(S,x)

};
output(R);

NB: (sobreo termo“marcar”acima)— o par
� a�yA^ � é do tipo Ö e qpÖ e , i.é,Öfe q Ö6e cª wJÖfe�| �cª Ö e Ç �

i.é, podemoster um único ^ ondeos elementosest̃ao emparelhadoscom uma
marcabooleana( Ö ) a indicarvisitado= À ou

×
.

DesrecursivaçãoBi-linear

Paraterminarmosestecaṕıtulo,vamosfazeraindamaisumexerćıciodedesrecursiva-
ção, estede umafunção com pré-condiç̃ao sobreumaestruturaalgoŕıtmica bi-
linearafectadadeum invariante.Em particular, veremoscomoesteparticipano
processotransformacional,que acabapor fundir o corpoda função com a sua
pré-condiç̃ao.

Na secç̃ao8.7.1foi referidaa estruturáarvore binária deprocura, queseen-
tendenormalmentecomoa definiç̃aoquesesegue(relembrar(8.97),aquiapenas
enriquecidacomselectores):Y �C� ±nk ¢�¢ cª ×íì Y �3� oih c¡¢Y �3� oih ce¢ cª î ± m�Y �C� ±nk ¢�¢ qï m ï ¢ ¢ q° m�° b § b qa]± m¡Y �3� ±·k ¢�¢
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sujeitaaoseguinteinvariantede(bi-)ordenac¸ão:ÜCð Ö ð Üd1 3 ÜAð ^ ç \]\ 5«3�è#è äÜAð Ö ð ÜÓÒ Ý Ô ÿ�� �Õ¯°°± °°² Ý Õ #ñ"�ò = ó× Ò Ý Õ #ñ"�ò Ô = ä \ Ý Ý Õ á äVÝ àCß�àCÜ�à ç Ý ãÜCð ÒOô ä ß ð Ý è ä*ä ß�\E+�[�Ò äOÝ Ô�õ ä ß}ö7ßÓÔ�÷ÒOô ç ß ð Ý è äSä ßÆ\�+Æ[�Ò ç Ý Ô�õ ß�ö ç ßÓÔ�÷ÜAð Ö ð ÜÓÒ äVÝ Ô�÷ ÜAð Ö ð ÜbÒ ç Ý Ô (9.39)

para õ � �C� ø ô ÃY�ùø½ú ö� üû 	 ôôíý �Áþ£ÿ Qõ � �A� ø ô Ã
��÷ÃûÑþ ÿ�� ��¯°± °² û ������� Ä ���Å ÷Ãû ������� þ Ä õ � �A� ø ô ÃY�;÷ � û ÷Ãû�þÑþ
	��� ÷ÃûÑþ�� 	õ � �A� ø ô ÃY�;÷� û ÷ÃûÑþÑþ (9.40)

A operac¸ãoaserrealizadáe aseguinte:� �3��� _���� �C� ±�� ¢�¢ q ï ¢ ¢�t °��e§��� �3��� _;w<§�y#xO| ~��3�ª� x����������Cx ¢ ¢ ² wK§M|��� ¢ § �<§ ª î ±�w<§M|� x ª ï w<§M|� � ª °iwK§M|�l§ ª! ±[w<§M|�3� ¯± ² x ª � x � � � wCx ª �pxO|®� ¬ x § �px � � �3��� _;w"�<§�y#xO| wJx § � x�|®� � �3��� _;w���§�yAxO|
(9.41)

A função
� �3��� _ é, pois, parcial. Reparemoscomoa suapré-condiç̃ao ( x ������"�Jx ¢ ¢ ² w<§M| ) elimina a necessidadede testarse § ª$#&% î . Como estamosin-

teressadosem realizare codificara função na suatotalidade,começaremospor
“totalizar”

� �3��� _ embebendoa pré-condiç̃ao na suadefiniç̃ao e escolhendoum
valor ¢ �'���'� (mensagemde erro) tal que ¢ �'���'� º( °��e§�� . Cria-seassima sua
vers̃ao )+*-, � _#§ , total:

)+*-, � _�§ � �.*-,z±/� ¢�¢10 ï ¢ ¢�2v°��e§�� ¨&3 ¢ �4���'�65
)+*-, � _#§�7<§98;:=<?>A@-Bª ¬ : ( �������C: ¢ ¢ ² 7K§D< E )+*-, � _�7<§D< 7": ( �������C: ¢ ¢ ² 7K§D<D<FE ¢ �'�'�'� (9.42)
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Prosseguiremos“desenrolando”a express̃aodeteste: ( �����"�": ¢ ¢ ² 7<§D< via (9.40):

: ( �������C: ¢ ¢ ² 7K§D< ª ¯°°± °°² § ª!#&% î E : ( 3 5 7<§ ªG#&% î <HE : ( �������C: ¢ ¢ ² 7 î ±I7K§D<D< u: ª ï 7<§D<Ju u: ( �������C: ¢ ¢ ² 7  ±I7<§D<J<
Como : ( 3 5LK � , re-escrevemos(9.42)em:Â ö� Oó�M û#÷ÃûFù�ø¡þ �¯°°°°°°°°± °°°°°°°°²

÷ ¯°± °² û ������� Ä NÅ ÷Ãû ������� þ Ä ø � õ � �A� ø ô Ã
��÷ � û ÷Ãû�þÑþ Éø � � ÷Ãû�þ�É Éø � õ � �A� ø ô Ã
��÷� û ÷ÃûÑþÑþ þ Ä Â ö� Oó�M ÷ÃûFùMøeþ
Å ÷Ñ÷ ¯°± °² û ������� Ä NÅ ÷Ãû ������� þ Ä ø � õ � �A� ø ô ÃY�;÷ � û ÷Ãû�þÑþ Éø � � ÷ÃûÑþjÉ Éø � õ � �A� ø ô ÃY�;÷� û ÷ÃûÑþÑþ þÑþ�Ä ô 	�	���	

e,aplicando(B.4),Â ö� Oó�M û#÷ÃûFù�ø¡þ �¯°°°°°°± °°°°°°²
û ������� Ä ô 	�	���	

Å ÷Ãû �O�P��� þ�Ä
¯°°°°°± °°°°°²

ø � õ � �A� ø ô Ã
��÷ � û ÷Ãû�þÑþ Éø � � ÷Ãû�þ�É Éø � õ � �A� ø ô Ã
��÷� û ÷ÃûÑþÑþ Ä Â ö� Oó�M ÷ÃûFù�ø¡þ
Å ÷[ø � õ � �A� ø ô ÃY�;÷ � û ÷Ãû�þÑþ Éø � � ÷ÃûÑþjÉ Éø � õ � �A� ø ô ÃY�;÷� û ÷ÃûÑþÑþ þ Ä ô 	�	���	 (9.43)

Usandoaassociatividadeecomutatividadedadisjunç̃aoeaplicandoaregra(B.6),
o predicado(9.43)re-escreve-seem

: ª ï 7<§D<Ju: ( �������C: ¢ ¢ ² 7 î ±I7K§D<D<[u: ( �������C: ¢ ¢ ² 7  ±I7<§D<J<D< K¯± ² : ª ï 7<§D< E ¥ 7C: ª ï 7<§D<D<HE ¬ : ( �������C: ¢ ¢ ² 7 î ±I7K§D<D< E ¥ 7C: ( �A�����": ¢ ¢ ² 7 î ±I7<§D<J<D<QE : ( �A�����": ¢ ¢ ² 7  ±I7K§D<D<
Substituindoesimplificando,obtemosÛbÜAð Ü�@ Ý Ò Ý àÑßÓÔ Õ
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ì Ý Õ #ñ"�ò = \ çAç�èAç× Ò Ý Õ #�"�ò Ô = ; ß ÕSR Ò Ý Ô = ÛbÜAð Ü�@�Ò Ý à3ßÓÔ× ÒUß Õ�R Ò Ý Ô/Ô = 22 Õ ì ß ð Ý è ä*ä ßÆ\�+Æ[�Ò ò ^(Ò Ý Ô�Ô = ÛÓÜCð Ü�@�Ò Ý à3ßÓÔ× ÒÃß ð Ý è ä*ä ß�\E+�[�Ò ò ^(Ò Ý Ô�Ô�Ô = ; ß ð Ý è ä*ä ß�\E+�[�ÒUTv^(Ò Ý Ô�Ô = ÛÓÜCð Ü�@�Ò Ý àCßÓÔ× ÒÃß ð Ý è ä*ä ßÆ\E+�[�ÒUTv^(Ò Ý Ô/Ô�Ô = \ ç#ç�èFç (9.44)

Orao invariantesobre�.*-,z±/� ¢�¢ (9.39)e a definiç̃aode )+*C, � _ (9.41)garantem
osfactosseguintes,paraquaisquer§ ( �I*C, # � � ¢ e : ( ï ¢ ¢ :

: ª ï 7K§D<HE )+*-, � _�7K§98V:=< ª °&7<§D<: ( �������C: ¢ ¢ ² 7 î ±I7K§D<D<QE : § ï 7<§D<E )+*-, � _�7K§98V:=< ª )+*-, � _�7 î ±I7K§D<98;:=< (9.45)

que,porsuavez,tornamposśıveistrêssubstituiç̃oesem(9.44),conduzindoa:

Â ö� Oó�M û#÷ÃûAùÑøeþ � ¯± ² û ������� Ä ô 	�	���	Å ÷Ãû ������� þ Ä ¬ ø � � ÷Ãû�þ Ä W9÷Ãû�þÅ ÷<ø � � ÷ÃûÑþÑþ Ä X
X � ¬ ø � õ � �A� ø ô ÃY��÷ � û ÷ÃûÑþÑþ Ä Â ö� �ó�M ÷ � û ÷ÃûÑþFù�øeþÅ ÷<ø � õ � �A� ø ô ÃY�;÷ � û ÷Ãû�þÑþÑþ\Ä ú
ú � ¬ ø � õ � �A� ø ô ÃY��÷� û ÷Ãû�þÑþ Ä Â ö� Oó�M ÷� û ÷Ãû�þFù�ø¡þÅ ÷<ø � õ � �A� ø ô ÃY�;÷� û ÷ÃûÑþÑþÑþ>Ä ô 	�	���	 (9.46)

‘Folding’ � (9.46)deacordocom(9.42),¬ : ( �A�����": ¢ ¢ ² 7  ±I7K§D<D< E )+*-, � _�7  ±I7K§D<98V:Y< 7C: ( �����"�": ¢ ¢ ² 7  ±I7K§D<D<D<QE ¢ �'���'� ª )+*-, � _#§�7  ±I7K§D<98V:Y<
somosconduzidosaÂ ö� Oó�M û#÷ÃûAùÑøeþ � ¯± ² û ������� Ä ô 	�	���	Å ÷Ãû ������� þ Ä ¬ ø � � ÷Ãû�þ Ä W9÷Ãû�þÅ ÷<ø � � ÷ÃûÑþÑþ Ä X

X � ¬ ø � õ � �A� ø ô ÃY��÷ � û ÷ÃûÑþÑþ Ä Â ö� �ó�M ÷ � û ÷ÃûÑþFù�øeþÅ ÷<ø � õ � �A� ø ô ÃY�;÷ � û ÷Ãû�þÑþÑþ\Ä Â ö� �ó�M û#÷� û ÷ÃûÑþFùÑø¡þ (9.47)

O passofinal consisteemremovera ocorr̂enciaquerestade �������C: ¢ ¢ ² em(9.46).
A estrat́egiaparaessepassoconsisteem“enfraquecer”a condiç̃ao

: ( �������C: ¢ ¢ ² 7 î ±I7K§D<D<
em(9.47)para : § ï 7<§D<
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cf. (9.45) Z . Aumentaassimo conjuntode valoresparaos quaisa condiç̃ao de
testede(9.47)vale ¥ , queassimincluiráoselementosde[ ª\3 : ( ï ¢ ¢Wç]: § ï 7K§D<;5/^_�������C: ¢ ¢ ² 7 î ±I7K§D<D<
Como,paraqualquer: ( [ ,: ºª ï 7<§D< µ : º( �������C: ¢ ¢ ² 7 î ±I7K§D<D< µ : º( �����"�": ¢ ¢ ² 7  ±I7<§D<J<
teremos )+*-, � _#§�7  ±I7<§D<�8V:=< ª ¢ �'���'�
cf. (9.44).Portanto,(9.47)podesersubstitúıdapor¯± ² : § ï 7<§D< E ¬ : ( �A�����": ¢ ¢ ² 7 î ±I7<§D<J< E )+*-, � _�7 î ±I7K§D<98;:=< 7C: ( �����"�": ¢ ¢ ² 7 î ±I7<§D<J<D<QE ¢ �4���'� 7": § ï 7K§D<D<`E )+*-, � _#§�7  ±I7K§D<98;:=< (9.48)

Fazendo‘folding’ de(9.48)via (9.42),(9.47)seŕafinalmentere-escritaemÂ ö� Oó�M û#÷ÃûFù�ø¡þ �¯°°± °°²
û ������� Ä ô 	�	���	

Å ÷Ãû �O�P��� þ�Ä ¯± ² ø � � ÷ÃûÑþ Ä W9÷ÃûÑþÅ ÷<ø � � ÷Ãû�þÑþ Ä ¬ ø.ab� ÷ÃûÑþ Ä Â ö� Oó�M ûA÷ � û ÷ÃûÑþFùÑø¡þÅ ÷<ø.ac� ÷Ãû�þÑþ Ä Â ö� Oó�M ûA÷� û ÷Ãû�þFù3øeþ
ou,aplicandoaregra(B.1),Â ö� Oó�M û#÷ÃûFù�ø¡þ �¯°°± °°²

û ������� Ä ô 	�	���	
Å ÷Ãû �O�P��� þ�Ä ¯± ² ø � � ÷ÃûÑþ Ä W9÷ÃûÑþÅ ÷<ø � � ÷Ãû�þÑþ Ä Â ö� Oó�M ûA÷ ¬ øPac� ÷Ãû�þ Ä � û ÷ÃûÑþÅ ÷<øIab� ÷Ãû�þÑþ\Ä  û ÷Ãû�þ ù�øeþ(9.49)

começandoapôr emevidênciaa falsarecursividade.
Paraseobtera soluç̃aopuramenteiterativa (‘tail-recursion’)usa-seum resul-

tadoauxiliardadoemap̂endice(B.11)quepermiteconverter(9.49)emÂ ö� Oó�M û#÷ÃûFù�ø¡þ³ÿ�� ��¬ û ������� Ä ô 	�	���	Å ÷Ãû ������� þ Ä W9÷ � ���E� ÷ÃûAù�ø¡þÑþ� ���E� ÷ÃûAù�ø¡þ � (9.50)¯°°± °°²
ø � � ÷ÃûÑþ Ä û

Å ÷<ø � � ÷Ãû�þÑþ Ä ¯± ² û ������� Ä ô 	�	���	Å ÷Ãû ������� þ Ä � ����� ÷ ¬ øIac� ÷Ãû�þ Ä � û ÷ÃûÑþÅ ÷<øIac� ÷ÃûÑþÑþ Ä  û ÷Ãû�þ ù�ø¡þ(9.51)

d
Dadoumpredicadoæ , por“enfraqueceræ ” designa-seasubstituic¸ãode æ porum

D
tal queæ}= D .
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Em suma,obteve-se(por transformac¸ões)umadefiniç̃aode )+*-, � _#§ queé di-
rectamentecodificável numciclo-while. É imediatocodificar(9.51)soba forma
de instruç̃oesdeumalinguagemimperativa. Porexemplo,o seguintefragmento
deprogramaPASCAL, derivadode(9.51):

TYPE Key = ....;
Data = ...;
BinTree = ˆBinNode
BinNode = RECORD

K: Key;
D: Data;
LT,RT: BinTree

END;

VAR tree: BinTree;

PROCEDUREfindbin (k: Key; VAR d: Data);
VAR p: BinTree; q: Key;
BEGIN p := tree;

IF p = nil THEN terminate-error
ELSE q := p.K;

WHILE q <> k DO
BEGIN IF k < q THEN p := pˆ.LT

ELSE p := pˆ.RT;
IF p = nil THEN terminate-error

ELSE q := p.K
END;

d := D(q)
END (* findbin *);

éexactamenteacodificaç̃aopropostaporFielding[Fie80] (ressalvadaslevesdiferen-
ças na escolhados identificadores)que é áı trabalhadaem estilo ‘invent-and-
verify’ usandoregrasdeprovadametodologiaVDM.

9.4.3 Śıntese

A śıntesede algoritmosa partir dassuasespecificac¸ões recorrequasesempre
a técnicasde desrecursivaç̃ao. De facto,muitasexpress̃oesmateḿaticasusadas
emespecificac¸ão formal “encerramem si” processosalgoŕıtmicosque,umavez
chegados̀a fasedeimplementac¸ão,importaexplicitar.
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Um dos casosmais interessantesnesteaspectotem a ver com as seguintes
express̃oesquedefinemconjuntosporcompreens̃ao,3 )e7�fg<(çhf ( [ µ�Ó 7�f+<95
(a conhecidafórmulade “abstracc¸ãodeZermelo-Frænkl”)dadaumafunção )i�j 2�� , um subconjuntofinito

[
k j
e Ó � j 2 3 ¥ 8 � 5 um predicadode

“filtragem” sobre
j

; e seqûenciasporcompreens̃ao,§ )e7�f+<(ç9fml î µ�Ó 7�f+< ¨
paraosmesmos) e Ó e î ( j � . Express̃oescomoestassãoextremamentevul-
garesemespecificac¸ãoformal,aprimeiraporespecificarfiltragemdeinformaç̃ao
(e.g.

[
podeserumatabelarelacional,) podeexprimir aprojecç̃aodealgunsdos

seusatributose Ó podeexprimir um predicadodeselecc¸ão,cf. SQL) e a segundo
porespecificarprocessamentode‘streams’.

Comorefinamosconstruc¸õestãobásicascomoestas?
É sabidoque 3 )e7�fg<�çbf ( [ µ%Ó 7�f+<;5 designaexactamenteo resultadoda

aplicaç̃aodaseguintefunção n a
[

:

nO�¡Ö e 2 Ö ëno7�¢=<e>�@-Bª ¯°°°°± °°°°²
¢ ª ` E `¢ ºª ` E � ¢ § ¢ ( ¢� ª ¬ Ó 7 ¢ <HE 3 )e7 ¢ <;5 Ó 7 ¢ <`E `*-, � ¨ no7�¢�^ 3 ¢ 5'<

o mesmoacontecendoentre § )e7�fg<(ç;fml î µ[Ó 7�fg< ¨ e pq7 î < para

pr7�¢=< >A@-Bª
¯°°°°± °°°°²
¢ ª«§ ¨ E § ¨¢ ºª«§ ¨ E � ¢ § f ª Ù ¢ � � 7�¢=<¢ Ò ª §��6*s�D7�¢t<*C, ¬ Ó 7�f+< E ���', ² 7")e7�fg<98;pq7�¢ Ò <J< 7 Ó 7�fg<D<uE pq7�¢ Ò <

Reparemosque ¬ Ó 7�f+< E ���', ² 7")e7�fg<98;pq7�¢ Ò <J< 7 Ó 7�fg<D<uE pq7�¢ Ò <
é equivalentea ¬ Ó 7�f+< E § )e7�f+< ¨ 7 Ó 7�fg<D<`E §©¨ v Ó ÙY*97�¢8Òw<
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Assim, tanto n como p são inst̂anciasdo esquemalinearmońadico(9.32)e não
seŕa difı́cil mostrarqueest̃aonascondiç̃oesdeseremdesrecursivadaspeloresul-
tadogeńericodasecç̃ao9.4.1.A tı́tulo deexemplo,parap teremos:

{ B* r = <>;
A* y’ = y;
A x;
while (y’ != <>)

{ x = head(y’);
y’= tail(y’);
if p(x) r = conc(r,f(x));

}
}

ou, cadavez mais em concreto,codificandoa função em termosde stdin e
stdout eassumindoasfunçõesde‘i/o’ dedicadasgetA e putB ,

{
A x;
while ((x = getA(stdin)) != EOF)

{ if p(x) putB(f(x)); }
}

etc.

Exerćıcio 9.10 Desenvolva o racioćınio anteriorparaaconstruc¸ão x .Î
Comonotafinal, édereferirqueo problemadadesrecursivaç̃ao,quedissemos

pertenceraoeixo do refinamentoalgoŕıtmico (cf. Figura7.2) sepodereduzirum
casoparticularde simulaç̃ao em quetodasas funçõesde abstracc¸ão são identi-
dades.

9.5 Exerćıcios

Exerćıcio 9.11 No contexto doconhecidorefinamentodeconjuntosporseqûencias(
ê àzy ÿ-{ ÿ RZH 2 á ),calculea simulaç̃aodo cálculodo segmentoinicial deum númeronatural,isto é, resolva emordema9

o seguintediagramaderefinamento: " #$!}|�~�� ~ ÄÅ ê9� �
" #$!
LVN Î Ï

� ÄÅ " # á ÿC{ ÿ RZHÎ Ï
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Seŕa o resultadodoseucálculoúnico?Justifique.Î
Exerćıcio 9.12 Justifiquecuidadosamenteo racioćınio quenospermitiupassarde(9.13)para(9.14).Î
Exerćıcio 9.13 A função Û Ò ð à ç Ô ÿ�� �Õ ê LVN'�t� | � � � � ~4� Ò ç Ô
implementa,a ńıvel relacional,umaoperac¸ão queconhecesobremulticonjuntos.Identifique-ae re-
constituao respectivo processodecálculo.Î
Exerćıcio 9.14 O seguinteciclo-while ,Ú

M r = u;
Y y’ = y;
while ( × p(y’))Ú

r = r
Ø

d(y’);
y’ = e(y’);Û

;
r = r

Ø
v;Û

registadonanotaç̃ao“pseudo-C”usadanestetexto, foi propostocomoconcretizac¸ãoalgoŕıtmicada
seguintefunção Û 1 ÏÐ 58ÑÛ Ò:+bÔ ÿ�� �Õ ; æ Ò:+bÔ = Ö× Ò æ Ò:+ÁÔ/Ô = ÜbÒC+ÁÔ
Ø Û Ò \�Ò:+bÔ�Ô
onde

Ø
é associativa e tem Ù comoelementoneutro.

Discutaacorrecc¸ãodessaconcretizac¸ãoalgoŕıtmica,justificandoformalmente.Î
Exerćıcio 9.15 Relembreo modelo 3 2 Ñ Þ da secç̃ao 7.5 cujo refinamentoem 3 2 Ñ Þ�T (rela-
cional)foi calculadonasecç̃ao8.5.1.

Calculea implementac¸ão relacional,ao ńıvel 3 2 Ñ Þ�T , do operadorde fecho deumaconta,i.é,
resolva emordema � o seguintediagramaderefinamento:

ã�

ãç \ Í 2 Ý�ÝåÜ Ü
2 Ý�Ý #nç
2 Ý�Ý #nçm�

�

å Û
3 2 Ñ Þ�T
3 2 Ñ Þ å Û

3 2 Ñ Þ�T
3 2 Ñ Þ
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onde ç \ Í 2 Ý�Ý�ÒUß¡à��
Ô ÿ�� �Õ �o� Ú ß Û (9.52)

Sugest̃ao: Poder-lhe-́a serútil recorreraoseguinteoperadorrelacionaldeeliminaç̃aodetuplos,ÜJ\ ä ÒJá Ü à"�lãÑà Ý Ô ÿ�� �Õ Ú ç ð Ý ß��ïîÕm� L Ò ç Ô Û
queé,afinal,o opostode

[n\ ä
(1.55).Î

Exerćıcio 9.16 No contexto do exerćıcio anterior, suponhaqueo banco,quejá tem o relacionala
funcionar, pretendeumanovaoperac¸ãoquefaça imprimir automaticamenteumacartaaenviar a todos
ostitularescujascontastêmsaldoinferior a umdadovalor

D
.

1. Especifiqueum novo operadorsobre 3 2 Ñ Þ queselecioneo conjuntodessestitularespara
umaqualquer

D ð 2 Í]èEÙ ð Ý .
2. Calculea implementac¸ãorelacionaldesseoperadoraońıvel 3 2 Ñ ÞYT .

Î
Exerćıcio 9.17 No contexto dosexerćıciosanteriores,suponhaqueo GabinetedeRelaç̃oesPúblicas
(GRP)deumauniversidadepretendeumsistemadeinformaç̃aoparacatalogac¸ãoderecortesdejornais
(not́ıciasquereferema Universidade)quepermanentementeest̃aoa serselecionadosdosjornaispelo
GRPearquivadosempastas.

Suponhaque,aṕosterchegadoaoseguintemodelodedadosparaabase:� T�� �Õ � 7 è Ý �]� ÒUê�à H�H-� ~4�w� � ] ��Ü è [�Ô] �µÜ è [H�Õ ^�1�^<\�9 Ý è � /* tı́tulo danot́ıcia */�©1��6�V� ð ��� � /* jornal emqueapareceua not́ıcia */]���] � Ý � � /*datado jornal */� ��� � � /*páginado jornal */]�� � ] �:[][ � /*dossierondefoi arquivadoo recorte*/

(onde
^<\J  Ý �

,
�6�V� ð �A�

, etc.são tiposa definir apropriadamente)você temaindaqueespecificare im-
plementaroperac¸õesparaosseguintesproṕositos:

- Obterosassuntosporqueest́a catalogadoum dadorecorte (9.53)

- Recatalogarumrecorteacrescentando-lhemaisum assunto (9.54)

- Inserirumnovo recorte(aindasemclassificac¸ão)sabidososseusdados
ea respectiva cota

(9.55)

- Obterascotasdetodososrecortesqueversamum dadoassunto (9.56)

- Obterosdadosdeumrecortedadaasuacota (9.57)

- Eliminarum dadorecorte (9.58)

1. Faça a analogiaformal entre
� Tq�

e ¡£¢ZÑ Þ , identificandoum modelomaisabstractodo
qualtanto ¡£¢£Ñ Þ como

� Tq�
sãoespecializac¸ ões.
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2. Suponhaquejá tem ¡£¢ZÑ Þ implementadoem ambienterelacional( ¡£¢ZÑ ÞYT ). Pretende-
seagoraimplementar

� Tq�
re-utilizando,ao máximo,asimplementac¸õesjá dispońıveis de

operac¸õessobre¡¤¢£Ñ Þ , nomeadamente
�:\ Í¥¢r¦�¦ (9.52),

��§�§ ¢r¦�¦D¨ �V�©§J\J� (9.11)e algumas
outrascujasem̂anticaseespecificaaseguir:ÜAðYÜ Ý ¡£¢ZÑ Þ � ª«¡¤¢£Ñ ÞÜAðYÜ Ý ¡£¢ZÑ Þ ¬;�®¯ °?±

ð \J² ¢q¦�¦ � ¢r¦�¦D� � � ¢q¦D¦D¨ �;�©§J\D� � ¡£¢ZÑ Þ ª³¡£¢ZÑ Þð \J² ¢q¦�¦ ¬;�®¯ ´ ÒUµ·¶ Ý ¶C�
Ô�õ¸ µ�¹z§�� Í ÒU�YÔ º �× ÒUµ/¹»§�� Í ÒU�YÔ�Ô?º �]¼�½ µ¾ Ú Ý Û ¶C¿�À�Á
§J\CÂ � ð Ý � ¢q¦�¦ � ¢r¦�¦D� � � ¢&Í � Ù ð Ý � ¡£¢£Ñ Þ ª³¡£¢ZÑ Þ§J\CÂ � ð Ý � ¢q¦�¦ ¬;�®¯ ´ ÒUµ·¶CÃ�¶"�YÔyõ¯°°°± °°°²

µ�¹z§A� Í Òw�
Ô º �C\ Ý   ¯ ��ÒUµÓÔÝ�Ä ¯Å�tÆ Ò© 6ÔÃ Ä ¯Å�·Ç Ò© 6ÔÜAð �oÈ ½ µ¾ Ý Ä ¶"Ã ÄrÉ Ã9À Á× Òwµ�¹z§�� Í Òw�YÔ/ÔÊº �
§9�9��²eËe�;� Íz¢q¦�¦ � ¢r¦�¦D� � � ¢&Í � Ù ð Ý � ¡£¢£Ñ Þ ª³¡£¢ZÑ Þ§9�9��²eËe�;� Íz¢q¦�¦ ¬;�®¯ ´ ÒUµ·¶CÃ�¶"�YÔyõ¯°°°°°± °°°°°²

µ�¹z§A� Í Òw�
Ô º �C\ Ý   ¯ ��ÒUµÓÔÝ�Ä ¯Å�tÆ Ò© 6ÔÃ Ä ¯Å�·Ç Ò© 6ÔÜAð ¸ Ã¤ÌÍÃ Ä º �oÈ ½ µ¾ Ý Ä ¶-Ã Ä ÐIÃ9À Á× ÒwÃhÌÍÃ Ä ÔÎº �× Òwµ�¹z§�� Í Òw�YÔ/ÔÊº �
Ï \ Ý ¢r¦�¦D¨ �;�C[ � ¢r¦�¦D� � � ¡£¢ZÑ Þ ª\Ð àtÑCÑ-Ò � { Ó�ÿCÔÏ \ Ý ¢r¦�¦D¨ �;�C[ ¬;�®¯ ´ ÒUµ·¶C�YÔyõÕ µ/¹z§�� Í Òw�
Ô º �=Æ ÒU��ÒUµbÔ/Ô× Òwµ¥¹»§�� Í Òw�
Ô�ÔÊº Ö
�A�©� ¢r¦�¦D×¤Ø � ¢r¦�¦D¨ �;�Ù§J\J� � ¡£¢ZÑ Þ ª\Ð àtÑCÑ � Ô�A�©� ¢r¦�¦D×¤Ø ¬;�®¯ ´ Ò Ý ¶-�
Ô�õ Ú µ¥¹z§A� Í Òw�
ÔUß Ý ¹ � Æ Òw�üÒwµÓÔ�Ô Û
Ï \ Ý ¢r¦�¦D¡ ��� � ¢r¦�¦D� � � ¡£¢ZÑ Þ ª\¢&Í � Ù ð ÝÏ \ Ý ¢r¦�¦D¡ ��� ¬;�®¯ ´ ÒUµ·¶C�YÔyõ;Ú µ¥¹¥§�� Í Òw�YÔ?º �·Ç Òw��ÒUµÓÔ�Ô

Na 2
õa colunada tabelaseguinte indiqueoperac¸õesde (9.53) a (9.58) sobre

� T��
quese
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podemimplementarpor simplesreutilizaç̃ao dascorrespondentesoperac¸õessobre ¡£¢ZÑ Þ
(na1

õa coluna): ¡£¢ZÑ Þ � Tq�ÜAðYÜ Ý ¡£¢ZÑ Þð \J² ¢q¦�¦§J\CÂ � ð Ý � ¢r¦�¦§9�9��²eËe�9� Íz¢q¦D¦Ï \ Ý ¢q¦�¦J¨ �;�C[�A�©� ¢r¦�¦D×¤ØÏ \ Ý ¢q¦�¦J¡ �A�
(NB: paracadaoperac¸ãonão-reutiliźavel indiquea raz̃ao.)

3. Selecioneumadasoperac¸ões(9.53)a(9.58)queficaramdeforadatabelaacima.Especifique-a
ecalculea respectiva implementac¸ãorelacional.

Î
Exerćıcio 9.18 Numa determinadaimplementac¸ão de SQL as tabelasrelacionais( Ð à�Û � � � � � àYÜ )
encontram-seimplementadassobreficheirossimples,i.écomoseqûenciasem

Ò ¢ Æ � õMõMõ � ¢ ~ Ô á .Calculeasimulaç̃aosobreficheiros(seqûencias)dooperadorrelacionaldeselecc¸ão:[]\V� � ÒÞÝ ~ß©à Æ ¢ ß Ô � Ð à�Û � � � � � à Ü Ð ª\Ð à�Û � � � � � à Ü[]\V�ÇÒ ¾ Ü ¶"��À�¶ Ý Ô ¬V�®¯ Ú �h¹ Ý ß�� ¯m� ß Òw��Ô ÛÎ
Exerćıcio 9.19 Uma estruturade informaç̃ao da classedas listas é a chamadalista de interesse.
Trata-sedeumalista emqueo último elementosobreo qualsemanifestouinteresse(por consultaou
inserç̃ao)“salta” automaticamenteparacabec¸adalista. A listapodeassimconsiderar-seordenadapela
ordemdecrescentede“interesse”manifestadaat́eaomomentopelosseuselementos,o quelheconfere
umcaŕacteradaptativo.

Teremosent̃ao,paraum dadodoḿınio dedadosnão-vazio ¢ :�AáYâ [Dã �¯ ¢qä
1. Calculeuma concretizac¸ ão algoŕıtmica não recursiva da seguinte operac¸ão de inserç̃ao em��áYâ [Dã , â � �9å [n\J�;ã ����á�â [�ã � ¢Åª\��á�â [�ãâ � �9å [n\J�;ã-æw��¶���ç ¬V�®¯ ¦ � å [�æw��¶ Ø'â �èã,\J��æU�Þ¶-��ç�ç

emqueserecorreà seguintefunçãoauxiliar:Ø'â �èã,\J��æU�Þ¶"�4ç ¬;�®¯¸ � ¯êé£ë º �ì æw� ¯&é£ë çíº Õ � ¯mî \V�A§'æU�©ç º Ø�â �Ùã,\D�4æwã�� â �ÞæU�©ç-¶��4çì æw� ¯mî \V�A§'æU�©ç�çÊº ¦ � å [�æ î \V�A§'æU�©çs¶ Ø'â �èã,\J�4æ©ã�� â ��æw�wç-¶���ç"ç
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2. Estaŕaaseguinteespecificac¸ãodaoperac¸ãodeconsultaâ �ÙË âUå § �A�AáYâ [Dã � ¢Åª\Ðâ �ÙË âUå §�æw�Þ¶C��ç ¬V�®¯ �/¹§\V�~\Jï¨[�æw�©ç
coerentecomadescriç̃aode lista deinteressequeacimasedeu?Justifiqueinformalmente.

3. Decorredasoperac¸õesquemanipulam�AáYâ [Dã queestaestruturapossuium invarianteasso-
ciado. Formule-o. Seŕa que esseinvariantepodeser exploradona optimizaç̃ao da funçãoâ � �9å [n\J�;ã ? Justifique.

ð
Exerćıcio 9.20 Na interfacecom o utilizador de serviços sobrebasesde dadostorna-seinúmeras
vezesnecesśario fazerpassarparaa camadadeapresentac¸ão resultadosestruturadosdeoperac¸õesda
camadacomputacional.Um casotı́pico éavisualizac¸ãoderesultadosquesãofunçõesparciaisfinitas,¢ � ¡
e quesepodemmostrarno écransoba forma de tabelas,mapas,folhasde cálculo etc.Linguagens
comoo VisualC/C++sãoparticularmenteadequadasparao efeito,recebendoessasfunçõesdacamada
computacionalsoba formadelistasligadasdepares:

typedef struct L ñ
A key;
B data;
struct L *next;ò

;

o quefazsentidotendoemcontaum refinamentobemconhecido:¢ � ¡ yqó Ó�ôõ Ä ó Ð9ö �6÷y�ø { ø õeù æ ¢ � ¡ ç äy�úJûýüDþ ÿ�� á
para á �¯�� É æ ¢ � ¡ ç � á
eondeÏ ��� � � � é a função Ï doexerćıcio 8.7.
Interessapoisteraodisp̂or umapequenabibliotecadefunçõesC/C++queimplementemaálgebradas
funçõesfinitas.

1. Completeo seguintediagramaderefinamentoreferenteaumoperadordessáalgebra:

¢ � ¡

á �
�

�§��Vï
	

�§��Vï�
ïzµ Ø� \V�~\Jï¨[ � Ï ��� � � �

� \V�~\Jï¨[ � Ï ��� � � �
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2. Calculeumavers̃aonãorecursiva de
§��Vï�	

.

3. Indique, justificando,qual é a operac¸ão dessaálgebraque é simulada,ao mesmońıvel de
refinamento,pelafunçãoquesesegue:����� � ����� � á�ª ������ æw��¶C�©ç ¬;�®¯ ñ �L¹z§A�Jï 	 æU�©ç�º �~\Jã   ¯m�·Ç æw�wçÂ ¯Å�tÆ æ© �ç �	 ¯m�·Ç æw �çâUå Õ � ¯Í� Æ æ Â�ç º � Ç æ Â�çì æU� ¯Å�tÆ æ Â�ç�ç º � æw��¶C  	 ç

ð
Exerćıcio 9.21 RecordedoExerćıcio 2.53adefiniç̃aodafunçãoseguinte:[����s� ��¢ ä � � � � � ���eª³¢ ä[����s�ÞæU�Þ¶ â ¶ å ç ¬;�®¯�� � å ¯ ¿���� ¯cé£ë º é£ëå ë ¿����! ¯cé£ë º �C\Dã ã ¯ ã�� â ��æw�©çâUå Õ â ¯ � º é�î \V�A§�æw�©ç ë#" [��$�s�Þæ©ã-¶ â ¶ å&% � çâ ë � º [����s�Þæwã-¶ â'% � ¶ å ç
queextrai, deumaseqûencia

�
, a suasubseqûenciade å elementos(ou detantosquantosfôr posśıvel

extrair) quecomeçana â -ésimaposiç̃ao.

Calculeumaimplementac¸ãoiterativa de
[����s�

eescreva-asobaformadeumciclo-while nanota-

ção“pseudo-C”usadanestetexto.

(Sugest̃ao: comecepor transformar
[����s�

numainst̂anciadoesquemalinearmońadico.)ð
Exerćıcio 9.22 O seguintemodelodedados,(o�£� �¯ �*) Ã+� â Â�ï§\ å ã �-,=ãÞ�+� ¦ ã.���:\,tãÞ�/� ¦ ã.���:\ �¯ �10 å·â ã=�-23��� å ã â ã.4�50 å6â ã �¯ �56 �VïhÂ�� å \ å ã É �*) Ã+� â Â�ï§\ å ã23��� å ã â ã.4 �¯ � ��£���;ãD[H�¯ �56 �VïhÂ�� å \ å ã=�-23��� å ã â ã.4
(onde �*) Ã+� â Â�ï¨\ å ã e �56 �VïhÂ�� å \ å ã são esṕeciesatómicas)é uma vers̃ao simplificadadaquele
quefoi assuntodasecç̃ao8.9.1,supostosujeitoa um invarianteque,comoseviu, garantea correcta
definiç̃aodeárvoresdeproduç̃aofinitas.

Umadasoperac¸õesmaisinteressantesquesedefiniramsobre
(o�£�

éaquelaquecalculaaexplos̃ao
deum equipamentonoseutotaldepeçasenvolvidas,\J �Â��©�V§R\ � �*) Ã+� â Â�ï§\ å ã879(o�£� %�ª ��:��;ãD[\J �Â��Ù�;§J\Aæ � \A¶�;·ç ¬V�®¯ �C\Dã Ø ¯ :JÂ�Â���4�æ<;�¶ � \;ç

âUå =?>A@ Ó � õB óDC ¸   ¯ ¾ � ¶Cµ�ÀÎº ½ µØ æ© �ç Á  ¯ ¾ Ð ¶Cµ�ÀÎº Ø æ© �çFE¿\J �Â��Ù�;§J\Aæwµ·¶�;6ç
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onde G e
E

designamoperac¸õessobremulticonjuntosquedeve conhecere
:DÂ�Â���4

é aseguintefunção
auxiliar: :DÂ�Â��H4 � (5I�IJ7LK ) Ã+� â Â�ï¨\ å ã %�ª ,=ãÞ�+� ¦ ã.���:\:DÂ�Â���4�æM;�¶-µ�ç ¬V�®¯ N µ/¹»§��Vï.æM;·çíº ;=æwµ�çµO ¹»§��Vï.æM;·çíº °í±

1. Mostrequeo factoseguinteseverifica,\D �Â��Ù�;§J\Aæwµ·¶P;·ç ¯ :D��  æ<:DÂAÂ���4�æ<;�¶-µ�ç-¶Q;·ç
onde

:D�� 
é aseguintefunção::D��  � ,tãÞ�/� ¦ ã.����\�7L(5I�I %�ª I�:��;ãD[:D��  æ Ø ¶Q;6ç ¬;�®¯�RR� RR� Ø ¯ °í± º °í±Ø  ¯ °í± º �C\Dã  z¹z§A�JïIæ Ø ç

âUå æ ¸   ¯ ¾ � ¶Cµ'ÀÎº ½ µØ æ© �ç Á  ¯ ¾ Ð ¶Cµ'ÀÎº Ø æw �ç$ES:D��  æM:DÂ�Â��H4�æM;�¶sµ�ç-¶�;6ç ç G :T��  æ Ø*U�ñ   ò ¶�;6ç
2. Assumacomoverdadeirososfactosseguintessobre

:T�� 
,å EV:T��  æ Ø ¶W;6ç ¯ :D��  æ å E Ø ¶Q;6ç (9.59):D��  æ Ø Æ ¶�;·ç G :T��  æ Ø Ç ¶Q;6ç ¯ :D��  æ Ø Æ GÍØ Ç ¶Q;·ç (9.60)

emostrequeelessãosuficientesparaobteraseguinteconcretizac¸ãonão-recursivade
:T��  æ Ø ¶Q;6ç ,

expressaaquiemnotaç̃ao“pseudo-C”:

ñ Parts r = ();
Structure ff = f;
Quantity n ;
Unit x;
while (ff != ())ñ x = choice(dom(ff)) ;

n = ff(x);
ff = ff U�ñ x ò ;
if x == (1,k) r = r G ½ k

n
Á ;

if x == (2,k) ff = ff G (n
E

apply(
;

,k));òò
ð
Exerćıcio 9.23 Recordeo modelodedados¢r¦ ãXI£�H: å queé assuntodo Exerćıcio 2.70e do qualse
podededuziraseguinteimplementac¸ãorelacional,¢r¦ ãXI£�H: å'Y ¯ ÐDZgö Ñ �\[$] ø ù Ñ Ô ß ô � ß ��^F['_ ô+` ^ 7 ÐDZgö Ñ �\[ Zba ø ù [$c d 7 ÐDZgö Ñ �\[ Zgö Ñ �
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calculadaaṕosos6 passosderefinamentoqueseseguem:¢r¦ ãXI£�H: å e¯ K ¢r¦ ãgf-,Fh3ij7 � � 7PæMK5i<\�[kf � � çl7 Ð Zgö Ñ �e¯ Æ K ¢r¦ ãgf æ�æ.,Fhmin7 � � çl7Pæ.K*i<\�[kf � � ç"ç!7Iæ.K ¢q¦ ãgf � ço Ç æ.K ¢q¦ ãgf æ"æM,phmiq7 � � çr7IæMK5iô\�[mf � � ç�ç"çr7Iæ.K ¢q¦ ãr7LK ¢q¦ ã8f � ço�s æ"æMK ¢r¦ ãgf?,Fh3ij7 � � çl7Pæ.K ¢r¦ ã!7OK5i<\�[mf � � ç"ç!7 Ð Zgö Ñ �\[ Zgö Ñ �e¯3t æ.K ¢q¦ ãgf-,phmin7 � � çr7PæMK ¢r¦ ãl7LK5iô\�[�f � � ç!7 Ð Zgö Ñ �\[ Zgö Ñ �oku Ð Zgö Ñ �\[ B _wv a [�c d C 7 Ð B Zgö Ñ �\[ Zba ø ù C [$c d 7 Ð Zgö Ñ �W[ Zgö Ñ �e¯ Y`ÐDZgö Ñ �\['_�v a [�c d 7 ÐDZgö Ñ �\[ Zba ø ù [$c d 7 ÐDZgö Ñ �\[ Zgö Ñ �
isto é, tal que:e¯ Æ Ú Ø Æ�¯ K ¢r¦ ã8f ¾yx Æ � x Æ � x Æ ¶ x Ç � x Æ � x Æ ¶ x Ç � x Æ ¶C§��Vï � x Ç À cf. (8.64)e (8.23)o Ç Õ Ø Çe¯�z ^� Çr¯ §DÂ â cf. (8.72)o s Õ Ø s ¯�z ^ 7 Ï� s ¯ §DÂ â 7 ´ � � { cf. (8.72)e¯ t Ú Ø t ¯ ¾"¾yx Æ ¶ x Ç À-¶ x s À cf. (8.23)o u Õ Ø u ¯ ï¥µ Ø 7zïzµ Ø 7 â §� u ¯ Ø §�Â�7 Ø §DÂ&7 ´ � � { cf. (8.9)e¯ Y Ú Ø+Y ¯ ÐA|H} Û/~ |H}D� ~ }D���X� 7 ÐA|P|H} Û/~ }D�+� ~ }D��� 7 â § cf. (8.23)

onde Ï æ©��ç ¯ ½ Â�¥��á Á ô @ Ô
1. Simplifiqueaexpress̃ao Ø ¬;�®¯ � Yß©à Æ Ø ß

queexprimea funçãodeabstracc¸ãoglobal.

2. Calculeasimulaç̃aode
��\�[DãP,tãX:A�Vã

sobre¢r¦ ãXI£�H: å'Y , onde
��\�[DãP,tãX:A�;ã

é a função:��\�[DãP,tãX:A�Vã � K ¢r¦ ãl7 ¢r¦ ãXI£�y: å9%�ª\� �����\�[DãP,tãX:A�Vã-æM:�¶s§D��ç ¬;�®¯ �~\Jã ( ¯ x t æw§D�VæM:�ç�ç
âUå ¸ ( ¯ ñ ò º ¿(� ¯ ñ ò º � ¢k�:T:�¹O(n�¥§��Vï.æw§T��ç ��\�[DãP,tãX:A�;ã-æ<:T:�¶-§T��ç É x Ç æw§D�VæM:T:�ç"ç

3. Suponhaquealgúemprop̂oso seguintediagramaERA comoespecificac¸ãode ¢q¦ ãèÂ��H: å :

M

� � ���� ���� � � �� ��M

Quant

�� ��
Span

���
���

�� ��
Description

uses

� � ���� ���� � �
depends

M

M

Act

Res
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Com basena sem̂anticaem SETS queestudouparadiagramasdestetipo, compare(formal-
mente)o modeloimpĺıcito nestediagramacomo modelo ¢q¦ ãXI£�H: å acimaproposto.

ð

9.6 NotasBibliogr áficas

O cálculo ‘fold/unfold’ foi um tópico de intensaactividadede investigac¸ão nos
anos70. Ver [BD77, Dar82, Bp82] paraasprincipaisomiss̃oesdasuaapresenta-
çãonestecaṕıtulo.

A aplicaç̃aoexplı́cita do cálculo ‘fold/unfold’ a um problemaderefinamento
algoŕıtmico aparecepelaprimeiravezbemcaracterizadono trabalhopioneirode
Darlington[Dar82, Dar84]. A estrat́egiaáı propostáedesenvolvidaem[Oli85] (a
principalfonteparaassecç̃oes9.1,9.2e 9.4.2)comvistaa converteremcálculo
o tradicionaldesenvolvimentopor ‘invent andverify’. Por exemplo,a soluç̃ao
(9.9)é curiosamentesemelhanteaumafunção �W�b���A���A����� queéprimeiroproposta
e depoisverificadapor induç̃aosobreconjuntosnap.145de[Jon80].

Ver [Oli85, Oli94] paramaisinformaç̃aosobreaaplicaç̃aodastécnicasclássi-
casda“transformac¸ãodeprogramas”aorefinamentoalgoŕıtmico. Na refer̂encia
[Oli82] éapresentadoum“catálogo”deregrasdedesrecursivaç̃aodotipo dasque
foramestudadasnestecaṕıtulo.

Mas a principal omiss̃ao é, semdúvida, a do chamadoCálculo de Oxford,
recentementedesenvolvido por Caroll Morgan(a partir do chamadocálculo de
transformadoresdepredicadosdeDijkstra [Dij76]) e queo leitor interessadoen-
contraŕa descritonum conhecidolivro de texto [Mor90]. Como se mostraem
[Oli92], estecálculoé ortogonalemrelaç̃aoa SETS. De facto,umavezcalculado
o invariantedeabstracc¸ãoememSETS, poderemosusaro CálculodeOxfordpara
completaro refinamentoalgoŕıtmico.
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ApêndiceA

Tábua dePropriedades
Básicas

Esteanexo apresentaum repert́orio de propriedadeselementaresda teoria dos
conjuntosinvocadasnopresentetexto. O anexonãosepretendesernemexaustivo
nemminimal. As propriedadesapresentam-seorganizadassegundoasclassesdos
operadoresbásicosquesuportama especificac¸ão formal construtiva propostaao
longodo texto.

Usa-sea simbologiatradicional.Supoem-seuniversalmentequantificadasto-
dasasvariáveislivres.

A.1 Cálculo BásicodeCondições

� �#¡L¢£� (A.1)�¤¢¥¡¦ ¡L¢ ¦ ¡ (A.2)§ ¢£�� (A.3)¨ ¢£�§ (A.4)©!ªn«¬-® �m¯ ª!° � ©rªn«j¬±® ¡p¯ ª!°©!ª«n¬±® �k¯ ª!° �j¡p¯ ªr° (A.5)

387



388 APÊNDICEA. TÁBUA DE PROPRIEDADESBÁSICAS©rªn«j¬±® �k¯ ª!°�²/³µ´¶¬©!ªn«n³·® �k¯ ªr° (A.6)

¦ ¯H�¸¢¹¡ °»º � � ¦ ¡ (A.7)�¼¢½¡ º ¦ � ¾j¡ (A.8)¦ ¯ ©!ªn«¬-® �m¯ ªr°�°»º ¿pªn«¬±® ¦ �k¯ ªr° (A.9)

A.1.1 Condiçõessobre Conjuntos¬?´µÀ º ©rªn«j¬-®�ªn«À
(A.10)Á «n¬ÃÂjÀ º Á «¬ ¾¤Á «À (A.11)Á «n¬ÃÄjÀ º Á «¬ �¤Á «À (A.12)Á «JÅAªn«¬ÇÆ �m¯ ªr°/ÈÉº Á «¬ �9�m¯PÁ ° (A.13)ÁnÊ«¬ º Å Á ÈÄj¬ÌËÇÍ (A.14)¬ÃÄjÀÎËÌÍÏº ¬-´ À
(A.15)¬±´ÐÀ � ¬±´ÐÑ º ¬-´¶ÀÌÄÑ
(A.16)

A.2 IgualdadesElementaresdeConjuntos¬�ÒÓÀ Ë ¬·Ä À
(A.17)¬ Ë Å Á Æ Á «¬LÈ (A.18)¬ Ë ÔÕAÖ�× Å Á È (A.19)ÔØ Ö�Ù Å ��Úl� ¯ ¬ Ø °�ÈÉË ÔØ Ö�Ù ¬ Ø (A.20)Æ ÍgÆÛË Ü
(A.21)Æ ¬±ÝÀ#ÆÞË Æ ¬¼ÆpÝßÆ À#Æ
(A.22)Æ ¬·Â#À#Æáà Æ ¬¼ÆTÂÓÆ À#Æ
(A.23)¬·Ä#¬ÇË�¬ ²â¬·Âj¬ÌËÌ¬
(A.24)¬ÃÄjÀÎËÌÀÌÄ¤¬ ²â¬·ÂjÀÎËÌÀãÂ#¬
(A.25)¬ÃÄ ¯ ÀÌÄÑL°äË ¯ ¬·ÄjÀ¼°åÄjÑ ²â¬·Â ¯ ÀÇÂ#ÑL°æË ¯ ¬µÂ#À¸°bÂÑ (A.26)¬·Ä ¯ ÀÇÂjÑL°çË ¯ ¬µÄ#À¸°åÂ ¯ ¬·ÄÑL° (A.27)¬·Â ¯ ÀÇÄjÑL°çË ¯ ¬µÂ#À¸°åÄ ¯ ¬·ÂÑL° (A.28)¬ÐÒè¬ Ë Í
(A.29)¬ãÒ ¯ À-ÒÓÑL°çË ¬�Ò ¯ ÀÌÂÑL° (A.30)
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A.3 FunçõesParciaisFinitas

Paraquaisquerfunçõesparciaisfinitas é , ê e Ú , tem-seë :é Â ê Ë ê Â é (A.31)é Â é Ë é (A.32)é¸ì�é Ë é (A.33)é Â ¯ ê Â Ú °ÏË ¯ é Â ê °bÂ Ú (A.34)é¸ì ¯ ê&ìæÚ °ÏË ¯ é¼ìkê ° ì�Ú (A.35)é Ë é Â¶íïî
(A.36)é Ë íðî Â é (A.37)é Ë é¸ì íïî
(A.38)é Ë íðî ìäé (A.39)ñ'ò�ó ¯ é Â ê °ÏË ñ'ò�ó ¯ é °åÂ#ñ$ò�ó ¯ ê ° (A.40)ñ'ò�ó ¯ é¼ì3ê °ÏË ñ'ò�ó ¯ é °åÂ#ñ$ò�ó ¯ ê ° (A.41)���rê ¯ é¼ì3ê °ÏË ���rê ¯ é °åÂ ���rê ¯ ê ° (A.42)���rê ¯ é Â ê °ÏË ���rê ¯ é °åÂ ���rê ¯ ê ° (A.43)¯ é Â ê °åô5³ Ë ¯ é ô5³æ°bÂ ¯ ê ô5³ä° (A.44)¯ é¸ìmê °åô5³ Ë ¯ é ô5³æ° ì ¯ ê ô5³æ° (A.45)¯ é ô5³ä°åô*õ Ë é ô ¯ ³ÂjõL° (A.46)é¸ö ¯ ê ô5³ä°ÏË ¯ é¸öæê °åô5³ (A.47)é Æ ¯ ³nÂ#õL°ÏË ¯ é Æ÷³ä°bÂ ¯ é ÆDõL° (A.48)¯ é Æ�õL°�ÆT³ Ë ¯ é Æ÷³ä°�ÆDõ (A.49)¯ é ÆDõL°åô*õ Ë é ÆDÍ (A.50)é ô*³nÂ é ÆT³ Ë é (A.51)¯ é ô*õL°�ÆT³ Ë é Æ ¯ ³èÒèõL° (A.52)³Äjñ'ò�ó ¯ é °æËãÍ ¢ é ô5³ÓË é (A.53)ñ$ò�ó ¯ é ô5³ä°ÏË ñ'ò�ó ¯ é °3Òß³ (A.54)ñ'ò�ó ¯ é ÆT³ä°ÏË ñ'ò�ó ¯ é °åÄj³ (A.55)é3ø ñ$ò�ó ¯ é °\ùúË ���rê ¯ é ° (A.56)é¸ìkê Ë é ô*ñ'ò�ó ¯ ê °åÂ ê (A.57)é Æ�ñ'ò�ó ¯ é ° Ë é (A.58)¯ é¸ìkê °�ÆT³ Ë ¯ é Æ÷³ä° ì ¯ ê ÆD³ä° (A.59)û

Semprequeocorreo operadordeunião defunções( ü ) sup̃oe-se,adicionalmente,queosrespec-
tivosoperandossãofunçõescoerentes,cf. Definição1.5.
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é Ë é ô5³Â é ÆD³ (A.60)é ô*ñ'ò�ó ¯ é ° Ë íðî
(A.61)é ô ¯ ³nÄ#õL°ÏË é ô5³Â é ô*õ (A.62)íðîæô5³ Ë íðî
(A.63)íïî ÆT³ Ë íðî
(A.64)

A.4 Seqûencias

Sejam� ² � ² � seqûenciasem
¬þý

, é ®8¬ÿÒ�� À
e ê ®lÀ Ò�� Ñ

aplicaç̃oes,e Á um
qualquerelementode

¬
. Tem-se:Úg� Á ñ ¯ � ò ��� ¯PÁ ² � °�° Ë Á (A.65)� Á � � ¯ � ò ��� ¯PÁ ² � °�° Ë � (A.66)�����	� Ë � (A.67)�
��� � Ë � (A.68)��� ¯ ��� � ° Ë ¯ ��� � ° �¹� (A.69)ê�æö5é� Ë ¯ êOö5é °  (A.70)é  ¯ ��� � °»Ë é  ¯ � ° � é  ¯ � ° (A.71)� Á ��� � Ë � ò ��� ¯�Á ² � ° (A.72)� �A�rê'��Ú ¯ ��� ° Ë Ü

(A.73)� �A�rê'��Ú ¯ � ò ��� ¯�Á ² � °�° Ë ����� �A�rêF��Ú ¯ � ° (A.74)� �A�rê'��Ú ¯ ��� � °»Ë � �A�rê'��Ú ¯ � °���� �A�rê'��Ú ¯ � ° (A.75)� �A�rêF��ÚLö5é  Ë � �A�rê'��Ú (A.76)� � � ó � ¯ ��� ° Ë Í
(A.77)� � � ó � ¯ � ò ��� ¯�Á ² � °�° Ë Å Á ÈÂ � � � ó � ¯ � ° (A.78)� � � ó � ¯ ��� � °»Ë � � � ó � ¯ � °rÂ � � � ó � ¯ � ° (A.79)� � � ó �ö5é  Ë ��� ö*� � � ó � (A.80)� � � ó � ¯ �5é ¯�Á °�Æ Á�� � �¼�k¯�Á ° � ° ´ é3ø � � � ó � ¯ � °Wù (A.81)

Para � ÊË �	� e
�Là � à�� �÷�rêF��Ú ¯ � ° , tem-se� Á � � ¯ � ° ¯ � ° Ë � ¯ � ���A° (A.82)� Á � � ¯ ���¹� °»Ë � Á � � ¯ � ° �¹� (A.83)Úl� Á ñ ¯ ���¹� °»Ë Úl� Á ñ ¯ � ° (A.84)� Á � � ö5é� Ë é�ö� Á � � (A.85)� � � ó � ¯ � Á � � ¯ � °�°ç´ � � � ó � ¯ � ° (A.86)



A.4. SEQUÊNCIAS 391� �A�rêF��Ú ¯ � Á � � ¯ � °�° Ë � �A�rê'��Ú ¯ � °mÒ�� (A.87)� ò ��� ¯ Úg� Á ñ ¯ � °�² � Á � � ¯ � °�° Ë � (A.88)
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ApêndiceB

AlgumasLeis do Cálculo
Funcional

A notaç̃ao funcionalqueé usadanestetexto paraexprimir funções— definidas
porexpress̃oesfuncionaiscondicionais,eventualmenterecursivas— gozadepro-
priedadesbásicasquesãoconhecidas,noseuconjunto,peladesignac¸ãodecálculo
‘Fold/Unfold’ (designac¸ãoqueseexplicarámaisà frente).

Essecálculo, estudadoextensivamentenasduasúltimas décadas,seŕa aqui
apenasbrevementeexposto,partindodealgunsconceitosbásicosquea seguir se
apresentam.Semperdade generalidade,exprimir-nos-emosem termosde fun-
çõesunárias.A extens̃aocoerentedessasfunçõescomargumentosextra nãopõe
problemasespeciais.

Comoseestudounasecç̃ao3.4.2,o valordeumaexpress̃aomatematicamente
indefinidaseŕa representadopor um śımboloespecial,� , quedefinematematica-
mentea noç̃ao de “cálculo abortado”ou de “computaç̃ao quenão termina”. �
é, portanto,“o pior” valor queumafunçãopodedebitarcomoresultado.Como
ent̃aovimos,estaideiapodeserformalizadaporumaordemparcial

à
tal que:� à¶ª

paraqualquervalor
ª

(é claro que � à � ). Tem-seaindaque,paraquaisquer
valoresÁ ²! equalquerfunção é , é ¯ � ° Ë �N � ¢ Á¦ ¯ � ° ¢  Ë �N § ¢ Á¦ ¯ § ° ¢ � Ë Á

393
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N ¨ ¢ �¦ ¯ ¨ ° ¢  Ë  
Nabasedocálculofuncionalest̃aoalgumasleisquesepassamaenunciar.

B.1 DistributividadeAplicação/Condiç̃ao

é ¯ ªk² N � ¢ ¡¦ � ¢ � °çË N � ¢ é ¯ ªk² ¡ °¦ � ¢ é ¯ ªk² � ° (B.1)

B.2 ManipulaçãodeCondições

¡ Ë N � ¢ ¡¦ � ¢ ¡ (B.2)

�� � � ¢ ¡� ¢ ¡� ¢ � Ë N ¯H� ¾ � ° ¢ ¡� ¢ � (B.3)

�RR� RR� ¯ N � ¢ ¡¦ ¯H� ° ¢ � ° ¢ �¦ ¯�¯ N � ¢ ¡¦ ¯H� ° ¢ � °�° ¢ � Ë �RR� RR� � ¢ N ¡ ¢ �¦ ¯�¡ ° ¢ �¦ ¯�� ° ¢ N � ¢ �¦ ¯ � ° ¢ �(B.4)

�� � � ¢ N ¡ ¢ Á¦ ¯P¡ ° ¢  ¦ ¯�� ° ¢ ª Ë �� � ¯��¸�¤¡ ° ¢ Á¯�� � ¦ ¡ ° ¢  ¦ � ¢ ª (B.5)

B.3 AumentodeDefinição

Semprequeumafunção ê émaisdefinidaqueumaoutra é , isto é,queé ¯ ª!°æË ê ¯ ª!° ¾ é ¯ ª!°æË �
— relembrar(3.48)— ent̃ao ê podesempresubstituir é emqualquerexpress̃ao "
emque é participe,i.é " ¯ é ¯ ªr°�°þà " ¯ ê ¯ ªr°�°
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A ilustraç̃aomaistı́picadestetipo desubstituiç̃aotema ver comasseguintes
leis, quepermitirãosubstituirasconectivaslógicas ¾ e � por express̃oescondi-
cionais“mais latas”: � ¾j¡ à N � ¢ §¦ � ¢ ¡ (B.6)� �j¡ à N � ¢ ¡¦ � ¢ ¨
habitualmentedesignadas“ ¾ preguiçoso”e “ � preguiçoso”.

B.4 ‘Fold/Unfold’

Dadaa definiç̃aodeumafunçãorecursiva é , compadr̃aogeńericoé ¯ ª!°$#&%('Ë N �k¯ ª!° ¢ ê ¯ ª!°¦ ¯H�k¯ ªr°�° ¢ Ú ¯ é ¯ � ¯ ªr°�°�°
sempreque é é aplicadaa umdadoargumentoÁ numadadaexpress̃ao " , i.é" ¯ é ¯PÁ °�°
chama-sefazero ‘unfold’ (=desenrolar) de é o processodesubstituiç̃aode é pela
suaregradedefiniç̃ao,i.é, " ¯ é ¯PÁ °�° podesertransformadoem" ¯ N �k¯�Á ° ¢ ê ¯�Á °¦ ¯��m¯PÁ °�° ¢ Ú ¯ é ¯ � ¯PÁ °�°�° °
o quenormalmentepermiteaindaobtera express̃aoN �m¯PÁ ° ¢ " ¯ ê ¯�Á °�°¦ ¯��k¯�Á °�° ¢ " ¯ Ú ¯ é ¯ � ¯PÁ °�°�°�° (B.7)

poraplicaç̃aodalei distributiva(B.1).
Reparemosqueatransformac¸ãopor‘unfold’ correspondealeraregrageńerica" ¯ é ¯ ª!°�°Ë " ¯ N �k¯ ªr° ¢ ê ¯ ªr°¦ ¯��m¯ ª!°�° ¢ Ú ¯ é ¯ � ¯ ª!°�°�° °

daesquerdaparaadireita.A leituranosentidoinverso,dadireitaparaaesquerda,
quepermitirá simplificar (B.7) para " ¯ é ¯PÁ °�° , é de extremautilidadeno cálculo
e designa-sepor ‘fold’ (=enrolar) de uma express̃ao através de uma definiç̃ao
recursiva ë .û

Defacto,deve escrever-se ) onde,naigualdadeacima,seescreveu * , indicandoqueo ‘fold’ de
umaexpress̃aopodeserinseguro,istoé,converteraexpress̃aoemvalor indefinido.Teremoso cuidado
deevitar essassituaç̃oes,aliásmuitopoucofrequentes.
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B.5 OutrosResultados

Considere-seo seguinteesquemaabstracto,

é ¯ ªr°æË �� � �m¯ ªr° ¢ � ¯ ªr°¦ ¯��k¯ ª!°�° ¢ N ¡p¯ ª!° ¢ ñ ¯ ª!°¦ ¯P¡p¯ ª!°�° ¢ é ¯ � ¯ ª!°�° (B.8)

onde� é daforma � ¯ ªr°Ë N � ¯ ª!° ¢ Á!¯ ª!°¦ ¯ � ¯ ªr°�° ¢  ¯ ªr°
e onde � é uma funç̃ao de erro com propriedadesde “função absorvente” com
respeitòacomposic¸ão,i.é + ¯ � ¯ ª!°�°Ë � ¯ ª!° (B.9)

verifica-se.Teremosent̃ao,introduzindoumafunçãoauxiliar
+

em(B.8):é ¯ ªr° Ë N �k¯ ª!° ¢ � ¯ ª!°¦ ¯��m¯ ªr°�° ¢ + ¯ ªr°+ ¯ ª!°çË N ¡p¯ ªr° ¢ ñ ¯ ªr°¦ ¯P¡p¯ ª!°�° ¢ é ¯ � ¯ ª!°�° (B.10)

onde,‘unfolding’ é em(B.10),+ ¯ ª!°*Ë �RR� RR� ¡p¯ ªr° ¢ ñ ¯ ªr°¦ ¯�¡p¯ ª!°�° ¢ ¯-, ª/. N �k¯ ª!° ¢ � ¯ ª!°¦ ¯H�k¯ ªr°�° ¢ + ¯ ªr° ° ¯ � ¯ ª!°�°0 132 4×
Considerandoagora(B.9), teremos¬ Ë ¯-, ª/. N �k¯ ª!° ¢ + ¯ � ¯ ª!°�°¦ ¯H�k¯ ªr°�° ¢ + ¯ ªr° ° ¯ � ¯ ªr°�°Ë ¯-, ª/. + ¯ N �k¯ ª!° ¢ � ¯ ª!°¦ ¯H�k¯ ªr°�° ¢ ª °�° ¯ � ¯ ª!°�°Ë + ¯�¯5, ª6. N �k¯ ª!° ¢ � ¯ ª!°¦ ¯��m¯ ªr°�° ¢ ª ° ¯ � ¯ ª!°�°�°
i.é otemosumasoluç̃aopara

+
(B.10) queé iterativa e directamenteconvert́ıvel

emciclo-while :+ ¯ ª!°Ë �� � ¡p¯ ªr° ¢ ñ ¯ ªr°¦ ¯�¡p¯ ª!°�° ¢ + ¯�¯5, ª6. N �k¯ ª!° ¢ � ¯ ª!°¦ ¯��m¯ ªr°�° ¢ ª ° ¯ � ¯ ª!°�°�° (B.11)



ApêndiceC

Tábua deFunçõese
InvariantesemSETS

Apresenta-senesteanexo umarelaç̃aodefunçõesdeabstracc¸ãoe invariantesas-
sociadosasleis do cálculo SETS. O anexo nãopretendede forma nenhumaser
exaustivo. Cadafunçãoou invarianteindica,emı́ndice,a lei a queserefere.Por
exemplo, é87:93; < ë>= e "67:9?; < ë>= são, respectivamente,a função de abstracc¸ão e o in-
variantereferentes̀a lei (8.31).Segue-sea ordempelaqualessasleis ocorremno
texto. Definem-setamb́emasinversasdealgumasfunçõesdeabstracc¸ãobijecti-
vas.As funçõese predicadosbásicosempreguessão listadosno fim do ap̂endice
(secç̃aoC.3).

C.1 FunçõesdeAbstracção

é@7:9?; A = Ë óCB é (C.1)é87:93; DFE = Ë G ë (C.2)

(C.3)é87:93; < ë>= Ë ,IH .KJ H�¯ �A°D²?.?.&.÷² H�¯ � °FL (C.4)é87:93; <MD = Ë , ª/. ª (C.5)é87:93; <MN = Ë , J�ª�²FOPL3.RQ ÁJPª ¯PÁ °�²FO ¯�Á °>LTS ÕAÖ�× (C.6)é87:93; <M9 = Ë U �å� U ��� O (C.7)
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é87:93; VM9 = Ë ,IH .XWY �Q ÁH�¯�Á ² � ° S[Z Õ]\ ^`_QÖ�acb>d 7:e =
fg
^�Öih (C.8)

é87:93; VM9 =Mj ë Ë ,IH .kÔ^�Öih Q J � ² Á LH�¯ � ° ¯�Á °kS ÕAÖ�acbFd 7le = 7 ^ = (C.9)é87:93; VMA = Ë G ë (C.10)é87:93; mFn = Ë G D (C.11)é87:93; mFE = Ë ñ$ò�ó
(C.12)é87:93; mMA = Ë o
(C.13)é87:93; NFn = Ë ,IH .�Q J Á ²M 3L¯5H�¯PÁ °�° ¯  D°pS ÕAÖ�acb>d 7:e =5q ;5r Ö�acb>d 7:e@7 Õ =s= (C.14)é87:93; NMD = Ë o t
(C.15)é87:93; NMV = Ë �o (C.16)é@7:9?; ë <MD = Ë � � � ó � (C.17)é@7:9?; ë NMD = Ë ,IH . Q ÁJ- �² H�¯ J Á ²M ?L�°>L S[Z Õu\ r _WÖ�acbFd 7:e = (C.18)

é j ë7:9?; ë NMD = Ë ,IH .�Q J Á ²>G ë ¯vH�¯�Á °�°>LG D ¯vH�¯�Á °�° S ÕAÖ�acb>d 7:e = (C.19)

C.2 Invariantes Induzidos

"�7l93; A = Ë é ñ � (C.20)"67:9?; mFA = Ë � ¡ ñ (C.21)"67:9?; N>n = Ë ,RH .$íðî Ê« ���rê ¯vH ° (C.22)"67:9?; NFD = Ë ñ � � (C.23)"67:9?; NFV = Ë ñ`w'ñ
(C.24)"67:9?; ë NMD = Ë é ñ � ö ñ$ò�ó (C.25)

C.3 FunçõesePredicadosBásicos

�o ¯vH ²Fxg° #&%('Ë � ë ö H Â � D ö x (C.26)ñ`w$ñ ¯vH ²Fxg°y#&%('Ë ñ'ò�ó ¯5H °åÄjñ$ò�ó ¯ xg°*ËÌÍ (C.27)



C.3. FUNÇÕESE PREDICADOSBÁSICOS 399ñ � � ¯5H ²>xg°z#&%('Ë G ë ø ñ$ò�ó ¯ xg°\ùm´Ðñ$ò�ó ¯vH ° (C.28)� ¡ ñ ¯ J H ²>xIL/°{#&%('Ë ñ'ò�ó ¯5H °æËÌñ$ò�ó ¯ xg° (C.29)� � � ó � ¯  D°|#&%('Ë Å} ¯ � °3Æ � «C� �A�rêF��Ú ¯  D°/È (C.30)é ñ �m¯ � ° #&%('Ë © � ² ��~ « � ®�G ë ¯ � °æË�G ë ¯ ��~ ° ¢ G D ¯ � °æË�G D ¯ ��~ ° (C.31)� ë ¯PÁ ° #&%('Ë J>��² Á L (C.32)� D ¯PÁ ° #&%('Ë J-�p² Á L (C.33)H o�x #&%('Ë Q ÁJ H�¯�Á °D²>x ¯�Á °FL S ÕAÖ�acbFd 7:e = (C.34)ó�B é ¯v� ° #&%('Ë Q Á��Úg� ¯ Å} þ«nÀ?Æ Á@�  AÈ�°kS ÕAÖi���M� �F� (C.35)

o t ¯vH ²Fxg°y#&%('Ë WY ÁJ H�¯�Á °�² Q  x ¯�Á ²! D° S[Z Õ]\ r _WÖ����(� 7 Õ]\ � = L
fg
ÕAÖ�acb>d 7:e = (C.36)

�÷� � ¯PÁ ²>xg°{#&%('Ë Å8J Á ~ ²! 3L*«ñ$ò�ó ¯ xg°Æ Á ~ Ë Á È (C.37)U �å� U ��� O ¯ � °{#&%('Ë ,k¯  �² � °c. � ¯  T° ¯ � ° (C.38)
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ApêndiceD

Soluç̃oesdeAlguns Exerćıcios

Apresentam-senesteanexo resoluç̃oesdeexerćıciosdestetexto. Chama-sèaaten-
çãoparao factodemuitosexerćıciosteremresoluç̃oesalternativas. Procurou-se
documentaros váriosestilosde resoluç̃ao posśıveis, desdea induç̃ao estrutural
à deduç̃ao sisteḿaticasuportadapor métodoscomoo ‘fold/unfold’. À medida
queosexerćıciossetornamrotineirosrelaxa-seumpoucoa justificaç̃aoexaustiva
dospassosdados(leitor deverá identificaremcadacasoasleis cujarefer̂enciase
omite).

D.1 Exerćıciosdo Caṕıtulo 1

Resoluç̃ao1.4: Paraagraḿaticadadaprop̃oe-seaseguinteassinatura:

���p�
�RRRRRR� RRRRRR�

�8�>� ��� pilha�6� � pilha��@���c� ��� elem�X� � pilha��� � pilha��c ��@¡-¢ � � � pilha�¡(�>� ��� pilha�6� � elem�¡(£?�P�¤� � � bool�¥@¦i§ �c�¤� � � bool��c ���¡(¢�¨©��� pilha�6� � bool�ª
Resoluç̃ao1.6: A graḿaticapropostáeequivalentea:� A� �«� � a � B��¬ b � A� a � C�� C� �«� �  ¬ � B� � C�
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402 APÊNDICED. SOLUÇÕESDE ALGUNS EXERĆıCIOS� B� �«� � a b ¬ a � D � c� D � �«� � � A��¬ � A� � D �
(relembre-se(1.7)e (1.8)eo Exerćıcio 1.5dapág.13)o queconduzàassinatura:

���p�
�RRRRRRRR� RRRRRRRR�
® û �¯� B�6� � A�®�° �¯� A��� � C��� � A�® s � � � C�® t �¯� B��� � C��� � C�® u � � � B�® Y �¯� D �6� � B�®�± �¯� A�6� � D �®P² �¯� A��� � D ��� � D �ª

Resoluç̃ao1.12: Ter-se-́a,sucessivamente
û
:

- O facto(1.37)verifica-se:³`³ ¥µ´ �P¶ � ³K· ´X¸ ¶`¶ ³ � ¦P¹(º � ¶ � ³`³ ¥ � · ¶ ´ ³ � � ¸ ¶`¶ ³ � ¦P¹`º � ¶»
por (1.14)e (1.19)� ³ ¥�´ �8¶ ³ ¦ ¶ ¹ ³K· ´$¸ ¶ ³ º ¶ � � ³ ¥ � · ¶ ³`³ � � ¸ ¶ ³ � ¦�¹(º � ¶`¶»
por (1.14)e (1.19)� ¥ ³ � ³ ¦ ¶`¶ ¹ ·�³ ¸ ³ º ¶`¶ � � ³ ¥ � · ¶ ³ �¼� ³ ¦ ¶ ¹(¸ ³ º ¶ � ¶»
por (1.19)� ¥ ³ � ³ ¦ ¶`¶ ¹ ·�³ ¸ ³ º ¶`¶ � � � ¥ ³ � ³ ¦ ¶`¶ ¹ ·�³ ¸ ³ º ¶`¶ �»
propriedadereflexiva daigualdade½

- O facto(1.38)verifica-se:¾c¿
[@À ³ � ¦P¹`º � ¶ � ³ ¾c¿ � ¾ À ¶ ³ � ¦P¹`º � ¶»

def.de Á�Â e (1.19)� ¦P¹`º � � � ¾ ¿ ³ ¦ ¶ ¹ ¾ À ³ º ¶ �»
def.de Á�Â� ¦P¹`º � � � ¦�¹-º �»
prop.refl. daigualdade½û

Deixa-seaoleitor a tarefa dejustificarospassosnãodocumentados.
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- O facto(1.39)verifica-se:³ � ¥@¹ · � ´ �P¶ ³¼Ã ¶ � ³ � ¥Ä´ � ¹ · ´ � � ¶ ³¼Ã ¶»
por (1.14)e (1.20)� ¥@¹ · � ³ � ³¼Ã ¶`¶ � � ³ ¥Ä´ �8¶ ³¼Ã ¶ ¹ ³K· ´ �P¶ ³¼Ã ¶ �»
por (1.20)e (1.14)� ¥ ³ � ³¼Ã ¶`¶ ¹ ·�³ � ³¼Ã ¶`¶ � � � ¥ ³ � ³¼Ã ¶`¶ ¹ ·�³ � ³¼Ã ¶`¶ �»
prop.refl. daigualdade½

- O facto(1.40)verifica-se:³¼Å û ´ � ¥8¹ · � ¶ ³¼Ã ¶ � ¥ ³¼Ã ¶»
por (1.14)Å û ³ � ¥8¹ · � ³¼Ã ¶`¶ � ¥ ³¼Ã ¶»
por (1.20)Å û ³ � ¥ ³¼Ã ¶ ¹ ·�³¼Ã ¶ � ¶ � ¥ ³¼Ã ¶»
def.de

x û¥ ³¼Ã ¶ � ¥ ³¼Ã ¶»
prop.refl. daigualdade½

- O facto(1.41)verifica-se,sendoaprova ańalogaàanterior.

- O facto(1.42)verifica-se:³`³ ¥Ä´ �P¶RÆ ³K· ´X¸ ¶`¶ ³¼Ã ¶ � ³`³ ¥ Æ · ¶ ´ ³ �µÆ ¸ ¶`¶ ³¼Ã ¶»
por (1.14)³`³ ¥Ä´ �P¶RÆ ³K· ´X¸ ¶`¶ ³¼Ã ¶ � ³ ¥ Æ · ¶ ³`³ �ÇÆ ¸ ¶ ³¼Ã ¶`¶»
por (1.29)N Ã � ¸ û ³ ¦ ¶|È ¸ û ³`³ ¥µ´ �P¶ ³ ¦ ¶`¶Ã � ¸ ° ³ º ¶ÉÈ ¸ ° ³`³K· ´X¸ ¶ ³ º ¶`¶ � ³ ¥ Æ · ¶ ³ N Ã � ¸ û ³ ¦ ¶|È ¸ û ³ � ³ ¦ ¶`¶Ã � ¸ ° ³ º ¶ÉÈ ¸ ° ³ ¸ ³ º ¶`¶ ¶»
por (1.14)e (B.1)N Ã � ¸ û ³ ¦ ¶|È ¸ û ³ ¥ ³ � ³ ¦ ¶`¶`¶Ã � ¸ ° ³ º ¶ÊÈ ¸ ° ³K·�³ ¸ ³ º ¶`¶`¶ � N Ã � ¸ û ³ ¦ ¶{È ³ ¥ Æ · ¶ ³ ¸ û ³ � ³ ¦ ¶`¶`¶Ã � ¸ ° ³ º ¶ËÈ ³ ¥ Æ · ¶ ³ ¸ ° ³ ¸ ³ º ¶`¶`¶»
por (1.29)N Ã � ¸ û ³ ¦ ¶|È ¸ û ³ ¥ ³ � ³ ¦ ¶`¶`¶Ã � ¸ ° ³ º ¶ÊÈ ¸ ° ³K·�³ ¸ ³ º ¶`¶`¶ � N Ã � ¸ û ³ ¦ ¶{È ¸ û ³ ¥ ³ � ³ ¦ ¶`¶`¶Ã � ¸ ° ³ º ¶ËÈ ¸ ° ³K·�³ ¸ ³ º ¶`¶`¶»
prop.refl. daigualdade½
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- O facto(1.43)verifica-se:
¾ ¿IÌ À ³¼Ã ¶ � ³ ¾ ¿ Æ ¾ À ¶ ³¼Ã ¶»

def.de Á�Â e por (1.29)Ã � N Ã � ¸ û ³ ¦ ¶ÍÈ ¸ û ³ ¾ ¿ ³ ¦ ¶`¶Ã � ¸ ° ³ º ¶ÊÈ ¸ ° ³ ¾ À ³ º ¶`¶»
def.de Á�ÂÃ � N Ã � ¸ û ³ ¦ ¶ÍÈ ¸ û ³ ¦ ¶Ã � ¸ ° ³ º ¶ÊÈ ¸ ° ³ º ¶»
subst.deiguaispor iguaisÃ � Î Ã � ¸ û ³ ¦ ¶ÍÈ ÃÃ � ¸ ° ³ º ¶ÊÈ Ã»
variantede(B.2)Ã � Ã»
prop.refl. daigualdade½

- O facto(1.44)verifica-seedecorredeÅ û ´ ³ÐÏ � ¸ ¶ ´ � ¥@¹ � � � Ï ´�¥
(D.1)Å ° ´ ³ÐÏ � ¸ ¶ ´ � ¥@¹�Ñ � � ¸8´�Ñ
(D.2)

Aplicandoaconstruc¸ãodefunçõesaambososmembrosde(D.1) e (D.2) ter-se-́a:Å û ´ ³ÐÏ � ¸ ¶ ´ � ¥@¹�Ñ � � Ï ´�¥Å ° ´ ³ÐÏ � ¸ ¶ ´ � ¥@¹�Ñ � � ¸P´�Ñ� Å û ´ ³ÐÏ � ¸ ¶ ´ � ¥@¹>Ñ � ¹ Å ° ´ ³ÐÏ � ¸ ¶ ´ � ¥@¹�Ñ �`� � � Ï ´�¥@¹`¸�´XÑ �»� Å û ¹ Å ° � ´ ³ÐÏ � ¸ ¶ ´ � ¥@¹�Ñ � � � Ï ´�¥@¹`¸�´XÑ �»¸sÒ�´ ³ÐÏ � ¸ ¶ ´ � ¥@¹�Ñ � � � Ï ´�¥@¹`¸�´XÑ �»³ÐÏ � ¸ ¶ ´ � ¥@¹�Ñ � � � Ï ´�¥@¹`¸�´XÑ �
(deixa-seaoleitor a tarefadejustificarcadapassodo racioćınio acima).
Alternativamente,bastariarecorrera (1.19)e (1.20):� ³ÐÏ � ¸ ¶ ´ � ¥@¹�Ñ �`� ³ ¦ ¶ � ³ÐÏ � ¸ ¶ ³ � ¥@¹>Ñ � ³ ¦ ¶`¶� ³ÐÏ � ¸ ¶ ³ � ¥ ³ ¦ ¶ ¹�Ñ ³ ¦ ¶ � ¶� � Ï@³ ¥ ³ ¦ ¶`¶ ¹`¸ ³ Ñ ³ ¦ ¶`¶ �� � ³ÐÏ ´�¥ ¶ ³ ¦ ¶ ¹ ³ ¸8´XÑ ¶ ³ ¦ ¶ �� � Ï ´�¥@¹`¸P´XÑ � ³ ¦ ¶
comoqueŕıamosdemonstrar. (Deixa-seaoleitor a tarefadejustificarcadapassodo
racioćınio acima).
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Resoluç̃ao1.13: Ter-se-́a,sucessivamente

°
:

- O facto(1.56)verifica-se:ÓuÔ3Õ`Ö ³¼Ã ¶ � ³ Ó&Ô ´ Ó3Ö ¶ ³¼Ã ¶»
por (1.50)×�³ ¥µ´ · ¶ ³ ¦ ¶ ¬ ¦[Ø Ã�Ù � ³ Ó Ô ´ Ó Ö ¶ ³¼Ã ¶»
por (1.14)× ¥ ³K·�³ ¦ ¶`¶ ¬ ¦[Ø Ã�Ù � Ó&Ô ³ Ó?Ö ³¼Ã ¶`¶»
por (1.50)× ¥ ³K·�³ ¦ ¶`¶ ¬ ¦[Ø Ã�Ù � Ó Ô ³5×c·�³ ¦ ¶ ¬ ¦ÚØ ÃIÙ ¶»
por (1.50)× ¥ ³K·�³ ¦ ¶`¶ ¬ ¦[Ø Ã�Ù � × ¥ ³ º ¶ ¬ º�Ø ×!·�³ ¦ ¶ ¬ ¦[Ø ÃIÙuÙ»
subst.deiguaispor iguais× ¥ ³K·�³ ¦ ¶`¶ ¬ ¦[Ø Ã�Ù � × ¥ ³ º ¶ ¬ º�Ø ×cÛ ¬ ¦[Ø ÃµÜ[Û � ·�³ ¦ ¶ ÙuÙ»
por (A.13)× ¥ ³K·�³ ¦ ¶`¶ ¬ ¦[ØÞÝ Ù � × ¥ ³ º ¶ ¬ ¦ÚØÞÝ Ü º � ·�³ ¦ ¶ Ù»
subst.deiguaispor iguais× ¥ ³K·�³ ¦ ¶`¶ ¬ ¦[ØÞÝ Ù � × ¥ ³K·�³ ¦ ¶`¶ ¬ ¦[ØßÝ Ù»
prop.refl. daigualdadeà

- O facto(1.57)verifica-se:Ó Ô ³sá ¶ �
por (1.50)

× ¥ ³ ¦ ¶ ¬ ¦ÚØ á}Ù� × ¥ ³ ¦ ¶ ¬�â Ù� á
- O facto(1.58)verifica-se:ÓuÔ ³ Ýµã Û ¶ �

por (1.50)

× ¥ ³ ¦ ¶ ¬ ¦[ØßÝÄã Û@Ù�
por (A.11)

× ¥ ³ ¦ ¶ ¬ ¦[ØßÝÄäå¦[Ø Û8Ù�
por ñFæÄçPèPé:æiêiëµì&é:æiê-íX*&ñFæÄçPè8é:æiê-íbü¥ñFæµç�ì?élæiê5í× ¥ ³ ¦ ¶ ¬ ¦[ØßÝ Ù ã × ¥ ³ ¦ ¶ ¬ ¦ÚØ Û8Ù°

Deixa-seaoleitor a tarefa dejustificarospassosnãodocumentados.
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por (1.50)

Ó&Ô ³ Ý ¶ ã ÓuÔ ³¼Û ¶
- O facto(1.59)verifica-se:Ó Ô ³ Ýµî Û ¶ �

por (1.50)

× ¥ ³ ¦ ¶ ¬ ¦[ØßÝÄî Û@Ù�
por (A.12)

× ¥ ³ ¦ ¶ ¬ ¦[ØßÝ Ü ¦[Ø Û8Ù�
dualdepassoequivalenteacima

× ¥ ³ ¦ ¶ ¬ ¦[ØßÝ Ù î × ¥ ³ ¦ ¶ ¬ ¦ÚØ Û8Ù�
por (1.50)

Ó&Ô ³ Ý ¶ î ÓuÔ ³¼Û ¶
- O facto(1.60)verifica-se:³¼ï ´�ð ¶Fñ û �

por (1.52)e (1.51)

× � Å ° ³¼ò ¶ ¹ Å û ³ôó ¶ ��¬ ó Ø ï�Üåò Øõð ÜåÅ ° ³ôó ¶ � Å û ³¼ò ¶ Ù�
pordef.proj. e (1.51)

× � Å û ³¼ò?ö ¶ ¹ Å ° ³ôó8ö ¶ �6¬ ó@ö Ø ï ñ û Ü[ò&ö Øõð ñ û ÜÚÅ û ³ôó@ö ¶ � Å ° ³¼ò?ö ¶ Ù�
pormudanc¸adevariáveis

× � Å û ³ôó ¶ ¹ Å ° ³¼ò ¶ ��¬ ò Ø ï ñ û Üµó Øõð ñ û ÜåÅ ° ³ôó ¶ � Å û ³¼ò ¶ Ù�
por (1.52)

ð ñ û ´ ï ñ û
- O facto(1.61)verifica-se:ï ´ ³ ð$ã[÷ ¶ �

por (1.52)

× � Å û ³¼ò ¶ ¹ Å ° ³ôó ¶ ��¬ ó Ø ï�ÜÚò Ø ³ ð/ã[÷ ¶ ÜåÅ ° ³ôó ¶ � Å û ³¼ò ¶ Ù�
por (A.11) ecálculodepredicadoselementar

× � Å û ³¼ò ¶ ¹ Å ° ³ôó ¶ ��¬ ó Ø ï�ÜÚò Øõð Ü[Å ° ³ôó ¶ � Å û ³¼ò ¶ ä ó Ø ï�Ü[ò ØÚ÷ ÜÚÅ ° ³ôó ¶ � Å û ³¼ò ¶ Ù�
por (A.11)

× � Å û ³¼ò ¶ ¹ Å ° ³ôó ¶ ��¬ ó Ø ï�ÜÚò Øõð Ü[Å ° ³ôó ¶ � Å û ³¼ò ¶ Ù ã × � Å û ³¼ò ¶ ¹ Å ° ³ôó ¶ ��¬ ó Ø ïXÜåò Øå÷ ÜåÅ ° ³ôó ¶ � Å û ³¼ò ¶ Ù�
por (1.52)

³¼ï ´�ð ¶ ã ³¼ï ´$÷ ¶
- O facto(1.62)verifica-se:ï ´ á �

por (1.52)

× � Å û ³¼ò ¶ ¹ Å ° ³ôó ¶ ��¬ ó Ø ï�Ü[ò Ø á�ÜåÅ ° ³ôó ¶ � Å û ³¼ò ¶ Ù�
pois æ�ø�ù�*pú× � Å û ³¼ò ¶ ¹ Å ° ³ôó ¶ ��¬ ó Ø ï�Ü â Ü[Å ° ³ôó ¶ � Å û ³¼ò ¶ Ù�
pois è�ûµú�*Cú× � Å û ³¼ò ¶ ¹ Å ° ³ôó ¶ ��¬�â Ù
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pois ñFæµç�ú�í/*Cùáª

Resoluç̃ao1.17: Ter-se-́a,sucessivamente:

- O facto(1.72)verifica-se:³sü�ýþ³ ¥µ´ · ¶`¶ ³ ® ¶ � ³`³sü�ý ¥ ¶ ´ ³sü�ýÿ· ¶`¶ ³ ® ¶»
por (1.14)Q ¦¥ ³K·�³ ® ³ ¦ ¶`¶`¶ S�� ��� � ��� �
	 � ³sü�ý ¥ ¶ ³`³sü�ý · ¶ ³ ® ¶`¶»
por (1.14)edef.de ����Q ¦¥ ³K·�³ ® ³ ¦ ¶`¶`¶ S�� ��� � ��� �
	 � ³sü�ý ¥ ¶ ³�Q ¦·�³ ® ³ ¦ ¶`¶ S�� ��� � �����
	 ¶»
pordef.de �����Q ¦¥ ³K·�³ ® ³ ¦ ¶`¶`¶ S�� ��� � ��� �
	 � Q ¦¥ ³K·�³ ® ³ ¦ ¶`¶`¶ S�� ��� � ������	»
prop.refl. daigualdadeà

- O facto(1.73)verifica-se,para
¥

injectiva:³ Ò �&  ´ ³ ¥ ý ü ¶`¶ ³ ® ¶ � ³ Ó Ô ´$Ò �? õ¶ ³ ® ¶»
por (1.14)Ò �?  ³`³ ¥ ý ü ¶ ³ ® ¶`¶ � Ó Ô ³ Ò �&  ³ ® ¶`¶»
por (1.70)Ò �?  ³�Q ¥ ³ ¦ ¶® ³ ¦ ¶ S�� ��� � �����
	 ¶ � Ó Ô ³ Ò �&  ³ ® ¶`¶»
pordefiniç̃aodedoḿınio× ¥ ³ ¦ ¶ ¬ ¦ÚØÞÒ �&  ³ ® ¶ Ù � Ó Ô ³ Ò �&  ³ ® ¶`¶»
por (1.50)

Ó Ô ³ Ò �?  ³ ® ¶`¶ � Ó Ô ³ Ò �&  ³ ® ¶`¶»
prop.refl. daigualdadeà

- O facto(1.74)verifica-se:³¼ï��P· ´ ³sü�ý ¥ ¶`¶ ³ ® ¶ � ³ Ó Ô ´ ï��P· ¶ ³ ® ¶
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por (1.14)ï��P·�³`³sü ý ¥ ¶ ³ ® ¶`¶ � Ó Ô ³¼ï��P·�³ ® ¶`¶»
por (1.50)edef.de �����ï��P·�³�Q ¦¥ ³ ® ³ ¦ ¶`¶ S�� ��� � ������	 ¶ � × ¥ ³ Ý ¶ ¬ ÝßØ ï��P·�³ ® ¶ Ù»
por def.de �����× ¥ ³ ® ³ ¦ ¶`¶ ¬ ¦[ØÞÒ �?  ³ ® ¶ Ù � × ¥ ³ Ý ¶ ¬ ÝßØ × ® ³ ¦ ¶ ¬ ¦[ØÞÒ �?  ³ ® ¶ ÙuÙ»
prop.teoriadeconjuntos× ¥ ³ ® ³ ¦ ¶`¶ ¬ ¦[ØÞÒ �?  ³ ® ¶ Ù � × ¥ ³ ® ³ ¦ ¶`¶ ¬ ¦[ØåÒ �&  ³ ® ¶ Ù»
prop.refl. daigualdadeà

- O facto(1.75)verifica-se:³ Ò �?  ´ ³sü�ý ¥ ¶`¶ ³ ® ¶ � Ò �&  ³ ® ¶»
por (1.14)Ò �&  ³`³sü ý ¥ ¶ ³ ® ¶`¶ � Ò �&  ³ ® ¶»
pordef.de ����Ò �?  ³�Q ¦¥ ³ ® ³ ¦ ¶`¶ S�� ��� � ������	 ¶ � Ò �&  ³ ® ¶»
pordef.de �! �"× ¦ ¬ ¦[ØÞÒ �?  ³ ® ¶ Ù � Ò �&  ³ ® ¶»
por (A.18)à

- O facto(1.76)verifica-se:³¼ï��P· ´ ³$#�ý&% ¶`¶ ³ ® ¶ � ï��P·�³ ® ¶»
por (1.70)ï��P·�³�Q #�³ ¦ ¶® ³ ¦ ¶ S�� ��� � �����
	 ¶ � ï��P·�³ ® ¶»
pordef.de �'���× ® ³ ¦ ¶ ¬ ¦ÚØÞÒ �&  ³ ® ¶ Ù � ï��P·�³ ® ¶»
pordef.de �'���à

- O facto(1.77)verifica-se:³sü�ý ¥ ¶ ³ ® ¬'( ¶ � ³`³sü�ý ¥ ¶ ³ ® ¶`¶ ¬)(
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pordef.de ����� e (1.66)³sü ý ¥ ¶ ³�Q ¦® ³ ¦ ¶ S*� ��� � �����
	,+.- ¶ � ³�Q ¦¥ ³ ® ³ ¦ ¶`¶ S�� ��� � ������	 ¶ ¬'(»
pordef.de ����� e (1.66)Q ¦¥ ³ ® ³ ¦ ¶`¶ S�� ��� � ������	/+.- � Q ¦¥ ³ ® ³ ¦ ¶`¶ S�� ��� � ������	/+0-»
prop.refl. daigualdadeà

- O facto(1.78)verifica-se:³sü ý ¥ ¶ ³ ® û ã ®P° ¶ �
pordef.de �����Q ¦¥ ³ ® û ã ® ° ³ ¦ ¶`¶ S�� ��� � ����� �21 ��3�	�

por (A.40)

Q ¦¥ ³ ® û ã ® ° ³ ¦ ¶`¶ S�� ��� � ����� � 	 1 � � ������34	�
porprop.dadef.decompreens̃ao

Q ¦¥ ³ ® û ã ® ° ³ ¦ ¶`¶ S�� ��� � ����� � 	 ã Q ¦¥ ³ ® û ã ® ° ³ ¦ ¶`¶ S�� ��� � ��� ��34	�
pelaDef. 1.6

Q ¦¥ ³ ® û ³ ¦ ¶`¶ S�� ��� � ��� � � 	 ã Q ¦¥ ³ ® ° ³ ¦ ¶`¶ S�� ��� � ������34	�
pordef.de �����³sü ý ¥ ¶ ³ ® û ¶ ã ³sü�ý ¥ ¶ ³ ® ° ¶

- O facto(1.79)verifica-se:³`³ ¥ ý ¾ 5 ¶ ´ ³ ¾!¿ ýÿ· ¶`¶ ³ ® ¶ � ³ ¥ ý · ¶ ³ ® ¶»
por (1.14)e (1.68)³ ¥ ý ¾ 5 ¶ ³`³ ¾c¿ ýÿ· ¶ ³ ® ¶`¶ � Q ¥ ³ ¦ ¶·�³ ® ³ ¦ ¶`¶ S�� ��� � ������	»
por (1.68)³ ¥ ý ¾ 5 ¶ ³�Q ¦·�³ ® ³ ¦ ¶`¶ S�� ��� � ������	 ¶ � Q ¥ ³ ¦ ¶·�³ ® ³ ¦ ¶`¶ S�� ��� � ������	»
por (1.68)Q ¥ ³ ¦ ¶·�³ ® ³ ¦ ¶`¶ S�� ��� � ������	 ¶ � Q ¥ ³ ¦ ¶·�³ ® ³ ¦ ¶`¶ S�� ��� � ������	»à

- O facto(1.80)verifica-se,comosedemonstraaseguir.
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O ladoesquerdode(1.80)re-escreve em³sü ý ¥ ¶ ³ ® ¶76 ³sü�ý ¥ ¶ ³$8 ¶ �
por (A.57)

³`³sü�ý ¥ ¶ ³ ® ¶`¶79 Ò �?  ³`³sü ý ¥ ¶ ³$8 ¶`¶ ã ³sü�ý ¥ ¶ ³$8 ¶�
por (1.75)

³`³sü�ý ¥ ¶ ³ ® ¶`¶79 Ò �?  ³$8 ¶ ã ³sü�ý ¥ ¶ ³$8 ¶� ³sü�ý ¥ ¶ ³ ® 9 Ò �?  ³$8 ¶`¶ ã ³sü�ý ¥ ¶ ³$8 ¶
(estudeo passoinjustificado).

O ladodireitode(1.80)re-escreveem³sü�ý ¥ ¶ ³ ® 6 8 ¶ �
por (A.57)

³sü�ý ¥ ¶ ³ ® 9 Ò �?  ³$8 ¶ ã 8 ¶�
por (1.78)

³sü�ý ¥ ¶ ³ ® 9 Ò �?  ³$8 ¶`¶ ã ³sü�ý ¥ ¶ ³$8 ¶
Logo,osladosde(1.80)coincidem,comoqueŕıamosmostrar.

- O facto(1.81)verifica-se: ü�ý ³ ¾ À ¶ ³ ® ¶ � ¾ ¿ : À ³ ® ¶»
por (1.69)e (1.13)Q ;¾ À ³ ® ³ ; ¶`¶ S�� ��� � ������	 � ®»
por (1.13)Q ;® ³ ; ¶ S�� ��� � ������	 � ®»® � ®»àª

Resoluç̃ao1.20: < � �>= �?( � ÷`ð< ³/@ ; º �!A ; ¶CB'DFE� Ó�G ��HJI)K'L � 	< ³/@�M]ó Al�u¶NB'DFE� < ³sü ÷ ï�O Ò ¶ ý < ³ à ; Al� ï ¶< ³sü ÷ ï�O Òið ¶ B'DFE� Ó G � ¿ P,Q4R � 	< ³FST# ð!÷ � · ;   ; ¶ B'DFE� < ³ à ; Al� ï ¶ ýUO V



D.1. EXERĆıCIOSDO CAṔıTULO 1 411< ³ à ; Al� ï � ð ¶ B'DFE� Ó�G �XW � L � Q 	< ³FV ; ÷ ¶ B'DFE� O V�Y< ³$Z ; Al� ï � ð ¶ ³ ; ¹ ï ¶ B'DFE� × ÷ ³ ; ¶ ¬ ÷XØ ï�Ü ; ØßÒ �?  ³ ÷ ¶ Ù< ³ ; ÷ ï�# º M ÷ � ð ¶ ³¼ï ¶CB'DFE� [P � Q Ò �?  ³ ÷ ¶< ³$\ � � ÷ ; · �c ß¶ ³ ; ¹ Z ¹ ï ¶ B'DFE� \ ; ï Ò ³5× ÷ ¬ ÷XØ ï�Ü ; ØßÒ �?  ³ ÷ ¶ Ü ÷ ³ ; ¶ � Z�Ù ¶< ³F].# ðM÷ � ·�ï ;   ; ¶ ³ ; ¹ ï ¶NB'DFE� ^ Z< ³$\ � � ÷ ; · �c õ¶ ³ ; ¹ Z ¹ ï ¶T_*` � G � ` � L � Q4acb 	d� ��e Q 	
NB: Nãoénecesśarioespecificarmodelosparaasesṕecies

à ; Al� ï e
ü ÷ ï�O Ò

, poiso modelo
nadapresumesobreelas(cf. parametrizac¸ão).

ª
Resoluç̃ao1.32: Prop̃oe-se:ï � ¥Pð @ � � fgfgf �ih � ¥ = � Ó�j a Ôï � ¥Pð @ � ³ ® ¹ ï ¶kB'DFE� ×3ï?ö ØßÒ �?  ³ ® ¶ ¬ � Ó ¹ ï � Ø �!AK�c  ð ³ ® ³¼ï&ö ¶`¶ Ùª
Resoluç̃ao1.34:

1. Prop̃oe-se: � �? ß� ð � lmA ; � ��n ðM÷ M Ò � ð � Ó�o
� � a� �? ß� ð ³ôó �?¶CB�DdE� AK� ÷ � º � × Ò ¬ Ò
Ø ó � Ü is-p º ï�#¼· ; ÷ ³ Ò ¶ Ù� ó � ó � = � º#d� Ó o ³ � º ¶ ãTq �!� � K Ó o ³Frß³ Ò ¶`¶

2. Prop̃oe-se: ; ï � ; ð � lmA ; � ��n ðM÷ M Ò � ð � Ó ¿tstu awv; ï � ; ð ³ôó �?¶ B'DFE� AK� ÷ � º � × Ò ¬ Ò
Ø ó � Ü is-p º ï�#¼· ; ÷ ³ Ò ¶ Ù� ó � ó � = � º#F� ³ q �!� � K Ó
¿ts ³Frß³ Ò ¶`¶`¶ = Ó ¿ts ³ � º ¶ª

Resoluç̃ao1.35: Ter-se-́a x :x Deixa-seaoleitor a tarefa dejustificarpassospordocumentar.
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(A.70) — estaigualdadeconverte-seem³K·�y ´�¥ y ¶ ³ ð ¶ � ³`³K· ´�¥ ¶ y ¶ ³ ð ¶»
(1.14)· y ³ ¥ y ³ ð ¶`¶ � ³`³K· ´�¥ ¶ y ¶ ³ ð ¶»
(1.84)·�y&³ ¥ yu³ ð ¶`¶ � z ³K· ´�¥ ¶ ³ ; ¶ ¬ ;m{ ð�|»
(1.84)·�yu³ z ¥ ³ ; ¶ ¬ ;m{ ð�| ¶ � z ·�³ ¥ ³ ; ¶`¶ ¬ ;m{ ð�|»
(1.84)z ·�³ º ¶ ¬ º { z ¥ ³ ; ¶ ¬ ;}{ ð�|m| � z ·�³ ¥ ³ ; ¶`¶ ¬ ;m{ ð�|»à

(A.76) — estaigualdadeconverte-seem³ AK� �P· ÷ ] ´�¥ y ¶ ³ ð ¶ � AK� �P· ÷ ]R³ ð ¶»
(1.14)AK� ��· ÷ ]�³ ¥ y ³ ð ¶`¶ � AK� �P· ÷ ]R³ ð ¶»
(1.84)AK� �P· ÷ ]�³ z ¥ ³ ; ¶ ¬ ;~{ ð�| ¶ � AK� �P· ÷ ]R³ ð ¶»à

(A.80) — estaigualdadeconverte-seem³ �!AK�c  ð6´�¥ y ¶ ³ ð ¶ � ³ Ó Ô ´ ��Al�3  ð ¶ ³ ð ¶»�!AK�c  ð ³ ¥ yu³ ð ¶`¶ � ³ Ó Ô ´ ��Al�3  ð ¶ ³ ð ¶»
(1.84)��Al�3  ð ³ z ¥ ³ ; ¶ ¬ ;m{ ð�| ¶ � Ó Ô ³ �!AK�c  ð ³ ð ¶`¶»
(1.50)��Al�3  ð ³ z ¥ ³ ; ¶ ¬ ;m{ ð�| ¶ � × ¥ ³ ; ¶ ¬ ; Ø ��Al�3  ð ³ ð ¶ Ù»à

(A.85) — estaigualdadeconverte-seem³ ÷ ; # A ´�¥ y ¶ ³ ð ¶ � ³ ¥ y ´/÷ ; # A¼¶ ³ ð ¶»
(1.14)



D.1. EXERĆıCIOSDO CAṔıTULO 1 413÷ ; # A ³ ¥ y ³ ð ¶`¶ � ¥ y ³ ÷ ; # A ³ ð ¶`¶»
(1.84)÷ ; # A ³ z ¥ ³ ; ¶ ¬ ;~{ ð�| ¶ � z ¥ ³ ; ¶ ¬ ;}{ ÷ ; # A ³ ð ¶ |»àª

Resoluç̃ao 1.37: Tem-se� ³$� ¶ � Ó Â
e � ³$� ¶ � ��ý��

, no diagramada esquerda
(para

¥
injectiva)e

Ý � ï��P·
no dadireita.Logoosfactossão:Ò �?  ´ ³ ¥ ý�� ¶ � Ó Ô ´XÒ �& ï��P· ´ ³d��ý ¥ ¶ � ÓuÔ ´ ï��P·

quecoincidemcom(1.73)e (1.75),respectivamente.
ª

Resoluç̃ao1.38:

1. Basta-nosmostrarqueaexpress̃aoÝ 6 Û 6 ^ ;Ý ³ ; ¶�Æ Û�³ ; ¶�_ � ��� � ���X��� � � � ���X�)	/	,	� �!� ��
designaexactamenteo mesmoqueo ladodireitode(1.102).Repare-seemprimeiro
lugarque Ò �?  ³ Ý ¬ ³ Ò �?  ³¼Û ¶`¶`¶ � Ò �?  ³ Ý ¶ îÚÒ �?  ³¼Û ¶
Recorrendoaofacto(A.57), ter-se-́aasub-express̃ao � equivalenteaÛ 9 ³ Ò �&  ³ Ý ¶`¶ ã ^ ;Ý ³ ; ¶�Æ Û�³ ; ¶ _ � ��� � ���X�!	/+ � � ���X�'	
(O leitor reparaŕa facilmentequeo facto� = ³$� î � ¶ � � = �

(D.3)

foi tamb́em útil nesteracioćınio). Apliquemosagora(A.57) a
Ý 6 � e obteremosÝ 9 Ò �?  ³ � ¶ ã � . Faltaapenasdesenvolver

Ò
���� �
� :Ò
����� ��� �
por (A.40) e (A.54)

�¼Ò
����� Û � = Ò
�����¼Ý ��� ã��¼Ò
����¼Ý � îÚÒ
����� Û ����
por (A.17)

�¼Ò
����� Û � î Ò
�����¼Ý �w� ã��¼Ò
�����¼Ý � î[Ò
���� Û ���
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por (A.27)

Ò
����� Û � î�� Ò
�����¼Ý � ãÚÒ
�����¼Ý ����
def.de � Ò
����� Û �

Juntandotudoter-se-́a,defacto�¼Ý 9 Ò
���� Û ��� ã�� Û 9 Ò
�����¼Ý ��� ã ^ ;Ý�� ; ��� Û � ; � _ � ���4� ���X�!	/+ �4� ���X�)	
tal comoem(1.102).

2. Prop̃oe-se: � � O V��T  (¢¡ ÷'� ü �¢£   (¢¡ ÷'� ü �� �¥¤ B�DdE� ^ ;��� ¤ � ; � _ � ���4� ������	
Prova da propriedadeproposta(deixa-seao leitor a tarefa de justificar os passos
dados,quesãoelementares):� � �$� ��¤ �¦� � � � ^ ;� � ¤ � ; � _ � ���§� ��� �
	 �� ^ ;��� �$� � ¤ � ; ��� _ � ���§� ��� �
	� ^ ;� ��� � � � ¤ � ; ��� _ � ���§� ��� �
	� � �� � � �¥¤¨

Resoluç̃ao1.39: Prop̃oe-seî© �   (¢¡ ÷�� ü � �T  (¢¡ ÷'� ü � = £   (¢¡ ÷'� ü �Ý î© Û B'DFE� ^ ;#F�«ª �¼Ý«� ; �§¬ Û � ; ��� _ � ���§� ���X�!	,+ �4� ���X�)	
onde #F�«ª � O V��O V = £ O V#F�7ª �¼Ý ¬ Û � B'DdE� Î ÝT® Û°¯ ÝÝT| Û°¯ Û¨
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Resoluç̃ao1.43: Veja-seo Exerćıcio 1.45.
¨

Resoluç̃ao1.50: Prop̃oe-seaseguinteespecificac¸ão:

\ A ¡ ; ï �vð #F± � ; ¬w²³¬ Ò � B�DdE�
´µµµµµµµµµµµµµµµµµ¶ µµµµµµµµµµµµµµµµµ·

²�¸ØÞÒ
���� ¤ � ¯ ¤
² ØÞÒ
���� ¤ � ¯ A ¡ ÷ Ý � ¤ � ²��¹ � f �¼Ý �¹~º � ^ �� � ¹ � � ��� _ v ���4� ���X»�	/¼ 5 ��»«� v 	/	F½ �¹�¾ � ¹¥9 Ò
���� ¹~º �\ � � �¼Ý �\ º � × Ý Ø \À¿Ár �¼Ý � ® Ò Ù\ ¾ � \ = \�ÂÃ � % �¼Ý �t�ÅÄÇÆ ���§� ���X»³È4	 ¹~º � ².� = Ä � ��É È � �¼Ý �#d� ¤ 6 ^ ²ÊFS �¼Ý �§¬ Ã ¬ ¹ ¾ ¬ \ ¾'Ë _¨

D.2 Exerćıciosdo Caṕıtulo 2

Resoluç̃ao2.6:

1. Vamosdefinirosisomorfismospedidosdadireitaparaaesquerda.Ter-se-́a:

(2.37)
ü>�i%gÌ� %Í�Þü Ê/Î ¾ ¬ Î º§Ë

(2.38)
ü>� � %Ç�T� � Ì� � üÏ�i% � �i�Ê$Î º�Ð Î º ¬ Ê$Î ¾ÑÐ Î º ¬ Î ¾ Ë�Ë

(2.39)
ü>��Â Ì� ü Ò ;�Ó Ê ; ¬ ViOÕÔ Ë

(2.40)
ü � % Ì� % � ü Ö # ¾ ¬ # º«×
cf. (1.30). Repare-secomoestalei é a “dual” de (2.37),substituindoproje-
cçõespor injecç̃oeseaconstruc¸ãopelaalternativa.



416 APÊNDICED. SOLUÇÕESDE ALGUNS EXERĆıCIOS

(2.41)
ü � � % � � � Ì� � ü � % �t� �Ö
Ö # º ¬ # ¾ Ð # º7× ¬ # ¾ Ð # ¾Ñ×
itso é: Ò Ý Ó ´¶ · Ý � # º � Û � ¯ Ø Û � # º � �
� ¯ # º � ���Û � # ¾ � �
� ¯ # ¾ � # º � �
���Ý � # ¾ � Û � ¯ # ¾ � # ¾ � Û ���
Repare-sequeestalei é a “dual” de(2.38).

(2.42)
ü �¥Ù Ì� ü Ò ;�Ó ÊwÂ ¬ ; Ë

(2.43)
ü>� Ù Ì� Ù

A funçãoidentidadeno conjuntovazio.

(Repare-seque
ü>� Ùm�ÚÙ .)

(2.44)
ü>� � % � � � Ì� � üÏ�i% �t� � ü>��� �Ö � Â)Û¥�Ü# º �§¬ � Â)ÛÝ�Ü# ¾ � ×
isto é: Ò Ý Ó Ø Ý � # º � Û � ¯ Ê$Î º � Û �§¬ # º � Î ¾ � Û ��� ËÝ � # ¾ � Û � ¯ Ê$Î º � Û �§¬ # ¾ � Î ¾ � Û ��� Ë (D.4)

(2.46)
ü>��Þ'Þ'Þ��Þü� �)� �v Ì� ü v Ò ¤ ÞßÊ ¤ � Â �§¬ Þ'Þ�Þ ¬ ¤ � � � Ë

(2.47)
ü � Þ'Þ'Þ � ü� �)� �v Ì� ��Þü Ò Ý Þ Ý

2. Trata-sede(2.47)seguidade(2.39):Â � Â� �)� �¾ Ì� Ó �ÂÌ� Ó
¨
Resoluç̃ao2.15: As primeirasreticênciascompletam-secom:Þ'Þ'Þ � Ø ª ð�� # �à�âáCã ¯ ª ð 9 ×�#-Ùä � ª ð�� # �å��áCã�� ¯ ª ð
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As segundasreticênciascompletam-secom:Þ'Þ'Þ � A ¡ ÷ # � ] ¡ ; Ò³� ó �÷ � ÷ ; # A � ó �#d� ´µµ¶ µµ· # ¸ØßÒ
����� ª ð � ¯ ª ð# ØßÒ
����� ª ð � ¯ ´¶ · is-â # A ¡ � ª ð
� # ��� ¯ ª ð
is-
ræ#sï � ª ð�� # ��� ¯ ª ð 6 ^ #ï �ÞÒ #sï � ª ð
� # �§¬ ÷ � _¨

Resoluç̃ao2.22: Ter-se-́a: � Ì� �ç�i%è� Ì� � Â � ü>�i� � �T%è� Ì� Â��% � ü>�i�Ç�T%è� Ì� % � ü>�Ü�ç�i%� �!� �éè� Ì� % � ü>�Ü�
(Cadapassodeve serjustificadocomasrespectivasleisdeSETS.)

¨
Resoluç̃ao2.24: Da invers̃aodo PASCAL dadoresulta:´µ¶ µ· n Ý ó Ì� � Â � V �?Ò ¡�� � ZZ

YV �?Ò ¡ Ì� � Â � %�#F� p ó ð � � � Â � V �?Ò ¡��%�#F� p ó ð Ì� %�#F� p ó�� n Ý ó%�#F� p ó Ì� ê
isto é, Ø n Ý ó Ì� � Â � V �&Ò ¡�� � ZZ

YV �&Ò ¡ Ì� � Â � ê � n Ý ó � � � Â � V �&Ò ¡��
Oradagraḿaticadadaobtem-sen Ý ó Ì� ZZ

Y � n Ý ó � ê � n Ý ó ¾èn Ý ó Ì� ZZ
Y � n Ý óT� � Â � ê � n Ý ó �
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queseconverteem ´¶ · n Ý ó Ì� �Í�
ZZ
Y� Ì� Â � � Â � ê � n Ý ó � �i�� �!� �o �2� a (D.5)

deacordocomo resultadodo Exerćıcio 2.22.Introduzindo
V �&Ò ¡ teremos,ainda:ë n Ý ó Ì� �Í�

ZZ
YV �?Ò ¡ Ì� � Â � ê � n Ý ó � �i�� Ì� Â � V �?Ò ¡

Removendo
�

teremos,finalmente,Ø n Ý ó Ì� � Â � V �&Ò ¡�� � ZZ
YV �&Ò ¡ Ì� � Â � ê � n Ý ó � � � Â � V �&Ò ¡��

quecoincidecom(D.5),comoqueŕıamos.
¨

Resoluç̃ao2.26: Provapor induç̃aosobre
O V�Y

:

1. CasodeBase: ( ²ì�íÙ ). Tem-se,nestecasoª � Ù��î� Ù ¾è
expans̃aode � paraï~ð�ñÙò� Ùè
prop.refl. daigualdadeà

2. Saltoindutivo: ( ² | Ù )
(a) Hipótesedeinduç̃ao: ª � ² = Â �Ñ� � ² = Â � ¾
(b) Passo: Ter-se-́a: ª � ²��î� ² ¾è

expans̃aode � para ï�ó�ñ# � ó ; ï � ².�t� ª � ² = Â �î� ² ¾è
expans̃aode ô/"�èÕõ��Ó ² = Â � ª � ² = Â �î� ² ¾è
hipótesedeinduç̃ao

Ó ² = Â � � ² = Â � ¾ � ² ¾è
expans̃aodobinónio

Ó ² = Â �¥² ¾ = Ó ²�� Â � ² ¾
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cancelamentodesimétricos² ¾ � ² ¾è
prop.refl. daigualdadeà¨

Resoluç̃ao2.27: Provapor induç̃aosobre

Ó é
:

1. CasodeBase: (
Ý � á ). Tem-se,nestecaso¡ A ¡ �ßð
� A # ðM÷�� á ���¦� áè

expans̃aode öXô [4÷ paraæ�ðpù¡ A ¡ �õð�� z | �î� áè
por (A.77)á � áè
prop.refl. daigualdadeà

2. Saltoindutivo: (
ÝTø á

)

(a) Hipótesedeinduç̃ao:ù ¡ ØåÝ � ¡ A ¡ �ßð
� A # ðM÷��¼Ý = × ¡ Ù ���à� Ý = × ¡ Ù
(b) Passo: Ter-se-́a: ¡ A ¡ �õð�� A # ðM÷'�¼Ý ���C� Ýè

expans̃aode ößô [2÷ paraæúðTù¡ A ¡ �ßð
� \ � � ð�� ¡�¬ A # ðM÷'�¼Ý = × ¡ Ù �����î� Ýè
por (A.78)× ¡ Ù ã ¡ A ¡ �õð�� A # ðM÷'�¼Ý = × ¡ Ù �����î� Ýè
hipótesedeinduç̃ao× ¡ Ù ã��¼Ý = × ¡ Ù �î� Ýè
por (A.17), (A.28),etc.Ý � Ýè
prop.refl. daigualdadeà¨

Resoluç̃ao2.32:
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1. O factoademonstrarou refutaréù A«û O V�y ¬ ; û O V ��ü � A � ¯ ü � #d� ð�� A ¬ ; ���
O seusignificadoinformal é o degarantirqueumalista A nãotemelementosrepeti-
dos.Vamostentarprovar que

#F� ð
preserva

ü
.

Provapor induç̃aosobre
ü}ý

:

(a) CasodeBase: ( A � z | ). Tem-se,nestecasoü � z | � ¯ ü � #F� ð�� z | ¬ ; ���èA ¡ �³± ÷ ] � z | �à� \ ; ï�þ � ¡ A ¡ �õð�� z | ��� ¯ A ¡ �³± ÷ ] � #F� ð�� z | ¬ ; ���¢� \ ; ï�þ � ¡ A ¡ �õð�� #F� ð
� z | ¬ ; �����èÙm� \ ; ï�þ � á � ¯ A ¡ �³± ÷ ] � z ; | �Ñ� \ ; ï�þ � ¡ A ¡ �õð�� z ; | ���èÙ��ÚÙ ¯ Â � \ ; ï�þ � ÿ ; � �èà ¯ Â � Âèà ¯ àèà
(b) Saltoindutivo: ( A ¸� z | )

i. Hipótesedeinduç̃ao:ü �K÷ ; # A � A ��� ¯ ü � #F� ð��K÷ ; # A � A �§¬ ; ���
ii. Passo: A demonstrac¸ãoa fazeré umaimplicaç̃aodeimplicaç̃oes,� ü �K÷ ; # A � A ��� ¯ ü � #F� ð
�K÷ ; # A � A �§¬ ; ����� ¯ � ü � A � ¯ ü � #F� ð�� A ¬ ; �����

quesereduzaü � #F� ð��K÷ ; # A � A �§¬ ; ����� ü � A � ¯ ü � #d� ð�� A ¬ ; ��� (D.6)

umavezque

ü � A � émaisforteque

ü �K÷ ; # A � A ����� . Masrepare-seque(D.6)
é falso, isto é, queexistem A e ; tais que

ü � #F� ð��K÷ ; # A � A �§¬ ; ����� ü � A ���ä ü � #d� ð�� A ¬ ; ��� — faça-se,por exemplo, A � z�� ¬ Â | e ; � Â
. Logo a

prova fracassaeassimsemostraque
#F� ð

nãopreserva o invariante

ü
.� Veja-seo porqûe destasimplificaç̃ao,queé normalmentéutil emdemonstrac¸ãodeinvariantes:é,õ
	���ê	 é���	 �?ê�é5é,õ
	���ê@û��Fê�	 ��
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2. A prova anteriorsó fracassouporqueA podenãoestarestritamenteordendada.Por
outro lado,

#d� ð
pareceinserirordenadamenteum elementonumalista. Isto sugere

queumapropriedadeque
#F� ð

preserva comoinvarianteé� � A � B'DdE� ù # ¬�� ® A ¡ �³± ÷ ] � A � � # z � ¯ A � # � z A � �
�
Repare-seque � é,aliás,logicamentemaisforteque

ü
.¨

Resoluç̃ao 2.42: Vamosaplicaro Teoremade Kleene,para
ª �¼Ý ��� h ãõÝ ñ º . Estando

garantidaacontinuidadede
ª

(porqûe?),ter-se-́a (justifiqueospassosdados):ª Y � á �N� áª º � á �N� hª ¾ � á �N� h ã h ñ ºª x � á �N� h ã�� h ã h ñ º � ñ º� h ã h ñ º ã�� h ñ º � ñ º� h ã h ñ º ã h� h ã h ñ º
Logo � ª �Úh ã h ñ º (i.é, o fechosimétricode h ).

Coincidiŕa h ã h ñ º como maiordospontos-fixosde
ª
? Em geral,não: é fácil ver

quequalquerrelaç̃aosimétricaquecontenhah é pontofixo de
ª

:ª � ( ã ( ñ º � tal que ( inclui h � h ã�� ( ã ( ñ º � ñ º� h ã ( ñ º ã�� ( ñ º � ñ º� h ã ( ñ º ã (� h ã ( ã ( ñ º� ( ã ( ñ º
A maiordetodasessasrelaç̃oes ( é,obviamente,o supremol � l .

¨
Resoluç̃ao2.44: Para hí� á aequac¸ãoÝ � Â�� ã h ãÚÝ ñ º ã h Ð Ýévé���õ�ë���ê�û��>ê�	Ç��é���õ�û��Rë��Rû��>ê	 ��é��Iû��>ê	 �
O último passosó é válidoquandoõ é logicamentemaisfracoque � .
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simplifica-seem Ý � Â � ã[Ý ñ º
Estamos,pois,nasituaç̃aodo Exerćıcio 2.42,parao casoh � Â � . Ter-se-́a, deimediato
(justifiqueospassosdados):� ª � Â � ã�� Â � � ñ º� Â�� ãTÿ Ê¼ò ¬ ó Ë ¿ � ó ¬ ò � û Â�� �� Â�� ãTÿ Êôó ¬ ó Ë ¿ � ó ¬ ó � û Â!� �� Â � ã Â �� Â �
Logo,parahí� á , � ª � Â � .

Paramostrarque,paraqualquerh , l � l éo maiordetodosospontos-fixosde
ª

basta
mostarqueé pontofixo (pois l � l é o limite universalsuperiordo recticulado

� � "�
).

Ter-se-́a (justifiqueospassosdados):ª � l � l �C� Â � ã h ã�� l � l � ñ º ã h Ð � l � l �� Â � ã h ã�� l � l � ã h Ð � l � l �� l � l
Logo,é pontofixo.

¨
Resoluç̃ao2.45:

1.
ª

é cont́ınuapelofactode
ã

e

Ò Ý Þ Ý Ð Ý seremfunçõesmońotonas(Teorema2.3).

2. Continuando: ª � � á �N� h ã� h ã h ¾ ã h x ã h � � ¾� #[$&% º h $
...ª u � á �N� ¾('�) È[$&% º h $
...ª+* � á �N� *[$&% º h $

Logo � ª �íh-, , i.é, o fechotransitivo de h .
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Resoluç̃ao2.48: Antesdemais,vamossimplificaraequac¸ãodada:� Ì� üÏ�i� � � � ý Ù��t� %Í�i�è

por (2.108)� Ì� üÏ�i� � � Ù�� Â � é � %Ç�i�è
por (2.42)e (2.107)� Ì� üÏ�i� � Â � % �i�è
por (2.40)e (2.41)� Ì� Â � ü>�Ü� � % �i�è
por (2.44)� Ì� Â � � ü � % � ��

É fácil dever que,afinal,estamosperanteumainst̂anciade(2.29).Logo a menorsoluç̃ao
daequac¸ãodadaé

� ü � % � ý . ¨
Resoluç̃ao 2.49: Esteexerćıcio resolve-semostrandoque

ó ; \ ² é injectiva masnão é
sobrejectiva, logonãoéumabijecç̃ao.

¨
Resoluç̃ao2.50: Faça-se,por exemplo,

ü �ÚÙ . Ter-se-́a,ent̃ao,� Ù ý � ¾ Ì� � ý � Ù ýè� Â � ¾ Ì� � ý �ÂèÂ Ì� � ýèâ
ondecadapassodeve serjustificadocomasrespectivasleisdeSETS.

¨
Resoluç̃ao2.52: Aplicandoo métodoproposto,ter-se-́a:´µµµµµ¶ µµµµµ·

n Ý ó Ì� ( #F� ; A �@ ¡ ï �i� � � ü�þ
# p ó��Ü@ ¡ ï �i� � y( #d� ; A Ì� Â � Â � Â@ ¡ ï �i� Ì� â ; \ ÷c� ïì� �  ÚM A p ó�� â ; \ ÷w� ï � yâ ; \ ÷c� ï Ì� Â � Â � n Ý óü�þ
# p ó Ì� Â � Â ÚM A p ó Ì� Â � Â
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por (2.46)e trêssubstituic¸õesë n Ý ó Ì� . �Ü@ ¡ ï �i� � � � �Ü@ ¡ ï �� � y@ ¡ ï �� Ì� â ; \ ÷c� ï�� � � � â ; \ ÷c� ï � yâ ; \ ÷w� ï Ì� � � n Ý óè
por substituic¸ãode úÁõ/� ÷  �� e (2.44)Ø n Ý ó Ì� . �@ ¡ ï �� � � � �@ ¡ ï �i� � y@ ¡ ï �i� Ì� � � � n Ý ó � � � ê � � � n Ý ó ��� yè
por substituic¸ãode 0 \ �'"ì 1 n Ý ó Ì� . � ��� � � n Ý ó � � � ê � � � n Ý ó ��� y � � � � � ��� � � n Ý ó � � � ê � � � n Ý ó ��� y ��� y¨

Resoluç̃ao2.53:

1. Tem-se:para
# � � � �

:ð M Ã A � z�� ¬ . ¬ Â ¬ Â ¬ � | ¬ � ¬ � �¦� ð M Ã A � z . ¬ Â ¬ Â ¬ � | ¬ Â ¬ � �� z . |32 ð M Ã A � z Â ¬ Â ¬ � | ¬ Â ¬ Â �� z . |32 z Â |42 ð M Ã A � z Â ¬ � | ¬ Â ¬2Ù��� z . |32 z Â |42 z |� z . ¬ Â |
para

# � � � . :ð M Ã A � z�� ¬ . ¬ Â ¬ Â ¬ � | ¬ . ¬ . � ð M Ã A � z . ¬ Â ¬ Â ¬ � | ¬ � ¬ . �� ð M Ã A � z Â ¬ Â ¬ � | ¬ Â ¬ . �� z Â |32 ð M Ã A � z Â ¬ � | ¬ Â ¬ � �� z Â ¬ Â |42 ð M Ã A � z�� | ¬ Â ¬ Â �� z Â ¬ Â ¬ � |32 ð M Ã A � z | ¬ Â ¬4Ù��� z Â ¬ Â ¬ � |32 z |� z Â ¬ Â ¬ � |
para

# � ê ¬ � � . :ð M Ã A � z5� ¬ . ¬ Â ¬ Â ¬ � | ¬ ê ¬ . �î� ð M Ã A � z . ¬ Â ¬ Â ¬ � | ¬ . ¬ . �� ð M Ã A � z Â ¬ Â ¬ � | ¬ � ¬ . �� ð M Ã A � z Â ¬ � | ¬ Â ¬ . �� z Â |42 ð M Ã A � z�� | ¬ Â ¬ � �



D.2. EXERĆıCIOSDO CAṔıTULO 2 425� z Â ¬ � |32 ð M Ã A � z | ¬ Â ¬ Â �� z Â ¬ � |32 z |� z Â ¬ � |
A intuição diz-nosque

ð M Ã A extrai de uma seqûencia A a suasubseqûenciade
�

elementos(ou osquefôr posśıvel extrair) quecomeçana
#
-esimaposiç̃ao.

2. O factoaprovar é ù Ý û ü ý � ð M Ã A �¼Ý ¬ Â ¬ A ¡ �³± ÷ ] �¼Ý ���¢� Ý
(=
Ý

é idênticaà suaprópriasub-seqûenciadeigual comprimentoa começar na1
Þa

posiç̃ao).

Provapor induç̃aosobre
ü ý

:

(a) CasodeBase: (
Ý � z | ). Tem-se,nestecaso,trivialmente:ð M Ã A � z | ¬ Â ¬ A ¡ �³± ÷ ] � z | ���Ñ� z | 6 z | � z |6 à

(b) Saltoindutivo: (
Ý ¸� z | )

i. Hipótesedeinduç̃ao:ù Ý û ü ý � ð M Ã A �K÷ ; # A �¼Ý �§¬ Â ¬ A ¡ �³± ÷ ] �K÷ ; # A �¼Ý ������� ÷ ; # A �¼Ý �
ii. Passo: Teremos,sucessivamente:ð M Ã A �¼Ý ¬ Â ¬ A ¡ �³± ÷ ] �¼Ý ��� �

pois ö \ �.� ÷87 é:æiê¢ó�ñA ¡ ÷ ] � ] ¡ ; þ �¼Ý �÷ � ÷ ; # A �¼Ý �#F� z ] |42 ð M Ã A �K÷ ¬ Â ¬ A ¡ �³± ÷ ] �¼Ý � = Â ��
por (A.87)

z ] ¡ ; þ �¼Ý � |92 ð M Ã A �K÷ ; # A �¼Ý �§¬ Â ¬ A ¡ ��± ÷ ] �K÷ ; # A �¼Ý ������
pelaH.induç̃ao

z ] ¡ ; þ �¼Ý � |92 ÷ ; # A �¼Ý �� Ý
comosepretendiademonstrar.¨

Resoluç̃ao2.55:

1. BastafazerA � z | . Ter-se-́aent̃aoA ¡ �³± ÷ ] �vð M Ã A � z | ¬ # ¬ � ���¦� �èA ¡ �³± ÷ ] � z | �¦� �
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pois

�;: Ù emgeral.

2. Só a situaç̃ao em que
� | Ù e

� | Ù é quenosdeve preocupar. De facto,para� �ÚÙ ter-se-́a,simplesmente,ð M Ã A � A ¬ # ¬4ÙÀ� � �¦� ð M Ã A � A ¬ # ¬2Ù�� 2 ð M Ã A � A ¬ # � Ù0¬ � �èð M Ã A � A ¬ # ¬ � �¦� z |42 ð M Ã A � A ¬ # ¬ � �èð M Ã A � A ¬ # ¬ � �¦� ð M Ã A � A ¬ # ¬ � �èà
e,para

� �ÚÙ , simplesmente,ð M Ã A � A ¬ # ¬ � �¥Ù�� � ð M Ã A � A ¬ # ¬ � � 2 ð M Ã A � A ¬ # � � ¬4Ù��èð M Ã A � A ¬ # ¬ � � � ð M Ã A � A ¬ # ¬ � � 2 z |èà
Nasituaç̃aoemque

� | Ù e
� | Ù , o casodebase( A � z | ) é imediato:ð M Ã A � z | ¬ # ¬ � � � �î� ð M Ã A � z | ¬ # ¬ � � 2 ð M Ã A � z | ¬ # � � ¬ � �èz | � z |42 z |èz | � z |èà

No passoindutivo temos( A ¸� z | ) easeguintehipótesedeinduç̃ao,ð M Ã A �K÷ ¬ # ¬ � � � �N� ð M Ã A �K÷ ¬ # ¬ � � 2 ð M Ã A �K÷ ¬ # � � ¬ � �
para

÷ � ÷ ; # A � A � . Temosquepreverdoiscasos,
# � Â e

# | Â
. No primeiro,teremos

(para
] � ] ¡ ; þ � A � ):z ] |<2 ð M Ã A �K÷ ¬ # ¬ � � � = Â �¦� z ] |=2 ð M Ã A �K÷ ¬ # ¬ � = Â � 2 ð M Ã A � A ¬ # � � ¬ � �èz ] |<2 ð M Ã A �K÷ ¬ # ¬ � � � = Â �¦� z ] |=2 ð M Ã A �K÷ ¬ # ¬ � = Â � 2 ð M Ã A �K÷ ¬ # � � = Â ¬ � �
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pois
# � � | Â . Pelahipótesedeinduç̃ao,para

� = Â
emlugarde

�
:z ] |<2 ð M Ã A �K÷ ¬ # ¬ � � � = Â �î� z ] |<2 ð M Ã A �K÷ ¬ # ¬ � = Â � 2 ð M Ã A �K÷ ¬ # � � = Â ¬ � �èz ] |<2 ð M Ã A �K÷ ¬ # ¬ � � � = Â �î� z ] |<2 ð M Ã A �K÷ ¬ # ¬ � = Â � � �èà

Faltaapenastrataro caso
# | Â

emque,tamb́em,seteŕa
# � � | Â :ð M Ã A � A ¬ # ¬ � � � �î� ð M Ã A � A ¬ # ¬ � � 2 ð M Ã A � A ¬ # � � ¬ � �èð M Ã A �K÷ ¬ # = Â ¬ � � � �î� ð M Ã A �K÷ ¬ # = Â ¬ � � 2 ð M Ã A �K÷ ¬ # � � = Â ¬ � �èà

pelaprópriahipótesedeinduç̃ao,para
# = Â

emlugarde
#
.¨

Resoluç̃ao2.56:

1. Prop̃oe-se �ßð ¡ ÷ @ �?÷�� ¤ � B'DFE� >� ���4� ������	 ¤ � ; �
masrepare-seque,por � nãoseridempotente,Ä � ���4� �����
	 ¤ � ; �}¸� Ä ï��³± � ¤ � .

2. Prop̃oe-se�õð ¡ ÷ üÀ± A ��? ¬ ¤ � B'DdE� ^ Ã�õð ¡ ÷ @ �3÷'��? ¿ ÿ ; û þ ���� ¤ � ¿ Ã � ¤ � ; � � � _�@ � Q2vBA ���
	
— maséprecisotomarconscîenciadocomportmentodestafunçãoquando

þ ����� ¤ ��Cþ ������? � . . .
3. Faça-se

¤ � ? acima(o queimplicaqueo codoḿınio
%

teŕaqueser
O V

) e ter-se-́a:^ Ã�ßð ¡ ÷ @ �3÷'��? ¿ ÿ ; û þ ������? � ¿ Ã � ?�� ; � � � _�@ � Q2vBA �ED§	� ^ ÃÄ � ���§� ���ED§	/¼ @ % D)� � 	 ?�� ; � _�@ � Q2vBA �ED�	� ^ ÃÄ � ���§� ���ED§	/¼ @ % D)� � 	 Ã _�@ � Q2vBA �ED§	
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É fácil deverque,se
?

for injectiva,seteŕaÞ'Þ'Þ � ^ ÃÃ _�@ � Q2v/A �ED§	
obtendo-sedefactoafunçãoidentidadeem

ï��³± ��? � . Mastal nãoaconteceŕase
?

não
for injectiva: emlugardaimagem

Ã
teremos

Ã � \ ; ï�þ � ÿ ; û þ �����? � ¿ Ã � ?�� ; � � � .
O factopropostóe,pois,falsoemgeral.¨

Resoluç̃ao2.57:

1. Tem-se,simplificando
÷c�?÷ ; A :÷c�?÷ ; A � ¤ � B'DFE� > ÿ Î ¾ � ¤ � ²���� ¿ ² û þ ����� ¤ � �

No exemplosugerido,tem-se
÷w�3÷ ; A � ¤ � �?Ä ÿ Â Ù � � Â Ù . O problemasurge do

factode � nãoser, em
O V

, idempotente:
� � � ¸� � . Logoa repetiç̃aodequantias

é relevante.Assim,sugere-se:÷w�3÷ ; A � ¤ � B'DFE� > z Î ¾ � ¤ � ²���� ¿ ² { A # ðM÷'� þ ����� ¤ ��� |
onde A # ðM÷ é a funçãoque“lista um conjunto”referidanadisciplina. A funç̃aopro-
postavemaser, finalmente,aseguintefunçãorecursiva:÷w�3÷ ; A � ¤ � B'DdE� ë þ ����� ¤ �¢� ÿ � ¯ Ùþ ����� ¤ ��¸� ÿ � ¯ A ¡ ÷ ² û þ ���� ¤ �#d� Î ¾ � ¤ � ².����� ÷c�?÷ ; A � ¤ 9 ÿ ² � �

2. Prop̃oe-se: ÷w� þ �]ð @�# ÷'� ¤ � B'DFE� [ ÿ Î º � ¤ � ²���� ¿ ² û þ ���� ¤ � �
(Repare-seque

ã
é idempotente.. . )¨

Resoluç̃ao2.58:

1. Nãohá “buracos”noplanodeestudos:ü º � ó � B'DFE� F � û O V Y � �HG Û e ÛJI � ó �à� �
ondeseempregaaconstruc¸ão(1.30)sobreoperadoresdeselecc¸ão K .K A express̃ao L G Û e Û�I é è�ê — isto é L G ºNM e ºNM I é èiê — abrevia, pois,aexpress̃aoOQPSR ðô º!T õBUV	 W T õXUR ð�ô ¾BT �YUZ	 W T �YU\[ õ^]`_a
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2. O númerodedisciplinasporsemestrenãopodeexceder5:ü ¾ �cb � B'DFE� ùed ûgf ¬ ; û � � \ ;Hh þ � ; Mei �cb ¬ d ¬Yj���� ® f
onde ; Mei �cb ¬ d ¬Yj�� B'DFE� ÿ þ û b ¿ Ö�k ¬ k × � þ �à� d � Ö h�¬2h × � þ � û ÿ j�¬ . �l�
(onde. é o regimedeumadisciplinaanual).¨

Resoluç̃ao2.59:

1. A relaç̃aodedecomposic¸ãodeequipamentosemsub-equipamentosdeveŕaseraćıclica
(deoutraformateremosequipamentos“infinitos”).

Formalmente:ü � ¤ � B'DFE� A ¡nm i � ��o n^p M d brq þ ��� � � ¤ �s � ^ ¡ÿ ¡!t ¿~Ê � ¬�¡�t Ë û i � ¡�� � _ avuBw �vx5y ��zd8{ ; \ s \ A d \ � þ d j \ � A,A ¡ \ m � s ���
onde

þ d j \ � A,A ¡ \ m e ; \ s \ A d \ ¡ são as funçõesque vêm nos Exerćıcios 2.75 e 2.28,
respectivamente.

2. Prop̃oe-seaquiumavers̃aototal enãoaparcialsugeridano ‘template’dado:¡ i be|,� þ ¡ � o n^pB} d b � n^pB} d b�~ £ � ���Jb j¡ i be|,� þ ¡ � ¡�¬ ¤ ���n�8��´µµµ¶ µµµ· ¡ û þ ���� ¤ � ¯ | ¡nm Ã � ¤ � ¡��d8{ ��� uBw ��x�y @ z ´¶ · } � ÊwÂ ¬ \ Ë ¯ ^ \Ã � } � _} � Ê � ¬�¡�t Ë ¯ Ã � } � � ¡ i b+| � þ ¡ � ¡!t/¬ ¤ �ä � ¡ û þ ����� ¤ ��� ¯ áCã¨
Resoluç̃ao2.60:

1. Tem-se: � k-� � Ì� k���� Û��� k   Ì� Â Ù�Ùk�� Ì� Â �4� h Z Ãvd8{� h Z Ã&d8{ Ì� ZZ
���H��� � k`� � k���H��� Ì� � ¡ þ � � ¡ þ
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ondesepodereconhecer, comoformadearmazenamentodesinónimos, a estrutura
árvore binária: k�� Ì� Â � ZZ

���H���g� k`� � k`�
2. Seja

� �
ZZ
~ £ Â Ù�Ù a funçãode‘hashing’.Ter-se-́a:ü � � k-� � ~ £ �ü � m��N� ù+d û � k   ��ü t � d ¬�m � d ���

ondeü t � � k   � k�� ~ £ �ü t � d ¬ i �C� Ø i � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë ¯ �i � Ê � ¬(� Ë ¯ � � Î º � �.���¢� d � ü t � d ¬ Î x � �.����� ü t � d ¬ Î � � �.���¨
Resoluç̃ao2.62:

1. Prop̃oe-se:

m � m�� | � ¤ � �n�8�� >u uBw ��x�yc� z | ¡!m i � ¤ � d �d8{ Ø i � d º � { � ¯ {i � d ¾ � ¤ t � ¯ m � m(� |c� j d ± � � t �
2. O padr̃aoabstractode p h \ é aequac¸ãorecursiva� Ì� k q � � � � �

— para

k � � m�¡ � e

� � � �
— queé exactamenteo padr̃ao abstractode

� �
(2.94),para

k � �
þ
e

� � � d | ¡ . Recordandoo Exerćıcio 2.13,é fácil, por inspe-
cção,fazerasassociac¸õesseguintes:

- rubricascorrespondea
ª d | ¡/j

-
\ �Qm�j correspondea

þ d h j
-
{ � Z � � } Ã \ �Qm correspondea

� ² þ d h .¨
Resoluç̃ao2.68:
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1. Provarou refutaro primeirofacto:

Por(2.167)esugest̃aodadak q ü � ¤ º�� ¤ ¾ � 6 �� uXw ��x�yc� È�� �/� z ü � ¤ º�� ¤ ¾ � i ���
por (A.40)6 �� u y w ��x�yc� È�z�� w ��x�yc�/� z�z ü � ¤ º�� ¤ ¾ � i ���
pelaassociatividadede � , generalizada6 �� uXw ��x�yc� È�z ü � ¤ º�� ¤ ¾ � i ����� �� uBw ��x�yc�/� z ü � ¤ º�� ¤ ¾ � i ���
peladefiniç̃ao1.66 �� uXw ��x�yc� È�z ü � ¤ º � i ����� �� uXw ��x�yc�/� z ü � ¤ ¾ � i ���
devoltaa (2.167)esugest̃aodada6 � k q ü � ¤ º ����� � k q ü � ¤ ¾ ���

Ficaprovado.

2. Provarou refutaro segundofacto:k q ü � ¤ � ¯ k q ü � ¤ � � �è
por (2.167)esugest̃aodada�� uBw �vx5yc� z ü � ¤ � i ��� ¯ �� uXw ��x�yc�Q¡�¢ z ü � ¤£� � � i ���è
por (A.54)�� uBw �vx5yc� z ü � ¤ � i ��� ¯ �� uXw ��x�yc� z8¤ ¢ ü � ¤ � i ���è
por (A.1), generalizada�

Ficaprovado.

3. Provarourefutaro terceirofacto:é imediataaprova apartirde(2.167)e (A.5), que
éumaequivalência.Ficaprovado.

4. Provarourefutaroquartofacto:note-seque,por(2.167),sugest̃aodadaegeneraliza-
çãodaconhecidalei deMorgan,seteŕa:ä � k q ü � 6 ¥� uBw �vx5yc� z ä � ü � ¤ � i �����
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o queémanifestamentediferentede�� uXw ��x�yc� z ä � ü � ¤ � i ����� 6 k q � ä ü �
Ficarefutado.¨

Resoluç̃ao2.69: Sabemosque¤ º�¦ ¤ ¾ � ¤ º � þ ���� ¤ ¾ � � ¤ ¾
cf. (A.57). Logo,pelosfactosinvocadosdo Exerćıcio 2.68,ter-se-́a,sucessivamente:k q ü � ¤ º ¦ ¤ ¾ �ò� k q ü � ¤ º � þ ����� ¤ ¾ � � ¤ ¾ �6 k q ü � ¤ º � þ ����� ¤ ¾ ����� k q ü � ¤ ¾ �§ k q ü � ¤ º ��� k q ü � ¤ ¾ �
QED.

¨
Resoluç̃ao2.70: Prop̃oe-seÃ ¡/j&m � \'] ¡ þ } | ¡ � þ Ã � �&���� ^ �Ã ¡/jnm � m(� h m � �³¬ þ Ã � _�¨ uBw �vx5y w @ z
onde— sobgarantiadeseraćıclico o grafo

o k \ m q Î � � þ Ã � , recordarExerćıcio 2.59—Ã ¡/j&m � m�� h m é a função ©Ã ¡/j&m � m�� h m � �³¬ þ Ã � �n�8�� | ¡nm i � þ Ã � �.�r � Î � � i �d8{ Ø r � ÿ � ¯ Ùr ¸� ÿ � ¯   k � ¨n¨ ulª «Hw ��x�y w @ z Ã ¡/j&m � m�� h m � �H�³¬ þ Ã ��� Î ¾ � þ Ã � �H�.���
Note-sequeestaespecificac¸ãoignoradeliberadamenteactividadesprecedentesdesco-

nhecidas.O necesśario invariante,impondoa propriedadeaćıclicaacimareferida,é seme-
lhanteaopropostonoExerćıcio 2.59.

¨
Resoluç̃ao2.75:

1. O racioćınio éo seguinte:

(a) ¬m� Ð poiséo únicooperadorbinário;© VermaistardeasegundaaĺıneadoExerćıcio 9.23.
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(b) dáı resultaqueosresultadosde  e ® devamserrelaç̃oes;

(c) de ¯�¡ s q ¡ | ¡ � j inferimos
Ã û ¯�¡ s q k } m ] � h ý ;

(d) logo � û � � ¨ A§a " ¾�°�±�² ;
(e) do expostoresulta�� � ¡ h ± ¡ e ®�� þ d j \ �B|�| ¡ \ m ;
(f) faltaapenas³� \ �X|�| ¡ \ m .

2. Prop̃oe-se: | d j&m � s � { þ ¡ i � k ý � � k q � � ~ £ � k � � � ý| d j&m � s � { þ ¡ i �8| ¬ ¤ � �&���� z Ê �³¬ ¤ � ��� Ë ¿ � { | �r� û þ ����� ¤ � |
— masrepare-seno comportamentodestafunçãopara

þ ����� ¤ ��C ¡ | ¡ � j �8| � .
3. Formulaç̃ao ´ :� �.� � ² k } m ] � h � { þ ¡ i � �³¬�áCã��à� z |� Ã � ²¸û þ ����� Ã � ¯ � ² k } m ] � h � { þ ¡ i � � � ÿ Ê b ¬ ÿ ² � Ë � ¬ Ã �à� � ² k } m ] � h � { þ ¡ i � �³¬ Ã �

Prova de
� �.� : Repare-seque,por definiç̃aodaconstruc¸ão

k q ª
, setem ¯�¡ s q¡ | ¡ � j � á ã��Á� áCã levandoa

þ d j \ �B|�| ¡ \ m � áCã��Á�¶µ . Assim,
� ¡ h ± ¡ � �.� Ð µæ�µ . Segue-seque µ ¤ º �·µ e

\ �B|�| ¡ \ m � µ���� áNã . Segue-seent̃ao que
� � m h q� �Hm � � h m2� � ákã��Ñ��áCã . Finalmente,

� m h � � h m � þ ����� ákã����à� z | , logo| d j&m � s � { þ ¡ i � z | ¬0áCã��à� z |
comoqueŕıamos.

Prova de
� Ã � : a ideia é mostrarquea relaç̃ao geradapor ¬ é a mesma,querpara� ² k } m ] � h � { þ ¡ i � � � ÿ Ê b ¬ ÿ ² � Ë � ¬ Ã � , querpara

� ² k } m ] � h � { þ ¡ i � �³¬ Ã � .
Dadefiniç̃aode

� ¡ h ± ¡ decorreumapropriedadequevai serútil nestaprova,� ¡ h ± ¡ � h � j!�C� � ¡ h ± ¡ � h � � � ¡ h ± ¡ � j!�
— recordar(2.85).Logo:� ¡ h ± ¡ � � � ÿ Ê b ¬ ÿ ² � Ë � �C� � ¡ h ± ¡ � �.� � � ¡ h ± ¡ � ÿ Ê b ¬ ÿ ² � Ë � �� � ¡ h ± ¡ � �.� � ÿ Ê b ¬2² Ë �
De(1.61)decorre,ent̃ao:�$� ¡ h ± ¡ � �.� � ÿ Ê b ¬ ÿ ² � Ë � � Ð i � �$� ¡ h ± ¡ � �.� Ð i � � � ÿ Ê b ¬2² Ë � Ð i �
onde

i
abrevia

þ d j \ �B|�| ¡ \ m � ¯�¡ s q ¡ | ¡ � j � Ã ��� . Masÿ Ê b ¬2² Ë � Ð i � ÿ Ê b ¬ Î ¾ � p � Ë ¿ p�û i �i²ì� Î º � p � �� µ istose ²�¸û �B¸ È � i �´ Sup̃oem-seasfórmulasuniversalmentequantificadas.
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Ora � ¸ È � i �N� þ ����� þ d j \ �B|�| ¡ \ m � ¯�¡ s q ¡ | ¡ � j � Ã ������ þ ����� Ã �
Logo ²Ý¸û �B¸ È � i � é, afinal,o mesmoque ²¥¸û þ ����� Ã � o quefazpartedahipótese.
Ficaassimcompletaaprova.
QED.¨

Resoluç̃ao2.78:

1.

j b+| d m � z5� ¬ f ¬ ê | ¬ � �¦� z j } Ã |c� z¹� ¬ f ¬ ê | ¬ � � ~ Â � � � � Â ¬ � � ¿ � { d8{ j)¡ p � Ø h ¡ ��� . ¬ � �à�ÚÙ ¯ Âä � h ¡ ��� . ¬ � �à�ÚÙ�� ¯ � � |� z j } Ã |c� z¹� ¬ f ¬ ê | ¬ � � ~ Â � � � � Â ¬ � � ¿ � { d8{ j)¡ p � � � |� z j } Ã |c� z¹� ¬ f ¬ ê | ¬ � � ~ Â � � � � Â ¬ � � ¿ � { z Â ¬ � |m|� z j } Ã |c� z¹� ¬ f ¬ ê | ¬2Ù � � � Â ¬ � �§¬�j } Ã |c� z�� ¬ f ¬ ê | ¬ Â�� � � Â ¬ � � |� z j } Ã |c� z¹� ¬ f ¬ ê | ¬ Â ¬ � �§¬vj } Ã | � z5� ¬ f ¬ ê | ¬ . ¬ � � |� zmz5� ¬ f | ¬ z ê |m|
Tem-se,deimediato,para

�
e
�

aindapordeterminar,j b+| d m � �U��� � ~ £ � ý
poiso resultadode j b+| d m éumaseqûenciaeafunçãotemdoispar̂ametros,dosquais
o segundoé passadocomo3

Þo argumentoa j } Ã | (
� ��Y

), aindaqueo seutipo tenha
deserreduzidoa

� �
paraevitar adivisão

þ d Z � \ ¬�Ù�� no corpode j b+| d m . Como
|
é 1
Þo

argumentode j } Ã | , tem-se
� � k ý

. Comoo resultadode j } Ã | é tamb́emdo tipo
k ý

, ter-se-́a,finalmente:j be| d m � k ý ��� ��Y ~ £ � k ý � ý
2.
d8{ j)¡ p � { � calculaaseqûenciaqueéapermutac¸ãocrescentedosegmentoinicial

{
.j b+| d m �8| ¬ { � realizaapartiç̃aodeumalista

|
nalistadesublistassuasdecomprimento

fixo
{

, excepto,possivelmente,a última.

3. O facto ¡ | ¡ � j �8| ¡ { ± m ] ý � j be| d m �8| ¬ { �����N� ÿ { �
só se verifica quando

| ¡ { ± m ] �8| � é múltiplo de
{

. Bastafazer
| � z |

parao
contradizer: ¡ | ¡ � j �8| ¡ { ± m ] ý � j b+| d m � z | ¬ { �����



D.3. EXERĆıCIOSDO CAṔıTULO 3 435� ¡ | ¡ � j �8| ¡ { ± m ] ý � zmz | ¿ � { z Â |m| ���� ¡ | ¡ � j �8| ¡ { ± m ] ý � zmz |m| ���� ¡ | ¡ � j � z Ù | �� ÿ Ù �¸� ÿ { �
(pois

{ | Ù )¨
D.3 Exerćıciosdo Caṕıtulo 3

Resoluç̃ao3.2: Partindodadefiniç̃aodealcancede m ,Ö m × � ÿ!º D � m2� ¿ ? û �e»¼�
(Definição3.5),teremos,nonossocaso:Ö Â � i × � ÿ!º D � Â � i � ¿ ? � ^ i m _ �rm ûTf¾½ e v ¨n¿ �� ÿ Â � Â ¬ Â � � Â � Â �§¬ Â � � Â � � Â � Â ���§¬ Þ)Þ'Þ �
e Ö i � Â × � ÿ�º D�À � i � Â � ¿ ? t � ^ im t _ �£m t û�f¾½ e v ¨!¿ �� ÿ Â � Â ¬ � Â � Â �t� Â ¬ ��� Â � Â �«� Â �t� Â ¬ Þ'Þ�ÞE�
Paravalidarmosasafirmaç̃oesbastacalcularmos

Ö Â � i ×HÁ Ö i � Â × :Ö Â � i ×HÁ Ö i � Â × � ÿ Â �4m ¿ m û�f9½ e v ¨!¿ ��FQm t û�f¾½ e v ¨n¿ � Â �4mÑ�Âm t � Â/�
O sinal“=” naexpress̃aoanterioré o deigualdadesint́atica,a congrûenciadaálgebra

º
;

aesteńıvel o axiomadadoé irrelevante(só o seriaseacongrûenciafosse
Ì�^Ã ). Assim,por

exemplo,
� Â � Â ��� Â ¸� Â � � Â � Â � e só para mÀ�¶m t � Â é quea igualdadeseverifica,

isto é: Ö Â � i ×HÁ Ö i � Â × � ÿ Â � Â/�
correspondendoa

?�� i �¢� ? t � i �¢� Â .
Emsuma,só a últimaafirmaç̃aoéqueé verdadeira.̈
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Resoluç̃ao 3.8: Ter-se-́a, necessariamente,Ä � ª �i� | ¡ { ± m ] . Logo, Ä ��? �� k ý
(para

umdadoconjunto

k
) e Ä � ���Ñ� � � Y , reduzindoosnossosgrausdeliberdadea´µµµµµ¶ µµµµµ·

ª � k ý £ � � Y} � £ � ��YÃ � £ k ý� � � � Y ��� � Y £ � � Yþ � Î�� k ý £ � � Y¡ � Î�� k ý £ k ý
tal que | ¡ { ± m ] � Ã �ÆÅ }| ¡ { ± m ] � ¡ � �.¬ i ���ÆÅ � � þ � �0¬ i �§¬ | ¡ { ± m ] � i ���
(omitem-seos Ä � Þ'Þ)Þ � paramaiorlegibilidade).

A constante
Ã

teŕa queserumalista de

k
s e } o seucomprimento:

Ã � z | e } � Ù
sãoumaescolhanatural(masnão única,claro). O construtor¡ é o únicoem Ä paralistas
de

k
s. Seescolhermos

\ � { j comosuaposśıvel instanciac¸ão,paraÄ � Î �à� k , veremos
þ

e� implicitamenteinstanciadospelosegundoaxioma,pois| ¡ { ± m ] � \ � { j � �0¬ i ���N� Â � | ¡ { ± m ] � i �
Ter-se-́a,portanto, � � s ¬ i �C� s � iþ � �.¬ i �C� Â
o queterminaanossaconstruc¸ãodaálgebraquesepede.

¨
Resoluç̃ao 3.20: No primeiro casotemos(o racioćınio decorrede propriedadesele-
mentaresdasoperac¸ões

~
e � sobre

� �
):� � Ò � { ¬ � � Þ { � � � � Ò � i ¬ s � Þ�Ø i � Â ¯ si | Â ¯ s � � i ~ Â � � s� Ò � i ¬ s � Þ�Ø i � Â ¯ si | Â ¯ s � i�� s ~ s� Ò � i ¬ s � Þ�Ø i � Â ¯ si | Â ¯ s ~ s � i�� s� Ò � i ¬ s � Þ�Ø i � Â ¯ si | Â ¯ ÙÀ� iT� s� Ò � i ¬ s � Þ�Ø i � Â ¯ si | Â ¯ iT� s
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� Ò � i ¬ s � Þ�Ø i � Â ¯ Âm� si | Â ¯ iT� s� Ò � i ¬ s � Þ�Ø i � Â ¯ iT� si | Â ¯ iT� s�
por (B.2)

Ò � i ¬ s � Þ iT� s
Logoa funçãodadaépontofixo dafuncional

�
.

No segundocasotemos:� � Ò � { ¬ � � Þ { x �¦� Ò � i ¬ s � Þ�Ø i � Â ¯ si | Â ¯ s � � i ~ Â � �� Ò � i ¬ s � Þ s � � i ~ Â � �
sendoimediatamentéobvio que

Ò � { ¬ � � Þ { x não é pontofixo: veja-seo caso
i � Â , em

que
i � � Â ea funçãodá s comoresultado.̈

Resoluç̃ao 3.22: No primeiro caso,bastamostrarque

Ö Ö Ç È ÉÉ Ê ËË � ª
and

ª t$� × × é o mesmosi-
gnificadoque

Ö Ö � Ç È ÉÉ Ê ËË ª � and
� Ç È ÉÉ Ê ËË ª t � × × . TeremosÖ Ö Ç È ÉÉ Ê ËË � ª

and
ª t � × × � Ò d Þ�Ø d �íÙ ¯ �d | Ù ¯ Ö Ö ª

and
ª t × × � d ~ Â �� Ò d Þ�Ø d �íÙ ¯ �d | Ù ¯ Ö Ö ª × × � d ~ Â ��� Ö Ö ª t × × � d ~ Â �

quantoaoladoesquerdo,eÖ Ö � Ç È ÉÉ Ê ËË ª � and
� Ç È ÉÉ Ê ËË ª t � × × � Ò d Þ Ö Ö Ç È ÉÉ Ê ËË ª × × � d ��� Ö Ö Ç È ÉÉ Ê ËË ª t × × � d �� Ò d Þ � Ø d �ÚÙ ¯ �d | Ù ¯ Ö Ö ª × × � d ~ Â � � Ø d �íÙ ¯ �d | Ù ¯ Ö Ö ª t × × � d ~ Â �� Ò d Þ�Ø d �ÚÙ ¯ � � �d | Ù ¯ Ö Ö ª × × � d ~ Â ��� Ö Ö ª t × × � d ~ Â �� Ò d Þ�Ø d �ÚÙ ¯ �d | Ù ¯ Ö Ö ª × × � d ~ Â ��� Ö Ö ª t × × � d ~ Â �

quantoa ladodireito. A igualdadéeevidente.
Quantoasegundoaxiomao processoresume-seaÖ Ö

not
� Ç ª � × × � Ò d Þ ä � Ö Ö Ç ª × × � d ���� Ò d Þ ä � Ö Ö ª × × � d � Â ���

e Ö Ö Ç �
not

ª � × × � Ò d Þ Ö Ö
not

ª × × � d � Â �� Ò d Þ � Ò � Þ ä � Ö Ö ª × × � �
����� � d � Â �� Ò d Þ ä � Ö Ö ª × × � d � Â ���
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chegando-setamb́emaumaigualdade.̈

D.4 Exerćıciosdo Caṕıtulo 4

Resoluç̃ao4.9:

1. Trata-sedo axioma(4.17),comoseprova facilmente:  p r � � d8{ p b«� ¡ ��b m s ���N�   p r � } {�d m��è  p r � � d8{ p b � �   p r � ¡ �Jb m s ���¦� �JÞ Ìè  p r � � d�{ p b � � µ�� � �JÞ Ìèë µm�<µ ¯ �JÞ Ìä � µ��<µ�� ¯ | ¡nm Þ'Þ�Þd�{ Þ)Þ'Þ � �JÞ Ìè�JÞ Ì � �JÞ Ìè�
2. Comecemosporvero queénecesśario paraprovar (4.18):  p r � � d8{ p b�� d8{ � � d ����� �   p r � d �è  p r � � d�{ p b � � ÿ d � �¦� dè| ¡nm � û ÿ d �d�{   p r � Ã&d8{ p b � � �³¬   p r � � d8{ p b � � ÿ d � ~¥ÿ � � ��� � dè�JÞ Í � d ¬   p r � � d8{ p b � � µ���� � dè�JÞ Í � d ¬ �JÞ Ì �¦� d

Logo,o
�
-axiomaqueéprecisoparacompletaraprova acimaéÍ � d ¬ Ì �ZÅ d

(isto é,
Ì

deve serelementoneutrode
Í
).
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Passemosagoraa (4.19). Repare-seantesdemaisque,sendo
Ì

elementoneutrodeÍ
, adefiniç̃aode

� d8{ p b temaestruturade
ªBÎ

dadaem(2.80).Assim,tem-se:� d�{ p b�� i �¦� �JÞ Ï ¨ u � �
desdeque

Í
sejaassociativaecomutativa:Í � d ¬ Í � ��¬4²����ÆÅ Í � Í � d ¬��
�§¬4²��Í � d ¬��
�ZÅ Í � ��¬ d �

Passemosagoraaofactoaprovar,  p r � � d�{ p b�� } {�d � { � i ¬ s �����C�   p r � Ã&d8{ p b�� � d8{ p b«� i �§¬ � d8{ p b�� s �����
quesereduza: �JÞ Ï ¨ u ���Õ� � �JÞ Í � �JÞ Ï ¨ u � ¬ �JÞ Ï ¨ u � �
Oraéconhecidoqueestefactosó severificase

�JÞ Í
fôr idempotente,isto é,se�JÞ Í � d ¬ d �ZÅ d

Emsuma,há4 axiomasa impôr a
�
:Í � d ¬ Ì �ÆÅ dÍ � d ¬ Í � ��¬4²����ÆÅ Í � Í � d ¬��
�§¬4²��Í � d ¬��
�ZÅ Í � ��¬ d �Í � d ¬ d �ÆÅ d¨

Resoluç̃ao4.10: Vejamoso queaconteceemrelaç̃aoàesṕecie

k j :�   p r �8Ð�Ñ ��� � k j�� Ì� Ð�Òt� k j!�è�/Ó!Ô y Ñ ¿ a x z Ì� Âè� º Ì� Âè� Ì� Âè�
Logo o isomorfismonão se verifica nestaesṕecie, o que é suficienteparamostrarque  p r �8Ð�Ñ � e

ÐÒ
nãosão Õ -álgebrasisomorfas.

¨
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D.5 Exerćıciosdo Caṕıtulo 5

Resoluç̃ao5.5:

1. Peladefiniç̃aode inv- Ö e

ü
ficamosa saberque Ö�� k q �

. Logo
ª

seŕa uma
funç̃aode

�
para

�
e
±

umqualquerobservadorde Ö . Emsuma:ª � � ~ £ �± � � k q � � ~ £ �
2. Temos � k q ü � � ¤ � �n�8�� ù � û þ ����� ¤ � �
ü � ¤ � �.���

recordaro Exerćıcio 2.68.

Se
ª

preservar

ü
, issosignificaque,paratodoo

Ã û � ,

ü � Ã � ¯ ü � ª � Ã ��� , logo,por
maioriaderaz̃ao, ù � û þ ���� ¤ � ��ü � ¤ � �.��� ¯ ü � ª � ¤ � �.�����
Daquiinfere-se:� ù � û þ ����� ¤ � ��ü � ¤ � �.����� ¯ � ù � û þ ����� ¤ � �
ü � ª � ¤ � �.�������
queéamesmacoisaque� k q ü � ¤ ��� ¯ � k q � ü Ð ª � � ¤ ���
ouamesmacoisaque

inv- Ö � ¤ � ¯
inv- Ö ��� k q ª � � ¤ ���

queéexactamenteo argumentodapreservaç̃aodeinv- Ö por n , pois� k q � ü Ð ª � � ¤ ���N� � k q ü � � k q ª � ¤ ���
comosepodefacilmentedemonstrar.¨

Resoluç̃ao5.6:

1. Designaremospor ® e  osespac¸osacompletarem n , isto é, temos:n � ®�£×n � �³¬ h t �Ø�n�8�� ¤ t � ± � ¤ ¬��.��� h t � ª � ¤ ¬Y�.�
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tendo-se,obrigatoriamente, ª � Ö � ®�£×± � Ö � ®�£ÙÖ
Dadefiniç̃aode

ª
infere-se,deimediato,�� �

(Booleanos).Infere-setamb́emqueÖ teŕa de ter a estruturade umafunção finita cujo doḿınio é do mesmotipo que
o contra-doḿınio de

�
, isto é,

� �
; ao aplicar

�
a � ficamosa saberque ® é

k
;

infere-seaindaque

¤ � { � é um conjuntoa que � podepertencer;sendo� do tipo

k
,

ter-se-́a,emsuma: n � k £ �
e Ö Ì� � � q � Û
A definiç̃aode

±
confirmaestatipificação.

2. Abstratamente,trata-sede uma operac¸ão de arquivo de � û k
numafaḿılia de

conjuntosde

k
indexadapor

� �
, sendoo ı́ndicedoconjuntoaalbergar � identificado

pelocálculode

� � �.� .
Podemospensarnumainfinidadede inst̂anciasdesteobjectocomputacional,por
exemplo,

k
um tipo dedados

k | } { � , � � ��� o cálculodamédiafinal decursode � ,
e Ö a estruturadeumabasededadosquearquiva alunosemclassesdeequivalên-
cia indexadaspor nota final. Mas todasessasinst̂anciascaemna classede uma
conhecidaestruturacomputacional,a tabelade ‘hashing’, onde

�
é a função de

‘hashing’(relembrarfigura1.8dapág.48e respectivo exerćıcio).

3. O factoaprovar simplificaem

inv- Ö � ¤ � ¯
inv- Ö � ± � ¤ ¬(�.���

Por(A.5), inv- Ö � ¤ � desdobra-seemduasquantificac¸ões,

inv- Ö º � ¤ ��� inv- Ö ¾ � ¤ �
onde:

inv- Ö º � ¤ � �n�8�� ùe{ û þ ���� ¤ � � µi¸� ¤ � { �
inv- Ö ¾ � ¤ � �n�8�� ùe{ û þ ���� ¤ � � � ù+d û ¤ � { � � � � d �à� { �

O factoaprovar podeserdemonstradoatravésdeduasprovasmaissimples,

inv- Ö º � ¤ � ¯
inv- Ö º � ± � ¤ ¬��.��� � �.�

inv- Ö ¾ � ¤ � ¯
inv- Ö ¾ � ± � ¤ ¬��.��� � Ã �Â

inv- Ö º � ¤ ��� inv- Ö ¾ � ¤ �� �)� �
inv- Ú yc� z

¯
inv- Ö º � ± � ¤ ¬��.����� inv- Ö ¾ � ± � ¤ ¬��.���� �)� �

inv- Ú y A y � e ¨ z�z
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Provade
� ��� :

inv- Ö º � ¤ � ¯
inv- Ö º � ¤ ¦ ^ � � �.�ÿ � � � Þ'Þ�Þ _ �è

inv- Ö º � ¤ � ¯
inv- Ö º � ¤ � ÿ � � �.� � ��� � µ¸� ÿ � � � Þ�Þ)Þ �è

inv- Ö º � ¤ � ¯ µi¸� ÿ � � � Þ'Þ'Þè
inv- Ö º � ¤ � ¯ �è�

(NB: deixa-seaoleitor a tarefadejustificarospassosdados).
Provade

� Ã � — segueo mesmoesquemadaanterior:

inv- Ö ¾ � ¤ � ¯
inv- Ö ¾ � ¤ ¦ ^ � � �.�ÿ � � � Þ'Þ'Þ _ �è

inv- Ö ¾ � ¤ � ¯
inv- Ö ¾ � ¤£� ÿ � � �.� � ��� � ùed û ÿ � � � Þ�Þ'Þ � � � d �à� � � �.���è

inv- Ö ¾ � ¤ � ¯ ùed û ÿ � � � Þ'Þ'Þ � � � d �à� � � �.�è
inv- Ö ¾ � ¤ � ¯ � � �.�¢� � � ���+� ù+d û Ø � � �.� û þ ���� ¤ � ¯ ¤ � � � �.���� � �.�}¸û þ ���� ¤ � ¯ µ

� � � d �à� � � �.�è
inv- Ö ¾ � ¤ � ¯ Ø � � �.� û þ ���� ¤ � ¯ ù+d û ¤ � � � �.��� � � � d �¢� � � �.�� � �.��¸û þ ���� ¤ � ¯ �è

�
(NB: deixa-seaoleitor a tarefadejustificarospassosdados).¨

Resoluç̃ao5.7:

1. �¼Û}ÔÑÔ �H�g� � �
þÕÔ ~ £ � Ñ v ` o�Ü�gÛ}ÔåÔ �H�g� � d þ ¬vj t � �n�8�� Ø d þ û þ ���� ¤ � ¯ | ¡nm i � Î ¾ � ¤ � d þ ���d�{ ¤ t�� ¤ ��jnt³�   � i � þ ����� i ��� ~ þ ����� i �
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2. ��k Ô n � � � r k � n � r �Qm�¡ ~ £ � �
þ k q � � ���k Ô n � � � r k � n � þ ¬ ª t � �n�8�� | ¡nm i � b } { \ } h/h s � �
þÕÔ q Î ¾ � ¤ ���s � ^ ²Î ¾ � i � ².��� _ Æ uBw �vx5y ��z/¼ w % ¸ È y � y Æ z�zd8{ ¤ t � ¤ � ª t � � Æ uBw ��x�y �nz s � ².�
onde

b } { \ } h/h s � � k q � � q � ��� ~ £ ��� k � � � q � �b } { \ } h/h s � ¤ � �n���� ^ Ê ��¬ Ã Ë� ¤ � �.��� � Ã � _ y ¨ uXw ��x�yc� z�z/¼ y @ uBw ��x�y ��y ¨ z�z�z¨
D.6 Exerćıciosdo Caṕıtulo 7

Resoluç̃ao7.1: O factoaprovar éùJÃ û � Û � Fj û k ý � ¡ | ¡ � j � j!�¢� Ã
Provapor induç̃aosobre

� Û
:

1. CasodeBase: (
Ã � ÿ � ). Nestecaso,o factoaprovar reduz-seaFj û k ý � ÿ � �Ú¡ | ¡ � j � j!�

Bastaescolherj�� z | .

2. Saltoindutivo: (
Ã ø ÿ �

)

(a) Hipótesedeinduç̃ao: Paracada¡ û Ã , tem-seF h û k ý � Ã ~¥ÿ ¡ � �Ú¡ | ¡ � j � h �
(b) Passo: Queremosinferir Fj û k ý � Ã �Ú¡ | ¡ � j � j!�

apartir dahipótesedeinduç̃ao.Bastaescolherj�� z ¡ |42 h , pois¡ | ¡ � j � j!�¢� Ã 6 ¡ | ¡ � j � z ¡ |¾2 h �à� Ã6 ÿ ¡ � � ¡ | ¡ � j � h �¢� Ã6 ÿ ¡ � � � Ã ~�ÿ ¡ � �à� Ã6 Ã � Ã6 �
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Resoluç̃ao7.2: O factoaprovar éù � û k ¬Yj û k ý � Ã ¡ |,� { ± j � �³¬Yj!�à�=� û ¡ | ¡ � j � j!�

Provapor induç̃aosobre

k ý
:

1. CasodeBase: ( j�� z | ). Tem-se,nestecasoÃ ¡ |,� { ± j � ��¬ z | �à�<� û ¡ | ¡ � j � z | � 6 � �=� û ÿ �6 � � �6 �
2. Saltoindutivo: ( jæ¸� z | )

(a) Hipótesedeinduç̃ao:ù � û k � Ã ¡ | � { ± j � �³¬�m(� d |c� j!���à�=� û ¡ | ¡ � j � m(� d |c� j!���
(b) Passo: Teremos,sucessivamente:Ã ¡ |,� { ± j � �³¬�j�� �

por ‘unfolding’

| ¡!m ] � ] ¡!� þ � j!�d8{ Ø �ì� ] ¯ �ä � �æ� ] � ¯ Ã ¡ | � { ± j � �³¬�m(� d |c� j!����
pelaH.induç̃ao

| ¡!m ] � ] ¡!� þ � j!�d8{ Ø �ì� ] ¯ �ä � �æ� ] � ¯ � û ¡ | ¡ � j � m�� d | � j�����
por (B.6)

| ¡!m ] � ] ¡!� þ � j!�d8{ � �ì� ] ��Ý � û ¡ | ¡ � j � m(� d |c� j!����
porsubstituic¸ãode

7� �ì� ] ¡!� þ � j!����Ý�� û ¡ | ¡ � j � m(� d |c� j!����
por (D.7)

� û ÿ ] ¡!� þ � j!� � Ýr� û ¡ | ¡ � j � m�� d |c� j!����
por (A.78)

� û � ÿ ] ¡!� þ � j!� � � ¡ | ¡ � j � m�� d |c� j!������
por (A.79)

� û ¡ | ¡ � j � \ � { j � ] ¡�� þ � j!�§¬�m(� d |c� j!����
por (D.8)

� û ¡ | ¡ � j � j!�
comosepretendiademonstrar. Nademonstrac¸ãorecorreu-seaosfactosseguintes,tomados
comobásicos: � û ÿ Ã � 6 �æ� Ã (D.7)jæ¸� z | ¯ \ � { j � ] ¡!� þ � j!�§¬(m(� d |c� j!���¢�Þj (D.8)
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Resoluç̃ao7.3: Provapor induç̃aosobre

|
:

1. CasodeBase: (
| � z | ). Tem-se,nestecaso¡ | ¡ � j � z |32 h ���à�Ú¡ | ¡ � j � z | � � ¡ | ¡ � j � h � 6 ¡ | ¡ � j � h ��� ÿ � � ¡ | ¡ � j � h �6 ¡ | ¡ � j � h ���Ú¡ | ¡ � j � h �6 �

2. Saltoindutivo: (
| ¸� z | )

(a) Hipótesedeinduç̃ao:¡ | ¡ � j � m�� d | �8| � 2 h �à�Ú¡ | ¡ � j � m(� d |c�8| ��� � ¡ | ¡ � j � h �
(b) Passo: Teremos,sucessivamente:¡ | ¡ � j �8|H2 h ��
‘unfolding’ e (A.67)

¡ | ¡ � j � Ø | � z | ¯ hä �8| � z | � ¯ \ � { j � ] ¡�� þ �8| �§¬�m(� d |c�8| � 2 h � ��
por (B.1) e (A.78)

Ø | � z | ¯ ¡ | ¡ � j � h �ä �8| � z | � ¯ ÿ ] ¡!� þ �8| � � � ¡ | ¡ � j � m�� d |c�8| � 2 h ��
por (A.79)

Ø | � z | ¯ ¡ | ¡ � j � h �ä �8| � z | � ¯ ÿ ] ¡!� þ �8| � � � � ¡ | ¡ � j � m�� d |c�8| ��� � ¡ | ¡ � j � h ����
por (A.26)

Ø | � z | ¯ ¡ | ¡ � j � h �ä �8| � z | � ¯ � ÿ ] ¡!� þ �8| � � � ¡ | ¡ � j � m�� d |c�8| ����� � ¡ | ¡ � j � h ��
por (A.78)

Ø | � z | ¯ ÿ � � ¡ | ¡ � j � h �ä �8| � z | � ¯ ¡ | ¡ � j � \ � { j � ] ¡!� þ �8| �§¬�m(� d |c�8| ��� � ¡ | ¡ � j � h ��
por (D.8) e (A.77)

Ø | � z | ¯ ¡ | ¡ � j �8| � � ¡ | ¡ � j � h �ä �8| � z | � ¯ ¡ | ¡ � j �8| � � ¡ | ¡ � j � h ��
por (B.2)

¡ | ¡ � j �8| � � ¡ | ¡ � j � h �
comosepretendiademonstrar.

O problemaé a repetiç̃aodeelementoscomunsa
|

e h , conduzindoa listasarbitraria-
mentelongas.

¨
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Resoluç̃ao7.4: Vamosdefiniraoperac¸ãodefiltragempretendidacomosesegue:

ª d | m h � �8| � �n�8�� ´µµµ¶ µµµ·
| � z | ¯ z |ä �8| � z | � ¯ | ¡!m ] � ] ¡!� þ �8| �mÑ�Âm(� d |c�8| �d8{ Ø ] û ¡ | ¡ � j � m�� ¯ mä � ] û ¡ | ¡ � j � m2��� ¯ \ � { j � ] ¬ ª d | m h � � m����

O factoquevamospretenderprovar é o seguinte:ù | û k ý � ¡ | ¡ � j � ª d | m h � �8| ���¢�Ú¡ | ¡ � j �8| �
Provapor induç̃aosobre

k ý
:

1. CasodeBase: (
| � z | ). Tem-se,nestecaso¡ | ¡ � j � ª d | m h � � z | ���Ñ�í¡ | ¡ � j � z | � 6 ¡ | ¡ � j � z | �à�Ú¡ | ¡ � j � z | �6 �

2. Saltoindutivo: (
| ¸� z | )

(a) Hipótesedeinduç̃ao:¡ | ¡ � j � ª d | m h � � m(� d |c�8| �����C� ¡ | ¡ � j � m�� d | �8| ��� (D.9)

(b) Passo: Seja
] � ] ¡!� þ �8| � e må�Âm(� d |c�8| � . Hádoiscasosaconsiderar, conforme] û ¡ | ¡ � j � m�� severificaou não. No primeiro,tem-seque

ÿ ]��Jß ¡ | ¡ � j � m2� .
Logo,

ÿ ]�� � ¡ | ¡ � j � m��¢�í¡ | ¡ � j � m�� , ouseja,¡ | ¡ � j � \ � { j � ] ¬(m2���à�Ú¡ | ¡ � j � m2� ,
ou seja,¡ | ¡ � j �8| �¢�Ú¡ | ¡ � j � m2� , ou seja,finalmente:¡ | ¡ � j � ª d | m h � �8| ���¢�Ú¡ | ¡ � j �8| �
No segundocaso,ter-se-́a

ª d | m h � �8| �à� \ � { j � ] ¬ ª d | m h � � m2��� e,assim,¡ | ¡ � j � ª d | m h � �8| ��� � ¡ | ¡ � j � \ � { j � ] ¬ ª d | m h � � m�������
por (A.78)

ÿ ]�� � ¡ | ¡ � j � ª d | m h � � m2������
por (D.9)

ÿ ]�� � ¡ | ¡ � j � m���
por (A.78)

¡ | ¡ � j � \ � { j � ] ¬�m2����
por (D.8)

¡ | ¡ � j �8| �
comosepretendedemonstrar.
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Resoluç̃ao7.5: Modelocujoestadóedadoporà Ì� m �vb � � ÿ Ù � � � � i � �j&m(� \ ² � � � � i q n | ¡ � �
eoferecendooseventosseguintes:� p l � £ n | ¡ �� p l � ¡ t � �n�8�� ¤ t � ¤ � | ¡!m j��áj&m�� \ ² � ¤ �mÑ�Âm ��b�� ¤ �d8{ ¡ t �Þj � m2��H��� � � £�H��� � � � �n�8�� ¤ t � Ê Ù0¬Yjnm�� \ ² � ¤ � Ël p l � £ n | ¡ �l p l � ¡ t �Ø�n�8�� | ¡nm j��Þj&m(� \ ² � ¤ �mÑ�Âm ��b�� ¤ �d8{ ¡ t �Þj � m2��� ¤ t � Ê m ~ Â ¬vj Ël Û � � � n | ¡ � £l Û � � � ¡�� �n�8�� | ¡nm j��Þj&m(� \ ² � ¤ �mÑ�Âm ��b�� ¤ �d8{ ¤ t � Ê m7� Â ¬vj ¦ ^ m�� Â¡ _ Ën   l � � � £ � ���X|n   l � � � Ã t � �n�8�� ¤ t � ¤ � Ã t � � m �vb�� ¤ �¢�ÚÙ��
É óbvio queestemodelo,decalcadodo código,exibe a insegurança dessepróprio código
no tocanteaoseventosl Û � � ,

� p l e l p l (auŝenciadasnecesśariaspre-condic¸ões—
descubraquais).

¨
D.7 Exerćıciosdo Caṕıtulo 8

Resoluç̃ao8.1:
a)Provade

kãâ ºNM k
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(1)

kÞâ ºNM k �&����äF�ålæ Û ¤nç Û Ó ª é sobrejectiva.

(2) Ora
Â'Û � k ~ £ k

e
Â'Û

é sobrejectiva. Prova:

(2.1)
Â)Û � �.�è�n�8�� �

(2.2)
ù ¨ u ÛåÞ F ¨ À u Û Þ �ì� Â)Û � � t �

(2.3) Peladefiniç̃aode
Â'Û

, � t existee é iguala � .

(2.4) Logo
Â Û

é sobrejectiva.

b) Provade � kãâ å � � �éâ A � � ¯ kãâ å�ê A �
(1) Considerequeseverifica

� káâ å � � �ëâ A � �
(2) Ent̃aoverifica-se

kãâ å � �n�8�� FåXæ ì ¤nç Û Ó ª é sobrejectiva.

(3) Verifica-setamb́em

�éâ A � �n���� F A æ s ¤�ç ì Ó ± é sobrejectiva.

(4) Pordefiniç̃ao,
ª

é sobrejectiva sse
ù ¨ u Û Ó F @ u ì Ó �ì� ª � Ã �

(5) Pordefiniç̃ao,
±

é sobrejectiva sse
ù @ u ì Ó F É u s Ó Ã � ± � \ �

(6) Queremosprovar que

kãâ å�ê A � , isto é,provar que
ª Ð ± � � ~ £ k

eque
ª Ð ± é

sobrejectiva.

(7) Ora,
ª � � ~ £ k

e
± � � ~ £ �

, logo,peladefinicaodecomposic¸ãodefunções,ª Ð ± � � ~ £ k
.

(8) Comoporhipótese,
ª

e
±

sãosobrejectivas,
ª Ð ± tamb́eméumafunçãosobrejectiva,

comodemonstraremosaseguir:

(8.1)
ù ¨ u Û Ó � F @ u ì Ó �æ� ª � Ã ���

(8.2)
ù @ u ì Ó � F É u s Ó Ã � ± � \ ���

(8.3)
ù ¨ u Û Ó � F @ u ì Ó �æ� ª � Ã � � � F É u s Ó Ã � ± � \ ���

(8.4)
ù ¨ u Û Ó � F @ u ì Ó � F É u sîí �ì� ª � Ã ��� Ã � ± � \ �����

(8.5)
ù ¨ u Û Ó � F É u s Ó �ì� ª � ± � \ �����

(8.6)
ù ¨ u Û Ó � F É u s Ó �ì� ª Ð ± � \ ���

c) Provade � káâ å � � �ïâ A k � ¯ k Ì� �
(1)

k Ì� �
sseFåXæ Û ¤&ç ì Ó ª é sobrejectiva e injectiva ou F A æ ì ¤!ç Û Ó ± é sobrejectiva e

injectiva.

(2) Seem b) fizermos
� � k

, podemosconcluir que
ª Ð ± e

± Ð ª existeme são
sobrejectivas.Logo

ª
e
±

sãoinjectivas.
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Resoluç̃ao8.2: Exemplosderepresentac¸ãodaseqûencia

z ��¬ Ã ¬ \ ¬ | , onde

k � ÿ �³¬ Ã ¬ \ ¬ þ ¬2¡�¬ Ó'Ó'Ó � .
2

Exemplo Modelo de dadossugerido
2 z �³¬ Ã ¬ \ | k y
2
(1)

ÿ �³¬ Ã ¬ \�� � Û
2

(2)
^ñð Â ÙóòXò� Ã \ _ � � q k

2

(3)
^ � Ã \Â � . _ � k q � � � u v ` x

2

(4)
^ Â � .� Ã \ _ � � � q k � u v ` �

2

(1)
� Û

não é adequadopararepresentar

k y
, poisapesarde todososelementosde

k y
seremrepresent́aveis, elementosdiferentesde

k y
são identificadosem

� Û
(logo

perde-seacapacidadederecuperac¸ão).
Exemplo:

z �³¬ Ã ¬ \ | ,
z \ ¬ Ã ¬�� | ,

z Ã ¬ Ã ¬��³¬ \ | , têmtodasa mesmarepresentac¸ãoem� Û
:
ÿ �³¬ Ã ¬ \�� .

(2)
� � q k

éadequadopararepresentar

k y
desdequeseconvencioneum“crit ério” de

ordenac¸ãoem
� �

, e.g. aordem� z Ã . A funçãoderecuperac¸ãopodeŕa ser, assim,ª � ¤ � �n�8�� ´¶ · ¤ ��áCã ¯ z |ä � ¤ ��áNã�� ¯ | ¡nm � � � d8{ � þ ����� ¤ ���d8{ z ¤ �$� � |¾2 ª � ¤ � ÿ!� � � (D.10)

onde
� d8{

calculao menorinteirodentrodeumconjuntonãovaziodeinteiros:

� d8{ � � � �n�8�� ´µµµ¶ µµµ·
\ � h þ � � �à� Â ¯ m ] ¡ � � �ä � \ � h þ � � �à� Â � ¯ | ¡nm i û þ ���� ¤ �� � � d�{ � � ~�ÿ i�� �d�{ Ø i ®Ý� ¯ iä � i ® � � ¯ �

(3)

k q � �
sujeitoaoinvarianted�{ Z . � ª � �n�8�� \ � h þ � h � { ± � ª ���¢� � � i � h � { ± � ª ���
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para

� � i � \ � �n����
´µµµµµ¶ µµµµµ·

\ � ÿ � ¯ Ùä � \ � ÿ � � ¯ | ¡nm ¡�� \�] � d \ ¡ � \ �\ t � \ ~ ÿ ¡ �� t � � � i � \ t �d�{ Ø ¡ |Ý� t ¯ ¡ä � ¡ |Ý� t � ¯ � t
— não é adequadopararepresentar

k y
, pois existem elementosde

k y
não rep-

resent́aveis em

k q � �
, isto é, umaeventualfunção de “recuperac¸ão” não seria

sobrejectiva o quecontrariaadefiniç̃ao.
Exemplo:

z �³¬ Ã ¬ Ã ¬ \ | nãoé represent́avel em

k q � �
.

(4)

k yõô u v ` �å Ü � � q k
, onded8{ Z ê � ª � �&���� \ � h þ � þ ���� ª ���¢� � � i � þ ���� ª ���

paraasfunçõesª h � � � � q k � ~ £ k yª h � ª � �n�8�� Ø ª �âáCã ¯ z |ä � ª ��áCã�� ¯ z ª � Â � |42 ª h � j ] |c� ª ���j ] | � � � � q k � ~ £ � � � q k �j ] |c� ª � �n�8�� ^ d ~ Âª � d � _ u uXw ��x�y å z/¼ u�ö% º¨
Resoluç̃ao8.3: Queremosprovar� Û ô w ��x k q � � ô x Æ x b k y
o queequivaleaprovardoisfactos:

(1)
� Û ô w ��x k q � �
Verifica-se,pois

þ ��� � � k q � � � ~ £ � Û
é sobrejectiva, isto é,ù � û � Û � F ª û � k q � � � � \ � þ ����� ª �

já que,paratodoo subconjunto
�

de

k
, é sempreposśıvel encontrarumafunçãoª û k q � �

queo tenhacomodoḿınio, porexemplo
^ � Â _�¨ u s .
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(2)

k q � � ô x Æ x b k y , onde� ² � j � k y ~ £ � k q � � �� ² � j �8| � �n���� ^ �| ¡ { ± m ] � z ¡ ¿ ¡ { | �i¡}�=� | � _�¨ u�a�÷�a x b y ÷ z
Teremosdeprovarque

� ² � j é sobrejectiva, isto é,ù ª û � k q � � � � F | û k y � ª � � ² � j �8| �
Podemosfaẑe-loconstrutivamente,associando,acada

ª
, aseqûenciah � ª � seguinte:h � ª �à� � � { \ � z�z � ¿ d û ª � �.� | ¿ � û þ ����� ª � | �

onde
� � { \ � z | º ¬ Þ)Þ'Þ ¬ | v | �à� | º 2 Ó'Ó)Ó 2ø| v eaconstruc¸ão

z Þ�Þ'Þ
¿ d û Þ'Þ�Þ | deve
serconvenientementeinterpretada(porqûe?).Porexemplo,a

ª � á¦ã associa-sez |
, a
ª � ^ � Ã� . _ associa-sea lista

z �³¬��³¬ Ã ¬ Ã ¬ Ã | , etc.Faltaapenasmostrar

que
ª � � ² � j � h � ª ��� . Sendofácil mostrarque ¡ | ¡ � j � h � ª ��� � þ ����� ª � , bastaŕa

provar, paracada� û þ ����� ª � , que
| ¡ { ± m ] � z ¡ ¿ ¡ {äh � ª ����¡ì�ë� | � ª � �.� se

verifica.Oraé fácil demostrarque
z ¡ ¿ ¡ {ùh � ª �e� ¡��<� | � z � ¿ d û ª � ��� | , de

ondesededuz
| ¡ { ± m ] z � ¿ d û ª � �.� | � ª � �.� , comosepretendia.¨

Resoluç̃ao8.4: Há4 factosavalidar:

(1)

k � � ¯ k Ì� �
Óbvio.

(2)

k Ì� � ¯ kãâú�
Decorredo factode

Ì� serfechoantissiḿetricode

â
.

(3)

k ß � ¯ kãâú�
De

k ß �
decorrequeo cardinalde

k
é inferior aode

�
, logo

káâÂ�
.

(4)

kÞâ=� ¯ k ô �
Faça-se

� � � em(8.10).¨
Resoluç̃ao8.5:

(8.33)

k Y Ì� Â Ò � Ó áCã
(8.34)

k ì ,
s Ì� k ì � k s Ò Ê�i ¬ s Ë Ó ^ ÊwÂ ¬ Ã Ëi � Ã � _�@ u ì � ^ Ê � ¬ \ Ës � \ � _ É u s
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(8.35)

k º Ì� k Ò � Ó ^ ���ÕÔ� _
(8.36)

Â Û Ì� Â Ò i Ó ^ ����ÕÔ _�¨ u Û
(8.37)

� � ��� � Û Ì� � Û �T� Û Ò Ê�i ¬ s Ë Þ ^ �Ê�i � �.�§¬ s � �.� Ë _�¨ u Û¨
Resoluç̃ao8.6: Partindode \ } hBh s � � Û " ì ~ £ � � ì � Û¤ û Ò � Ó � Ò Ã Ó ¤ � �³¬ Ã ���

} { \ } hBh s � � � ì � Û ~ £ � Û " ì¤ û Ò Ê �³¬ Ã Ë Ó � ¤ � �.��� � Ã �
queremosprovar que:

\ } h/h s � } { \ } hBh s ¤ º , isto é, provar que: (a)
\ } hBh s�Ð
} { \ } h/h s �Â y s�ü z M ; eque(b) } { \ } h/h s~Ð \ } h/h s � Â s M�ý ü .

(a) \ } h/h s~Ðõ} { \ } hBh s � ¤ �C� \ } hBh s � } { \ } h/h s � ¤ ���� \ } hBh s � Ò Ê �³¬ Ã Ë Ó � ¤ � �.��� � Ã ���� Ò � Ó � Ò Ã Ó � Ò Ê ��¬ Ã Ë Ó � ¤ � ����� � Ã ��� Ê �³¬ Ã Ë �� Ò � Ó � Ò Ã Ó � ¤ � �.��� � Ã ���� Â y s�ü z M � ¤ �� ¤
(b) } { \ } h/h smÐ \ } hBh s � ¤ �C� } { \ } hBh s � \ } h/h s � ¤ ���� } { \ } hBh s � Ò � Ó � Ò Ã Ó ¤ � ��¬ Ã ������ Ò Ê �³¬ Ã Ë Ó ����� Ò � Ó � Ò Ã Ó ¤ � ��¬ Ã ����� � �.��� � Ã ���� Ò Ê �³¬ Ã Ë Ó ��� Ò Ã Ó ¤ � ��¬ Ã ��� � Ã ���� Ò Ê �³¬ Ã Ë Ó ¤ � �³¬ Ã �� Â s M�ý ü � ¤ �� ¤
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Resoluç̃ao8.7: Partindode¡ | ¡ � j � i � �n�8�� Ø � i � z | � ¯ ÿ �� i ¸� z | � ¯ ÿ ] ¡�� þ � i � � � ¡ | ¡ � j � m(� d |c� i ���
ede ± � i � �&���� Ø � i � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë � ¯ z |� i � Ê � ¬ Ê �³¬ | Ë2Ë � ¯&\ � { j � �³¬ ± �8| ���
vamoscalcular

ª �Ú¡ | ¡ � j Ð ± :ª � i �� � ¡ | ¡ � j Ð ± � � i ��
‘unfolding’ de þ¡ | ¡ � j � Ø � i � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë � ¯ z |� i � Ê � ¬ Ê �³¬ | Ë�Ë � ¯ \ � { j � �³¬ ± �8| ��� ��

(B.1)

Ø � i � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë � ¯ ¡ | ¡ � j � z | �� i � Ê � ¬ Ê ��¬ | Ë�Ë � ¯ ¡ | ¡ � j � \ � { j � �³¬ ± �8| ������
def.de

\ ö \vÿ¨[ Ø � i � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë � ¯ ÿ �� i � Ê � ¬ Ê ��¬ | Ë�Ë � ¯ ÿ ] ¡�� þ � \ � { j � �³¬ ± �8| ����� � � ¡ | ¡ � j � m(� d |c� \ � { j � �³¬ ± �8| ��������
(A.65) e (A.66)

Ø � i � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë � ¯ ÿ �� i � Ê � ¬ Ê ��¬ | Ë�Ë � ¯ ÿ � � � ¡ | ¡ � j � ± �8| ����
‘folding’ via � Ø � i � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë � ¯ ÿ �� i � Ê � ¬ Ê ��¬ | Ë�Ë � ¯ ÿ � � � ª �8| �
Emsuma,obteve-se:ª � i � �n���� Ø � i � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë � ¯ ÿ �� i � Ê � ¬ Ê �³¬ i t Ë�Ë � ¯ ÿ � � � ª � i t/� (D.11)¨
Resoluç̃ao8.8: Defina-seþ d j \ �X|�| ¡ \ m � ¤ � �n���� ÿ Ê �³¬ Ã Ë ¿ � û þ ����� ¤ ��� Ã û ¤ � �.� �
Ent̃ao:\ �X|�| ¡ \ m � þ d j \ �B|�| ¡ \ m � ¤ �N� ^ �ÿ i û � ¿ � þ d j \ �B|�| ¡ \ m � ¤ � i�� _�¨ u ¸ È G w u b Éc� ÷c÷�a É ¿ yc� z I
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� ^ �ÿ i û � ¿ � û þ ����� ¤ ��� i û ¤ � �.� � _�¨ uXw ��x�yc� z� ¤
e þ d j \ �B|�| ¡ \ m � \ �B|�| ¡ \ m ��? �¦� ÿ Ê �³¬ Ã Ë ¿ � û þ ����� \ �B|�| ¡ \ m ��? ����� Ã û \ �B|�| ¡ \ m ��? � � �.� �� ÿ Ê �³¬ Ã Ë ¿ � û Î º Ö ? × � Ã û ÿ i û � ¿ � ? i��X�� ÿ Ê �³¬ Ã Ë ¿ � û Î º Ö ? × � � ? Ã �� ?¨
Resoluç̃ao8.10: Provar

� � q � � Û Ì� � k � � � q �
:� � q � � Û Ì� ��� Þ . ò�� ��� � � Â � ì � ÛÌ� ��� Þ . � � � � � Â � Û " ìÌ� ��� Þ . ò�� � k � � � q �

NB: podeŕa adicionalmenteserverificadoo seguinteisomorfismo:� k � � � q � ~ £ � � q � � Û¤ û Ò � Þ � ^ Ã¤ � �³¬ Ã � _��E¨ e @�� uBw ��x�yc� z � (D.12)¨
Resoluç̃ao8.11: Considereaseguinteseqûenciadeisomorfismos:� k q � � q � Ì� ��� Þ . ò�� � � � Â � Û�� ìÌ� ��� Þ . ò�� � � � Â � y�y ì , º z M zÌ� ��� Þ . � � � � � Â � Û " y ì , º zÌ� ��� Þ � ò�� � � � Â � y Û " ì z , y Û�" º zÌ� ��� Þ � ê � � � � Â � y Û " ì z , ÛÌ� ��� Þ . ê � � � � Â � Û " ì � � � � Â � ÛÌ� ��� Þ . ò�� ��� k � � � q � � � � k q � �
No terceiropassoa lei (8.38)est́amal referida,pois

� � Û � ì ¸� � y Û ü z . ¨
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Resoluç̃ao8.13: ¿ k q � � q � � , ¿ � � ¿ � � q � � , ¿ � Â � � Û �� ��� ¿ � q �æ¿ ~ Â �«� Â � � Û �� ¿ � q �æ¿ � Û �� � ¿ �æ¿ � Â � � ì � � � Û �� � ¿ �æ¿ � Â � � ì � " � Û �� � ¿ �æ¿ � Â � � ì ".Û �� ¿ � � � k � q �æ¿� ¿ � k � � � q �æ¿
Sesefizer

� � Â , ter-se-́a:k q � � q Â � , Ì� � k � � � q Â 6 k q � ì, Ì� � Û�" ì
isto é,obt́em-sea lei (8.55)comocasoparticular.

¨
Resoluç̃ao8.14: A função¤ 	�
 �n�8�� ^ �Ê ¤ � �.�§¬ 
 � �.� Ë _�¨ uXw ��x�yc� z
seŕa injectivasobre¡ p þ , sse� ¤ t 	�
 t � ¤ t t 	�
 t t � ¯ � Ê ¤ t ¬ 
 t Ë � Ê ¤ t t ¬ 
 t t Ë �
sempreque

þ ���� ¤ t �Ñ� þ ���� 
 t � e
þ ���� ¤ t t �à� þ ����� 
 t t � . Ora^ ��tÊ ¤ t � � t �§¬ 
 t � � t � Ë _�¨ À uBw �vx5yc� À z � ^ �Ht tÊ ¤ t t � � t t �§¬ 
 t t � � t t � Ë _�¨ À À uXw ��x�yc� À À z

sse
þ ���� ¤ t �å� þ ����� ¤ t t � e

ù � û þ ����� ¤ t � � � ¤ t � �.�Ñ� ¤ t t � ������� � 
 t � �.�å� 
 t t � �.��� . Logo
¤ t � ¤ t t � 
 t � 
 t t , o queimplica

Ê ¤ t ¬ 
 t Ë � Ê ¤ t t ¬ 
 t t Ë . ¨
Resoluç̃ao 8.15: O facto é verdadeiroe indica que todaa seqûenciade paresé repre-
sentável porumpardeseqûenciasdomesmocomprimento,adequadamentetipadas.Trata-
sedeumalei ańalogaa(8.65),podendoasuadeduç̃aoserfeitadeformasemelhante:� k � � � ý �&���� [v� Y � k � � � vÌ� [v� Y k v � � v� ÿ Ê | º ¬ | ¾�Ë ¿ | º û k v � | ¾ û � v � { : Ù �� ÿ Ê | º ¬ | ¾�Ë ¿ | º û k ý � | ¾ û � ý � | ¡ { ± m ] �8| º �à� | ¡ { ± m ] �8| ¾ � �� � k ý � � ý ��� y ÷ È e ÷ � z�� ÷�awvBA ¿�� y ÷ Èvz % ÷�awv/A ¿�� y ÷ � z
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Logo, ü �n�8�� Ò �8| ¬ h � Þ | ¡ { ± m ] �8| �¢� | ¡ { ± m ] � h �
A funçãodeabstracc¸ãoqueseprop̃oeéaadaptac¸ãode

	
aseqûencias,i.é:ª �n�8�� Ò �8| ¬ h � Þ Ø | � z | ¯ z || ¸� z | ¯ z ÊF] ¡�� þ �8| �§¬ ] ¡!� þ � h � Ë |42 ª � m�� d |c�8| �§¬(m(� d |c� h ���

Alternativamente,podefazer-seadeduç̃aode
ª

e

ü
apartirdeaaĺınea(4) doexerćıcio 8.2:� k � � � ý ô u v ` �å Ü � � q � k � � �ô a���w� � � � q k � � � � � q � �Ì� å�� k ý � � ý

em cuja resoluç̃ao
ª h e

d8{ Z ê são definidos,Sendo
ª x a inversade

ª h , deixa-secomo
exerćıcio aprossecuc¸ãodesteracioćınio.

¨
Resoluç̃ao8.16: Classedefunçõesfinitasque

þ d j \ �B|�| ¡ \ m abstrainarelaç̃aovazia:þ d j \ �X|�| ¡ \ m � ¤ �à�Þµ 6ÿ Ê �³¬ Ã Ë ¿ � û þ ���� ¤ ��� Ã û ¤ � ��� � �Þµ 6� û þ ����� ¤ ��� Ã û ¤ � �.�¢� � 6��¸û þ ���� ¤ ��Ý Ã ¸û ¤ � �.� 6¤ � áNã Ý ù � û þ ����� ¤ � ��¤ � �.�à�Þµ
A função \ �B|�| ¡ \ m � � Û " ì ~ £ k q � ì\ �X|�| ¡ \ m � ¤ � �n�8�� ^ �ÿ i û � ¿ � ¤ i�� _�¨ u ¸ È G � I
não é umafunçãosobrejectiva, pois,por exemplo,para

ª � ^ �ÿ � _ em

k q � ì , não

existenenhumelementoh û � Û " ì tal que h � \ �B|�| ¡ \ m � h � . ¨
Resoluç̃ao8.18: Teremos:��k   � Ì� k \�\n� h q � � Û É É��å� ÷ w§a Ü � k �i� } { m2���� Þ �B� � Ì� º k \�\n� h q � k �i� } { m � � Û ÉcÉ��Ñ� ÷ w§a Ü ���� Þ � ê � Ì� ¾ k \�\n� h q � k �i� } { m � � k \�\ � �X| þ ¡ h q Â ������ Þ ð � � ô x � k \�\n� h q k �i� } { m2� � ��� k \�\&� h � k \�\ � �X| þ ¡ h � q Â ������ Þ � ê � Ì� � � k \�\n� h q k �i� } { m2� � � � Û ÉcÉ o Ü ".Û ÉcÉ��å� ÷ w�a Ü ���� Þ ò�� ô K � Û É É o Ü "0Û x � � v ¿ � � Û É É o Ü "0Û ÉcÉ��Ñ� ÷ w§a Ü
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onde: Ì� º Ø ª º � k \§\n� h q � Ò Ê �³¬ Ã Ë Ó Ê Ã ¬�� Ë �ü º � Ò i Ó �Ì� ¾ Ø ª ¾ � k \§\n� h q � d þÜ�Üþ ��� �ü ¾ � Ò i Ó �ô x Ø ª x � 	 vü x � þ b dÌ� � ´¶ · ª � � d þÜ� � Ò h}Ó ^ b���ÕÔ _�� u Ü �ü
� � Ò i Ó �ô K Ø ª K � � ² ªT� d þü
K � ª�þ b � � Ò i Ó � �

Cálculodo invariantefinal:ü � Ê ? ¬�³ Ë �N� ü
K � Ê ? ¬(³ Ë ���ü
� � ª K � Ê ? ¬�³ Ë �����ü x � ª � � ª K � Ê ? ¬(³ Ë �������ü ¾ � ª x � ª � � ª K � Ê ? ¬(³ Ë ���������ü º � ª ¾ � ª x � ª � � ª K � Ê ? ¬�³ Ë ���������� ü
K � Ê ? ¬(³ Ë ��� ü x � ª � � ª K � Ê ? ¬(³ Ë ������ ª�þ b���? ��� ü x � ª � � Ê � ² ª ��? �§¬(³ Ë ���� ª�þ b���? ��� þ b d � Ê � ² ª ��? �§¬ ^ b���ÕÔ _�� u � Ë �� ª�þ b���? ��� Î º Ö ³ × ßÝþ �����$� ² ª ��? ���� ª�þ b���? ��� Î º Ö ³ × ßÝÎ º Ö ? ×

Em suma,a igualdadepresenteem(8.85)é relaxadàa inclus̃ao,comoseprevia informal-
mente.

¨
Resoluç̃ao 8.19: No quesesegue,designaremospor

]
a funçãode abstracc¸ão impĺıcita

noresultadodoexerćıcio 8.13,i.é] � ¤ � �n�8�� !" �^ Ã¤ � �³¬ Ã � _#� ¨ e @$� uBw ��x�y � z
%&
¨ u ¾�' È y w ��x�yc� z�z

por
] t o isomorfismo(D.12),por

d
a funç̃ao(D.4) epor � a função� � Ò Ê �³¬ Ã ¬ \ Ë ÞßÊ�Ê �³¬ Ã Ë ¬ \ Ë (D.13)
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Teremos,ent̃ao:r lml Ì� ����o � ���Jb � o n^pB} d b � q � � � ���o � ���Jbrq � � � ���o n^p/} d brq ����o � ���Jb � o n^pB} d b � q � � � , �Ì� º ����o � ���Jb q � � � � ��o n^p/} d brq � � ��� ���o � ���Jbrq � � � �����o n^p/} d b � ��o � ���Jb � o n^p/} d b ��� q � � ���Ì� ¾ ����o � ���Jb q � � � � ��o n^p/} d brq � � ��� ���o � ���Jbrq � � � �����o n^p/} d b � o � ���Jb �7� ��o n^p/} d b � o n^p/} d b ��� q � � ���Ì� x ����o � ���Jb q � � � � ��o n^p/} d brq � � ��� ���o � ���Jbrq � � � �������o n^p/} d b � o � ���Jb � q � � � � ����o n�p/} d b � o n^pB} d b � q � � ���Ì� � ����o � ���Jb q � � � � ��o � ���Jb£q � � ��� ���o n^p/} d brq � � � �����o n^p/} d b � o � ���Jb � q � � � �����o n^p/} d b � o n^p/} d b � q � � �ô K ��o � ���Jbrq � � � ¾ ��)( Ã � � u � " Ñ o �� y ( Ã � � u � " ( s ��x � z " Ñ o �� y ( Ã � � u � " ( Ã � � u � z " Ñ oô © ��� � � o � ����b � q � � � ��)( Ã � � u � " Ñ o ��)( Ã � � u � " ( s �vx � " Ñ o �� ( Ã � � u � " ( Ã � � u � " Ñ oô ´ � ¾ " ( s ��x � " Ñ o ��)( Ã � � u � " Ñ o ��)( Ã � � u � " ( s �vx � " Ñ o �� ( Ã � � u � " ( Ã � � u � " Ñ o
Tem-seainda(referindoapenasos invariantesrelevantes,i.é não universalmentever-

dadeiros): Ì� º 1 ª º � ª y # � © x z � d þ �i]Ì� ¾ 1 ª ¾ � d þÜ� d þ � � d q � � �Ì� x 1 ª x � d þÜ� d þ ��ª y # � © x zÌ� � 1 ª � � Ò Ê�Ê ? º ¬ ? ¾'Ë ¬ ? x ¬ ? � ¬ ? K Ë Ó Ê�Ê ? º ¬ ? x Ë ¬ ? ¾ ¬ Ê ? � ¬ ? K Ë�Ë
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ô K Ø ª K � d þ � � ² ª�� � ² ª�� � ² ªü
K � � Ò i Ó � � �Tª�þ b ��ª�þ b �Tª�þ bÌ� © 1 ª © � ] t � d þ � � $ � � $ô ´ Ø ª ´ � �$� ² ª Ð � $ � � d þÜ� d þ� d þü
´ � � ª�þ b Ð � $ � �+* xu % º � Ò i Ó � �

dequeresultaaseguintefunçãodeabstracc¸ãoglobal,ª � ª º�Ð ª ¾ÑÐ ª x Ð ª � Ð ª K Ð ª © Ð ª ´� � ª y # � © x z � d þÜ� � ] Ð � d q � � � Ð ª y # � © x z ��� Ð ª � Ð ��� ] t Ð � ² ª Ð � $ � � d þÜ� � ² ª Ð � $ � � ² ª Ð � $ �
eo seguinteinvarianteinduzido:ü � � ª�þ b Ð � $ � �Tª�þ b � � ª�þ b Ð � $ � � � ª�þ b Ð � $ �
quepoder̃ao seraindamais trabalhados,senecesśario. Por exemplo,o termo

ª�þ b Ð � $
conduziŕa a:� ª�þ b Ð � $ � � h �¦� ª�þ b�� ÿ Ê�Ê �³¬ Ã Ë ¬ \ Ë ¿~Ê �³¬ Ã ¬ \ Ë û h � �� ª�þ b�� ÿ Ê�Ê$Î º � m��§¬ Î ¾ � m�� Ë ¬ Î x � m�� Ë ¿ m û h � �� ù m�¬�m t û h � Î º � m2�à� Î º � m t ��� Î ¾ � m2�à� Î ¾ � m t � ¯&Î x � m��¢� Î x � m t �
etc.¨
Resoluç̃ao8.20: Relembre-sea resoluç̃aodoexerćıcio 8.2:k y ô º � � q k

ô ¾ � Ñ o "0Û
tendo-se: ô º Ø ª º � ª hü º � d8{ ZJÂô ¾ Ø ª ¾ � � ² ªü ¾ � ª�þ b

Śıntesedo invarianteinduzidoa ńıvel relacional:ü � ¤ �C� ü ¾ � ¤ ��� ü º � ª ¾ � ¤ ���� ª�þ b«� ¤ ��� d8{ ZJÂ �$� ² ª � ¤ ���� ª�þ b«� ¤ ��� � \ � h þ � þ �����$� ² ª � ¤ ������� � � i � þ �����$� ² ª � ¤ �������� ª�þ b«� ¤ ��� � \ � h þ � Î º Ö ¤ × �å� � � i � Î º Ö ¤ × ���¨
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Resoluç̃ao8.21: Deduz-seque ª � ª º Ð ª ¾ Ð ª x
onde ª º � k q Ê$þ ��� Ð Î ¾ ¬ Î º Ëª ¾ � 	 vª x � � ² ª�� ±
Começandopor

ª x , � ² ª identifica-secomofunç̃aodeabstracc¸ãodalei (8.9).Quantoa
±
,

parafuncionarcomofunçãodeabstracc¸ãoo seutipo teŕa queser
� é ~ £ � � q Â � , para

umqualquer
�

, jáquetemdesersobrejectiva. Identifica-seaqui,pois,a lei (8.64).Assim,� k q � � � � � q Â � ô x � Û " ì � � é
Passandoa

ª ¾ , 	 v identifica-secomofunçãode abstracc¸ão da lei (8.72)mas,paraque
ª ¾

“encaixe” em
ª x éprecisoque

�
sejaum par

k �i�
, paraum dado

�
. Ter-se-́aent̃ao:k q � � � � q Â � ô ¾ � k q � � � � k �� q Â �ô x � Û " ì � � Û�"�,

Finalmente,em
ª º apenastemosqueinspeccionar

Ê$þ ��� Ð Î ¾ ¬ Î º Ë , queé afinalo mesmo
que

Ê/þ ��� Ð Î ¾ ¬ d þ Ð Î º4Ë , sugerindoaaplicaç̃aodalei (1.44):Ê$þ ��� Ð Î ¾ ¬ d þ Ð Î º Ë � � þ ��� � d þ � Ð Ê$Î ¾ ¬ Î º Ë
Logo, k q Ê$þ ��� Ð Î ¾ ¬ d þ Ð Î º Ë � k q ��� þ ��� � d þ � Ð Ê$Î ¾ ¬ Î º Ë �� � k q � þ ��� � d þ ��� Ð � k q Ê/Î ¾ ¬ Î º Ë �
Há, pois,doispassosderefinamentoaqui: no primeiro,a

Ê$Î ¾ ¬ Î º Ë associa-sea lei (8.22),
recordaro exerćıcio 8.5.No nossocontexto, teremos:k q � � q Â � � � ô º � ¾ k q � � � � q Â �
no segundo,

þ ���
aplica

� q Â
em

� ,
— denovo a lei (8.64),agoraemsentidoinverso

— e
d þ

aplica

�
em

�
: No nossocontexto, teremos:k q � , � � ô º � º k q � � q Â � � �

Pondotudojunto: k q � , � � Ì� º � º k q � � q Â � � �Ì� º � ¾ k q � � � � q Â �ô ¾ � k q � � � � k �� q Â �ô x � Û " ì � � Û "�,
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— recordaro exerćıcio 8.18esuaresoluç̃ao— paraÌ� º � º cf. (8.64)Ì� º � ¾ cf. (8.22)ô ¾ cf. (8.72)ô x cf. (8.9)e (8.64)¨
Resoluç̃ao8.22: Podemosignoraro invariante

ü
sere-definirmos

à � k q � , .
Vamosinferir o invariantea associara

à t e compaŕa-lo como

ü t proposto.Sabemos,
peloexerćıcio 8.2,que � y â å � � q �
onde

ª
é dadapor (D.10).Logo,ter-seák q � y â Û�� å k q � � � q � �

isto é, k q � , â º k q � � � q � � ,Ì� ¾ � k ��� � � q �
ô x � y Û " Ñ o z " ìÌ� � � Û�" Ñ o " ì

Note-sequeparao cálculodo invarianteapenasinteressamospassos3 e4:ô x Ø ª x � � ² ªü x � ª�þ bÌ� � 1 ª � � � $
onde� é a função(D.13). O invarianteresultantevement̃aoa ser

ª�þ b Ð � $ que,comose
viu no final do exerćıcio 8.19,correspondea:ü t t � ù m�¬�m t û h � Î º � m2�¢� Î º � m t ��� Î ¾ � m��Ñ� Î ¾ � m t � ¯UÎ x � m2�à� Î x � m t �
Repare-sequeo padr̃aodestepredicado,b � p ¯ h
quandocomparadocomo de

ü t , b ¯ ä p
mostraser

ü t t � ü t Ý h
Logo

ü t émaisrestritoque

ü t t . ¨
Resoluç̃ao8.30:
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1. Deacordocom(8.157)teremos,parao diagrama(a)����o r d j \ d b+| d8{ � q o r ¡ b � h m(� � ¡ { m � � h~¡ ± ¡ { mw¡�� ���o r ¡ b � h m�� � ¡ { m �-q � ��� ¡�� ���o r d j \ d b+| d8{ � q � ��� ¡���� �
eparao diagrama(b)����o r d j \ d be| d8{ � q·o r ¡ b � h m(� � ¡ { m � ��Â � ���o r ¡ b � h m(� � ¡ { m �`q � ��� ¡�� ���o r d j \ d be| d8{ � q � ��� ¡ � h}¡ ± ¡ { m�¡���� �
ambososmodelossujeitosaomesmoinvariante:³ ��? ¬ ¤ ¬ ¤ t � �&���� þ ������? �¢� þ ���� ¤ t ��� � ¸ È � h { ± ��? ��� ßÝþ ����� ¤ �
É fácil agregar

?
e

¤ t emambososmodelos,reconhecendoem
þ ������? �à� þ ���� ¤ t �

o invariante ¡ p þ (8.66) associadòa lei (8.69). Logo, o modelode (a) é afinal o
refinamentode����o r d j \ d b+| d8{ � q·o r ¡ b � h m�� � ¡ { m � � h~¡ ± ¡ { m�¡ ��� ��� ¡�� ���o r ¡ b � h m(� � ¡ { m �`q � ��� ¡���� � À
eo modelode(b) o refinamentode����o r d j \ d b+| d8{ � q·o r ¡ b � h m�� � ¡ { m � ��� ��� ¡ � h}¡ ± ¡ { m�¡�� ���o r ¡ b � h m(� � ¡ { m �`q � ��� ¡���� � À
(eliminandotamb́em

Â
, elementoneutrode

�
) sujeitosauminvariantemaisleve:³ ��? ¬ ¤ � �n�8�� � ¸ È � h { ± ��? ��� ßÅþ ����� ¤ �

Por(8.22)osdoismodelossãoisomorfose,portanto,indistingúıveissobo pontode
vistadeespecificac¸ão.Nãovaleapenadiscutir— éaajudaquelhesdeve dar!

2. Convers̃aode(b) para(a):ª ��? ¬ ¤ ¬ ¤ t � �&���� | ¡nm ¤ t º � o r d j \ d b+| d8{ � q Î º � ¤ t/�¤ t¾ � o r d j \ d b+| d8{ � q Î ¾ � ¤ t �? º � o r d j \ d b+| d8{ � q Î º ��? �d�{ Ê ? º 	 ¤ t¾ ¬ ¤ ¬ ¤ t º Ë¨
Resoluç̃ao 8.33: No Exerćıcio 8.15 referem-sedois dessesfactos,o queseáı prop̃oe e
a lei (8.65)dequesepartiu.As funçõesderepresentac¸ãocorrespondentessão,respectiva-
mente, ª ¤ º �n�8�� Ê,Î º ý ¬ Î ¾ ý Ë
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e 	 ¤ º �n�8�� Ê k q Î º ¬ k q Î ¾)Ë
Outrasduasleisnestasituaç̃aosão(8.9)— propondo-se� ² ª ¤ º � ¤ � �n�8�� ÿ Ê �³¬ ¤ � ��� Ë ¿ � û þ ����� ¤ � �
— e(8.72),propondo-se	 ¤ ºv �n���� Ê k q Î º ¬ } { \ } hBh smÐ � k q Î ¾ � Ë
onde } { \ } h/h s � m2� �n�8�� ^ Ê Ã ¬ \ Ëm � Ã � � \ � _�@ uBw �vx5y ¿ z/¼ É uBw �vx5y ¿ y @ z�z¨
Resoluç̃ao8.34: Prop̃oe-seª � Ê�i ¬ s Ë � �n�8�� Ê Ã ���X| ± �Qmw¡ � i ¬ s ¬ � �§¬ Ã ���B| ± �Qm�¡ � i ¬ s ¬ � � Ë
paraa funçãoauxiliarÃ ���B| ± �Qm�¡ � i ¬ s ¬ Ã � �&���� ´¶ · i � z | � s � z | ¯ z |i ¸� z | � s ¸� z | ¯ � Ø ] ¡!� þ � i �¢� Ã ¯ ] ¡!� þ � s �ä � ] ¡�� þ � i �¢� Ã � ¯ z | � 2 Ã ���B| ± �Qm�¡ � m�� d |c� i
— recordarExerćıcio 2.11.

A funçãodeabstracc¸ão
ª

temduasraz̃oesparanãoserinjectiva. Primeiro,a posśıvel
desigualdadedecomprimentosde

i
e s , eliminável atravésdeum invarianteü � Ê�i ¬ s Ë � �n�8�� | ¡ { ± m ] � i �¢� | ¡ { ± m ] � s �

Emsegundolugar, dadasduasseqûenciasm e
ª

, oseuentrelac¸amentonumasósequ?encias (dadopor
i

quando
Ê m�¬ ª Ë � ª � Ê�i ¬ s Ë � ) é múltiplo. Por exemplo,o par

Ê z � | ¬ z � | Ë
seŕa represent́avel tantopor

Ê z Â ¬2Ù | ¬ z �³¬�� | Ë comopor
Ê z Ù0¬ Â | ¬ z �³¬�� | Ë . ¨

Resoluç̃ao8.37:

1. Peloexerćıcio sugeridotem-se� ì ô a(÷�a x b � ýô A.-0/21 3.1 4 Ô
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(onde
Ô Ì� Â � � ��Ô ) tendosidonomesmoexerćıcio calculadaafunçãodeabstra-

cção composta
ª � ¡ | ¡ � j Ð ± Ã �)� # � ´ , que doravantedesignaremospor

ª y ª � º�º z ,
veja-se(D.11).

Assim: k q � ý Ì� Û�� A.-5/21 361 4 k q Ôô x Æ å � Û "57ô a(÷�a x b � k �iÔ � ýô A.-0/81 3.1 4 � � { þ ¡ � Ì� Â � � k �TÔ � ��
Emsuma,temos:ë l Ö } ¡ } ¡ � k ¬ � � ô �� Ì� Â � � k �iÔ � ��Ô Ì� Â � � �Ô
CodificandoemC, teremosqualquercoisacomo:

struct X
ÿ

A key;
L *queue;
struct X *next;�

;
struct L

ÿ
B first;
struct L *rest;�

;

2. Queremoscalcular ª � � k q ± Ã �)� # � ´ � Ð � ² ª Ð ª y ª � º�º z� �!� ��
Comecemospor

]
:] � i �N� � ² ª � ª y ª � º�º z � i ���� Ø i � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë ¯ � ² ª � ÿ � �i � Ê � ¬ Ê�Ê �³¬ | Ë ¬ i t Ë�Ë ¯ � ² ª � ÿ Ê �³¬ | Ë � � ª y ª � º�º z � i t �c�

Repare-se,peladefiniç̃aode
� ² ª , que:� ² ª � ÿ � �¦� áNã� ² ª ��? � ³t�¦� � ² ª ��? � � � ² ª � ³t�� ² ª � ÿ Ê �³¬ Ã Ë � �¦� ^ � Ã _
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Logo, ] � i � �n���� ´¶ · i � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë ¯ áCãi � Ê � ¬ Ê�Ê �³¬ Ã Ë ¬ i t Ë�Ë ¯ ^ � Ã _ � ] � i t/� (D.14)

Finalmente,ª � i �N� � k q ± Ã �)� # � ´ � � ] � i ���� ´µ¶ µ· i � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë ¯ áNãi � Ê � ¬ ÊwÊ �³¬ | Ë ¬ i t Ë�Ë ¯ ^ �± Ã �)� # � ´ �8| � _ � � k q ± Ã �)� # � ´ � � ] � i t ���� �)� �å y � À z
pois � k q ª � � áCã��¦� áCã� k q ª � � ¤ � ¤ t �¦� � k q ª � � ¤ � � � k q ª � � ¤ t �
Emsuma:ª � i � �n�8�� ´¶ · i � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë ¯ áCãi � Ê � ¬ Ê�Ê �³¬ | Ë ¬ i t Ë�Ë ¯ ^ �± Ã �)� # � ´ �8| � _ � ª � i t �¨

Resoluç̃ao8.38: Bastaaplicar(8.61)para

k � Â . Comalguma“re-escrita”teremos:k ô � �)� is-
Û y ��z¸ � Â � k

ouseja,exclui-seo valor
���ÕÔ

parao apontadoremcausa.̈

Resoluç̃ao8.40:

1.
�

éa implementac¸ão,cf.:� � �
þ q � l � ± ¡ � � 7 v Æ Ñ w " Ñ w �Ì� �
þ q � l � ± ¡ � � Ô { ² �
þ ���
þ q Â ���ô w � u� 9 � �
þ q l � ± ¡�� � � �
þ �TÔ { ² �
þ �r�
þ q Â �Ì� � �
þ q l � ± ¡�� � � Ñ w "57 v Æ Ñ w " Ñ w� �
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Só há lugara invarianteapartirdo2
Þo passo:ü � ¤ ¬ ? �N� ü ¾ � ª x � ¤ ¬ ? ���� þ b d ��� d þÜ� Ò � Þ ^ i���ÕÔ _ � u ¢ � � ¤ ¬ ? ���� þ b d � ¤ ¬ ^ i���ÕÔ _ � u D �� Î º Ö ? × ßÝþ ����� ¤ �¨

D.8 Exerćıciosdo Caṕıtulo 9

Resoluç̃ao9.1: Teremos,sucessivamente
#
,¡ | ¡ � j � i �8| º ¬ | ¾ ���à� ¡ | ¡ � j �8| º � � ¡ | ¡ � j �8| ¾ �� � Ø | º � z | ¯ µä �8| º � z | � ¯ ÿ ] ¡!� þ �8| º � � � ¡ | ¡ � j � m(� d |c�8| º ��� � � ¡ | ¡ � j �8| ¾ �� Ø | º � z | ¯ ¡ | ¡ � j �8| ¾ �ä �8| º � z | � ¯ � ÿ ] ¡!� þ �8| º � � � ¡ | ¡ � j � m(� d |c�8| º ����� � ¡ | ¡ � j �8| ¾ �� Ø | º � z | ¯ ¡ | ¡ � j �8| ¾ �ä �8| º � z | � ¯ ¡ | ¡ � j � m(� d |c�8| º ��� � � ÿ ] ¡!� þ �8| º � � � ¡ | ¡ � j �8| ¾ ���� ´¶ · | º � z | ¯ ¡ | ¡ � j �8| ¾ �ä �8| º � z | � ¯ ¡ | ¡ � j � m�� d | �8| º ��� � Ø ] ¡!� þ �8| º � û ¡ | ¡ � j �8| ¾ � ¯ ¡ | ¡ � j �8| ¾ �ä � ] ¡�� þ �8| º � û ¡ | ¡ � j �8| ¾ ��� ¯ ÿ ] ¡!� þ �8| º � � � ¡ | ¡ � j �8| ¾ �� ´¶ · | º � z | ¯ ¡ | ¡ � j �8| ¾ �ä �8| º � z | � ¯ Ø Ã ¡ | � { ± j � ] ¡!� þ �8| º �§¬ | ¾ � ¯ ¡ | ¡ � j � m(� d |c�8| º ��� � ¡ | ¡ � j �8| ¾ �ä � Ã ¡ |,� { ± j � ] ¡!� þ �8| º �§¬ | ¾ ��� ¯ ¡ | ¡ � j � m(� d |c�8| º ��� � ÿ ] ¡!� þ �8| º � � � ¡ | ¡ � j �8| ¾ �� ´¶ · | º � z | ¯ ¡ | ¡ � j �8| ¾ �ä �8| º � z | � ¯ Ø Ã ¡ | � { ± j � ] ¡!� þ �8| º �§¬ | ¾ � ¯ ¡ | ¡ � j � i � m(� d |c�8| º �§¬ | ¾ ���ä � Ã ¡ |,� { ± j � ] ¡!� þ �8| º �§¬ | ¾ ��� ¯ ¡ | ¡ � j � z ] ¡!� þ �8| º � |32 i � m(� d |c�8| º �§¬ | ¾ ���� ¡ | ¡ � j � ´¶ · | º � z | ¯ | ¾ä �8| º � z | � ¯ Ø Ã ¡ |,� { ± j � ] ¡!� þ �8| º �§¬ | ¾ � ¯ i � m�� d |c�8| º �§¬ | ¾ �ä � Ã ¡ |,� { ± j � ] ¡!� þ �8| º �§¬ | ¾ ��� ¯ z ] ¡!� þ �8| º � |32 i � m(� d |c�8| º �§¬ | ¾ � �

#
Justifiquecadapassodo racioćınio.
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Emsuma,obtemos:i �8| º ¬ | ¾ ���n�8��´¶ · | º � z | ¯ | ¾ä �8| º � z | � ¯ Ø Ã ¡ | � { ± j � ] ¡!� þ �8| º �§¬ | ¾ � ¯ z |ä � Ã ¡ |,� { ± j � ] ¡!� þ �8| º �§¬ | ¾ ��� ¯ z ] ¡!� þ �8| º � | 2 i � m(� d |c�8| º �§¬ | ¾ �¨
Resoluç̃ao9.2: Anotem-seasseguintespropriedadesde

\ � h þ :\ � h þ � µ�� � Ù (D.15)\ � h þ � ÿ � � � � Â
(D.16)k Á � �<µ ¯ \ � h þ � k � � �à� \ � h þ � k ��� \ � h þ � � � (D.17)

Tem-seaseguinteequac¸ãoderefinamento:\ ����b�� j!�N� \ � h þ � ¡ | ¡ � j � j!���
quevamosresolver emordema

\ ����b
:\ ����b�� j!�� \ � h þ � ¡ | ¡ � j � j!����

‘unfolding’ de
\ ö \vÿ¨[\ � h þ � Ø j�� z | ¯ µjæ¸� z | ¯ ÿ ] ¡!� þ � j!� � � ¡ | ¡ � j � m(� d |c� j!��� ��

(B.1)

Ø j�� z | ¯ \ � h þ � µ��jæ¸� z | ¯ \ � h þ � ÿ ] ¡!� þ � j!� � � ¡ | ¡ � j � m(� d |c� j!�����
�

(D.15)e (D.17)

´¶ · j�� z | ¯ Ùjæ¸� z | ¯ Ø ÿ ] ¡�� þ � j!� � Á ¡ | ¡ � j � m(� d |c� j!���¢�Þµ ¯ \ � h þ � ÿ ] ¡!� þ � j�� � � \ � h þ � ¡ | ¡ � j � m(� d |c�ä � ÿ ] ¡!� þ � j�� � Á ¡ | ¡ � j � m(� d |c� j!���¢�<µ�� ¯ \ � h þ � ÿ ] ¡!� þ � j�� � � ¡ | ¡ � j � m(� d |c� j!������
(D.16)e

O 7>\ õ : T [ UNa<; \ ö \vÿ¨[ T ÷ õ�ô/ö T [ U�U
´¶ · j�� z | ¯ Ùjæ¸� z | ¯ Ø ÿ ] ¡�� þ � j!� � Á ¡ | ¡ � j � m(� d |c� j!���¢�Þµ ¯ Â � \ � h þ � ¡ | ¡ � j � m(� d |c� j!�����ä � ÿ ] ¡!� þ � j�� � Á ¡ | ¡ � j � m(� d |c� j!���¢�<µ�� ¯ \ � h þ � ¡ | ¡ � j � m�� d |c� j!�����

�
introduç̃aode ö \§÷

´µµµ¶ µµµ· j�� z | ¯ Ùjæ¸� z | ¯ | ¡nm ] � ] ¡!� þ � j!�mÑ�Âm(� d |c� j!�d8{ Ø ] û ¡ | ¡ � j � m2� ¯ \ � h þ � ¡ | ¡ � j � m����ä � ] û ¡ | ¡ � j � m���� ¯ Â � \ � h þ � ¡ | ¡ � j � m2���
�

‘folding’ por �.= ÿ _
´µµµ¶ µµµ· j�� z | ¯ Ùjæ¸� z | ¯ | ¡nm ] � ] ¡!� þ � j!�mÑ�Âm(� d |c� j!�d8{ Ø ] û ¡ | ¡ � j � m2� ¯ \ ���Jb�� m��7� Ùä � ] û ¡ | ¡ � j � m���� ¯ \ ���Jb�� m��7� Â
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�
(B.1)

´µµµ¶ µµµ· j�� z | ¯ Ùjæ¸� z | ¯ | ¡nm ] � ] ¡!� þ � j!�mÑ�Âm(� d |c� j!�d8{ \ ���Jb«� m2�t� Ø Ã ¡ | � { ± j � ] ¬(m�� ¯ Ùä � Ã ¡ |,� { ± j � ] ¬(m���� ¯ Â
Emsuma,calculamos(9.10),comosepretendia.̈

Resoluç̃ao9.3:

1. Justificac¸ãodospassosdados:(1) ‘unfold’ de ¡ | ¡ � j ; (2) regra(B.1)e
ÿ � ~ � � ÿ � ;

(3) distributividadede
~

(A.17) por � ; (4) ‘folding’ via equac¸ãodepartida.

2. Prosseguindo(sugere-sequeo leitor justifiqueosnovospassos):Þ�Þ'Þ � Ø | � z | ¯ µ| ¸� z | ¯ � ÿ ] ¡!� þ �8| � � ~ ¡ | ¡ � j � h ��� � ¡ | ¡ � j � þ d ª � m(� d |c�8| �§¬ h ���� ´¶ · | � z | ¯ µ| ¸� z | ¯ � Ø ] ¡!� þ �8| � û ¡ | ¡ � j � h � ¯ µä � ] ¡!� þ �8| � û ¡ | ¡ � j � h ��� ¯ ÿ ] ¡!� þ �8| � � � � ¡ | ¡ � j � þ d ª � m(� d |c�8| �§¬ h ���� ´¶ · | � z | ¯ µ| ¸� z | ¯ Ø ] ¡!� þ �8| � û ¡ | ¡ � j � h � ¯ ¡ | ¡ � j � þ d ª � m�� d | �8| �§¬ h ���ä � ] ¡!� þ �8| � û ¡ | ¡ � j � h ��� ¯ ÿ ] ¡!� þ �8| � � � ¡ | ¡ � j � þ d ª � m�� d |c�8| �§¬ h ���� ¡ | ¡ � j � ´¶ · | � z | ¯ z || ¸� z | ¯ Ø Ã ¡ |,� { ± j � ] ¡�� þ �8| �§¬ h � ¯ þ d ª � m�� d |c�8| �§¬ h �ä � Ã ¡ | � { ± j � ] ¡!� þ �8| �§¬ h ��� ¯ \ � { j � ] ¡!� þ �8| �§¬ þ d ª � m(� d |c�8| �§¬ h ��� �
obtendo-sefinalmente,por eliminaç̃ao de ¡ | ¡ � j deambosos ladosdaequac¸ão,a
definiç̃ao:þ d ª �8| ¬ h � �n���� ´¶ · | � z | ¯ z || ¸� z | ¯ Ø Ã ¡ |,� { ± j � ] ¡!� þ �8| �§¬ h � ¯ þ d ª � m(� d |c�8| �§¬ h �ä � Ã ¡ |,� { ± j � ] ¡!� þ �8| �§¬ h ��� ¯ \ � { j � ] ¡�� þ �8| �§¬ þ d ª � m(� d |c�8| �§¬ h ���¨

Resoluç̃ao9.5:

1. Justificac¸ões:

- Passode(9.18)para(9.19)— facto(1.36)e posteriorcontracc¸ãode j p}Ð d þ
em j p (identidadedacomposic¸ão).

- Passode(9.19)para(9.20)— PropriedadeemZZ
Y
:
�(~ i � ¾ � i ¾

- Passode(9.20)para(9.21)— Introduç̃aode
d þ

(identidadedacomposic¸ão).
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- Passode(9.21)para(9.22)— facto(1.31),para
ª � d þ e

± �Þj s � .

2. Tendo-seobtido,naaĺıneaanterior,� Ö d þ ¬�j s � × � Ð ® � Ö d þ ¬�j s � × Ð d º¢Ð Ö j p ¬Yj p ×
obtem-seagora,por eleminac¸ãodafunçãodeabstracc¸ão:

® �n�8�� d º�Ð Ö j p ¬Yj p ×
isto é,

® � i � �n���� d º � Ö j p ¬Yj p × � i ���� d º � Ø i � d º � �.� ¯ j p � ���i � d ¾ � Ã � ¯ j p � Ã � �� Ø i � d º � �.� ¯ d º � j p � �����i � d ¾ � Ã � ¯ d º � j p � Ã ���� Ø i � d º � �.� ¯ d º � � ¾ �i � d ¾ � Ã � ¯ d º � Ã ¾ �
comoqueŕıamos.(Cadapassodeve serjustificado.)¨

Resoluç̃ao9.7: s?> instancia(9.32)daformaseguinte:ª � ¬ s ¬ � s?>b�� ¬ s ¬ � s �íÙ} Âþ � ¬ s ¬ � sÍ �¡ � s � s ~ Â
Comonãoháelementoabsorventede

�
em

� �
, ter-se-́a,deimediato:ÿ

nat r = 1;
nat0 y’ = y;
while (y’ != 0)ÿ

r = r
�

y’;
y’ = y’ - 1�

;�
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instancia(9.32)daformaseguinte:ª � ¬ s ¬ � \ ����b�� s �b«� ¬ s ¬ � s � z |} Ùþ � ¬ s ¬ � Ø Ã ¡ |,� { ± j � ] ¡!� þ � s �§¬�m(� d |c� s ��� ¯ Ùä � Ã ¡ | � { ± j � ] ¡!� þ � s �§¬�m(� d |c� s ����� ¯ ÂÍ �¡ � s � m�� d |c� s �

Comonão há elementoabsorventede � em
� � Y

, ter-se-́a, aṕos algumassimplificaç̃oes
algoŕıtmicasóbvias @ :ÿ

nat0 r = 0;
list y’ = y;
while (y’ !=

z |
)ÿ

A h = head(y’);
y’ = tail(y’);
if ä (belongs(h,y’))

ÿ
r = r + 1

�
;�

;�
A integraç̃aocom(9.31)podetamb́emfazer-se,conduzindoaqualquercoisacomo:ÿ

nat0 r = 0;
list y’ = y;
while (y’ !=

z |
)ÿ

A h = head(y’);
y’ = tail(y’);
list p = y’;
bool found = 0;
while ((p !=

z |
) && (found==0))ÿ

found = (h == head(p));
p = tail(p);�
;

if (found == 0)
ÿ

r = r + 1
�
;�

;�¨
Resoluç̃ao9.8:@ NB: Em rigor, tais simplificaç̃oesdeveriamserjustificadasem faceda sem̂anticada linguagem
algoŕıtmicaemcausa.
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1. Desenvolvendoo factoaprovar, teremos:± � s �C� ª � s � ÍÁZ� � Ø b�� s � ¯ }ä �cb�� s ��� ¯ þ � s � ÍÀª � ¡ � s ��� � Í Z� Ø b�� s � ¯ } Í Zä �cb«� s ��� ¯ þ � s � Í � ª � ¡ � s ����� Í Z� ´¶ · b�� s � ¯ Zä �cb�� s ��� ¯ þ � s � Í � ª � ¡ � s ��� Í Z �� �!� �A y a y �nz�z� Ø b�� s � ¯ Zä �cb«� s ��� ¯ þ � s � Í ± � ¡ � s ���
(Cadapassodeve serjustificado.)

2. Partindoda aĺıneaanterior, sabendoque
Í

é comutativa e aproveitandoa sugest̃ao
dada,teremos: ± � s �k� ª � s � Í Z� Z�ÍÀª � s �� ª | ����b�� s ¬ Z �
Daquisededuzqueaúnicacoisaquesealteraáa inicializaç̃aodociclo (

Z
emlugar

de } ). Logoo códigodadoest́acorrecto.

3. No casode
Z

sero elementoabsorventede
Í

teremos± � s �C� ª � s � Í Z� Z
Logoo ciclo é “inútil”, poistemasem̂anticadasuainicializaç̃ao.Ouseja,o código
dadopodeserreduzidoa ÿ

M r = v;�¨
Resoluç̃ao9.9: Vamosdeduzi-loapartir daequac¸ãoderefinamento¡ | ¡ � j ��A��8| ���¢� ª d | m�¡ h � ¡ | ¡ � j �8| �w�
queé,afinal,maissimples: ¡ | ¡ � j Ð A � � å Ð ¡ | ¡ � j
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O cálculoé imediato: ¡ | ¡ � j Ð A � � å Ð ¡ | ¡ � j�
(A.80)

¡ | ¡ � j Ð ª ý
Removendo ¡ | ¡ � j deambososladosdaigualdadeobtidater-se-́a:A �n�8�� ª ý
isto é, A��8| � �n���� z ª � i � ¿&i { | |¨
Resoluç̃ao9.11: Equaç̃aoderefinamento:� Ò { Þ { � Ð d þ � { �î� ¡ | ¡ � j � i � { ���è{ � ¡ | ¡ � j � i � { ���
Cálculo: { � ¡ | ¡ � j � i � { ���èØ { �ÚÙ ¯ ÿ �{ | Ù ¯ ÿ { � � { ~ Â � ¡ | ¡ � j � i � { ���èØ { �íÙ ¯ ¡ | ¡ � j � z | �{ | Ù ¯ ¡ | ¡ � j � z { | � � ¡ | ¡ � j � i � { ~ Â ��� � ¡ | ¡ � j � i � { ���èØ { �íÙ ¯ ¡ | ¡ � j � z | �{ | Ù ¯ ¡ | ¡ � j � i � { ~ Â ��� � ¡ | ¡ � j � z { | � � ¡ | ¡ � j � i � { ���èØ { �ÚÙ ¯ ¡ | ¡ � j � z | �{ | Ù ¯ ¡ | ¡ � j � i � { ~ Â � 2 z { | � � ¡ | ¡ � j � i � { ���è¡ | ¡ � j � Ø { �ÚÙ ¯ z |{ | Ù ¯ i � { ~ Â � 2 z { | �¦� ¡ | ¡ � j � i � { ���
deondeseextrai:
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i � { � �n�8�� Ø { �ÚÙ ¯ z |{ | Ù ¯ i � { ~ Â � 2 z { |
(Cadapassodeve serjustificadocomasrespectivasleisdeSETS.)

Naturalmente,
i

nãoéúnica— porexemplo,omitindoopassoacimaemquesetrocou,
porcomutatividade,aordemdosargumentosdeumareunĩaodeconjuntos,obter-se-iai � { � �n�8�� Ø { �ÚÙ ¯ z |{ | Ù ¯ z { | 2 i � { ~ Â �
(seqûenciadescendente,nestecaso).

¨
Resoluç̃ao 9.12: Vai serútil o factoseguinte,válido paraqualquerfunçãofinita

¤
e con-

junto

�
: ¤ � � ¤ � � � � � ¤ ¿ � � (D.18)

Orarepare-seque(9.13)re-escreve,sucessivamente,em

(9.13) � ª � Ê ? ¬(³ Ë � ¦ � ª � Ê ? � ÿ Ê ²³¬(m Ë � ¬(³ Ë � ¿ ÿ ² � �� � ª � Ê ? ¬(³ Ë ��� � ÿ ² � � � ª � Ê ? � ÿ Ê ²³¬(m Ë � ¬�³ Ë � ¿ ÿ ² � �� � ª � Ê ? � ÿ Ê ²³¬(m Ë � ¬�³ Ë ��� � ÿ ² � � � ª � Ê ? � ÿ Ê ²³¬(m Ë � ¬(³ Ë � ¿ ÿ ² � ��
(D.18)

(9.14)¨
Resoluç̃ao9.15: Antesdemais,precisamosdo seguinteresultado,paraqualquer

�
:ª � Ê ? ¬�³ Ë � � � � ª � Ê ÿ m û ? ¿ Î º � m��~¸û �;�� �)� �Û ¬ ÿ m û ³ ¿ Î º � m2�}¸û �¼�� �)� �ì Ë � (D.19)

Demonstraç̃ao: Repare-seque
\ �X|�| ¡ \ m � k �à� \ �X|�| ¡ \ m ��? � � � eque

� ² ª � � �à� � ² ª � ³t� ��
. Logo: ª � Ê k ¬ � Ë �¦� ª � Ê$\ �B|�| ¡ \ m ��? � � � ¬ � ² ª � ³�� � � Ë �� ª � Ê ? ¬(³ Ë � � �

comoqueŕıamosdemonstrar.
¨

Considere-seagoraaequac¸ãoderefinamento:ª �CB}� ²³¬ Ê ? ¬(³ Ë �Ñ� ª � Ê ? ¬(³ Ë � � ÿ ² �
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Ter-se-́a:ª �CB�� ²³¬ Ê ? ¬(³ Ë ��� � ª � Ê ? ¬(³ Ë � � ÿ ² ��
(D.19)

ª � Ê ÿ m û ? ¿ Î º � m2�}¸�Ú² � ¬ ÿ m û ³ ¿ Î º � m2�}¸�Ú² � Ë �� ª � Ê$þ ¡ | � ÊcÂ ¬4² Ë ¬ ? �§¬ þ ¡ |c� ÊcÂ ¬4² Ë ¬�³t� Ë �
isto é, B�� ²�¬ Ê ? ¬�³ Ë � �&���� Ê$þ ¡ |c� ÊwÂ ¬�² Ë ¬ ? �§¬ þ ¡ | � ÊcÂ ¬4² Ë ¬(³t� Ë
CodificandoinformalmenteemSQL, para

? û � o æ Û ÉcÉ o�Ü " � æ Û ÉcÉ��Ñ� ÷ w§a Ü e ³ û � o æ Û É É o Ü " Ú æ Û xå� � v ¿ :
DELETE FROM

?
WHEREN = k

DELETE FROM ³ WHEREN = k¨
Resoluç̃ao9.16:

1. Novo operador: �.� ¤ ¬ p � �n�8�� [vHuXw ��x�yc� z,¼ ¸ ��yc��y v z�z�D � Î º � ¤ � { ���
(nota:

i û k � b�� i � abrevia
i û ÿ � û k ¿ b�� �.� � )

2. Queremoscalculara simulaç̃ao
�0� ª � Ê ? ¬(³ Ë �§¬ p � , onde

ª
é a função de abstracc¸ão

calculadaem E 8.5.1:�0� ª ��? ¬(³t�§¬ p �à� [vHu þ ����� ª ��? ¬N³t���� �)� �M ¼ Î ¾ � ª ��? ¬(³t� � { ���� �)� �ü D � Î º � ª ��? ¬(³�� � { ���� �!� �s
Reparemosantesdemaisque:k � þ ���� \ �B|�| ¡ \ m ��? ���� Î º Ö ? ×� Î º Ö ³ × /*por ¡ p þ no invariante*/� ÿ Î º � i � ¿�i û ³ �� � Î ¾ � ª ��? ¬(³t� � { ���� � ² ª � ³t� � { �� m ] ¡ � ÿ Î ¾ � m2� ¿ m û ³ � Î º � m��Ñ� { � �� � Î º � ª ��? ¬(³t� � { ���� \ �B|�| ¡ \ m ��? � � { � /* (8.56)*/� ÿ Î ¾ � m�� ¿ m û ? � Î º � m��¢� { �
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Teremosent̃ao:�.� ª ��? ¬(³��§¬ p � (D.20)� Fv�uHG ¸ È y ��z �§� u)� I ¼ ¿��8J y G ¸ ��y ¿ z � ¿ u � ¼ ¸ È y ¿ z % vKI z�D � ÿ Î ¾ � m�� ¿ m û ? � Î º � m2�à� { �(D.21)� F� u)� ¼ ¿��8J y G ¸ �/y ¿ z � ¿ u)� ¼ ¸ È y ¿ z % ¸ È y ��z I z�D � ÿ Î ¾ � m�� ¿ m û ? � Î º � m��à� Î º � i � �(D.22)� F� u)� ¼ ¸ �/y ��z�D � ÿ Î ¾ � m2� ¿ m û ? � Î º � m2�à� Î º � i � � (D.23)� F� u)� ÿ Î ¾ � m2� ¿ m û ? � Î º � m2�à� Î º � i ��� Î ¾ � i � z p � (D.24)� ÿ Î ¾ � m�� ¿ m û ? � ¥� u � � Î º � m2�à� Î º � i ��� Î ¾ � i � z p � � (D.25)� Î ¾ Ö ÿ m û ? ¿ F i û ³ � � Î º � m2�¢� Î º � i ��� Î ¾ � i � z p � � × (D.26)

Paraalémdea
ª�þ b

no invariante,recorreu-seaoseguintesfactosbásicos,quenão
carecemdedemonstrac¸ão:ÿ � û ÿ ª � i � ¿õi û k � b«� i � ��¿ p � ��� � � ÿ ª � i � ¿�i û k � b�� i ��� p � i � �(D.27)Ï ¨ uHG å y ��z �2� u Û ¼ � y ¨ z I ± � �.�N� Ï � u Û ¼ � y ¨ z ± � ª � i ��� (D.28)ÿ ª � i � ¿ ¥u u Ñ b

u � i � � � Fu u Ñ ÿ ª � i � ¿ b u � i � � (D.29)¥� u é b�� i �N� F i û � � b�� i � (D.30)

(para
�

finito).
CodificandoinformalmenteemSQL, para

? û � o æ Û É É o�Ü " � æ Û ÉcÉ��å� ÷ w J Ü e ³ û � o æ Û ÉcÉ o�Ü " Ú æ Û x � � v ¿ :
SELECT

?
.T FROM

? ¬(³
WHERE

?
.N = ³ .N AND ³ .Q < q¨

Resoluç̃ao9.19:

1. Relembrando L � { j � �³¬ | �N� M
�?N 2 || � M�N 2 |
teremos:L � { j ��O ¡!� þ �8| �§¬ ª d | m�¡ h � m(� d |c�8| �§¬(�.���N� M O ¡!� þ �8| �PN 2 ª d | mw¡ h � m(� d |c�8| �§¬(���ª d | m�¡ h � m(� d |c�8| �§¬(�.�N� M�N 2 ª d | m�¡ h � m(� d |c�8| �§¬��.�
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o que permitepôr
ª d | mw¡ h � m�� d |c�8| �§¬��.� em evidênciae reconhecerem

ª d | mw¡ h o es-
quemamońadico:Ø �æ� O ¡!� þ �8| � ¯ M�Nä � �ì� O ¡!� þ �8| ��� ¯ M O ¡!� þ �8| �PNQ R8S Tw y ÷ z

2QKR8SKTU ª d | m�¡ h � m(� d |c�8| �Q R8S TJ y ÷ z ¬Y�.�
ededuzir: ª d | m�¡ h �8| ¬Y���C� ª d | mw¡ h d m �8| ¬��³¬VM�N��
paraª d | mw¡ h d m �8| ¬��³¬ h � �n�8��´¶ · | �WMXN ¯ hä �8| �WM�N�� ¯ ª d | mw¡ h d m � m�� d |c�8| �§¬(�³¬ Ø �æ� O ¡!� þ �8| � ¯ hä � �ì� O ¡�� þ �8| ��� ¯ h 2 M O ¡�� þ �8| �PN

2. Não,porqueaconsultadeumalistadeinteressetemo efeitolateraldealterara lista
consultadafazendosaltaro elementode interesseparao topo,casoexista. Logo,d | � d8{ þ

não tem sem̂anticafuncionale teŕa de serespecificadacomoum evento,
nummodelocomestado

¤ û �ÕÔ d jnm .
3. Nãoháelementosrepetidos:ü �8| � �&���� � ¡ | ¡ � j �8| ���¢� | ¡ { ± m O7�8| �

o queimplicaque O ¡!� þ �8| �}¸û ¡ | ¡ � j � m(� d |c�8| ���
Tem-seaindaque ��¸û ¡ | ¡ � j �8| � ¯�ª d | m�¡ h �8| ¬��.�Ñ� |
(carecede prova, masnão é pedida). Assim,para

| ¸�YM�N e ��� O ¡!� þ �8| � , tem-
se que � � O ¡�� þ �8| � implica � ¸û ¡ | ¡ � j � m(� d |c�8| ��� , que por suavez implica queª d | mw¡ h � m�� d |c�8| �§¬(�.�à�=m�� d | �8| � . Logo,esseramode

ª d | mw¡ h simplificapara:�ì� O ¡!� þ �8| � ¯ m(� d |c�8| �¨
Resoluç̃ao9.20:

1. O “?” superioré substitúıdo por
� Û

. O “?” inferior é substitúıdo por Z , paraZ Ì� Â � k � Z , cf. exerćıcio 8.37.
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2. Repare-seque ¡ | ¡ � j Ð ± Ã�[ � # � ´ seencontradefinidaem(D.11),quedesignaremos
por

ª y ª � º�º z , e que
� ² ª Ð ¡ | ¡ � j Ð ± Ã\[ � # � ´ é a função

O
calculadaem(D.14),que

designaremospor
O y ª � º � z . Teremosent̃aoaseguinteequac¸ãoderefinamento:¡ | ¡ � j � ± Ã�[ � # � ´ � þ ��� t � i ���Q R8S Tå6]_^ 1 È È�` y w ��x À y [ z�z � þ �����$� ² ª � ¡ | ¡ � j � ± Ã\[ � # � ´ � i �����Q R2S T� ]_^ 1 È�a�` y [ z �

Desenvolvimentode
þ ������O y ª � º � z � i ��� :þ �����O y ª � º � z � i ���� þ ���� ´¶ · i � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë ¯ áCãi � Ê � ¬ Ê m�¬ i t Ë�Ë ¯ b Î º � m2�Î ¾ � m2�dc � O y ª � º � z � i t � �

� ´µµµ¶ µµµ·
i � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë ¯ µQ)R2S)Tå6]e^ 1 È È�` y � º�f g Ñ 7 � zi � Ê � ¬ Ê m�¬ i t Ë�Ë ¯ ÿ Î º � m�� � � þ ������O y ª � º � z � i t ���Q R2S Tå6]_^ 1 È È�` y w ��x À y [ À z�z

� ´¶ · i � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë ¯ ª y ª � º�º z � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë �i � Ê � ¬ Ê m�¬ i t Ë�Ë ¯ ÿ Î º � m�� � � ª y ª � º�º z � þ ��� t � i t ���Q R8S Tå6]_^ 1 ÈcÈ�` y � ¾Pf � ¸ È y ¿ z f w �vx À y [ À z ��� z� ª y ª � º�º z � Ø i � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë ¯ ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ëi � Ê � ¬ Ê m§¬ i t Ë�Ë ¯ Ê � ¬ Ê$Î º � m2�§¬ þ ��� t � i t � Ë�Ë �
Cancelando

ª y ª � º�º z emambososmembrosdoresultadoacimaobtemos,finalmente:þ ��� t � i � �&���� Ø i � Ê Â ¬ ���ÕÔ Ë ¯ ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ëi � Ê � ¬ Ê m�¬ i t Ë�Ë ¯ Ê � ¬ Ê$Î º � m��§¬ þ ��� t � i t � Ë�Ë
Vers̃aonão-recursiva:þ ��� t � i � � þ ����|,���vb«� i ¬ ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë �þ ����|,����b�� i ¬ h � �&���� Ø i � Ê Â ¬ ���ÕÔ Ë ¯ hi � Ê � ¬ Ê m�¬ i t Ë�Ë ¯ þ ����|,����b�� i t ¬ Ê � ¬ Ê$Î º � m��§¬ h Ë�Ë

3. Tem-se,por inferência,queaassinaturade

ü
éü�� k �TÔ £ �

A operac¸ãosimuladáeaprópriaaplicaç̃ao(parcial)defunçõesaargumentos:

� b�� ¤ ¬��.�î�n�8�� 1 � û þ ���� ¤ � ¯ ¤ � ���
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A justificaç̃aoprocededo próprio cálculode

ü
comorefinamentode � b . Comece-

mosporexpandir
O y ª � º � z :

� b���O y ª � º � z � i �§¬(���C� ´µµ¶ µµ· i � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë ¯ áNã � �.�i � Ê � ¬ Ê m�¬ i t Ë�Ë ¯ � b«� b Î º � m2�Î ¾ � m2�dc � O y ª � º � z � i t �§¬��.�Q R2S Té
Desenvolvimentode Z :

Z � ´µµ¶ µµ· � û ÿ Î º � m�� � ¯ � b�� b Î º � m2�Î ¾ � m2�dc ¬Y�.�� û þ ������O y ª � º � z � i t ��� ¯ � b���O y ª � º � z � i t �§¬(���Q R2S Th y [ À f ¨ z� Ø �æ� Î º � m�� ¯ Î ¾ � m2�ä � �ì� Î º � m2��� ¯ ü � i t ¬(���
Ent̃ao:ü � i ¬(�.� �n�8�� ´¶ · i � ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë ¯ ii � Ê � ¬ Ê m§¬ i t Ë�Ë ¯ Ø �æ� Î º � m2� ¯ Î ¾ � m2�ä � �ì� Î º � m2��� ¯ ü � i t ¬(���
Teremosfinalmentequeintroduzirumapre-condic¸ão a

ü
paraeliminar o casoem

que

ü
daria

i
comoresultado.Obt́em-seent̃aoacorrespondentefunçãoparcial:ü � i ¬��.�Ø�n�8�� ´¶ · i ¸� ÊwÂ ¬ ���ÕÔ Ë ¯ | ¡nm i � Ê � ¬ Ê m�¬ i t Ë�Ëd8{ Ø �æ� Î º � m�� ¯ Î ¾ � m2�ä � �æ� Î º � m2��� ¯ ü � i t$¬��.�¨

Resoluç̃ao9.21: Repare-seantesdemais
º�j

queØ d � Â ¯ M O ¡!� þ �8| �PN 2 j } Ã |c� m§¬ d ¬ { ~ Â �d N Â ¯ j } Ã |c� m�¬ d ~ Â ¬ { �
é o mesmoque Ø d � Â ¯ M O ¡!� þ �8| �PN 2 j } Ã |c� m§¬ d ¬ { ~ Â �d N Â ¯ M�N 2 j } Ã |c� m§¬ d ~ Â ¬ { �
e, logo,queØ d � Â ¯ M O ¡!� þ �8| �PNd N Â ¯ M�N 2 Ø d � Â ¯ j } Ã |c� m�¬ d ¬ { ~ Â �d N Â ¯ j } Ã |c� m�¬ d ~ Â ¬ { �º�j

Justifiquecadapassodo racioćınio quesesegue.
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ouainda,estendendoo racioćınio:Ø d � Â ¯ M O ¡�� þ �8| �PNd N Â ¯ M�N 2 j } Ã | � m�¬ Ø d � Â ¯ dd N Â ¯ d ~ Â ¬ Ø d � Â ¯ { ~ Âd N Â ¯ { �
Logo,estamosperante(9.32), paraassubstituiç̃oesª � ¬ s ¬ � j } Ã |c� s ¬ d ¬ { �b�� ¬ s ¬ � { �ÚÙ5Ý s �kM�N} MlNþ � ¬ s ¬ � Ø d � Â ¯ M O ¡!� þ � s �PNd N Â ¯ M�NÍ 2¬�¡ � s �§¬ m(� d |c� s �§¬ Ø d � Â ¯ dd N Â ¯ d ~ Â ¬ Ø d � Â ¯ { ~ Âd N Â ¯ {
o queconduz,emnotaç̃ao“pseudo-C”bastantelivre,aÿ k ý

p =y;
int j =i;
int m =n;
k ý

r = M�N ;
while ((m N 0) && (p != MXN ))ÿ k

h =
O ¡!� þ (p);

p = m�� d | (p) ;
if (j == 1)ÿ

m--;
r = r

2 M h N ;�
else j--;��

isto é,aociclo-while pretendido.̈

Resoluç̃ao9.22:

1. Antesdemais,repare-seque ¡ i b+|,� þ ¡ ��o ¡
¬ ¤ ���¢� ªnm � � blb+| s � ¤ ¬ o ¡��§¬ ¤ � , onde

ªnm � ª ¬ ¤ � �n����
´µµµµµ¶ µµµµµ·
ª ��áNã ¯ áCãª ¸��áNã ¯ | ¡nm i û þ ����� ª �s � ´¶ · i � ÊwÂ ¬4² Ë ¯ b ²ª � i �oci � Ê � ¬4² Ë ¯ ª � i � � ¡ i b+|,� þ ¡ � ²�¬ ¤ �d8{ s�p ª m � ª � ÿ i�� ¬ ¤ �
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éa funçãoqueresultadaconvers̃aodoesquemadereduç̃ao
� [ u � � � Þ'Þ'Þ — recordar

(2.80)e(2.81),para� � p . A substituiç̃aode ¡ i be|,� þ ¡ � ²³¬ ¤ � por
ª m � � blbe| s � ¤ ¬w²��§¬ ¤ �

na definiç̃ao de
ªnm

é leǵıtima e mostra-nosque,afinal,a função � } i propostano
exeŕıcio coincidecom

ªnm
. Logoo factopropostóeverdadeiro.

2. Do primeirofactoassumidocomoverdadeiroinfere-seª � i � � � } i � � bXb+| s � ¤ ¬c².�§¬ ¤ �à�=� } i � ª � i � � � blb+| s � ¤ ¬�².�§¬ ¤ �
o quepodeseraproveitadoparare-escrever o corpodadefiniç̃aode � } i em´¶ · i � ÊcÂ ¬4² Ë ¯ b ²ª � i �qc p � } i � ª � ÿ i�� ¬ ¤ �i � Ê � ¬4² Ë ¯ � � } i � ª � i � � � bXb+| s � ¤ ¬c².�§¬ ¤ ��� p � } i � ª � ÿ i�� ¬ ¤ �
Aplicandoagorao segundofactoassumidocomoverdadeiroteremoso mesmofrag-
mentore-escritoem´¶ · i � ÊwÂ ¬2² Ë ¯ b ²ª � i �oc p � } i � ª � ÿ i�� ¬ ¤ �i � Ê � ¬2² Ë ¯ � } i � ª � i � � � blb+| s � ¤ ¬�².� p ª � ÿ i�� ¬ ¤ �
o quevemadarem´¶ · i � ÊwÂ ¬2² Ë ¯ b ²ª � i � ci � Ê � ¬2² Ë ¯ áCã p Ø i � ÊwÂ ¬2² Ë ¯ � } i � ª � ÿ i�� ¬ ¤ �i � Ê � ¬2² Ë ¯ � } i � ª � i � � � blb+| s � ¤ ¬�².� p ª � ÿ i�� ¬ ¤ �Q R8S Té
explorandoo factode áCã sero elementoneutrode p , e de acordocom a regra
seguinte,queestende(B.1):ª � Ø b ¯ pä �cb � ¯ h ¬ Ø b ¯ jä �cb � ¯ m �à� Ø b ¯ ª � p ¬vj!�ä �cb � ¯ ª � h ¬(m2�
Prosseguindo,Z re-escreve em

� } i � ª � ÿ i�� p Ø i � ÊwÂ ¬2² Ë ¯ áCãi � Ê � ¬2² Ë ¯ ª � i � � � blb+| s � ¤ ¬�².� ¬ ¤ �
denovo explorandoo elementoneutrode p epor(B.1). Verificamosassimque � } i
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instanciao esquemalinearmońadico(9.32)daformaseguinte:

ª � ¬ s ¬ � � } i � s ¬ ¤ �b�� ¬ s ¬ � s �âáCã} áNãþ � ¬ s ¬ � ´¶ · i � ÊwÂ ¬2² Ë ¯ b ²s � i �rci � Ê � ¬2² Ë ¯ áCã /*para
i û þ ����� s � */

Í p
¡ � s � Ø i � ÊwÂ ¬4² Ë ¯ áCãi � Ê � ¬4² Ë ¯ s � i � � � blb+| s � ¤ ¬�².� p4s � i

Comonãoháelementoabsorventede p em s-� h m�j , ter-se-́adeimediato,em“pseudo-
C”,

ÿ
Parts r = ();
Structure y’ = y;
while (y’ != ())ÿ

Unit x = choice(dom(y’));
Quantity n = y’(x);

r = r p ´¶ · i � ÊwÂ ¬2² Ë ¯ b ²{ ci � Ê � ¬2² Ë ¯ áCã ;

y’ = y’

� ÿ i�� p Ø i � ÊwÂ ¬2² Ë ¯ áCãi � Ê � ¬2² Ë ¯ { � � bXb+| s � ¤ ¬c².� ;�
;�

Apóssimplificaç̃oesalgoŕıtmicasbaseadasnoelementoneutrode p esem̂anticada
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construc¸ão if ...then ...else
º�º

obter-se-́a:ÿ
Parts r = ();
Structure y’ = y;
while (y’ != ())ÿ

Unit x = choice(dom(y’));
Quantity n = y’(x);
y’ = y’

� ÿ i��
;

r = r p ´¶ · i � ÊwÂ ¬2² Ë ¯ b ²{ ci � Ê � ¬2² Ë ¯ áCã ;

y’ = y’ p Ø i � ÊwÂ ¬2² Ë ¯ áCãi � Ê � ¬2² Ë ¯ { � � bXb+| s � ¤ ¬c².� ;�
;�

e finalmenteo códigopropostono exerćıcio. Note-sequeasprimeirastrêsinstru-
çõesdo ciclo while sepodemconverternumasó operac¸ão de get à função finita
(futuratabela).¨

º�º
Mais umavez se chamaa atenç̃ao parao factode, em rigor, tais simplificaç̃oescareceremde

justificaç̃aoemfacedasem̂anticadalinguagemalgoŕıtmicaemcausa.


