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PROVA PRESENCIAL INDIVIDUAL SEM CONSULTA (2h)

Importante — Ler antes de iniciar a prova:

• Esta prova consta de 8 questões que valem, cada uma, 2.5 valores. O tempo médio estimado para
resolução de cada questão é de 15 min.

• Recomenda-se que os alunos leiam a prova antes de decidirem por que ordem querem responder às
questões que são colocadas.

Questão 1 Considere o diagrama

A∗

l

��

F A∗
αoo

F l

��
N0 F N0

β
oo

onde
F X = 1 +X ×X
α = [nil , conc]
β = [zero , add]

(E1)

para:

nil = [ ] (E2)
zero = 0 (E3)
conc (x , y) = x ++ y (E4)
add (n,m) = n +m. (E5)

Que igualdades sobre a função l é que o diagrama exprime? Responda convertendo a sua interpretação do diagrama
para notação pointwise. Consegue identificar uma função em Haskell que satisfaça essas propriedades?

Questão 2 Determine, justificando, o tipo mais geral da função:

µ = îd · îd (E6)

Sugestão: comece por pensar no tipo de um id ao qual podemos aplicar uncurry.

Questão 3 Recorde o tipo

T = BTree A

{
F X = 1 +A×X 2

F f = id+ id× f 2
in = [Empty ,Node]

Haskell: data BTree a = Empty | Node (a, (BTree a,BTree a))
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Defina como um catamorfismo deste tipo a função

traces :: BTree A→ (A∗)
∗

que calcula todos os percursos descendentes da árvore argumento, por exemplo:

traces (Node (1, (Node (3, (Empty ,Empty)),Node (2, (Empty ,Empty))))) = [[1, 3], [1, 2]]

Acompanhe a sua resolução com um diagrama do catamorfismo que definiu. Sugestão: a função nub do Haskell
poderá ser-lhe útil.

Questão 4 Mostre que o catamorfismo de listas length = L [zero , succ · π2] M é a mesma função que o anamorfismo
de naturais [((id+ π2) · outList)].

Questão 5 O célebre algoritmo minimax é um método para minimizar possı́veis perdas máximas entre dois jogadores
(eg. alice e bob). Recordando o tipo,

T = LTree A

{
F X = A+X 2

F f = id+ f 2
in = [Leaf ,Fork ]

Haskell: data LTree a = Leaf a | Fork (LTree a, LTree a)

considere as funções mutuamente recursivas:

alice : LTree A→ A
alice = [id, m̂ax ] · F bob · out
bob :: LTree A→ A

bob = [id, m̂in] · F alice · out

Recorra à lei de recursividade mútua para exprimir minimax = 〈alice, bob〉 como um catamorfismo de LTrees.

Questão 6 Recorra à lei da absorção-cata, entre outras, para verificar a seguinte propriedade sobre listas

length = length · (map f ) (E7)

onde length é um catamorfismo de listas que conhece. (Recorda-se que o bifunctor de base para listas é B (f , g) =
id+ f × g , de onde se deriva F f = B (id, f ) = id+ id× f .)

Questão 7 A função seguinte, escrita em Haskell,

mapAccumR :: ((a, b)→ (c, b))→ ([a ], b)→ ([c ], b)
mapAccumR f ([ ], b) = ([ ], b)
mapAccumR f (a : x , b) = (c : y , b′′) where
(y , b′) = mapAccumR f (x , b)
(c, b′′) = f (a, b′)

pode ser convertida num hilomorfismo com diagrama,

A∗ × B

mapAccumR f
��

divide // B +A× (A∗ × B)

id+id×(mapAccumR f )
��

C ∗ × B B +A× (C ∗ × B)
conquer
oo

para f :A× B → C × B . Usando as técnicas estudadas nesta disciplina, infira da definição dada as funções divide e
conquer , justificando.
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Questão 8 Pretende-se um mónade que consiga calcular o tempo de execução de programas funcionais de forma
composicional. Para isso, define-se

T X = X × R

onde cada par (x , t) de T X regista o facto de o valor x ter sido obtido à custa de t unidades de tempo (e.g. milise-

gundos).1 De seguida, define-se o mónade X
u // TX T2X

µoo :

T f = f × id (E8)
u x = (x , 0) (E9)
µ ((x , t1), t2) = (x , t1 + t2) (E10)

em que se vê bem como µ faz a adição dos tempos de execução.
Contudo, para T ser um mónade terá — como sabe — de satisfizer as leis

µ · µ = µ · T µ (E11)
µ · u = µ · T u = id (E12)

Prove uma dessas leis, à sua escolha.

1Assim, por exemplo, executar do {p ← h x ; if p then f x else g x } irá dar o resultado da expressão condicional e, simultaneamente, o
tempo de execução de h x adicionado ao de f x ou de g x , conforme determinado por h x .
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