Calculo de Programas

3° Ano de LCC+LEI+MiEI (Universidade do Minho)
Ano Lectivo de 2025/26

2° Teste — 17 de Janeiro de 2026 , 09h00-11h00
Salas E2-1.01 + E2-1.05 + E2-1.07

PROVA PRESENCIAL INDIVIDUAL SEM CONSULTA (2h)

Importante — Ler antes de iniciar a prova:

e FEsta prova consta de 8 questdes que valem, cada uma, 2.5 valores. O tempo médio estimado para
resolugdo de cada questdo é de 15 min.

e Recomenda-se que os alunos leiam a prova antes de decidirem por que ordem querem responder as
questoes que sdo colocadas.

Questao 1 Considere o diagrama

A* <2 F A
FX=14+XxX
ll lFl onde a = [nil, conc]
Ny . F N B = [zero, add]
para:
nil _ =]
zero _ =0

conc (z,y) =z Hy
add (n,m) = n+ m.

(EL)

(E2)
(E3)
(E4)
(ES)

Que igualdades sobre a funcdo ! é que o diagrama exprime? Responda convertendo a sua interpretacdo do diagrama

para notagao pointwise. Consegue identificar uma fung¢ao em Haskell que satisfaca essas propriedades?

Questao 2 Determine, justificando, o tipo mais geral da fungao:
p=id-id

Sugestao: comece por pensar no tipo de um ¢d ao qual podemos aplicar uncurry.

(E6)

Questao 3 Recorde o tipo

T =BTree A Ff—id+idx 2

Haskell: data BTree a = Empty | Node (a, (BTree a,BTree a))

o 2
{ FX=1+AxX in = [Empty , Node]



Defina como um catamorfismo deste tipo a funcao
traces :: BTree A — (A*)"
que calcula todos os percursos descendentes da drvore argumento, por exemplo:
traces (Node (1, (Node (3, (Empty, Empty)), Node (2, (Empty, Empty))))) = [[1, 3],[1, 2]]

Acompanhe a sua resolu¢do com um diagrama do catamorfismo que definiu. Sugestiao: a funcdo nub do Haskell
podera ser-lhe util.

Questiio 4 Mostre que o catamorfismo de listas length = ( [zero, succ - 73] ) é a mesma fungéo que o anamorfismo
de naturais [(id + m2) - outpist ).

Questao 5 O célebre algoritmo minimaz € um método para minimizar possiveis perdas maximas entre dois jogadores
(eg. alice e bob). Recordando o tipo,

FX=A+X?
Ff=id+f?

Haskell: data LTree a = Leaf a | Fork (LTree a,LTree a)

T=LTree A { in = [Leaf , Fork)]

considere as fun¢des mutuamente recursivas:

alice : LTree A — A
alice = [id, maz] - F bob - out
bob :: LTree A — A
bob = [id, 7%2\71] - F alice - out

Recorra a lei de recursividade miitua para exprimir minimaxz = (alice, bob) como um catamorfismo de LTrees.

Questao 6 Recorra a lei da absorcdo-cata, entre outras, para verificar a seguinte propriedade sobre listas
length = length - (map f) (E7)

onde length é um catamorfismo de listas que conhece. (Recorda-se que o bifunctor de base para listas é B (f, g) =
id+ f x g,de onde se deriva F f = B (id, f) = id +id x f.)

Questao 7 A fungao seguinte, escrita em Haskell,

mapAccumR :: ((a,b) = (¢, b)) = ([a],b) = ([¢], D)
mapAccumR f ([],0) = ([], b)
mapAccumR f (a:z,b) = (c:y,b") where
(y,b") = mapAccumR f (z,b)
(¢, 0") =f (a,b')
pode ser convertida num hilomorfismo com diagrama,

A*XBM)B—I—AX(A*XB)

mapAccumei/ J{idﬂ—idx(mapAccumR f)
C*xB<=——— B+ Ax(C*x B)

conquer

para f: A x B — C x B. Usando as técnicas estudadas nesta disciplina, infira da defini¢do dada as fun¢des divide e
conquer, justificando.



Questao 8 Pretende-se um mdnade que consiga calcular o tempo de execucdo de programas funcionais de forma

composicional. Para isso, define-se

TX=XxR

onde cada par (z,t) de T X regista o facto de o valor z ter sido obtido a custa de ¢ unidades de tempo (e.g. milise-

gundos).! De seguida, define-se 0 ménade X —%> TX <2 T2X :
Tf=fxid
vz = (z,0)
14 ((Iatl)th) = (Iatl + t2)

em que se v€ bem como p faz a adi¢do dos tempos de execugdo.
Contudo, para T ser um ménade terda — como sabe — de satisfizer as leis

pop=p-Tp
pru=p-Tu=1d

Prove uma dessas leis, a sua escolha.

(E8)
(E9)
(E10)

(E11)
(E12)

! Assim, por exemplo, executar do {p < h z;if p then f z else g z} ird dar o resultado da expressdo condicional e, simultaneamente, o

tempo de execucdo de h z adicionado ao de f z ou de g z, conforme determinado por h z.



