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PROVA PRESENCIAL INDIVIDUAL SEM CONSULTA (2h)

Importante — Ler antes de iniciar a prova:

e FEsta prova consta de 8 questdes que valem, cada uma, 2.5 valores. O tempo médio estimado para
resolugdo de cada questdo é de 15 min.

e Recomenda-se que os alunos leiam a prova antes de decidirem por que ordem querem responder as
questoes que sdo colocadas.

Questao 1 O formulario desta UC inclui as duas equivaléncias seguintes, validas para qualquer isomorfismo «:

a-g=h = g=a°-h (ED)
g-a=h = g=h-a° (E2)

Recorra a essas propriedades para mostrar que a igualdade
h-distr- (g x (id + B)) = k

é equivalente a igualdade:
h-(gxid+ g x B) =k - undistr

(Sugestao: nio ignore a propriedade natural (i.e. grdtis) do isomorfismo distr.)

RESOLUCAO: Do tipodistr: A x (B+ C) —+ A x B+ A x C infere-se a propriedade gratis
distr- (f x (g+h))=(f x g+ f X h)-distr
(Desenvolver em casa.) Tem-se entdo (justificar os passos com reticéncias):

h-distr- (g x (id+ 8)) =k
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—
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h-(g xid+ g x )= k- undistr



https://whereis.uminho.pt/CG-02.html?floor=3
https://whereis.uminho.pt/CG-02.html?floor=3

Questao 2 Recorde o isomorfismo
out=in®

= 1+ B

Maybe B
-~ -

in=[Nothing , Just]

e considere a funcio:
fromMaybe :: a — Maybe a — a
fromMaybe a = [a,id] - out
Derive a versdo pointwise de fromMaybe por forma a ndo recorrer ao combinador de alternativa (vulg. ‘either’) de

fun¢des nem a fungdes constantes.

RESOLUCAO: Tem-se (justificar os passos com reticéncias)

fromMaybe a = [a,id] - out
{in / out; inMaybe }

fromMaybe a - [Nothing, Just] = |

Il
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fromMaybe a - Nothing = a
fromMaybe a - Just = id
}

I
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fromMaybe a Nothing = a
fromMaybe a (Just a’) = o

(E3)

Questao 3 Resolva em ordem a «v a equagéo,

- [id+i1,i2 'ig] =1d
identificando o tipo mais geral de « e fazendo um diagrama que descreva a equagdo dada.

RESOLUCAO: Tem-se o tipo [id + i1 ,i2 - i2]: (A+ B) + C — A+ (B + (') . Logo ter-se-d

a:A+(B+C)— (A+B)+ C.
Célculo de « (justificar os passos com reticéncias)
}
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(Y:[il'il,jQ—"T‘/d]

Questio 4 Em Haskell, a fun¢do divMod z y dd como resultado um par (¢, r) talque x = ¢ X y + r. Para y = 2
(em Np), 7 ou é 0 ou € 1, o que quer dizer que podemos pensar numa fungéo

divMod2 : Ng — Ng x B
que satisfaz as propriedades seguintes:

divMod2 (2 n) = (n, TRUE) (E4)
divMod2 (2 n+ 1) = (n, FALSE) (E5)

(Ou seja, divMod2 x da ndo s6 a divisdo inteira = < 2 mas também a paridade de x.)

Encontre oo em

No —22Mod2 Ny x B—2" > Ny + No
\/
B
tal que
a® - divMod2 - B = id (E6)
para
B = [even, odd] (E7)
evenn=2n (E8)
oddn=2n+1 (E9)

NB: proponha « e demonstre que (E6) se verifica.

RESOLUCAO: Como s6 os isomorfismos tém conversos, assume-se que « ¢ um isomorfismo. Tem-se entﬁol]

a® - divMod2 - [even, odd] = id

Il
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= L o }

IJustificar os passos com reticéncias.




a= [divMon - even, divMod2 - odd)]

Il
—

« - i1 = divMod2 - even
-1y = divMod2 - odd

{ como divMod2 estd definida pointwise, temos de usar varidveis }

{
{ (i1 n) = divMod2 (2 n)
{
{an

(ia n) = divMod2 (2 n+ 1)

« (i1 n) = (n, TRUE)
(ia n) = (n, FALSE)

= (id, TRUE)
= (id, FALSE)
= }
a= [<z’d, TRUE), (id, FALSE)]
(NB: pode observar-se que « é o isomorfismo que participa na defini¢do do guarda p?.) O
Questiao 5 Duas fungdes f e g dizem-se permutativas entre si sempre que a igualdade
f9 = 9-f (E10)
se verifica. Identifique os tipos mais gerais de f e g e verifique em que condig¢des as seguintes fungdes s3o permutativas:
f=(a+)
Ell
e (1D
{ f = assocr (E12)
g = assocl

NB: (+) é a operacdo de adigdo num qualquer tipo numérico.

RESOLUCAO: Tipos:
Fagamos f: A — Beg: C — D.
Por f - g terda que ser D = A, ficando-secom [ - g: C' — B.
Por g - f tera que ser B = (C, ficando-se com g - f : A — A.
Pelaigualdade g - f = f - gteremos A = Ce A = B.
Logo, tanto f como g tém tipo A — A.

Casos:

e O caso (E11) é imediato pois a soma € associativa e comutativa: (a+) - (b+) = (b+) - (a+) € o mesmo que
+(b+z)=b+ (a+2x).

e O caso (E12) é garantido pelo respectivo isomorfismo, mas exige o tipo (Ax B)x (C'x D) — (AxB)x(Cx D)
para ambas as fungdes.




Questdao 6 Demonstre a lei do condicional de McCarthy que se segue

p—=>(g—=a,b),b = (pAg —a,bd (E13)
sabendo que
(PAQ? = p—q?, i (E14)
€ uma propriedade da conjuncdo de predicados.
RESOLUCAO: Ter-se-4, pegando no lado direito da igualdade a provar:
(pANg)—a,b
= L
[a,b]- (p = q7, i2)
= S
p— ([a,b]-q?), ([a,b] i2)
= L
p—(qg—a,bd),b
O
O
Questao 7 Seja dada uma funcdo de ordem superior « que satisfaz a propriedade:
af=]-swap (E1S)

Mostre, usando as propriedades da exponenciagdo, que

alaf)=f

se verifica.

RESOLUCAO: Tem-se (justificar os passos com reticéncias):

alaf)=f
{ |) pois pelo isomorfismo curry/uncurry tem-se: « f = JA” -swap }

a (f -swap) = f

{ denovoafz?“swap}

p———

(}\ -swap) - swap = f

Il
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Questao 8 A fungdo seguinte

sg0=0
sg(n+l)=n+n+1+sqgn

calcula o quadrado de um niimero natural (em Ny) sem fazer quaisquer multiplicagdes. Mostre que sq satisfaz a
equagao

sq-in=[0,add] - (id + id x sq) - (id + odd x id) - (id + (id, id)) (E16)

onde add = (+), odd n = 2 n + 1 e in é dada por:

1 "4 Ny<—2— N, (E17)
]
\m_[%’sua] Suce
Ny

RESOLUCAO: Basta simplificar (E16) e passar para pointwise, sabendo-se que 2 n = n + n. O




