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1 Introducao

Um programa pode ser definido como um mecanismo (ou maquina) de transformagao
de informagao. Escrever um programa é, por isso, relacionar as entradas e saidas de tal
maquina.

Por exemplo, para calcular o factorial de um nimero podemos escrever os seguintes
programas:

fact 0 = 1 f =1,

fact (n+1) = (n+1) * (fact n) while (n>0) {
f = fxn;
n=n-1;}

Esta definicao é suficientemente abrangente para poder incluir varios paradigmas de
programacao. E alids uma forma de distinguir entre os dois grandes grupos de linguagens
de programagao:

e Nas linguagens de programacao declarativas a énfase é posta na explicitacao da
relacdo existente entre as saidas (output) e as entradas (input). A forma como tal
transformagao ¢ feita nao esta explicitada no programa; é antes uma caracteristica
de cada uma das linguagens em causa.

e Nas linguagens de programacao imperativas um programa descreve as trans-
formagoes a que a informacao de entrada é sujeita até ser transformada na in-
formacao de saida. Nao é por isso geralmente facil determinar a relagdo existente
entre os estados iniciais e finais da informacao.

Uma das desvantagens da programacao imperativa é a fraca ligacao que existe entre os
programas (vistos como sequéncias de instrucoes) e as suas especificagoes (vistas como
a relagdo que existe entre os inputs e os outputs).

Dai que sejam necessarios mecanismos exteriores as linguagens de programacao im-
perativa nos quais seja possivel expressar essa ligacdo bem como provar que um dado
programa satisfaz uma dada especificacao.

Nestas notas apresenta-se, de uma forma muito introdutéria, um desses mecanismos —
triplos de Hoare. Veremos como estes podem ser usados para provar a correccao de um



algoritmo face a uma dada especificacdo. Veremos ainda, se bem que de uma forma
muito breve, como tal formalismo pode ser usado para derivar um algoritmo a partir de
uma dada especificagao.

A grande fonte de inspiragao deste documento é a parte inicial de um curso leccionado
por Mike Gordon [2] na Universidade de Cambridge e disponivel a partir da pdgina do
autor (http://www.cl.cam.ac.uk/ mjcg/)

2 Programas

Uma das caracteristicas mais importantes das linguagens imperativas é a existéncia de
estado. Uma visao simplista do estado de um programa é como o conjunto de varidveis
a que o programa pode aceder.

Em cada estado, a cada variavel estd associado um valor. Podemos por isso pensar no
estado como uma funcao que a cada variavel o seu valor. Se s for um estado e v for
uma das suas varigveis, é costume representar-se por [v]s o valor de v no estado s.
Esta funcao, que associa a cada varidvel o seu valor num dado estado, pode ser gen-
eralizada para fazer corresponder a cada expressao o seu valor num dado estado. Por
exemplo, se [x]s = 3 e [y]s = 4 entdo

o [x + (yxo]s = [x]s + ([y]s = [x]s) = 15
o [x+1 = y]s = True

Tentar descrever o comportamento de um programa, usando para isso os valores das
suas variaveis, é dificil pois estes valores vao evoluindo ao longo da sua execucao.

A linguagem de programacao que vamos apresentar é muito simples. Tem no entanto
os ingredientes necessarios a analise de um conjunto razoavel de problemas.

Tomando como base um conjunto V' de varidveis de estado, e as operacoes usuais sobre
os valores dessas varidveis, a sintaxe de tal linguagem de programacao pode ser descrita
por:

<programa> :== V = <exp>
<programa> ; <programa>
if <cond> <programa>
if <cond> <programa> else <programa>
while <cond> { <programa> }

3 Especificagoes

A correcgdo de um programa estd estritamente relacionada com a sua especificacao.
Por outras palavras, nao se pode afirmar que um programa estd ou nao correcto: um
programa que ordene um vector de inteiros por ordem crescente esta correcto se for essa
a sua especificacdo; o mesmo programa esta incorrecto se a especificagao for inicializar
o0 vector com zeros.

Para especificar um programa vamos usar dois predicados:



e a pré-condicao que estabelece as condigoes em que o programa deve funcionar;

e a po6s-condigcao que estabelece aquilo que deve acontecer apds a execucao do
programa.

Assim sendo, dados
e Um programa S
e Dois predicados P e Q)

escrevemaos

{PysS{@}

com o seguinte significado:

1. Desde que P seja vélido, o programa S termina

2. Se P for vélido, @ é vélido apds a execucao de S.

Se se verificar apenas a segunda das condigoes dizemos que o programa S esta parcial-
mente correcto em relagdo a especificagao.

Vejamos em primeiro lugar alguns exemplos de especificagoes de problemas simples e
bem conhecidos.

Exemplo 1 (swap) Para especificarmos o programa que troca os valores das varidveis x e y
podemos tentar a seguinte especificacdo.

Pré-condicao: True

Pés-condigao: x =y Ay =x

Duas notas sobre esta especificacdo:
e a pré-condicdo T'rue significa que ndo ha quaisquer restri¢cdes ao funcionamento do programa;

e a pds-condicdo apresentada é uma forma rebuscada de dizer que no final os valores das varidveis
x e y sdo iguais. O que n3o era de todo o que tinhamos em mente.

Este exemplo mostra que por vezes a especificacio de um problema precisa de relacionar valores de
varidveis antes e depois da execu¢do do programa. Ha muitas formas de lidar com esta requisito.
Aquela que vamos adoptar é a de, sempre que necessario, fixar os valores iniciais das varidveis. Assim,
a especificacdo do programa que troca os valores das varidveis x e y é:

Pré-condicao: x =xz9 Ay =y

Pés-condigao: x =yg Ay = x¢

Exemplo 2 (produto) Para especificarmos um programa que calcula o produto de dois inteiros,
devemos n3o sé dizer quais os inteiros a multiplicar mas onde esse resultado serd colocado. Teremos
por exemplo



Pré-condicao: x=xgAy=1yo >0

Pés-condigao: m = xq * yg

que pode ser lido como calcular o produto dos valores iniciais de = e y colocando o resultado na
varidvel m. Note-se que esta especificacdo é omissa quanto ao que acontece com as variaveis x € y.
Podemos por isso ter programas correctos em relacdo a esta especificacdo que modificam ou n3o o
valor de alguma destas variaveis.

Exemplo 3 (mod) A especificacdo seguinte estabelece os requisitos de um programa que coloca
em m o resto da divisdo inteira entre os valores iniciais das varidveis x e y.

Pré-condicao: x =29 >0Ay=19y9>0

Pés-condicao: 0 <m < yo Adg>od*yo+m =g

Exemplo 4 (div) A especificagdo seguinte estabelece os requisitos de um programa que coloca
em d o resultado da divisdo inteira entre os valores iniciais das varidveis x e y.

Pré-condicao: x =129 >0Ay =1y >0

Poés-condigao:

dZO/\EIOSm<yOd*y0+m:xo

Exemplo 5 (divmod) A especificagdo seguinte estabelece os requisitos de um programa que
coloca em d o resultado da divisdo inteira entre os valores iniciais das varidveis x e y e em m o resto
dessa divisao.

Pré-condicao: x =29 >0Ay=19y9>0

Pés-condigao: 0 <m <y Ad>0Ad*xyg+m=xg

Exemplo 6 (procura) Consideremos o problema de procurar um dado valor (x) num vector or-
denado (v[1 da posicdo a a b). A especificacdo deste problema pode ser feita com os seguintes
predicados:

Pré-condigao:

Pés-condigao:

(Vagigb vl =v) A (Va§i<b v < Ui+1)

(vagigb v[i] = 'Ui) A ((Elagigb LV = X) = V[P] = X)

Vejamos com mais detalhe

cada uma das conjung¢des acima.

Na pré-condicdo, o primeiro termo serve para fixarmos os valores iniciais do vector. Este mesmo
termo aparece na pds-condi¢do, obrigando por isso que os valores do vector n3o sejam alterados.
O segundo termo da conjun¢do afirma que o vector estd ordenado. Uma formulacdo alternativa seria

Va<ij<b-1 < J=v; <y

Finalmente o segundo termo da pds-condicdo afirma que, se existir um elemento do vector igual a x,
entdo o valor da componente indice p tem esse valor x.

Note-se que ndo se especifica qual serd o valor de p no caso de o valor que procuramos n3o ocorrer
no vector.

4 Correcgao

Para cada um dos construtores de programas vistos na secgao 2 vamos apresentar regras
de prova da correccao de programas que envolvam essas construgoes.



4.1 Restricao das Especificagoes

Convém notar a semelhanca que existe entre a correccao parcial e a implicacao de
predicados.

e Quando, para dois predicados P e ) dizemos que P = () queremos dizer que se
P ¢é valido @ também é. Dizemos ainda que P é mais forte (ou mais restritivo) do

que Q.

e Por seu lado, quando dizemos que { P } S { @ } queremos dizer que se P for vélido
Q) também o serd, depois da execucdo de S.

Daqui, e da transitividade da implicagdo, podemos desde ja enunciar duas regras de
correcgao, que dizem respeito a restricao de uma especificagao.

Fortalecimento da pré-condigcao Se um programa S funciona em determinadas con-
dicoes iniciais P, ele continuard a funcionar em condi¢oes mais restritivas.

R=P {P}5{Q}
{r}ysS{Q}

(Fort)

Enfraquecimento da pds-condigao Se um programa S garante que alguma pro-
priedade @ é valida, garantird que qualquer condigdo menos restritiva também

é vélida.
{P}S{Q} Q=R
{P}S{R}

(Enfraq)

Estas duas regras podem ser resumidas numa sé que traduz a restricdo de especificagoes.
P=P {P}S{Q} Q=0
{pPrs{Q}

(Restr)

4.2 Atribuicao

A operagao fundamental de qualquer linguagem de programagao imperativa é a atribuicao
de um valor a uma variavel. A seguinte regra de correccao traduz o significado da exe-
cugao de uma atribuigao.

Atribuigao—1

(Atribl)
{Ple\E]}z=E{P}

Quando escrevemos Pz \ E| significamos substituir todas as ocorréncias (livres) da
varidvel x pela expressao E. Assim por exemplo,

o (z+4y)[x\x—y]éaexpressdo (r—y)+y



@+3 P\ +1

y=0
¢ a expressao T + Y g y? (uma vez que a varidvel y nio esta livre).

E de realcar que esta regra nos permite determinar qual é a restricio menos forte que
devemos fazer para obter um dado resultado apds uma atribuigao.

Conjugando esta regra com a do fortalecimento da pré-condigao permite-nos escrever
uma regra de aplicacdo mais usual.

Atribuigao—2
P = (Qz\ E])
{Piz=E{Q}

(Atrib2)

4.3 Sequenciagao

Uma outra construcao fundamental de programas é a de sequenciacao: executar um
programa apds outro. A regra de correccao associada a esta construgao deve espelhar
que o segundo programa deve ter como entrada (i.e., pré-condi¢do) a saida (i.e., pés-
condi¢@o) do primeiro.

Sequéncia
{P}SiI{R} {R}S5{Q}
{P} 515 {Q}

Exemplo 7 Vamos provar que o seguinte algoritmo troca os valores das varidveis x e y.

X=x+7;
y=x-7y;
X=X-Yy

A especificagdo deste problema foi apresentada no Exemplo 1 da pégina 3.
Usando a correccdo da sequencia¢do, temos de encontrar predicados R; e R tais que:

{x=x0Ay=yo0}
X=X +y
{R2}
y=x-y
{Ru}

X=X -7
{x=yoAy=x0}

O célculo dos predicados R; e R, é feito, por essa ordem usando a primeira regra apresentada para
a atribuicdo. Assim teremos:

e Ri= (x=yoAy=uz0)[x\x -]
= X—y:yo/\y:mo



e Ry= Rify\x -yl
= (x-y=ywAy=z)ly\x -]
= x- &G-yY=yAx-y=21
= ¥y =Y NX - y=2g
Para completarmos a prova vamos usar a segunda das regras apresentadas para a atribuicdo. Temos
entdo de provar que:
(x=20 ANy =yo) = Ra[x\x + y]

Comecemos por simplificar o consequente desta implicacdo.

Ro[x\x + y]= (y =woAx - y=xz0)[x\x + ¥]
= y=9%A&E+y) -y=1x
y

Que n3o é mais do que o antecedente, e por isso a implicacdo é valida.

Exemplo 8 Uma forma mais habitual de resolver o mesmo problema (da troca dos valores de
duas varidveis) passa por usar uma terceira para armazenar temporariamente o valor de uma delas.

zZ =

o e

X =
y_

|
N < X

Usando a correccdo da sequenciacdo, temos de encontrar predicados R; e R tais que:

{X:X()/\y:yo}

Z =X
{R2}
X =y
{Ri}
y =2z
{x=yoAy=x0}

Donde vem:

e Ri= (x=yAy=umz0)ly\z

= X=YoNZ =2

o Ry= Rifx\y]
= (x=yoANz=mz0)[x\y]
= y=wAz=m

Para completarmos a prova vamos usar a segunda das regras apresentadas para a atribuicdo. Temos
entdo de provar que:
(x=29 ANy =1yo) = Ra[z\x]

Comecemos por simplificar o consequente desta implicacdo.

Relz\x]= (y =yo/Az=w0)[z\x]
= ¥ =Y NANXx=2¢

Que n3o é mais do que o antecedente, e por isso a implicagdo é valida.

Como podemos ver pelos exemplos apresentados, a aplicacao da regra da sequenciagao,
quando os comandos envolvidos sao atribuicoes, traduz-se por aplicar sucessivamente



a regra da atribuicao pela ordem inversa a que aparecem na sequéncia. Dai que, na
pratica, seja mais 1til a seguinte regra composta.

{P} S-S, {Qx\E]}
{R} S Sux=E{Q}

(SeqAtr)

4.4 Condicionais
A correccao de programas que envolvam condicionais é dada pela seguinte regra.
Condicional
{PAc}SI{Q} {PA-c}S{Q}
{P}if cSielse S2{Q}

(ifThenElse)

Que traduz o significado intuitivo da construcao if ¢ S; else S3: partindo de P, a
pos-condicao ) pode ser atingida executando um de dois comandos:

e 57 no caso da condicao ser verdadeira
e S5 no caso da condigao ser falsa

Exemplo 9 Vamos provar que o seguinte algoritmo coloca em M o maximo entre os valores das
varidveis x e y.

if (x > y)
M=x;

else
M=y ;

A especificagdo informal feita acima pode ser feita usando os seguintes predicados.

Pré-condicao: x =xz9 Ay =y

Pés-condigao: M =max (xg,yo)

Usando a correc¢ao dos condicionais, podemos anotar o algoritmo acima com os seguintes predicados.

{X:X()/\y:yo}

if (x>y)
{x>yAx=xAy=yYo}
1| M=x
_{M:max (xo0,Yo0) }
el_se
{x<yAx=xAy=yo}
2| M=y
_{M:max (xo0,Yo0) }

Vamos ent3o usar a regra da atribuicdo para concluir a prova. Para isso temos de mostrar a validade
das seguintes implicacoes

1. (x>yAx=20Ay=1y) = M=max (x,y0))M\x]
= x=max (x0,%0)
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2. (x<yAx=z0Ay=1yo)= (M=max (z9,y0))M\y]
= y=max (z0,%0)

Que s3o consequéncia da definicdo do maximo entre dois niimeros.

Em muitas linguagens de programacao existe ainda a possibilidade de definir condi-
cionais s6 com uma alternativa. A regra associada a esta construcao pode ser derivada
da anterior se notarmos que em caso de falha nao é executado qualquer comando. Te-
remos entao:

Condicional-2
{PAc}S{Q} (PA—-c)=Q
{P}if ¢S{Q}

(ifThen)

4.5 Ciclos

Por uma questao de simplicidade vamos usar apenas uma forma de ciclos, correspondente
ao que em C se codifica com um while.
Para provarmos a correccao do programa da forma

while b S
vamos precisar de encontrar duas expressoes:

Invariante do ciclo que é um predicado que vai traduzir o processo usado na obtencao
do resultado, i.e., é um predicado que teremos de provar que é verdadeiro antes
de cada iteragao do ciclo e que no final do ciclo (i.e., quando a condigao do ciclo é
falsa) nos garante que a pés-condigao é alcangada.

Variante do ciclo que é uma expressao inteira e nao negativa e que decresce em cada
iteracao do ciclo. Dai que nos permita mostrar que o ciclo termina.

A regra de correcgao fundamental para os ciclos é:
Ciclo-1
INe=V>0 {INcAV=0}S{INV <wvy}

(while-1)
{I}while ¢ S{IA—c}

A premissa desta regra, por razoes praticas é normalmente dividida em duas correspon-
dentes a correccao parcial e a terminacao de um ciclo.
Ciclo-2

{INc}S{I} TAhc=V>0 {INcAV=v}S{V <}

(while-2)
{I}while ¢ S{IA—c}

Podemos ainda usar as regras de restricao das especificacoes para derivar a seguinte
regra de correccao de um ciclo.



Ciclo-3

P=1 IhNc= V>0 {IArc}

S
{1}

(IN=c)=Q

{INcANV =wvg}
S
{V<Uo}

{P}while ¢S {Q}

(while-3)

Vejamos entao quais as premissas a provar quando queremos mostrar a validade de um
ciclo:

1. P = I. Antes da execucao do ciclo, o invariante é verdadeiro.

2. INc = (V >0): antes de cada iteracao o variante é nao negativo.

3. {INc}S{I}: Assumindo que o invariante é valido antes de uma iteragao do
ciclo, ele continua valido depois dessa iteragao.

4. (IN-=c) = Q: Quando o ciclo termina a pés-condigao é estabelecida.

5. {INcAV =vg}S{V <vg}: Por cada iteracdo, o valor do variante decresce.

Exemplo 10 Consideremos o seguinte programa que multiplica dois niimeros inteiros por somas

=O;d=y;

while (d>0) {

m=m+ x;d = d-1;

sucessivas:
1 m
2

3

4 }

Podemos, a posteriori, tentar caracterizar este programa pela seguinte especificagdo:

Pré-condicao: x =29 Ay=1y0>0

Pés-condigao: m = xg * o

Para tentarmos descobrir o variante e invariante deste ciclo, vamos experimentar o programa acima
para um valor inicial do estado das suas varidveis (por exemplo, parax =xg=1ley =y = 6).

Linha X y d m
1 11 6 ? ?
2 11 6 6 0
3 11 6 6 0
2 11 6 5 11
3 11 6 5 11
2 11 6 4 22
3 11 6 4 22
2 11 6 3 33
3 11 6 3 33
2 11 6 3 33
2 11 6 1 55
3 11 6 55
2 11 6 66
4 ][ 11| 6] o] 66

10



A andlise deste comportamento (particularmente o do estado antes de executar cada instancia da linha
2) evidencia algumas propriedades que nos podem ajudar a tentar encontrar o variante e invariante
necessarios:

e Os valores de x e de y permanecem inalterados.

e O valor de d decresce sempre sem nunca se tornar negativo.

e O valor de m cresce proporcionalmente ao decréscimo de d.
Ajudados por estas observacdes, podemos formular o seguinte

I = xzopxd+m=uxg*xyo
V = 4d

Veremos que o predicado I acima nao é suficiente para provar a correc¢do; mas vamos usd-lo como
primeira aproximacao.
Usando as regras apresentadas, aquilo que temos de mostrar é:

L (x =20Ay=y0>0)= (Im\0,d\y])

2. INd>0N0<V =v) = (IANO<V <vg)m\m+x,d\d—1])

3. (IA=(d>0)= (m =z *yo)

5 Anotacoes

Ao longo dos exemplos acima fomo-nos apercebendo da necessidade de entremear pred-
icados (que explicitam algumas propriedades) no cédigo do programa. Estes predicados
ou anotagoes sao usados desde os primérdios das Ciéncias da Computacao (c.f. Cliff
Jones [4]) e podem de alguma forma sintetizar o primeiro passo de um método de veri-
ficacao formal da correccao de um programa.

Vamos adoptar a seguinte disciplina de anotacao. Para além das anotacdes correspon-
dentes a pré e pds condigdes (no inicio e fim do programa),

e usaremos uma anotagao antes de qualquer comando que nao seja uma atribuicao;
e usaremos uma anotacao imediatamente a seguir a condigao de um ciclo.

No caso dos ciclos, e de forma a tratar a sua terminagao, anotaremos ainda cada ciclo
com o respectivo variante.
Por exemplo, no programa do Exemplo 10, o programa seria anotado nos seguintes
pontos.

{ anotacdo 1}

m=20; d=y;

{ anotacao 2}

while (d>0)

{ anotagao 3 }[Variante]

m=m+ x;d = d-1
}

{ anotagao 4}

11



Como veremos a frente, a partir destes programas anotados, é possivel gerar (auto-
maticamente) as condic¢oes a verificar para provar a correcgao do programa face a sua
especificagao.

5.1 Calculo das condicoes de verificagao

Vejamos entao como é que a partir de um programa anotado se podem gerar tais
condicoes. Para isso, vamos enumerar as varias construcoes da nossa linguagem e
mostrar quais as condigoes associadas.

5.1.1 Atribuigao

Ao programa anotado (composto por uma unica instrugao)
{Ar} x=E {Ax}

corresponde a tnica condigao de verificacao

1. Ay = (A2[x\ E))

5.1.2 Sequéncia

Dado um programa anotado que é uma sequéncia de instrugoes, dois casos sdo possiveis:

e a ultima instrucdo é uma atribuicdo (e nesse caso nao é precedida por nenhuma
anotacao). Entdo, as condicoes de verificagao associadas ao programa anotado

{Al} Sl Sn; x=E {AQ}
sao as condigoes de verificacao associadas ao programa anotado

{Al} Sy - Sn; {AZ[X\E]}

e a ultima instrugdo nao é uma atribuigao (e por isso mesmo é precedida por uma
anotagao). Entao, as condigoes de verificacao associadas ao programa anotado

{A1} St Sap {A2} Sapn {As}
sao
1. as condigoes de verificagao associadas ao programa anotado
{Ar} St Sa {A2}
2. as condicoes de verificacao associadas ao programa anotado

{A2} Sny1 {As}

12



5.1.3 Condicionais

e As condicgoes de verificagao associadas ao programa anotado
{A1} if ¢ S; else Sy {Ax}
sao
1. as condigoes de verificacao associadas ao programa anotado
{A1Anc} S1 {Ax}
2. as condicOes de verificacao associadas ao programa anotado
{AtA—-c} S {Ax}
e As condicgoes de verificacao associadas ao programa anotado
{A1} if ¢ S {Ax}
sao
1. (A1 A —c) = Ay
2. as condicoes de verificagao associadas ao programa anotado
{A1nc} S1 {Ax}
5.1.4 Ciclos

As condigoes de verificagao associadas ao programa anotado

{AL}

while c
{ A2 }[V]
S
{As}
sao
1. A1 = A2

2. (Ag VAN C) =V>0
3. (AQ A ﬂc) = Aj
4. as condigoes de verificacao associadas ao programa anotado

{AQ/\C/\V:VO} S {Az/\V<V0}

13



5.2 Exponenciagao inteira

Para calcular a poténcia positiva de um nimero podemos usar um algoritmo semelhante
ao que foi apresentado para multiplicar dois niimeros naturais por somas sucessivas.
Para cumprirmos os requisitos da especificacao

Pré-condigao: a=agAb=1by >0

, .~ b
Pés-condicao: p = ay’

vamos usar o seguinte programa.

p=1;

while (b>0) {
P=p*a
b=b- 1}

Para isso vamos usar como invariante I e variante V' os seguintes

I =p=aPAa=ayAb>0
V=>b

Com estes ingredientes podemos entao escrever o seguinte programa anotado.

{a:ao/\b:b0>0}
p=1;
{a=aAb=by>0Ap=1}
while (b>0)
{p=2a®PAa=agAb>0}]

p=0p * a;
b=b-1
{p=2ag}

A partir daqui podemos gerar as seguintes condicoes de verificagao.

1. (a:ao/\b:b0>0):>(a:ao/\b:b0>0/\1:1)

2. (a=ayAb=by>0Ap=1)= (p=a®PAa=aygAb>0)
3. (p=ap™®PAra=agAb>0A (b>0))= (b>0)
4. (p=ag® PAa=ayAb>0A(b<0)= (p=al)

5. as condicoes de verificacao associadas ao programa anotado

{p=a®PAa=aAb>0A(b>0)A(b=vp)}
p=p*a, b=>b-1
{p=a®PAa=aAb>0A(b<vg)}

que por sua vez corresponde a condigao

(a) (p=a®PAa=agAb>0A(b>0)A(b=u1p))
= (pra=a® ® D Aa=aAb—1>0A(b—1<uw))
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5.3 Algoritmo de Euclides

O algoritmo seguinte calcula o maximo divisor comum entre dois nimeros inteiros pos-
itivos (mdc)

while (a != b)

if (a < b)
b = b-a;
else
a = a-b;

A especificacao informal feita acima pode ser feita usando os seguintes predicados.

Pré-condigao: a=a9g>0Ab=0by >0

Pés-condigao: a =mdc (ag,by)

Para provarmos a correccao deste algoritmo vamos usar como invariante o seguinte

predicado:
I = mdc(a,b) = mde(ag,bp) Na>0Ab>0

Vamos ainda usar o seguinte teorema (de Euclides)
mdc(z,y) = mde(z +y,y) = mde(z,x +y)

Como variante vamos usar a expressao V = ‘ a—b ‘
Usando as regras apresentadas, podemos anotar o algoritmo acima.

{a=ay>0Ab=by>0}
while (a !'= b)
{mdc(a,b):mdc(ao,bo)/\a>0/\b>0}[‘ a—bﬂ

if (a < b)
b = b-a;
else
a = a-b;

{a=mdc (ag,bo)}
Dando origem as seguintes condigoes de verificacao:
1. (a=ap>0ADb=1by>0)= (mdc(a,b) = mdc(ag,bp) Na>0Ab>0)
2. ((mdc(a,b) = mdc(ag, bo) Aa>0Ab>0)A(al =b)) =|a—b]|>0
3. ((mdc(a,b) = mdc(ap,bo) Na>0Ab>0)A—=(al =b)) = (a=mdc (ao,bo))
4. as condigoes de verificagao associadas ao programa anotado

{(mdc(a,b):mdc(ao,bo)/\a>0/\b>0)/\(a!:b)/\‘ a—b‘:vo}

if (a < b)
b = b-a;
else
a = a-b;

{ ((mdc(a,b) = mdc(ag,bg) Aa>0Ab>0))Ala—b|<vo}

que correspondem as condicoes de verificacao de
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(a) {(mdc(a,b):mdc(ao,bg)/\a>O/\b>0)/\(a!:b)/\‘a—b‘:vo/\(a<b)}
a;
{((mdc(a,b):mdc(ao,bo)/\a>0/\b>0))/\‘ a—b‘<vo}
ou seja, que

((mdc(a,b):mdc(ao,bo)/\a>()/\b>O)A(a!:b)/\‘ a—b ‘:vo/\(a<b))
= (((mdc(a, (b — a)) = mdc(ag,bo) Aa>0A (b—a) >0)) Al a—(b—a)|< v

(b) { (mdc(a, b) = mdc(ag,bg) Aa>0Ab>0)A(al=b)Ala—b|=vgA(a>=b)}
a = a-b;
{ ((mdc(a, b) = mdc(ag,bg) Aa>0Ab>0))Ala—b|<vo}

ou seja, que
((mdc(a,b) = mdc(ag,bop) Na>0Ab>0)A (al =b) /\‘ a—b ‘: vo A (a >=b))
= (((mdc((a —b),b) = mdc(ap,bo) A (a—b) >0Ab>0)) /\‘ (a—0b)—b ‘ < p)
5.4 Multiplicagao por incrementos

O seguinte algoritmo calcula o produto de dois nimeros inteiros (nado negativos) por
sucessivos incrementos.

m = 0;

i = 0;

while (i<x)
{ j=0;

while (j<y)
{ j=j+1; m=m+1 };
i=i+1}

A especificacao deste algoritmo ja foi apresentada acima:

Pré-condigao: x =290 >0Ay=1y9>0

Poés-condicao: m = xg * g

Para anotarmos convenientemente este programa precisamos definir os invariantes dos
dois ciclos:

e O ciclo mais interior faz tantos incrementos quanto o valor da varidvel y, acabando
por adicionar & varidvel m o valor de y.

e O ciclo mais exterior é executado tantas vezes quanto o valor da variavel x, aca-
bando por repetir a adicao de y a m, x vezes.

Importante serd garantir que o valor das varidveis x e y nao ¢é alterado. Vamos entao
usar os seguintes invariantes/variantes:

1. Para o ciclo exterior

L =x=20 Ny=yA1i<xAm =ixy
Vi=x—-1i
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2. Para o ciclo interior
L =x=20 Ny=yAi<xAJ<yAm=1ixy+j

Vi=y—3]

Vejamos entao como resulta anotarmos o algoritmo acima com os predicados acima.
Comecemos por apresentar os sitios onde as anotacoes serao feitas.
{}
m = 0;
i=0;
{}
while (i<x)
{ M
J=0;
{}
while (j<y)
{

j=j+1; m=m+1
i=i+l

{7

Podemos entao colocar a pré e pés condigoes no inicio e fim, os invariantes e variantes

junto as condicoes dos ciclos.

{x=x2>0Ay=y0>0}
m = 0;

i=0;

{}

while (i<x)
{x=xAy=yoANi<xAm =ix*xy}x—1i]

j=0;
{}

while (j<y)
{x=x0ANy=yoNi<xAj<yAm=ixy+j}y— ]

j=j+1; m=m+1
i=i+l
{m=x0*yo}
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As restantes (duas) anotagoes devem reflectir o efeito das atribuigdes que as precedem.
O programa completamente anotado é:

{x=x>0Ay=yo>0}
m = 0;
i=0;
{x=x>0Ay=y0>0Am =0Ai =0}
while (i<x)
{x=xAy=yoANi<xAm =ix*xy}[x—1i]
j=0;
{x=xANy=yoANi<xAm =ixyAj=0Ai<x}
while (j<y)
{x=x0Ay=yoAi<xAj<yAm=ixy+j}ly—j
j=j+1; m=m+1
i=i+l
{m=x0+*yo}
Vejamos entao as condigoes de verificacao geradas por este programa anotado.

(x=20>0Ay=1yo>0)

1.

= (x=20>0Ay=4>0A0 =0A0 =0)
5 (x=20>0Ay=yp>0Am =0A1i =0)
T = (x=2pANy=yoANi<xAm =ixy)
5 (x=xoANy=yoANi<xAm =i*xyAi<x)
= (x—1>0)
n (x=xoANy=yoANi<xAm =i*xyAi>x)

= (m = xg * Yo)

5. juntamente com as condic¢oes de verificagdo associadas ao seguinte programa ano-
tado

{x=x0ANy=yoANi<xAm =isxyAi<xAx—1i=ip}
3=0;
{x=xAy=yoANi<xAm =isxyAi<xAx—i=igAj=0}
while (j<y)
{x=xAy=yoNi<xAj<yAm=ixy+j}y— ]
j=j+1; m=m+1
i=i+l
{x=x0ANy=yoANi<xAm =ixyAx—1i<ip}

Que correspondem a

(a) (x=20 A ANy=yoANi<xAm =i*xyAi<xAx—1i=7p)
= (x=20Ay=yANi<xAm =ixyAi<zxAx—1=igA0=0)

(b)

(x=zpANy=yoANi<zxAm =ixyAi<xAx—1i=1igAj=0)
= x=20Ay=yANi<zxAj<yAm=ixy+j)
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(©) (x=20ANy=yANi<xAJ<yAm=ixy+jAj<y)
=(y—-3>0)
(d) (x=20 ANy=yoANi<xAj<yAm=ixy+jAj>y)
= x=20Ay=ywAE+1)<zxAm ={H+1)*xyAx—(i+1) <ip)
(e) E ainda as condigdes de verificagdo do programa anotado
{x=xANy=YyoANi<xAj<yAm=ixy+jAj<yAy—j=jo}
j=j+1; m=m+1
{x=xoANy=yoANi<zxAj<yAm=ixy+jAy—3<ijo}
que é apenas
. (x=2oAy =g Ai<xAJ<yAm=ixy+jAJ<yAYy—J=jo)
= (x=wpAy=yANi<xAJH+I<yAm+1l=ixy+i+1Ay—(j+1)<jo)

Exercicio 1 Considere o seguinte cédigo que calcula o menor valor de um dado vector.

m = A[0];
i=1;
while (i<n) {
if (m > A[i]) |
m = A[i]; i = i+1;
}

else i = i+1;

De forma a provar a correccdo face a seguinte especificacio

Pré-condigao: n >0

Pés-condigao: V0 < p <n.m < Alp|

1. Anote o programa convenientemente.
2. Determine as condicdes de verificacdo associadas.

3. Mostre a validade dessas condicGes.

Exercicio 2 Considere o seguinte programa que calcula os n primeiros factoriais.

i= 0;
f[0] = 1;
while (i-n) {
i=i+1; £[i] = i * f[i-1];

De forma a provar a correccdo face a seguinte especificacao

Pré-condicao: n=ng >0

Pés-condigao: V0 < p < ng. f[p] = p!

1. Anote o programa convenientemente.
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2. Determine as condicdes de verificagdo associadas.

3. Mostre a validade dessas condicoes.

Exercicio 3 Considere o seguinte programa que calcula o produto de dois niimeros usando
apenas incrementos.

s = 0;
i=1;
while (i <= x) {
j=1
while (j <= y) {
s = st+1;
j = J+1
}
i = i+1;
}

De forma a provar a correcgdo face a seguinte especificagao

Pré-condigao: t >0Ay >0

Pés-condicao: s =x *y

1. Anote o programa convenientemente.
2. Determine as condicdes de verificacdo associadas.

3. Mostre a validade dessas condigdes.

6 Construcao

Nesta seccao vamos usar os conceitos expostos atrds, nao para provar a correccao de
um dado programa, mas como guia na escrita de programas que satisfacam uma dada
especificagao.

6.1 Multiplicagao inteira

Relembremos o programa analisado no Exemplo 10.

Pré-condigao: x =xgAy=1yp >0

Poés-condicao: m = zq * yg

Para a mesma especificacao, vamos tentar obter um programa mais eficiente, que por
cada iteracao do ciclo, em vez de decrescer y apenas uma unidade, o vai dividir por 2.
Note-se que, tanto a divisao (inteira) por 2 como a multiplicagdo por 2 sdo operagoes
muito eficientes e que correspondem a um deslocamento (shift) dos bits do nimero.
Em C, isto pode ser feito com as operagoes >>1 (a divisao inteira por 2) e <<1 (a
multiplicagao por 2).
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Pretendemos entao completar o programa abaixo (i.e., determinar s1, S2 e S3) de forma
a que ele satisfaca a especificacdo apresentada nesse exemplo.

S1;
while (y>0)
if (y % 2==1){

S2;

y = y>>1; // o que é equivalente a y=(y-1)/2
} else {

S3;

y = y>>1; // o que é equivalente a y = y/2
}

Uma vez que este programa partilha com o que foi apresentado, a especificacio e a
condicao do ciclo, podemos tentar usar como variante e invariantes versoes proximas
das que foram usadas atrds. Usaremos entao os seguintes

I = xxy+m=z9xyo ANy >0
V =y

Anotemos entdo o programa com os predicados acima.

{x =x0Ay=yo>0}
S1;
{xxy+m=xoxyoANy >0}
while (y>0)
{xxy+m=x9xyo Ay >0}[y]
if (y %2 ==1) {

S2;

y = y>>1; // o que é equivalente a y=(y-1)/2
} else {

S3;

y = y>>1; // o que é equivalente a y = y/2

}

{m =xo*yo}
As condicoes de verificagao associadas a este programa anotado sao:
. (x*y+m=xzo*xygo ANy >0Ay >0)= (y>0)
2. (x*xy+m=z0%xyo ANy >0Ay<0)= (m =z *yp)

3. as condigOes de verificagdo associadas ao programa

{x =x0ANy=y0>0}
S1;
{x*y+m=xo*xyo Ay >0}

Uma forma expedita de garantir tal é atribuir 0 a varidvel m.
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4. as condigoes de verificagao associadas ao programa

{x*xy+m=x0xyo ANy >0Ay>0Ay%2==1Ay=yp}
S2
{x*(y—1)/24m=x0*yoA(y—1)/2>0A(y—1)/2<yo}

Para descobrirmos o comando S2, podemos apresentar a primeira parte da pré
condicao de uma outra forma:

X*y+m= o *Yo
Sxx(y—1+1)+m=zpxyp
Sxx(y—1)+x+m=2x9*yo

S (2xx)x(y—1)/24 (x+m) =z *x yo

Justificando que o comando S2 corresponda a m=m+x ;x=x<<1.

5. as condicOes de verificagao associadas ao programa

{xxy+m=x0xyoAy>0Ay>0Ay%2l=1Ay=yo}
S3
{x*y/24+m=x0*xyo Ay/2>0Ay/2<yo}

De igual forma, podemos apresentar a primeira componente da pré condicao de
forma a descobrirmos S3.

X*xy+m=x0* Yo
& (2%%) *y/2+m =20 * Y0

Justificando que o comando S3 corresponda a x=x<<1.
O programa resultante é entao:

m = 0;
while (y>0)
if (yh2==1) 1
m=m+ Xx;

x = x<<1;

y = y>>1; // o que é equivalente a y=(y-1)/2
} else {

x = x<<1;

y = y>>1; // o que é equivalente a y = y/2

6.2 Valor de um polinémio num ponto

Um polinémio pode ser representado por um vector em que na posicao ¢ se guarda o
coeficiente de grau 1.

Nesta representagao, o célculo do valor de um dado polinémio (de grau n) num ponto
pode ser especificado por:
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Pré-condigao: (n=mnp > 0) A (x = z9) A (Vo<j<n, PLJ] = pj)

Pés-condicao: (Vo<j<n, PIj1 =pj) A (x =372 pj * x%)

Uma forma de cumprir esta especificagdo é através de um ciclo que vai somando os
valores dos varios mondmios. Teremos entao:

i=0; r=0;

while (i<=n) {
r =1 + pli] * x7i;
i=1i+1

}

Exercicio 4 A prova da correcgdo deste programa face a especificagao apresentada pode
ser feita a custa dos seguintes:

I = (Vogjene PLi) =p) Aln=mno) A(r =S opj+af) A (1 <n+1)
V = n—-i+1

Anote o programa acima convenientemente, e calcule as condi¢bes de verificacdo associadas.

O programa acima é pouco eficiente pois refaz muitos célculos: em cada iteragao é calcu-
lada uma poténcia de x que nao serd usada para calcular a préxima poténcia. Podemos
contornar este problema apresentando a seguinte variacao (em que cada iteragdo actu-
aliza o valor da poténcia de x necessaria.

i=0; r=0; px =1
while (i<=n) {
r =r + pli] * px;
PX = pPX * X;
i= i+l

}

Exercicio 5 Prove a correc¢do deste programa face a especificagdo apresentada. Para isso
determine o invariante e o variante do ciclo, anote o programa convenientemente, e calcule
as condicdes de verificacdo associadas.

Uma outra optimizagao que se pode fazer sobre o programa original resulta da seguinte
manipulagao da pds condigao:

r = Z?iopj*x%
= po+xo *p1+ aF * P2+ xp3+ - + 200 * Py
= po+ o * (p1 4+ o *p2 + xF *p3 + - + 0% * Ppg—1)
= po+ xo * (p1 + xo * (P2 + o *P3 + -+ + 2(0° * Ppy—2))
= po+xo* (p1+xo* (2 + o * (p3+ - + 20° * Prg—3)))

e que motiva o seguinte invariante

I = (Yocj<ny PLI =pj) Ala=m0) A (x =271 pj * oy YA <)
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O programa em causa continuard a percorrer o vector (desta vez do fim para o inicio) e
guardando em r o somatorio intermédio. Teremos por isso o seguinte esqueleto.

{(m=no>0)A(x =x0)A (Vogj<n, LT =pj) }
S1
{P}
while c o
{ (Vosjzn, POT = p) A (m=1n0) A (r = X2y pyoxdh V) A (1> —1) )]
S2
i=i-1 _
{ (Vo<j<n, PLT = pj) A (xr = X720 Py xp) }

O predicado P, a ser estabelecido apés o comando S1, deve garantir que o invariante seja
valido antes da primeira iteracao do ciclo. Uma forma expedita de o fazer é transformar
o dominio de quantificacao do somatério em vazio, sendo por isso o valor de r 0.
A condigao ¢ deve permitir que todos os coeficientes do polinémio sejam usados (in-
cluindo a posigao 0).
Estas observacoes permitem-nos apresentar uma versao mais detalhada do programa:
{(n=no=0)A(x =x0) A (Vogj<n, PIT = pj) }
r=0; i=n;
{(n=ng>0)A(x =x0) A (Vo<j<n, PLJ1 =pj) AN(r=0)A(i=n}
while (i>=0)
) o o _ «n ) j—(i+1) . .
{ (Yogj<ny Pl =p)) Alm=no) A (r = S jLipapjxg ) A(E>=1)}[i+1]
S2
i=i-1
{ (Vogjno PLT = pj) A (r = % Py +xp) }

Das condigoes de verificagao associadas a este programa anotado (cuja escrita se deixa
como exercicio), vejamos a parte que diz respeito ao comando S2:

{E=Ylapeg TAEZ-DAEZ0A(w=i+1)}
s2
{@r:2$4FD+IM*XKGFU+U)A(1—]QE—1L\w0<(i—1)+1)}

Note-se que (por razoes de espago) retirdmos dos predicados a parte que dizia respeito
a preservacao dos valores do vector e por isso devemos manter essa preocupacao.
A pés condicao acima ainda pode ser simplificada:

{(x =P p s (D))
S2

_n i
{x=2Eip*xg )}
Vejamos entao como rescrever esta pds-condigao:

r = Shpxab y

= Pi*ﬁg%-+§:iﬂ+1pj*ﬂ%_l,,
= pi*x)+ T * Z?:z‘ﬂ by * xg)_l_l
— pitxo* Z?:z’+1pj % xé‘(z-ﬁ-l)
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E por isso o comando S2 em causa nao é mais do que r = p[i] + x * r.
O programa completo é entao:

r=0; i=n;

while (i>=0) {
r = pli] + x*r;
i= i-1;

}

6.3 Divisao inteira

Um algoritmo naive de calculo da divisao inteira de dois niimeros positivos consiste em
sucessivamente subtrair o divisor ao dividendo. O resultado da divisao é o niimero de
vezes que esta subtraccao pode ser feita.

A especificacao de tal programa ja foi vista nos exemplo 5 da pégina 4.

O programa seguinte coloca em q e r respectivamente, o quociente e o resto da divisao
inteira dos valores iniciais de x por y.

q=0; r=x;
while (r >= y) {
q = q+l;

r =r-y;

}

A especificacao apresentada no exemplo 5 é:

Pré-condigao: (x =xzp>0)A(y=yo >0)

Poés-condicao: (0 <r < yp) A (q*yo+r =20)

A prova da correcgao pode ser feita usando os seguintes:

I = (@qxyo+r=20)N0<y=yo)A(0<1)
V = r

Podemos anotar o programa usando os predicados acima.

{x =x02>20)A(y=y0>0)}
q=0; r=x;

{x =x0>20A([F=y0>0)A(q=0)A(r=x)}
while (r >= y)
{(@*yo+r=x0)A(0<y=y0)A(0<1)}[r]
qQ=9qtl; r =ry

{(0<r<yo)A(g*yo+T=x0)}

Exercicio 6 Determine as condi¢cdes de verificagdo associadas a este programa anotado e
mostre a sua validade.
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O programa apresentado acima vai iterar tantas vezes quanto o resultado da divisao
inteira (isto porque cada iteracao do ciclo acrescenta uma unidade ao resultado q). Uma
forma de tornar este algoritmo mais eficiente serd, em cada iteracao do ciclo, acrescentar
ao resultado q uma quantidade maior (e consequentemente, retirar de r uma quantidade
maior). Note-se que, de acordo com o invariante usado, sempre que se adiciona i a
q deve-se retirar i*y a r.

A optimizacao que vamos apresentar de seguida, tenta, em cada iteracdo retirar a r um
grande multiplo de y. Para isso vamos acrescentar uma primeira etapa em que calcu-
laremos um miiltiplo de y para subtrair a r.

{(x =%>20)A(y=y0>0)}

St
{(x =x0>0)A(y=yo>0)A(m=1i *yo)}
q=0; r=x;

{(x =x>20)A(y=y0>0)A(m=1 xyg)A(q=0)A(r=x)}
while (r >= y)
{(@*yo+r=x)AN(0<y=yo) AN(0O<T)A(m=1 xyp) }[r]
S2
{(0<r<y))A(g*yo+T=x0)}

Comecemos entao por determinar o programa S1. Este deve determinar um multiplo de
y, sem modificar os valores das varidveis x e y. Se tentarmos obter este miiltiplo por su-
cessivas adigoes de y, vamos incorporar neste primeiro passo, todo o calculo necessério.
Alternativamente podemos ir obtendo este multiplo, multiplicando-o por alguma quan-
tidade (relembremos que a multiplicagao por 2 é uma operagao tao ou mais simples do
que a adigao). Teremos entao.

{(x =x%=0)A(y=v0>0)}
S1.1
{77A(x =x>0)A(y=yo>0)}
while (C1)
{m=yo* 1) Ax =x0>0) Ay =yo>0)}[7]
m=m >> 1 // que e equivalente a m=m*2
i=i >> 1 // que e equivalente a i=i*2
{(x =x%=20)A(y=y0>0)Am=yox1)}

De forma a conseguirmos establecer a validade do invariante temos que colocar em m um
multiplo de y (e em i a respectiva multiplicidade).
Quanto a condigao C1, e como queremos um miultiplo de y que se possa subtrair a x
deveremos garantir que esse multiplo nao exceda x.
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Teremos entao:

(=202 01=0>0)
m=y; i=1,;
{m=y) A (=) (x =x20)A(y=yo>0)}
while (m < x)
{m=yoxi)A(m>0)A(x =x020)A(y=yo>0)}x—m]
m=m >> 1 // que e equivalente a m=mx2
i=i >> 1 // que e equivalente a i=i*2
{(x =x>0)A(y=y0>0)A(m>0)A(m=yp*1i)}

As condicoes de verificagoes associadas a este programa anotado sdo:

(x =20 2>0)A(y=1yo>0))
=((y=y) A0d=1)A(x =2020)A(y=1yo0>0))

o (m=y) ANE=DA(x =2020)A(y=1y0>0))
= (m=yxi)A(x =20 >0)A(m>0)A(y=yo>0))

(m=yoxi)A(x =20>0)A(y=y0>0)A(m>0)A(m<x))

3 = (x—mn >0)

4 (m=yo*xi)AN(x =20>0)A(y=90>0)A(m>0)A(m>x))

= ((x = z0)A Y=y >0)Am=yo*1))

5 (m=yo*xi)A(x =202 0)A(y=9>0A(m<x)A(m>0)A(x—m=uvp))

= ((m*x2=yo*x(1*2)A(x =20 > 0)A(y=y0>0)A(m>0)A(x—m=*2 < vg))

Exercicio 7 Relembre o algoritmo apresentado na sec¢do 5.2 para calcular a poténcia
positiva de um nimero. Tal como foi feito acima, use as anotacles para obter uma versao
mais eficiente, que em vez de subtrair um elemento a b em cada iteracdo, divide o seu valor
por 2.
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