Il. Algoritmos sobre Grafos

Topicos:

e Grafos: conceitos bdsicos e representacao em memodria de computador
e Algoritmos elementares: pesquisas (em largura e em profundidade)

e Analise amortizada de algoritmos; analise agregada

e Algoritmos para determinacao de arvores geradoras minimas

e Algoritmos para determinacao de caminhos mais curtos

e Estratégias algoritmicas: algoritmos “greedy”

e Algoritmos para determinacao do fecho transitivo de um grafo




n Conceitos Basicos n

Um grafo orientado é um par (V, E) com V um conjunto finito de vértices ou
nos e £ uma relacao bindria em V — o conjunto de arcos ou arestas do grafo.

Exemplo: V =1{1,2,3,4,5,6},
E={(1,2),(2,2),(2,4),(2,5),(4,1),(4,5), (5,4),(6,3) }
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Num grafo nao-orientado o conjunto £ é constituido por pares nao-ordenados
(conjuntos com 2 elementos). Assim, (i,7) e (j,%) correspondem ao mesmo arco.

Exemplo: V ={1,2,3,4,5,6},

E=1(1,2),(1,4),(2,4),(2,5),(3,6),(4,5)}




Notas e terminologia u
Um arco (¢,%) designa-se por anel. Os anéis s3o interditos nos grafos nao-
orientados.

i € j sao respectivamente os vértices de origem e de destino do arco (i,5). j
diz-se adjacente a 1.

A relacao de adjacéncia pode nao ser simétrica num grafo orientado.

O grau de entrada (resp. de saida) de um né num grafo orientado é o niimero
de arcos com destino (resp. origem) no né. O grau do né é a soma de ambos.



n Caminhos em Grafos n

Num grafo (V, E), um caminho do vértice m para o vértice n é uma sequéncia
de vértices (vg, vy, ... V) tais que

e v, € Vparatodooi € {0,...,k}
e (v;,v;11) € Eparatodooi € {0,...,k— 1}

® Ug=MevLr="mn

Um caminho diz-se simples se todos os seus vértices sao distintos. O comprimento
de um caminho é o nliimero de arcos nele contidos: (v, v1), (v1,v2), ... (Vk_1, Vk).
Um sub-caminho de um caminho é uma qualquer sua sub-sequéncia contigua.

Existe sempre um caminho de comprimento 0 de um vértice para si préprio; um
ciclo é um caminho de comprimento > 1 com inicio e fim no mesmo vértice. Um
grafo diz-se aciclico se nao contém ciclos.



u Componentes Ligados _

Um grafo (V/, E’) é um sub-grafo de (V,FE)sse V/CV e E' CE.

Um grafo nao-orientado diz-se ligado se para todo o par de vértices existe um
caminho que os liga. Os componentes ligados de um grafo sao os seus maiores
sub-grafos ligados.




u Componentes Fortemente Ligados _

Um grafo orientado diz-se fortemente ligado se para todo o par de vértices m,
n existem caminhos de m para n e de n para m. Os componentes fortemente
ligados de um grafo sao os seus maiores sub-grafos fortemente ligados.
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n Arvores

Uma floresta é um grafo ndo-orientado aciclico.

Uma 4arvore é um grafo nao-orientado, aciclico, e ligado.




n Arvores com Raiz

A escolha de um nd arbitrdrio para
raiz de uma darvore define nocdes de
descendentes de um né e de sub-adrvore
com raiz num né.

Existe um caminho Unico da raiz para
qualquer nd.

Uma 4arvore com raiz pode também ser
vista como um grafo orientado.

= com que restricao?




n Arvores Ordenadas n

Uma 4arvore ordenada é uma arvore com raiz em que a ordem dos descendentes
de cada nd é relevante. As figuras seguintes representam a mesma arvore com
raiz, mas arvores ordenadas diferentes.

$e98

= Como descrever uma arvore bindria de pesquisa?
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u Representacao de Grafos em Computador n

Como representar um grafo orientado?

A representacao mais usual é como um conjunto de listas de adjacéncias.
Trata-se de uma representacao compacta, util para grafos em que o nimero de
arcos | E| seja pequeno (muito menor que |V|?) — grafos esparsos.

" ENEL
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Consiste num vector Adj de |V| listas ligadas. A lista Adj[i] contém todos os
vértices j tais que (i,j) € F, i.e., todos os vértices adjacentes a i.
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u Representacao por Listas de Adjacéncias _

Notas:

e A soma dos comprimentos das listas ligadas é |E|.

e Se o grafo for pesado (i.e., se contiver informacao associada aos arcos), o peso
de cada arco pode ser incluido no né respectivo numa das listas ligadas.

e No caso de um grafo nao-orientado, esta representaciao pode ser utilizada
desde que antes se converta o grafo num grafo orientado, substituindo cada
arco (ndo-orientado) por um par de arcos (orientados).

e Neste caso a representacao contém informacao redundante e o comprimento
total das listas é 2|E)|.

e Em qualquer dos casos o espaco de meméria necesséario é O(V + F).
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u Representacao de Grafos em Computador n

Uma outra possibilidade é a representacao por uma matriz de adjacéncias.
Trata-se de uma representacao estatica, e por isso apropriada para grafos densos
— em que |E| se aproxima de |V|°.

1 0 1 0 0 0 0
(1~ 3)
i 2 0 1 0 1 1 0
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Trata-se de uma matriz de dimensdo |V| x |V
(¢,7) € F; a;; = 0 em caso contrario.

, A= (aq;j) com aq; = 1 se
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u Representacao por Matrizes de Adjacéncias _

Notas:

e Se o grafo for pesado o peso de cada arco pode ser incluido na respectiva
posicao da matriz, em vez de 1.

e No caso de um grafo nao-orientado a matriz de adjacéncias é simétrica, e é
possivel armazenar apenas o triangulo acima da diagonal principal.

e Uma vantagem em relaciao as listas de adjacéncias: € imediato verificar a
adjacéncia de dois nds (sem ter que percorrer uma lista ligada).

e O espaco de memdria necessdrio é ©(V?) — independente do niimero de arcos.

14



u Pesquisas em Grafos: Pesquisa em Largura u

Dado um grafo G = (V, E) e um seu vértice s, um algoritmo de pesquisa explora
o grafo passando por todos os vértices alcancdveis a partir de s. O algoritmo de
pesquisa em largura em particular:

e Calcula a distancia (= menor nimero de arcos) de s a cada vértice;

e Produz uma arvore (sub-grafo de G) com raiz s contendo todos os vértices
alcancaveis a partir de s;

e Nessa drvore o caminho da raiz s a cada vértice corresponde ao caminho mais
curto entre os dois nds.

e Algoritmo para grafos orientados e nao-orientados.

Estes algoritmos designam-se também por algoritmos de travessia de grafos.
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m Pesquisa em Largura num Grafo (“Breadth-first Search”) =
Este algoritmo utiliza a seguinte estratégia para efectuar a travessia do grafo:

e Todos os Vértices a distancia k de s s3o visitados antes de qualquer vértice a
distancia k + 1 de s.

O algoritmo pinta os vértices (inicialmente brancos) de cinzento ou preto:

e um Vvértice branco ainda nao foi descoberto;
e um vértice cinzento j3 foi visitado mas pode ter adjacentes ainda n3o descobertos (brancos);

e um vértice preto sé tem adjacentes ja descobertos (i.e., cinzentos ou pretos).

Os cinzentos correspondem a fronteira entre descobertos e n3do-descobertos.

A arvore de travessia em largura é expandida atravessando-se a lista de adjacéncias
de cada vértice cinzento u; para cada vértice adjacente v acrescenta-se a arvore
o arco (u,v).
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Algoritmo de Pesquisa em Largura

void BFS((V, F), s) { /¥ G = (V,E) */

}

for (u €V, u # s)

{ color[u]l = WHITE; d[u]l] = oo; parent[u] = NIL; }
color[s] = GRAY; d[s] = 0; parent[s] = NIL;
initialize_queue(Q); enqueue(Q,s);
while (!is_empty(Q)) {

u = dequeue(Q);

for (v € Adj(u))

if (color[v] == WHITE) {
color[v] = GRAY;
dlv] = d[ul+1;
parent[v] = u;
enqueue (Q,Vv) ;

}

color[u] = BLACK;

}
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Notas (implementacao) m

Utiliza-se uma fila de espera — estrutura linear FIFO — que se manipula através
das funcoes

— void initialize_queue(Queue)
— void enqueue(Queue, Vertex)
— Vertex dequeue (Queue)
— bool is_empty(Queue)

Outras estruturas de dados: vectores

— color[] para guardar as cores dos vértices;
— d[] para as distancias a s;
— parent[] para o pai de cada vértice na arvore construida.

Normalmente utiliza-se uma representacao por listas de adjacéncias
(dai a utilizagdo dos vectores anteriores . . . );

Adj(u) denota o conjunto dos vértices adjacentes a wu.
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u Observacoes n

Invariante do ciclo while: no inicio de cada iteracdo () contém exactamente os
vértices cinzentos.

e Inicializacao: Antes da primeira iteracao () contém apenas o vértice s.

e Preservacao: Quando um vértice muda para cinzento entra para a fila; quando
sai passa a ser preto.

A arvore construida n3o é unica, dependendo da ordem pela qual s3o visitados os
vértices adjacentes a um determinado vértice.

No entanto as distancias de cada vértice a s sao unicas.
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Exemplo de Execucao
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u Exemplo de Execucao — Notas u

e O vértice F nao ¢ alcancavel a partir de D, logo o algoritmo n3o passa por este
vértice. Em geral, num grafo nao fortemente ligado, é necessdrio iniciar uma
nova pesquisa em cada componente ligado, para garantir que todos os vértices
sao alcancados.

e A drvore de pesquisa em largura do grafo (a azul no exemplo) fica definida
pelo vector parent[]. = Como?

e Valores de d[] aparecem por baixo dos elementos na queue. Observe-se que
nunca ha mais de dois valores diferentes! Veremos que esta é uma propriedade
do algoritmo.
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n Caminhos Mais Curtos Entre Dois Vértices n

A distincia §(s,v) do vértice s ao Vvértice d define-se como o menor niimero de
arcos em qualquer caminho de s para d. E infinita caso ndo existam caminhos de
s para d.

Um caminho de comprimento §(s,v) diz-se um caminho mais curto entre os
dois vértices.

Lema. Seja G = (V, E) orientado ou ndo, e s € V. Entdo para qualquer arco
(u,v) € E tem-se 6(s,v) < d(s,u) + 1.

Prova.

e Sewu € alcancavel a partir de s, entdo v também o é. O caminho mais curto de

S para v nao pode ser mais comprido do que o mais curto de s para u seguido
de (u,v).

e Se u ndo é alcangavel a partir de s, entdo d(s,u) = oc.
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_ Alguns Lemas . .. _

Lema. Seja G = (V, E) orientado ou ndo, e s € V. Entdo apds execucdo de
BFS(G, s), cada valor d|v] calculado para v € V verifica d|v] > §(s,v).

Prova. Por indugdo no nimero de operacbes enqueue efectuadas (caso base:
queue contém apenas s; caso indutivo: v é descoberto como adjacente a u).

Lema. (na mesma execu¢do) Se a queue ) (+— ) contém (v1,vs,...v,), entdo
dlv,] < d[vi] +1 e dlv;] < d[viy1],i€{1,2,...r =1}

Prova. Indugcdo no nimero de operagcdes de acesso a queue (incl. dequeue ).

Lema. Se v; e v; sdo colocados em () por esta ordem durante a execugcdo do
algoritmo, entdo d|v;] < d|v;| no instante em que v; entra em Q).

Prova. Imediato pelo Lema anterior.
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u Correccao do Algoritmo u

Teorema. [Correccao] Seja G = (V, E) orientado ou ndo, e s € V', e considere-
se a execugdo de BFS(G, s). Entao:

1. O algoritmo descobre todos os vértices v € V' alcancaveis a partir de s;
2. no fim da execugcdo tem-se d|v| = 6(s,v) para todo v € V;

3. para todo v # s alcancavel a partir de s, um dos caminhos mais curtos de
s para v € um caminho mais curto de s para parent|v|, seguido do arco
(parent|v], v).

Prova. 2. prova-se por contradicido considerando, de entre todos os vértices
v com valores d|]| errados, o caso do que tem menor valor §(s,v). 1. segue
naturalmente (se §(s,v) € finito entdo d[v] também, logo v foi descoberto), e 3.
€ uma consequéncia de d|v| = d|parent|v]] + 1.
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m Arvore de Pesquisa em Largura de um Grafo u

Dado G = (V, E) e um vector 7|| dos antecessores de cada vértice, define-se
Gr = (Vi, E;), o sub-grafo dos antecessores de G, como se segue:

Va
b

{fveV |nv]#NIL}U{s}
{(rlv],v) [ve Ve —{s}}

Este grafo sera uma drvore de pesquisa em largura (APL) de G a partir de s se
V. for o conjunto de vértices alcancaveis a partir de s, e para cada v € V. o
caminho mais curto (em G) de s até v pertencer a G.

Teorema. (Para G orientado ou n3o-orientado) O algoritmo de pesquisa em
largura constroi um vector parent tal que Gparent € uma APL de G.

33



Prova.

® Vparent consiste nos vértices alcancdveis (a partir de s) de V.
® 5Sendo Gparent Uma drvore, contém caminhos dnicos de s para qualquer v € Vparent-

e Aplicacido do Teorema de Correccdo indutivamente a cada um desses caminhos. . .

Exercicio: Escrever um algoritmo que, depois de executado BFS(G, s), recebe
um vértice v e devolve (caso exista) o caminho (sequéncia de vértices) mais curto
entre s e v.

Qual o tempo de execucao do algoritmo?
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m Pesquisa em Profundidade (“Depth-first Search”) n

Este algoritmo utiliza a seguinte estratégia para efectuar a travessia do grafo:

e Os préoximos arcos a explorar tém origem no mais recente vértice descoberto
que ainda tenha vértices adjacentes nao explorados.

Assim, quando todos os adjacentes a v tiverem sido explorados, o algoritmo recua
(“backtracks”) para explorar vértices com origem no né a partir do qual v foi
descoberto.

Estudaremos a versao deste algoritmo que percorre todos os nés do grafo.
Depois de terminada a pesquisa com origem em s, serao feitas novas pesquisas
para descobrir os nés nao-alcancaveis a partir de s.

O grafo dos antecessores de (G é neste caso uma floresta composta de vdrias
arvores de pesquisa em profundidade (APP).
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m Pesquisa em Profundidade (“Depth-first Search”) n

A coloracdo (branco, cinzento, preto) garante que cada vértice pertence a uma
unica arvore. Estas sao pois disjuntas.

O algoritmo usa ainda uma no¢do de marcas temporais ‘timestamps”: d[v]
para o instante em que o vértice é descoberto (passa a cinzento) e f[v] quando
todos os seus adjacentes sdo descobertos (passa a preto). Logo d[v] < flv].

Estas marcas sdo inteiros entre 1 e 2|V | = porqué?
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u Algoritmo de Pesquisa em Profundidade u

void DFS((V, F), s) { /¥ G = (V,E) */
color[s] = GRAY;
time = time+1;
dls] = time;
for (v € Adj(s))
if (color[v] == WHITE) {
parent[v] = s;
DFS((V, E), v);
i
color[s] = BLACK;
time = time+1;
fls] = time;

}

Inicia pesquisa no nd s; assume que todas as inicializacoes foram feitas —
nomeadamente da varidvel global time.
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void CDFS((V, E)) {
for (u € V) {
color[u] = WHITE;
parent [u] = NIL;

}
time = 0;
for (u € V)

if (color[u] == WHITE)
DFS((V, E), w);

}

Algoritmo de Pesquisa em Profundidade

/x G = (V,E) */

Utiliza o algoritmo anterior como sub-rotina; efectua todas as inicializacoes e

garante que todos os nds sao descobertos.

Cada invocagdo DFS((V, F), u) em CDFS gera uma nova APP com raiz u.
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u Observacoes n

e No fim da execucao de CDFS foram atribuidas a todos os nds u marcas
temporais d|u] e f|u].

e Os resultados produzidos pelo algoritmo (floresta gerada e marcas temporais)
nao sao unicos, dependendo da ordem pela qual sao percorridos os nds nos

diversos ciclos for.

e No entanto, nas aplicacoes tipicas deste algoritmo, os diversos resultados
possiveis sao equivalentes.

= Por que razao este algoritmo nao calcula as distancias de cada
vértice a origem da travessia?
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Exemplo de Execucao
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58



Exemplo de Execucao
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m Exemplo de Execucao

E depois da nova invocacao DFS(G,F)

E 12 D

(D(C(H(G(A(BB)A)G)(I(EE)I)H)C)

D) (F F)
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u Propriedades da Pesquisa em Profundidade _

Teorema. [Paréntesis] Em qualquer pesquisa em profundidade de G = (V, E),
tem-se para qualquer par de vértices u, v que uma e s6 uma das seguintes
situacoes é valida:

e O intervalo |d|u], flu]] esta contido em |d|v], flv]] e u é descendente de v
numa APP;

e O intervalo [d|v], f|v]] estd contido em |[d|u], flu]] e v € descendente de u
numa APP;

e Os dois intervalos sdo disjuntos e nem u é descendente de v nem o contrario.

Corolario. v é um descendente de u em (G se e so se

du] < dlv] < flv] < flu]
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u Propriedades da Pesquisa em Profundidade _

Teorema. [Caminhos Brancos] Na floresta de pesquisa em profundidade de
um grafo G = (V, E), o vértice v € um descendente de u se e s6 se no instante
d|u] de descoberta de u, v € alcangdvel a partir de u por um caminho inteiramente
constituido por vértices brancos.

Por exemplo: B é descendente de G, mas E n3o o é (apesar de haver um
caminho de G para E, este caminho n3o é inteiramente branco no momento em
que G passa a cinzento).

63



u Interludio — Analise Amortizada de Algoritmos _

Uma nova ferramenta de analise, que permite estudar o tempo necessario para
se efectuar uma sequéncia de operacoes sobre uma estrutura de dados.

e A ideia chave é considerar a média em relacao a sequéncia de operacoes:
uma operacao singular pode ser pesada; no entanto, quando considerada
globalmente como parte de uma sequéncia, o seu tempo médio de execucao
pode ser baixo.

e Trata-se do estudo do custo médio de cada operacao no pior caso, e nao de
uma analise de caso médio!

3 técnicas: Andlise agregada, Método contabilistico, Método do potencial
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u Analise agregada _

Principios:

e Mostrar que para qualquer n, uma sequéncia de n operacoes executa no pior
caso em tempo T'(n).

e Ent3o o custo amortizado por operacdo é T'(n)/n.

e Considera-se que todas as diferentes operacoes tém o mesmo custo amortizado
(as outras técnicas de andlise amortizada diferem neste aspecto).
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u Analise agregada — Exemplo de Aplicacao u

Consideremos uma estrutura de dados do tipo Pilha ( “Stack”) com as operagdes
Push(S,x), Pop(S), e IsEmpty(S) habituais. Cada uma executa em tempo
constante (arbitraremos tempo 1).

Considere-se agora uma extensdo deste tipo de dados com uma operacao
MultiPop(S,k), que remove os k primeiros elementos da stack, deixando-a vazia
caso contenha menos de k elementos.

MultiPop(S,k) A
while (!IsEmpty(S) && k != 0) {
Pop(S) ;
k = k-1;
}

Qual o tempo de execucao de MultiPop(S,k)?
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_ Analise de MultiPop(S,k) _

e nimero de itera¢des do ciclo while é min(s, k) com s o tamanho da stack.

e em cada iteracao é executado um Pop em tempo 1, logo o custo de
MultiPop(S,k) é min(s, k).

Consideremos agora uma sequéncia de n operacoes Push, Pop, e MultiPop sobre
a stack.

e Como o tamanho da stack é no maximo n, uma operacao MultiPop na
sequéncia executa no pior caso em tempo O(n).

e Logo qualquer operagcido na sequéncia executa no pior caso em O(n), e a
sequéncia é executada em tempo O(n?).

Esta estimativa considera isoladamente o tempo no pior caso de cada operacao.
Apesar de correcta da um limite superior demasiado “largo”.
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u Analise agregada de MultiPop(S,k) _

A andlise agregada permite obter um limite mais apertado para o tempo de
execugao de uma sequéncia de n operacoes Push, Pop, e MultiPop

e Cada elemento é popped no maximo uma vez por cada vez que é pushed.

e Na sequéncia, Pop pode ser invocado (incluindo a partir de MultiPop) no
maximo tantas vezes quantas as invocacoes de Push — no maximo n.

e O custo de execucdo da sequéncia é entdo < 2n (1 por cada Push e Pop), ou
seja, O(n).

e O custo médio, ou custo amortizado, de cada operacao, é entao

O(n)/n=0(1).

Apesar de uma operacdo MultiPop isolada poder ser custosa (O(n)), o seu custo
amortizado é O(1).
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u Analise do Tempo de Execucao de BFS e DFS u
Utilizamos Analise Agregada. No caso da pesquisa em largura:

e (Cada vértice é enqueued e dequeued exactamente uma vez. Isto é garantido
pelo facto de os vértices nunca serem pintados de branco depois da inicializacao.

e enqueue e dequeue executam em tempo O(1), logo o tempo total gasto em
operagdes sobre a Queue é O(|V]).

e A lista de adjacéncia de cada vértice é percorrida no maximo uma vez (quando
o Vértice é dequeued), e o comprimento total das listas é O(|F|). Logo, o
tempo total tomado pela travessia das listas de adjacéncias é O(|E)).

e A inicializagdo do algoritmo é feita em tempo O(|V]).

e Assim, o tempo de execu¢do de BFS é O(|V| + |E|)
— linear no tamanho da representacao por listas de adjacéncias de G.
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u Analise do Tempo de Execucao de BFS e DFS u

E para a pesquisa em profundidade:

e Em CDFS, os ciclos for executam em tempo O(|V|), excluindo o tempo

tomado pelas invocacoes de DFS.

e DFS é invocada exactamente uma vez para cada vértice do grafo (a partir de
CDFS ou da prépria DFS) — garantido porque é invocada apenas com vértices
brancos e a primeira coisa que faz é pintd-los de cinzento (e nenhum vértice
volta a ser pintado de branco).

e Em DFS(G,s), o ciclo for é executado Adj(s) vezes. No total das invocagbes
de DFS, este ciclo é entdo executado ) .y |Adj(v)| = O(|E]).

e O tempo de execugcdo de CDFS é entdo O(|V| + |E|) — também linear no
tamanho da representacao.
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u Aplicacoes da Pesquisa em Grafos u

e Ordenacao topoldégica de um grafo aciclico orientado: determinar uma ordem
linear dos nds tal que (u,v) € E implica que u aparece antes de v nessa ordem.

Este algoritmo permite determinar ordens possiveis de execucdo de tarefas (re-
presentadas pelos nds) quando os arcos representam restricoes de precedéncia.

e ldentificacao de componentes fortemente ligados: pode ser resolvido
efectuando-se duas pesquisas, uma no grafo original e outra no seu transposto.

= Aulas tedrico-praticas
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n Arvores Geradoras Minimas n

(“Minimum spanning trees” — MST)

Seja G = (V, E) um grafo ndo-orientado, ligado. Uma arvore geradora de G
é um sub-grafo (V,T) aciclico e ligado de G.

Observe-se que (V,T') é necessariamente uma arvore (= porqué?), e que liga
todos os vértices de GG entre si.

Associe-se agora a cada arco (u,v) € E um peso w(u,v) numérico. As
arvores geradoras minimas de (G sao aquelas para as quais o peso total

é minimo.
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n Arvores Geradoras Minimas n

As MSTs n3o s3o unicas:

O O

2 2 2

Exemplo de aplicacao: ligacao eléctrica de um ndmero de “pins” num circuito
integrado. Cada fio liga um par de “pins”; o peso corresponde a quantidade de
cobre necessaria na ligacao. Pretende-se minimizar a quantidade total de cobre.

A determinaciao de uma MST ocorre como sub-problema de muitos outros!
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u Algoritmo de Prim para Determinacao de MSTs u

Considera em cada instante da execucao o conjunto de vértices dividido em 3
conjuntos disjuntos:

1. os vértices da arvore construida até ao momento;
2. o0s Vvértices na orla (alcangaveis a partir dos anteriores);

3. 0s restantes vértices.

Em cada passo selecciona-se um arco (com origem em 1 e destino em 2) para
acrescentar a arvore. O vértice destino desse arco é também acrescentado.

O algoritmo de Prim selecciona sempre o arco com menor peso nestas
condicoes.
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u Estrutura Geral do Algoritmo m

void MST((V, E)) { /* G = (V,E) */
seleccionar né arbitrario x para inicio da arvore;
while (existem vértices na orla) {
seleccionar um arco de peso minimo entre um noé da arvore
e um noé na orla;
acrescentar esse arco e o respectivo vértice-destino a arvore;

}
}

O exemplo seguinte mostrard que nao é necessario examinar todos os arcos com
origem na arvore actual e destino na orla. Para cada né da orla, basta considerar
um arco (o de menor peso) com origem na arvore — o arco candidato desse né.
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Algoritmo MST de Prim — Exemplo
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Algoritmo MST de Prim — Exemplo
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Algoritmo MST de Prim — Exemplo
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Algoritmo MST de Prim — Exemplo
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Algoritmo MST de Prim — Exemplo
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Algoritmo MST de Prim — Exemplo
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Algoritmo MST de Prim — Exemplo
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Algoritmo MST de Prim — Exemplo
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Algoritmo MST de Prim — Exemplo
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Algoritmo MST de Prim — Exemplo
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u Correccao do Algoritmo de Prim u

Teorema. Seja G = (V, E) um grafo orientado ligado, e (V,T) uma arvore
geradora minima de G. Seja ainda (V',T") uma sub-arvore ligada de (V,T). Se
(u,v) € um arco de peso minimo tal que w € V' ev ¢ V', entdo (V' U {v},T' U
(u,v)) é uma sub-drvore de uma 3rvore geradora minima (V,T) de G.

Prova.
o Se (u,v) €T, a prova é imediata e (V,T) = (V,T).

e (aso contrdrio, existe um caminho de u para v em (V,T),; os primeiros nds
desse caminho estdo em V'. Seja (w,x) o primeiro arco tal que w € V' e

2@ V' eT=T-{(w,z)}U{(u,v)}. Ento:

- (V, Zj) € uma drvore geradora (= porqué?); R

— (V,T') tem custo minimo: w(u,v) < w(z,y), logo w(V,T) < w(V,T),
- (VIU{v}, T"U (u,v)) € uma sub-arvore de (V,T).
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Algoritmo Detalhado

void MST((V, E)) /* G = (V,E) */
Vi={z}; T = 0; /* x escolhido arbitrariamentex*/
stuck = 0;

while (V' #V && !stuck) {
for (y € orla, y adjacente a x)
if (w(x,y) < w(arco candidato de y))
substituir arco candidato de y por (x,y);

for (y € V', y & orla, y adjacente a ) {
colocar y na orla;

marcar (x,y) arco candidato;

}

if (nao ha arcos candidatos) stuck = 1;

else { escolher arco candidato (u,v) de custo minimo; = = v;
Vi=Viu{z}; T'=T U{(u,v)};
remover x da orla;
desmarcar (u,v) como candidato;

Pl
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u Observacoes

e No fim da execuc¢do, se stuck == 0, (V',T") é uma MST.
e Em que circunstancias termina o algoritmo com stuck == 17

e Como proceder para obter uma floresta de MSTs para um grafo n3o ligado?

88



m Correccao do Algoritmo de Prim — Invariante de Ciclo =

No inicio de cada iteragdo do ciclo while, (V',T') é uma sub-arvore de uma
arvore geradora minima de G.

Inicializacdo ({x}, () é sub-arvore de todas as drvores geradoras de GG . . .
Preservacao dada pelo Teorema anterior

Terminacao no fim da execu¢do do ciclo, se stuck !'= 0, V/ =V logo (V'T")
é uma 4arvore geradora minima de G
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u Tempo de Execucao: Limite Inferior u

Teorema: Qualquer algoritmo de construcao de MSTs examina necessariamente
todos os arcos do grafo, logo executa em tempo Q(|E).

Prova. Por contradicio:

e Seja G = (V,E) um grafo ligado cujos arcos tém todos peso 2.

e /maginemos que existe um algoritmo que constroi uma arvore geradora minima
(V,T) sem examinar um arco (x,y) de G. EntdoT' ndo contém (x,y).

e ' contém forcosamente um caminho ¢ de x para y; G contém um ciclo
constituido por esse caminho e pelo arco (x,y).

e Se alterarmos o peso w(x,y) para 1, isso ndo altera a acgdo do algoritmo
(uma vez que ndo considera esse arco). No entanto podemos construir uma
arvore geradora com peso inferior a (V,T): basta substituir qualquer arco de
¢ por (x,y) — contradi¢do!
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u Detalhes de implementacao do Algoritmo de Prim u

e Grafo implementado por listas de adjacéncias;
e s3o mantidos vectores adicionais para o estado (na arvore, na orla, nos
restantes) de cada vértice, para a construcdo da arvore (vector parent como

nas pesquisas), e para o peso dos arcos candidatos;

e mantida uma lista ligada correspondente aos nés na orla.
Estas escolhas utilizam bastante espaco mas permitem acelerar a execucao:

e A pesquisa e remocao do arco candidato de menor peso é feita por uma
travessia da orla e consulta directa dos pesos dos arcos candidatos;

e a substituicdo de um arco candidato é feita facilmente alterando-se o vector
parent e o vector de pesos dos arcos candidatos.
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u Tempo de Execucao do Algoritmo de Prim u

Analise agregada (pior caso) sobre G = (V, E):
e Nimero de operacdes de inicializagdo é linear em |V|.

e Os dois ciclos for podem ser fundidos num Unico que atravessa vértices adja-
centes a x. Este ciclo atravessa completamente todas as listas de adjacéncias,
e como o seu corpo é executado em tempo constante, demora O(|E]).

e Teste if (nao h& arcos candidatos) é executado no maximo |V| — 1 vezes.

e Nidmero total de comparacdes estd em O(|V]?). (= porqué?)

Ent3o, o algoritmo executa em tempo O(|V|* + |E]).
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n Caminhos Mais Curtos n

(“Shortest Paths” — SP)

Seja G = (V,E) um grafo pesado orientado ou na3o-orientado, e P =
Vg, U1, . . . Vg um caminho nesse grafo. O peso do caminho P define-se como

Um caminho P do vértice v para o vértice w diz-se um caminho mais curto
entre v e w se n3o existe nenhum caminho de v para w com peso inferior a w(P).
P nao é necessariamente Unico.

O nome vem da analogia geografica, quando os vértices representam locais
e os pesos distancias entre eles. Qutras aplicacoes: pesos podem representar
custos, por exemplo de viagens entre locais.
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n Caminhos Mais Curtos n

O problema: dado um grafo G e dois vértices v e w nesse grafo, determinar um
caminho mais curto entre eles.

Questao prévia: se construirmos uma arvore geradora minima com origem em
v, serd o caminho (Unico) de v para w contido nessa arvore um caminho mais
curto? A resposta pode ser encontrada no exemplo anterior . . .

Uma estratégia imediata: forca bruta — construir todos os caminhos de v para
w (= como?); seleccionar o mais curto.

Veremos em seguida um algoritmo muito mais eficiente.

Uma definicdo necessaria: a distadncia d(x,y) do vértice = ao vértice y é o
peso de um caminho mais curto de = para y.
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Algoritmo de Dijkstra para Determinacao de SPs

Muito semelhante ao algoritmo de PRIM para MSTs.

Selecciona em cada passo um vértice da orla para acrescentar a drvore que vai

construindo.

O algoritmo vai construindo caminhos cada vez mais longos (no sentido do

peso maior) a partir de v, dispostos numa arvore; para quando encontrar w.

A grande diferenca em relacao ao algorito de Prim é o critério de seleccao do

arco candidato.

A andlise do tempo de execucio é analoga.
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u Algoritmo de Dijkstra — Arcos Candidatos m

e Para cada ndé z na orla, existe um caminho mais curto v, vq,...v; na arvore
construida, tal que (vg, z) € E.

e Se existirem vdrios caminhos v, v1, ... Ui € arco (v, z) nas condi¢des anteriores,
o arco candidato (unico) de z serd aquele para o qual d(v,vg) + w(vg, z) for

minimo.

e Em cada passo, o algoritmo selecciona um vértice da orla para acrescentar a
arvore. Este serd o vértice z com valor d(v, v;) + w(vg, 2) mais baixo.
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Algoritmo SP de Dijkstra — Exemplo

d(A,A) +w(A,B) = 2;

d(A,A) +w(A, F)=9;

d(A, A) +w(A,G) = 5.
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Algoritmo SP de Dijkstra — Exemplo

d(A,B) 4+ w(B,C) = 6;

d(A,A) +w(A, F) =9;

d(A, A) +w(A,G) = 5.
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Algoritmo SP de Dijkstra — Exemplo
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Algoritmo SP de Dijkstra — Exemplo
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Algoritmo SP de Dijkstra — Exemplo m

F(
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u Algoritmo SP de Dijkstra — Exemplo m

Houve uma alteracao do arco candidato de H!
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Algoritmo SP de Dijkstra — Exemplo m

103



Algoritmo SP de Dijkstra — Exemplo m
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u Implementacao _

Utiliza-se um vector dist| | para guardar a seguinte informac3o:

o dist|ly] = d(v,y) se y estd na arvore construida até ao momento;

o dist|z] =d(v,y) +w(y, z) se z estd na orla e (y, z) é o seu arco candidato.

Observe-se que se trata de informacao que é reutilizada varias vezes pelo que
deve ser armazenada quando é calculada pela primeira vez.
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Algoritmo Detalhado

void SP((V, E), v, w) { /¥ G = (V,E) */
r=wv; V' ={xz}; T'=0;
stuck = 0;

while (x # w && 'stuck) {
for (y € orla, y adjacente a x)
if (distlx] + w(x,y) < distlyl) {
substituir arco candidato de y por (x,y);
dist[y] = dist[z]4w(z,y);
h
for (y € V' y & orla, y adjacente a z) {
colocar y na orla;
marcar (x,y) arco candidato;
dist[y] = dist[z]4w(z,y);

}
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u Algoritmo Detalhado _

if (nao ha arcos candidatos) stuck = 1;
else { escolher arco candidato (u, z) com dist[2z] minimo;
r=z;
Vi=Viu{z}; T"=T'U{(u,2)};
remover x da orla;
desmarcar (u, z) como candidato;

}
}
}

Nota: O grafo G é em geral orientado.
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u Correccao do Algoritmo de Dijkstra u

Teorema. Seja G = (V, E) um grafo pesado e V' C V contendo o né v. Se
(u,z), comu V', z¢& V', éescolhido por forma a minimizar d(v,u) + w(u, z),
entdo o caminho obtido acrescentando-se (u, z) no fim de um caminho mais curto
de v para u € um caminho mais curto de v para z.

Prova. = Exercicio!!
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m Correccao do Algoritmo de Dijkstra — Invariante de Ciclo =

No inicio de cada iteragdo do ciclo while, (V',T") é uma arvore com raiz em v
tal que todo o caminho de v para y nela contido é um caminho mais curto em G.

Inicializacdo trivial para ({v},0)
Preservacao dada pelo Teorema anterior

Terminacao no fim da execucdo do ciclo, se stuck !'= 0, V’ contém w logo
contém um caminho mais curto de v para w.
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u Variantes do Problema dos Caminhos Mais Curtos u

Seja G um grafo orientado. O problema estudado designa-se também por
“Single-pair Shortest Paths” e pode ser visto como um caso particular de:

1. Single-source Shortest Paths: determinar todos os caminhos mais curtos
com origem num né v dado e destino em cada né de G. Poder ser resolvido
por uma versao ligeiramente modificada do algoritmo de Dijkstra. = como?

2. Single-destination Shortest Paths: determinar todos os caminhos mais
curtos com destino num né w dado e origem em cada né de G. Pode ser
resolvido por um algoritmo de resolucao do problema 1, operando sobre um
grafo obtido do original invertendo o sentido de todos os arcos.

3. All-pairs Shortest Paths: determinar SPs entre todos os pares de nds de G.

Os algoritmos para 1. e 2. s3o assimptoticamente t3o rapidos quanto o algoritmo
de Dijkstra. O problema 3. pode ser resolvido de forma mais eficiente do que
pela resolucao do problema 1 repetidamente.
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u Estratégias Algoritmicas — Algoritmos “Greedy” _

A estratégia “greedy’ pode ser utilizada na resolucao de problemas de opti-
mizacao. Um algoritmo greedy efectua uma sequéncia de escolhas; Em cada

ponto de decisao no algoritmo, esta estratégia elege a solucao que “parece”
melhor:

Fazer escolhas localmente optimas esperando que elas resultem numa
solucao final globalmente dptima.

Nota: Esta estratégia nao resulta sempre em solucdes globalmente éptimas, pelo
que tipicamente é necessdrio provar que a estratégia é adequada.
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m Sub-estrutura Optima n

Diz-se que um problema possui sub-estrutura optima se uma solucao éptima para
o problema contém solucdes dptimas para sub-problemas do problema original.

e Arvores Geradoras Minimas: Cada sub-4rvore de uma MST do grafo G é
uma MST de um sub-grafo de G.

e Caminhos Mais Curtos: Todos os sub-caminhos do caminho mais curto de v
até w sao caminhos mais curtos.

Para que um problema seja resolivel por uma estratégia “greedy” é condicao
necessaria que ele possua sub-estrutura éptima. . .
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Algoritmos Greedy m

. . € que possa ser reformulado como se segue:

7/

E efectuada uma escolha, da qual resulta um (lnico) sub-problema que deve
ser resolvido.

Essa escolha é efectuada localmente sem considerar solucoes de sub-problemas
— de facto o novo sub-problema resulta da escolha efectuada, e ndo o contrario.

A escolha greedy pode entao depender das escolhas efectuadas até ao momento,
mas nunca de escolhas futuras.

Trata-se pois de um método top-down: cada problema é reduzido a um mais
pequeno por uma escolha greedy e assim sucessivamente.

Isto contrasta com a Programacao Dindmica — uma estratégia bottom-up em
que cada escolha efectuada depende ja de solucoes de sub-problemas.
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Prova de Correccao Tipica n

Por exemplo no caso do algoritmo de Prim:

1.

O sub-problema actual: extender a arvore ja construida (V',T") até conter
todos os nés de V.

. Assume-se uma solucao globalmente déptima deste sub-problema: a MST

(V,T); (V',T") é sub-arvore desta.

. A escolha greedy reduz o problema a um mais pequeno extendendo (V' ,T")

com um vértice e um arco; seja (V”,T") a arvore resultante.

Novo problema: extender (V"' T") até conter todos os nés de V. (V,T') ndo
contém necessariamente (V"' T").

. Ha entdo que provar que (V”,T") é sub-arvore de uma outra solugdo global-

mente 6ptima (V,T), i.e., uma solucdo para o sub-problema obtido depois da
escolha greedy ¢ globalmente 6ptima.
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m Fecho Transitivo de um Grafo Nao-pesado n

Considere-se uma relagdo binaria A sobre um conjunto S (A C S x S).
Escreveremos x Ay quando (z,y) € A. Dada uma enumeracdo si, So,... de S, a
relacdo A pode ser representada por uma matriz de dimensao |S/:

1 se SiASj
Qg5 — , .
0 caso contrario

Se A for a relacdo de adjacéncia de um grafo (G, a respectiva matriz é a matriz
de adjacéncias de G. A determinacao de elementos do fecho transitivo de A:

rAy e yAz — Az

corresponde a insercdo de arcos em G

xT— Yy — 2z = T —>2Z

115



u Algoritmo de Fecho Transitivo de um Grafo u

void TC (int A[J[], int R[I[], int n) {
/* G representado por A, fecho transitivo em R */
R = A; /* copia matriz... */
for (i=1 ; i<=n; i++)
for (j=1 ; j<=n ; j++)
for (k=1 ; k<=n ; k++)
if (R[i][k] && R[k][j]l) R[il[j] = 1;

}

Considere-se a situacdo seguinte com i < k' e j < k:
§;j — S} — S — S

Entdo o algoritmo tenta acrescentar o arco (s;, s;) antes de (s;, si) € (S, S;).

Este algoritmo é incorrecto porque nao processa os vértices pela ordem adequada.
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_ Algoritmo de Warshall _

Uma correccao possivel do algoritmo consiste na introducao de um novo ciclo
(mais exterior), while (houver arcos a acrescentar...).

Uma solucao mais eficiente é o Algoritmo de Warshall, que difere do anterior
apenas na disposicao dos ciclos:

void WarshallTC (int A[J[], int R[I[], int n) {
/* G representado por A, fecho transitivo em R */
R = A; /* copia matriz... */
for (k=1 ; k<=n; k++)
for (i=1 ; i<=n ; i++)
for (j=1 ; j<=n ; j++)
if (R[i]J[k] && R[k][j]l) RL[il[j] = 1;

}

Este algoritmo executa em tempo 6(|V|?).

117



m Correccao do Algoritmo de Warshall — Invariante de Ciclo =

Seja Sy = {s1,...,5k}, para k < |V|. No fim da execucdo da iteracdo de
indice k do ciclo for mais exterior, R[i] [j]1==1 sse existe um caminho (de
comprimento > 0) de s; para s; contendo além destes apenas nés de S.

Inicializacao k£ = 0: o ciclo for nao foi ainda executado, R contém apenas os
arcos iniciais do grafo.

Preservacao Assuma-se vdlido o invariante no fim da iteracao k — 1; Para prova-
lo valido no fim da iteracdo k, hd que estudar quais os pares (¢,j) para os
quais R[i] [j] se vai tornar 1, tendo em conta os varios casos possiveis (k > j
ouk<j, k>iouk>i).

Terminacao No fim da dltima execucao do ciclo, tem-se R[i] [j]==1 sse existe
um caminho (de comprimento > 0) de s; para s; em G.
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u “All-pairs Shortest Paths” u

Uma generalizacao do algoritmo de Warshall para grafos pesados permite calcular
uma matriz contendo os pesos dos caminhos mais curtos entre todos os pares de
vértices de um grafo.

void Distances (Weight W[][], Weight D[][], int n) {
/* G representado por A, fecho transitivo em R */
D = W; /* copia matriz... */
for (k=1 ; k<=n; k++)
for (i=1 ; i<=n ; i++)
for (j=1 ; j<=n ; j++)
D[i][j] = min(D[i]l [j1,D[i]l [k]1+D[k][j1);

}

Trata-se de facto de um algoritmo de Programacao Dinamica.
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