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Definição de uma Linguagem de Programação

• Definição da sintaxe da linguagem 
• focada estrutura gramatical do programa 
• definição das diversas categorias sintácticas (expressões, 

comandos, programas, …) 

• Definição da semântica da linguagem 
• descrição do significado das várias construções da linguagem 
• permite prever o seu comportamento em tempo de execução 
• Qual o significado de um programa? Como é que ele é executado? 

Que garantias podemos ter a sua execução? 

• Ferramentas: parsers, interpretadores, compiladores, debuggers, 
profilers…
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Semântica Informal

Segundo Kernighan & Ritchie, em The C Programming 
Language,  

“O comando C é executado repetidamente enquanto o valor 
da expressão B for verdadeiro, sendo o teste feito antes da 
execução do comando.”

Qual o significado da seguinte construção?

8 1 INTRODUCTION

Informal Semantics

Here is the informal definition of

adapted from B. W. Kernighan and D. M. Ritchie, The C
Programming Language (Prentice-Hall, 1978), p 202:

The command is executed repeatedly so long as the value of

the expression remains . The test takes place before

each execution of the command.
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Aims of Plotkin’s Structural Operational Semantics

Transition systems should be structured in a way that reflects the

structure of the language: the possible transitions for a compound

phrase should be built up inductively from the transitions for its

constituent subphrases.

At the same time one tries to increase the clarity of semantic

definitions by minimising the role of ad hoc, phrase-analysis

transitions and by making the configurations of the transition

system as simple (abstract) as possible.
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Semântica Informal

• As diversas características das linguagens de programação 
são muitas vezes apenas descritas de modo informal. 

• Mas é importante ter uma descrição precisa do significado das 
várias construções de uma linguagem de programação. 
• Quando é que dois programas são equivalentes? 
• Quando é que um programa satisfaz a sua especificação? 
• O compilador da linguagem é correcto? 

• Precisamos de uma semântica formal que especifique 
rigorosamente  o comportamento dos programas.
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Semântica Formal

• É a construção de um modelo matemático. 

• Preocupa-se em especificar rigorosamente o comportamento 
dos programas. 

• Especificação do comportamento é independente da máquina. 

• Lança as bases para a implementação, análise e verificação 
dos programas. 

• Permite revelar vários tipos de subtilizas de que é importante 
estar ciente.
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Benefícios da Semântica Formal

• No desenho da linguagem: pode ser útil na clarificação de 
aspectos subtis e à descoberta de melhores formas de 
organizar a informação. 

• Na implementação: permite processar, analisar e optimizar os 
programas de forma correcta. Lança as bases para a definição 
de máquinas abstractas e código intermédio.   

• Na verificação: permite raciocinar acerca dos programas, 
especificações e outras propriedades.
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Abordagens à Semântica Formal

• Operacional: descreve os passos de execução de um programa 
como uma máquina abstracta. Foca-se em como o efeito de uma 
computação é produzido. 

• Denotacional: descreve o significado de um programa num 
domínio matemático abstracto. Foca-se apenas no efeito da 
computação não em como ele é obtido. 

• Axiomática: descreve o comportamento de programas através 
de uma lógica. As propriedades do efeito de executar um 
programa são expressas por asserções.
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Cada estilo tem os seus usos…

• Operacional:  útil na implementação das linguagens. 
• Axiomática:  útil na verificação dedutiva dos programas. 
• Denotacional:  útil para trabalhar a um nível mais abstracto.

Na realidade os vários estilos usam-se uns aos outros.

Por exemplo: 
• A prova de correção de um sistema de inferência axiomático 

é feita face à semântica operacional ou denotacional. 
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Indução
• A indução é uma técnica que nos permite definir e raciocinar com 

objectos que são 

• estruturados de uma forma bem fundada, 

• finitos embora arbitrariamente grandes. 

• A indução explora a natureza finita e estruturada desses objectos 
para superar a sua complexidade arbitrária.  

• O objectos compostos tem uma forma única de ser decompostos 
nos seus constituintes imediatos.

Na abordagem formal à semântica as definições indutivas e as provas 
por indução estão por todo o lado… 
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Indução Matemática

10 2 INDUCTION

2 Induction
Inductive definitions and proofs by induction are all-pervasive in the structural approach to
operational semantics. The familiar (one hopes!) principle of Mathematical Induction and the
equivalent Least Number Principle are recalled on Slide 10. Most of the induction techniques
we will use can be justified by appealing to Mathematical Induction. Nevertheless, it is
convenient to derive from it a number of induction principles more readily applicable to the
structures with which we have to deal. This section briefly reviews some of the ideas and
techniques; many examples of their use will occur throughout the rest of the course. Apart
from the importance of these techniques for the subject, they should be important to you
too, for examination questions on this course assume an ability to give proofs using the
various induction techniques.

Mathematical Induction

For any property of natural numbers

, to prove

it suffices to prove

Equivalently:

Least Number Principle: any non-empty subset of possesses
a least element.

Slide 10

2.1 A note on abstract syntax
When one gives a semantics for a programming language, one should only be concerned
with the abstract syntax of the language, i.e. with the parse tree representation of phrases that
results from lexical and syntax analysis of program texts. Accordingly, in this course when
we look at various example languages we will only deal with abstract syntax trees.1 Thus a

1In Section 5, when we consider binding constructs, we will be even more abstract and identify trees
that only differ up to renaming of bound variables.
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Para qualquer propriedade           sobre números naturais 

para provar

basta provar

(caso base)

(passo indutivo)e
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Well-founded induction

well-founded relation
A binary predicate � over a set A is a well-founded relation i↵ there does
not exist an infinite decreasing sequence

. . . � a3 � a2 � a1

The following relation is well-founded over an inductive type I.

t

0 � t i↵ t

0 is a strict subterm of t

Axiom schema (well-founded induction)

(8n. (8n0
. n

0 � n ! P (n0))! P (n)) inductive step
! 8x. P (x) conclusion

Maria João Frade (DI-UM) Beyond First-Order Logic MFES 2009/10 35 / 37
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Boa fundação
Uma relação binária    sobre uma conjunto A diz-se uma relação bem 
fundada se não existir nenhuma sequência infinita decrescente

A seguinte relação definida sobre um conjunto definido indutivamente 
é bem fundada
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sse   t’ é um sub-termo estrito de t

Indução bem fundada

para provar

Principle of well-founded induction

Justification A theorem of set theory.

Prerequisites Let A be a set, and let ≺ be a well-founded relation on A. By
definition, this means that there are no infinite descending chains
. . . ≺ ak ≺ . . . ≺ a1 ≺ a0 for elements ai ∈ A. Finally, let P be a
property of elements in A.

Rule

∀a ∈ A .
(
∀b ≺ a . P (b)

)
⇒ P (a)

∀a ∈ A . P (a)

Application For an arbitrary element a ∈ A, assume that the property holds
for all elements b ∈ A such that b ≺ a. Prove that it is then the
case that the property also holds of a. Often used in termination
proofs.

Example Let c be the the following IMP program:

X := 0; while ¬(Y = 0) do X := X + 1; Y := Y − 1

We wish to prove that c terminates for all initial states in S =
{σ | σ ∈ Σ ∧ σ(Y ) ≥ 0}. Termination can be expressed as

∀σ ∈ S . ∃σ′ ∈ Σ . ⟨c, σ⟩ → σ′.

Let ≺ be a binary relation over S such that, supposing σ, σ′ ∈ S,
σ ≺ σ′ ⇐⇒ σ(Y ) < σ′(Y ). Then ≺ is well-founded, since we
must always have σ(Y ) ≥ 0 for any σ ∈ S in a chain. Now, as
induction hypothesis, assume for some arbitrary σ ∈ S that

∀σ′′ ≺ σ . ∃σ′ ∈ Σ . ⟨c, σ′′⟩ → σ′.

Assume σ(Y ) = 0. If we let c0 be the initial assigment and w
be the while-loop in c, we have the following derivation in the
big-step operational semantics:

⟨c0, σ⟩ → σ[0/X ] ⟨w, σ[0/X ]⟩ → σ[0/X ]

⟨c, σ⟩ → σ[0/X ]

Clearly, the execution terminates in a state σ[0/X ]. Assume next
σ(Y ) > 0, let c1 denote the composition of the two assignments
in w and let σ′′ = σ[1/X, σ(Y ) − 1/Y ]. This gives

⟨c0, σ⟩ → σ[0/X ]

⟨c1, σ[0/X ]⟩ → σ′′ ⟨w, σ′′⟩ → σ′

⟨w, σ[0/X ]⟩ → σ′

⟨c, σ⟩ → σ′

Note that the induction hypothesis guarantees the existance of a
σ′ such that ⟨w, σ′′⟩ → σ′, since σ′′ ≺ σ. Hence, we have found
the required terminating state, and our proof is done.
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X := 0; while ¬(Y = 0) do X := X + 1; Y := Y − 1

We wish to prove that c terminates for all initial states in S =
{σ | σ ∈ Σ ∧ σ(Y ) ≥ 0}. Termination can be expressed as

∀σ ∈ S . ∃σ′ ∈ Σ . ⟨c, σ⟩ → σ′.

Let ≺ be a binary relation over S such that, supposing σ, σ′ ∈ S,
σ ≺ σ′ ⇐⇒ σ(Y ) < σ′(Y ). Then ≺ is well-founded, since we
must always have σ(Y ) ≥ 0 for any σ ∈ S in a chain. Now, as
induction hypothesis, assume for some arbitrary σ ∈ S that

∀σ′′ ≺ σ . ∃σ′ ∈ Σ . ⟨c, σ′′⟩ → σ′.

Assume σ(Y ) = 0. If we let c0 be the initial assigment and w
be the while-loop in c, we have the following derivation in the
big-step operational semantics:

⟨c0, σ⟩ → σ[0/X ] ⟨w, σ[0/X ]⟩ → σ[0/X ]

⟨c, σ⟩ → σ[0/X ]

Clearly, the execution terminates in a state σ[0/X ]. Assume next
σ(Y ) > 0, let c1 denote the composition of the two assignments
in w and let σ′′ = σ[1/X, σ(Y ) − 1/Y ]. This gives

⟨c0, σ⟩ → σ[0/X ]

⟨c1, σ[0/X ]⟩ → σ′′ ⟨w, σ′′⟩ → σ′

⟨w, σ[0/X ]⟩ → σ′

⟨c, σ⟩ → σ′

Note that the induction hypothesis guarantees the existance of a
σ′ such that ⟨w, σ′′⟩ → σ′, since σ′′ ≺ σ. Hence, we have found
the required terminating state, and our proof is done.
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Sintaxe Abstracta
• A semântica de uma linguagem de programação só se preocupa 

com a sintaxe abstracta da linguagem. 

• De facto estamos a lidar com árvores de sintaxe abstracta. 

• Por exemplo:  

Numbers vs Numerals Notice that we use typewriter font for the numer-
als, to distinguish them from the numbers 0, 1 and so on. The numbers are
the mathematical entities which we use in everyday life, while the numerals
are just syntax for describing these numbers. Thus, we can add numbers to-
gether, but not numerals; but we can write a program in Exp which computes
the result of “adding a pair of numerals”.

The distinction between numerals and numbers is subtle, but important,
because it is one manifestation of the difference between syntax and seman-
tics. The difference should become clearer once we have studied the various
semantics which follow.

Abstract vs Concrete Syntax Saying that we are using abstract syntax
means that all our programs are parsed before we start to worry about them.
In this course, we will never be worried about where the brackets are in an
expression like

3 + 4× 5

because we will never deal with such unparsed expressions.

Using abstract syntax in fact means we’re dealing with trees such as

×

+

3 4

5

although we use linear syntax like ((3 + 4) × 5) for them.

In this course, brackets don’t matter because we’re always using the linear
syntax as a shorthand for the abstract, tree-based syntax. But of course,
when there’s ambiguity about what abstract syntax tree is meant by a par-
ticular piece of linear “shorthand”, insert brackets if you think it will help.

Note that taking an abstract, tree-view of syntax makes it clear that +, ×
and so on are program-forming operations: they take two programs and give
you a new one. One of the points of semantics, particularly denotational
semantics, is to show that these operations on programs have corresponding
operations on meanings.

2.1 Operational Semantics for Exp

An operational semantics for Exp will tell us how to evaluate an expression
to get a natural number. This can be done in two ways:

• small-step, or structural, operational semantics gives a method for eval-
uating an expression step-by-step

Numbers vs Numerals Notice that we use typewriter font for the numer-
als, to distinguish them from the numbers 0, 1 and so on. The numbers are
the mathematical entities which we use in everyday life, while the numerals
are just syntax for describing these numbers. Thus, we can add numbers to-
gether, but not numerals; but we can write a program in Exp which computes
the result of “adding a pair of numerals”.

The distinction between numerals and numbers is subtle, but important,
because it is one manifestation of the difference between syntax and seman-
tics. The difference should become clearer once we have studied the various
semantics which follow.

Abstract vs Concrete Syntax Saying that we are using abstract syntax
means that all our programs are parsed before we start to worry about them.
In this course, we will never be worried about where the brackets are in an
expression like

3 + 4× 5

because we will never deal with such unparsed expressions.

Using abstract syntax in fact means we’re dealing with trees such as

×

+

3 4

5

although we use linear syntax like ((3 + 4) × 5) for them.

In this course, brackets don’t matter because we’re always using the linear
syntax as a shorthand for the abstract, tree-based syntax. But of course,
when there’s ambiguity about what abstract syntax tree is meant by a par-
ticular piece of linear “shorthand”, insert brackets if you think it will help.

Note that taking an abstract, tree-view of syntax makes it clear that +, ×
and so on are program-forming operations: they take two programs and give
you a new one. One of the points of semantics, particularly denotational
semantics, is to show that these operations on programs have corresponding
operations on meanings.

2.1 Operational Semantics for Exp

An operational semantics for Exp will tell us how to evaluate an expression
to get a natural number. This can be done in two ways:

• small-step, or structural, operational semantics gives a method for eval-
uating an expression step-by-step

em vez de

embora usemos uma sintaxe linear como

Numbers vs Numerals Notice that we use typewriter font for the numer-
als, to distinguish them from the numbers 0, 1 and so on. The numbers are
the mathematical entities which we use in everyday life, while the numerals
are just syntax for describing these numbers. Thus, we can add numbers to-
gether, but not numerals; but we can write a program in Exp which computes
the result of “adding a pair of numerals”.

The distinction between numerals and numbers is subtle, but important,
because it is one manifestation of the difference between syntax and seman-
tics. The difference should become clearer once we have studied the various
semantics which follow.

Abstract vs Concrete Syntax Saying that we are using abstract syntax
means that all our programs are parsed before we start to worry about them.
In this course, we will never be worried about where the brackets are in an
expression like

3 + 4× 5

because we will never deal with such unparsed expressions.

Using abstract syntax in fact means we’re dealing with trees such as

×

+

3 4

5

although we use linear syntax like ((3 + 4) × 5) for them.

In this course, brackets don’t matter because we’re always using the linear
syntax as a shorthand for the abstract, tree-based syntax. But of course,
when there’s ambiguity about what abstract syntax tree is meant by a par-
ticular piece of linear “shorthand”, insert brackets if you think it will help.

Note that taking an abstract, tree-view of syntax makes it clear that +, ×
and so on are program-forming operations: they take two programs and give
you a new one. One of the points of semantics, particularly denotational
semantics, is to show that these operations on programs have corresponding
operations on meanings.

2.1 Operational Semantics for Exp

An operational semantics for Exp will tell us how to evaluate an expression
to get a natural number. This can be done in two ways:

• small-step, or structural, operational semantics gives a method for eval-
uating an expression step-by-step
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Indução Estrutural

Casos de base

• Provar que a propriedade se verifica para todos os elementos de 
base da categoria sintática. 

Casos indutivos (para cada elemento composto da categoria sintática) 

• Assumir que a propriedade se verifica para todos os constituintes 
imediatos do elemento (estas são as hipóteses de indução) e provar 
que esta também se verifica para o elemento composto. 

Prova de uma propriedade por indução estrutural numa 
determinada categoria sintática

14

Um pequeno exemplo
Considere a representação de números no sistema binário dada pela 
categoria sintática             de acordo com a seguinte sintaxe abstracta

Para determinar o número inteiro representado pelo numeral definimos 
uma função semântica

definida indutivamente da seguinte forma

usamos                   como meta-variável.

15

Uma prova por indução estrutural

Provar que                           é uma função total.

      é uma função total, se para todo o argumento       
existir um único número            tal que

Prova:  Por indução na estrutura de 

• Casos de base

• Casos indutivos

Provar a propriedade quando    é        ou      . 

Provar a propriedade quando    é     ou     

16



A linguagem While

Categorias sintáticas e respectivas meta-variáveis.

(em notação decimal)

(os comandos)

17

A linguagem While

Sintaxe abstracta
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Semântica das expressões
Os numerais em notação decimal têm o significado esperado. 
Por exemplo,

Note que:  um numeral é uma entidade sintática e um número é 
um valor semântico.

O significado de uma expressão depende do valor atribuído às  
variáveis que nela ocorrem. Por exemplo, a expressão x+1 

• terá o valor 4 se o valor de x for 3 
• terá o valor 3 se o valor de x for 2 

Surge a necessidade de introduzir a noção de estado.

19

Estado
O estado associa a cada variável o seu valor corrente.

O estado será representado por uma função de variáveis 
para valores (do domínio de interpretação).

       representa  o valor da variável      no estado    .   

Seja    um estado.

representa a seguinte função:

20



Semântica das expressões aritméticas

É dada pela seguinte função semântica

definida indutivamente do seguinte modo

21

Semântica das expressões booleanas
É dada pela seguinte função semântica

definida indutivamente por

     é o conjunto dos  
 valores de verdade

22

Variáveis livres
denota o conjunto das variáveis livres de uma expressão 
 aritmética 

Define-se indutivamente do seguinte modo

De modo similar define-se            para expressões booleanas.

23

Substituições
denota a substituição, na expressão    , de cada  
ocorrência da variável     pela expressão       .

Define-se indutivamente do seguinte modo

24



Sejam     e      estados tais que                         para todo     
em             .  Então,  

Algumas propriedades

Para qualquer estado    , 

Prova: por indução na estrutura de     . 

Prova: por indução na estrutura de     . 

Exercício: 
Defina e prove resultados similares para expressões booleadas.
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Semântica Operacional

26

A linguagem While

Categorias sintáticas e respectivas meta-variáveis.

(em notação decimal)

27

(os comandos)

A linguagem While

Sintaxe abstracta
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Semântica Operacional

• A semântica já dada às expressões aritméticas e booleanas 
apenas consultam o estado. 

• O papel de um comando da linguagem é alterar o estado. A 
semântica dos comandos irá portanto modificar o estado. 

• A semântica operacional preocupa-se em como os programas 
são executados e não apenas nos resultados da sua execução.

29

Semântica Operacional

Duas abordagens: 

• Semântica Natural (Semântica de Avaliação ou Big-step)  

O seu propósito é descrever como os resultados globais das 
execuções são obtidos. 

• Semântica Operacional Estrutural (Semântica de Transições 
ou Small-step) 

O seu propósito é descrever como os passos individuais das 
computações são executados.
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Sistemas de Transições
Na semântica operacional o significado de um comando é dado 
por um sistema de transições. 

Um sistema de transições é constituído por um conjunto de 
configurações e por uma relação binária de transição entre 
configurações. Há dois tipos de configurações:

indica que o comando      é para ser executado 
no estado    .
representa um estado final  (é uma configuração terminal)

A relação de transição descreve como a execução é feita.
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