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Ficha 1

. Considere os seguintes modelos de Lp:

My ={p,q} e M= {q}

Determine a validade de cada uma das proposicoes seguintes no modelo
M e no modelo Ms:

(a) pD(¢ADp)
(b) (pVq) D—q

. Para cada uma das proposicoes seguintes apresente (se possivel) um mo-
delo que a valide e um que a refute.

(a) pDr

. Verifique que ((P D @) D P) D P é uma tautologia.
. Quais das seguintes consequéncias seménticas se verificam? Justifique.

(a) {portEPAT
() {p,r}EPDY

(c) EpV-p

(d) {pA-ptEPVT

. Defina uma funcao em Haskell que determine se uma férmula € con-
sequéncia semantica de uma teoria.

. Demonstre que a seguinte relacao é uma relacao de dedugao:
AFP sse PeA

E correcta? E completa?



Ficha 2

. Considere o sistema dedutivo de Hilbert para a logica proposicional que
tem apenas — e D como conectivas primitivas:

(Ax1) P>Q@QDP
(Ax2) ( P>DQDODRD(PDQ)DPDOR
(Ax3) (-PDQ)D(-PD>-Q)DP
P PDOQ
(MP) ——

Usando este sistema dedutivo, apresente uma dedugao para:

(a) FQDODPDOP
b)FQD(PDQDP)

(c) F-PDPDQ

(d) {Q,P>QDR}FPDOR

. Considere o sistema dedutivo de Hilbert para a légica proposicional que
tem — e D como conectivas primitivas, e as abreviaturas:

AANB=—(AD>-B) e AVB=-ADB

(A1) A>DBDA
(A2) ( ADBDC)D(ADB)DADC
(A3) (-BD>-A)DADB
(A4) (BD-A)DAD-B
A ADB
(MP) 5

Usando este sistema dedutivo, apresente uma deducao para:

(a) F P D =P

(b) F=BVB

(¢) B> (AV B)

() {P>Q,~(@DR)D-P}FPDR



Ficha 3

. No sistema de dedugao natural para a légica proposicional intuicionista,
N;, construa as seguintes deducoes:

(a) FRODPDOP

(b)) FADAVB
(¢ H(PVP)D P
(d) ANBF —(AD-B)
. No sistema de deducao natural para a légica proposicional classica, N,
construa dedugoes dos teoremas:

(a) ~~BDB
(b) Av-A

(¢c) (-BD>-A)D(ADB)
(d) (mADC)D(ADC)D>C

a

. Utilizando a formulacao da dedugao natural em sequentes para a légica
proposicional intuicionista, Ns;, construa dedugoes dos teoremas:

(a) ADBDAAB

(b) (PD>Q)AN(PDR))DPDO(QAR)
() (PVQ)DR)D((PDR)A(QDR))
(d) (A>B)D (=B >-A)

(€) ~(PVQ)>(-PA-Q)

C

. No sistema de deducao natural em sequentes para a légica proposicional
classica, Ns., construa as seguintes dedugoes:
a) ~—PFP
) FPV-P
(¢c) - BD-AFADB
) " ADC,ADCFEC



Ficha 4

. Utilize o sistema de prova assistida Isabelle/Isar para desenvolver as pro-
vas em deducao natural que realizou na ficha 3.

. Desenvolva, no sistema LK de Gentzen para a logica proposicional classica,
provas para os seguintes teoremas:

(a) --PDP

(b) PV P
(c) (PV(QAR) > (PVQ)A(PVR)
(d) (PODQAN(PDODR)DPD(QAR)
() (PVQ)DR)D(POR)A(QDR)
(f) =(PVQ)>-PA-Q

. Use o sistema LK de Gentzen para a légica proposicional cldssica para
demonstrar os seguintes sequentes:

(a) ~(PAQ) = P>-Q
(b) AD-B,ANB =

. Utilize o sistema Isabelle/Isar para desenvolver as dedugoes que realizou
nas alineas 2 e 3.

. No sistema LJ de Gentzen para a légica proposicional intuicionista, de-
monstre os teoremas que se seguem:

(a) (BDC)D(AAB)DADC
(b) (AD B) D (=B D -A)



5 Ficha 5

No ambito da Légica Proposicional Cléssica

1. Determine a forma normal negativa equivalente a cada uma das seguintes
proposicoes:

(a) (pVvit)D(pAt)
(b) pA(PDt)Dwp
(© (p2t)>p)Dp
(d) (=p2)>(pD>—t)Dp
2. Construa a forma normal conjuntiva e a forma normal disjuntive equiva-

lente a cada uma das proposi¢oes da alinea 1. (Pode partir das formas
normais negativas determinadas na alinea 1.)

Pela inspecgao das respectivas formas normais conjuntivas ou disjuntivas,
consegue determinar se alguma das proposicoes é uma tautologia ou é
equivalente ao absurdo 7 Justifique.

3. Partindo das formas normais negativas determinadas na alinea 1, repre-
sente as formas normais conjuntivas e disjuntivas equivalentes, sob a forma
de listas de listas de literais. Utilize as operagoes sobre listas (4 e x), de-
finidas nas aulas tedricas, para construir a solucao.

4. Das formas normais construidas na alinea 3, indique os caminhos fecha-
dos e as formas fechadas. O que pode concluir quanto a validade das
proposicoes que lhe equivalem (que estao em 1) ?

5. Tendo por base os algoritmos usados nas alineas anteriores:

(a) Defina em Haskell uma funcao que testa a validade de uma pro-
posicao.

(b) Defina em Haskell uma fungéo que testa a inconsisténcia (ou equi-
valéncia ao absurdo) de uma proposicao,



Ficha 6

. Utilize o sistema de tableauzx para verificar a validade das férmulas:

(a)
(b)
()
(d)

. Utilize o sistema de tableaux para verificar as seguintes relagoes de dedugoes:

(pViE)D (AL
(PAN(PDQ))D-P
(P>Q)>P)>P
(-P>Q)D(-PD>-Q)DP

(a) ANB +—-(AD-B)
(by " ADC,ADC FC

(c) ~(PAQ) FP>-Q
(dy AD-B +-AV-B
() POQ,PORFPDOQAR
. Apresente a execucao do algoritmo de Davis-Putnam para testar a incon-
sisténcia das seguintes férmulas:

(a) =((=p21) > (=p > ~t) D p) (FNC: (pVE)A(pV —t) A=p)

(b) (pVt) D (pAt)

() (pA(pDt)Dwp
(d) =(((p>1t) >p) Dp)

() (=p2t)>(=p>—t)Dp
. Use o método de Dawvis-Putnam para justificar a validade das seguintes
relagoes de dedugao:

(a) rD s F—rV-s

by pDg,pDdr FpDgAr

. Apresente a execucao do algoritmo de Davis-Putnam para testar a validade
das seguintes férmulas:

(a) (p2>t)>p)D>p (FND:pV (=pA-p)V (tA-p))
(b) (=pAq)V(gNA=r)V(PA—gA-T)



Ficha 7

. Identifique nas férmulas seguintes as instancias livres e ligadas das variaveis:
(a) P(z) D (Fz.P(x))

(b) (Va.Q(z,y) v (3y-Q(z,)))

(c) (Va.P(z,y)) vV (3y.P(z,y))

. Calcule as seguintes substituicoes:

(a) (P(z) 2 Q(x))[3/x]
(b) (P(z) > (Bz.P(x)))[3/x]
(©) ((Vz.P(z,y)) v (3y-P(z,y)))[3/][4/y]

. Prove pela via semantica, através de quadros de inconsisténcia, que as
consequéncias seguintes se verificam:

(a) E (Vx.A) D (Fz.A)
(b) (Fz.A4),(Vx.A D B) = (Fz.B)
(¢) (3z.AV B) = (Fz.A) Vv (3=.B)
. Demonstre, utilizando o sistema de dedugao hilbertiano para LPO, as
relagoes seguintes:
(a) (A D (Va.B)) D (Vx.A D B) se z nao ocorre livre em A.
(b) (Vx.P(x) AQ(z)) F (Va.P(x))
. Desenvolva no sistema de dedugao natural classica para LPO, provas para
as seguintes relagoes:
(a) F (Vz.A) D (Fz.A)
(b) (3z.4),(Vz.A D B)  (3z.B)
(¢) 3x.Av B) F (Jz.A)V (3=.B)
(d) F (3z.AD> B) D (Vz.A) D (Fz.B)

)
)
)
(e) F =(3z.A) D (Vz.—A)

|_
',



Ficha 8

. Os ficheiros DNFOL.thy e LKFOL.thy apresentam (no sistema de dedugao
natural e no sistema LK, respetivamente) provas desenvolvidas em Isa-
belle/Isar para os teoremas do exercicio 5 da ficha 7. Analise estas provas
e confronte-as as provas que desenvolveu manualmente.

. Usando o sistema de dedugao natural, demonstre os seguintes teoremas:

(a) F —(Va.P(x)) D Jz.~P(x)

(b) (Vx.A(x)) D Jx.B(z) F Jx.A(x) D B(x)

(¢) =(Fz.—P(z) FVz.P(x)

(d) Jz.Vy.P(x,y) F Vy.3z.P(z,y)

. Usando o sistema LK, demonstre os seguintes teoremas:

(a) F=(Va.P(z)) D Jz.~P(z)

(b) (Vz.A(x)) D Jx.B(z) F Jx.A(x) D B(x)

(¢) 7(3z.~P(x)) FVz.P(x)

(d) JzVy.P(x,y) NAD Q(z,y), A FVy.Iz.P(z,y) D Q(z,y)
(e) (Vy-A(y)) O (Vy.B(y) AC(y)) F (Br.—A(z)) V (F2.C(x))
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9 Ficha 9

A definigao de tablaux para a LPO apresentada nos apontamentos tedricos
da disciplina justifica a prova de I' = ® através da prova da inconsisténcia de
{F7 _'(I)} .

1. Escreva as regras de expansao apresentadas para os tablaur em LPO, e
justifique-as com base nas proposicoes e teoremas que conhece da aulas
tedricas.

(Note que o método de tableaux apresentado para o cdlculo proposicional
foi baseado na nocao de refutagao, tendo regras de expansao duais a
estas, e construindo tableaux para a teoria {—I', ®} para provar I" - ®.)

2. Usando tableaur para a LPO demonstre as seguintes relagoes de con-
sequéncia:
(a) E (Vx.A) D (Fz.A)
(b) (3z.4),(Vz.A D B) = (3z.B)
(¢) Bx.AV B) = (3z.A) VvV (3x.B)

Confronte a solucao apresentada com a resolugdo do exercicio 3 da ficha
7.

3. Use tableaur para a LPO para provar as seguintes relacoes:

(a) F (3z.A> B) D (Vz.A) D (3z.B)

(b) F=(3z.A) D (Vz.-A)

(¢) F =(Vz.P(z)) D Jz.~P(x)

(d) (Vz.A(x)) D Jz.B(z) F Jx.A(x) D B(z)

(e) =(Fz.—P(z)) F Vz.P(x)

(f) JzVy.P(z,y) NAD Q(z,y), A FVy.3z.P(x,y) D Q(z,y)
(&) (V5AW)) 5 (7.By) A Cy)) - (r.~A()) v (32.0(x))
(h) ~(PAQ) - P>-Q

(i) A>-B F-AV-B

',
l_
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10 Ficha 10

1. As l6gicas modais introduzem dois novos operadores unérios:

e o operador necessidade O (OP lé-se “necessariamente ®”)
e 0 operador possibilidade { (0P 1&-se “possivelmente P)
Além disso, tem-se Q@ = -0(—-P) e OP = ~O(—P).
Diga qual é a interpretacao das férmulas (0® e ¢® numa
(a) logica epistémica
(b) légica temporal
(c) 16gica diéntica
2. Escreva férmulas modais que representem as seguintes assercoes:

(a) “Se o Jodo acabar o curso entdo hé-de obter emprego.”
(b)
(c) “Se Joao pisa a relva estd sujeito a pagar uma multa.”
(d)

“Joao nao obtem emprego sem acabar o curso.”

“Sempre que Jodo pisa a relva paga uma multa.”

3. Use o célculo de sequentes da Logica Linear Proposicional para provar que
as seguintes férmulas sdo tautologias:

I(A&B) —!AR!B
(lA—oB—-oC)—o(lA—oB) —!A—-C

4. Quais das seguintes féormulas sao demonstraveis em Logica Linear Cléjssica?
Justifique a sua resposta.

(a) A AL () A—olA (i) 1A2IB — AB
(b) ?(A@Al) (f) A-—oB-—oA (_]) A — A®B
(c) A—oA (6) A—o!B—oA (k) A— A B
(d) 14— A (h) A®B -0 AB (1) A—oA2A

12



11 Projecto

Pretende-se que implemente em Haskell os algoritmos do Sistema de Table-
auxr e do Método de Davis-Putnam para o Calculo Proposicional Classico.

1. Defina em Haskell fungoes que, com base no Sistema de Tableaux,
permitam testar a validade:

(a) de uma férmula qualquer, P;
(b) de uma relacao de dedugéo, I" - P.

2. Defina em Haskell fungoes que, com base no Método de Davis-Putnam,
permitam testar:

(a) a inconsisténcia de uma férmula qualquer, P;
(b) a validade de uma relagao de dedugao, I' F P;

(c) a validade de uma férmula qualquer, P.

Apresente um pequeno relatério aonde constem:

- uma breve descricao dos algoritmos implementados;
- indicagao das estruturas de dados de suporte aos algoritmos;

- indicacdo da assinatura das fungdes (principais) que desempenham
as diferentes tarefas indicadas nos algoritmos;
- listagem do programa;

- exemplos de execugao representativos.

Nota: nao sao exigidas funcoes sofisticadas para fazer a leitura de dados
e/ou a apresentagao de resultados (ou mesmo de resultados intermédios, justifi-
cando as respostas dadas). Estes e outros melhoramentos possiveis, sdo aspectos

de valorizacao do programa, mas terdo sempre um peso pequeno na nota final
do trabalho.
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