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1 Introducao

Considere as seguintes func¢oes definidas recursivamente sobre listas. Dada uma
lista, a primeira calcula o seu somatério e a segunda inverte-a.

sum :: [Int] — Int

sum [] =0

sum (h:t)=h+ sumt
reverse :: [a] — [a]

reverse || =]

reverse (h: t) = reverse t + [h]

Facilmente se verifica que ambas partilham um padrdo de recursividade muito
tipico: quando a lista nao é vazia, comegam por invocar recursivamente a fungao
sobre a cauda da lista, sendo este resultado posteriormente combinado com a
cabeca da lista por forma a produzir o resultado final. Esta semelhanga é ainda
mais evidente se isolarmos a fungao que processa o resultado recursivo e a cabeca
da lista usando a notacao lambda do Haskell.

sum :: [Int] — Int

sum [] =0

sum (h:t)= Az y—z+y)h (sumt)

reverse :: [a] — [a]

reverse | ] =]

reverse (h:t) = (A y — y 4 [z]) b (reverse t)

2 O meu primeiro fold

Agora é evidente que a unica diferenca entre estas fungoes, para além do nome,
é a funcao que processa o resultado recursivo e o valor devolvido quando a lista
estd vazia. Podemos entao escrever uma fungdo de ordem superior que recebe
estes dois parametros e implementa este padrao de recusividade. Esta fungao
chama-se foldr e ja existe predefinida em Haskell.



foldr:(a —b—b)—b—[a] > b
foldr f z [] =z
foldr f z (h:t)=f h (foldr f z t)

Usando o foldr podemos agora redefinir as func¢oes anteriores sem mencionar
explicitamente a invocagao recursiva.

sum :: [Int] — Int

sum | = foldr Az y — x4+ 1y) 01
reverse :: [a] — [a]

reverse | = foldr (A y — y H [z]) []

Dadas duas funcoes f e g, se Vr.fr = gx entao f = g. Esta lei chama-se
igualdade extensional e permite simplifcar as definigdes acima, pois as equagoes
que as definem sao obviamente validas para qualquer [. Por exemplo, a fungao
sum pode definir-se simplesmente da seguinte forma.

sum :: [Int] — Int
sum = foldr Az y —z+y)0

Se passarmos o operador bindrio de soma para a notacao prefixa é possivel
também retirar as variaveis do primeiro argumento deste foldr.

sum :: [Int] — Int
sum = foldr (+) 0

Exercicio 1 Escreva a sequinte funcao usando o foldr. Neste caso a funcao
que processa o resultado recursivo deverd ignorar a cabega da lista.

length :: [a] — Int
length [] =0
length (h:t) =1+ length t

Exercicio 2 Escreva a sequinte funcao que concatena duas listas unsando o
foldr. Note que a recursividade € feita sobre o primeiro argumento, enquanto que
o sequndo se comporta como uma constante. Serd possivel neste caso escrever
uma defini¢cao sem argumentos, tal como foi feito acima para a funcdao sum?

cat :: [a] — [a] — [a]
cat [] =1
cat (h:t)l="h:cat tl

Como se pode facilmente verificar, dada uma lista qualquer, a fungao foldr f z
substitui os contrutores (:) e [] pelos argumentos f e z, respectivamente.

foldr f z [x1,22,...,an] = foldr f z (z1:22: ...:an:[]) =f «1 (f 22...(f zn 2))



No caso de os argumentos serem outra vez os construtores das listas, o foldr
resultante comporta-se como a fungao identidade.

foldr (2) [] = id

Esta lei, denominada reflexao, é o primeiro exemplo de uma lei de calculo que nos
permite raciocinar e optimizar programas funcionais. Neste caso, a elegancia da
sua formulacao foi conseguida a custa da utilizacao do padrao de recursividade
foldr e da notagao point-free (ou seja, sem varidveis). Estes dois principios iréo
acompanhar-nos ao longo do semestre: sempre que quisermos calcular com uma
dada funcao recursiva, serd necessario converté-la primeira para uma fungao
equivalente sem recursividade explicita (usando padroes de recusividade) e sem
varidveis.

3 Folds sobre arvores

Considere agora o seguinte tipo de dados para codificar arvores binarias e duas
fungoes para determinar, respectivamente, a altura e a travessia inorder de uma
arvore.

data Tree a = Empty | Node a (Tree a) (Tree a)

height :: Tree a — Int

height Empty =0

height (Node _1 r) =1+ maz (height 1) (height r)
inorder :: Tree a — [a]

inorder Empty =]

inorder (Node x I r) = (inorder 1) 4 [x] 4 (inorder r)

Mais uma vez se verifica que ambas as func¢oes partilham um padrao de recursi-
vidade semelhante ao do foldr: quando a arvore nao é vazia, a fungao é invocada
recursivamente sobre ambas as sub-arvores, sendo os dois resultados posterior-
mente combinados com o contetiido do nodo por forma a produzir o resultado
final. Podemos entao escrever uma fungao de ordem superior que codifica este
padrao de recursividade.

foldt:(a—b—b—b)—b— Treea—b
foldt f z Empty =z
foldt f z (Node x 1 v) = f x (foldt f z 1) (foldt f z T)

Exercicio 3 Qual serd a lei de reflexao para o foldt?

Usando o foldt podemos entao reescrever a fungao height sem usar recursi-
vidade explicita.

height :: Tree a — Int
height = foldt (A\_1lr — 1+ max 1 7)0



Exercicio 4 Codifique a fungao inorder usando o foldt.

Exercicio 5 Considere o sequinte tipo de dados para codificar nimeros natu-
Tais.

data Nat = Zero | Succ Nat

Implemente a funcao foldn que codifica um padrao de recursividade tipico para
este tipo semelhante ao foldr para as listas. Escreva a sua lei de reflexdo.

Exercicio 6 Implemente as sequintes func¢oes usando o foldn.

toint :: Nat — Int

toint Zero =0

toint (Succ n) =1+ toint n

soma :: Nat — Nat — Nat

soma n Zero =n

soma n (Succ m) = Succ (soma n m)

4 Infelizmente nem tudo sao folds

Nem todas as fungoes recursivas podem ser implementadas usando folds. No
caso das listas, para que uma funcao possa ser definida usando o foldr é ne-
cesséario que se verifiquem as seguintes condigoes:

1. O caso de paragem deve ser na lista vazia.
2. A invocacao recursiva tem que ser feita sobre a cauda da lista.

3. O resultado final s6 pode depender do resultado recursivo e da cabega da
lista.

Exercicio 7 Serd possivel implementar a sequinte fun¢do com um foldr? Jus-
tifique a sua resposta.

gsort :: Ord a = [a] — [a]
gort ] =[]
gsort (h:t) = (gsort menores) 4 [h] H (gsort maiores)
where menores = filter (<h) t
maiores = filter (= h) ¢

Exercicio 8 Serd possivel implementar a sequinte fun¢ao com um foldn? Jus-
tifique a sua Tesposta.

downto :: Nat — [ Nat]
downto Zero =]
downto (Succ n) = Succ n : downto n



