MÂetodos Formais de ProgramacË Äao II + EspeciőcacËÄao e SemÃantica + OpcË Äao I - EspeciőcacËÄao e SemÃantica

4.o Ano da LMCC (7008N2 + 7007A4) + LESI (5307C3) Ano Lectivo de 1995/96

Exame (1.a chamada) Ð 25 de Junho 1996 14h30 Salas 2211 e 2212

Importante:

Os alunos que pretendem ser avaliados Áa disciplina MÂetodos Formais de ProgramacËÄao II (7008N2) devem resolver as questÄoes 4, 5, 6, 7, 8 e 9.

Os alunos que pretendem ser avaliados Áa disciplina EspeciőcacË Äao e SemÃantica (7007A4) ou OpcËÄao I - EspeciőcacËÄao e SemÃantica (5307C3) devem resolver as questÄoes 1, 2, 3, 4, 5 e 9.

PROVA COM CONSULTA (3 horas)

QuestÄao 1 Considere a seguinte deőnicËÄao de uma funcËÄao sobre sequÃencias:

subl : A^⋆ × IN × IN0 → A^⋆ subl(l, i, n)^{def}= n = 0 ∨ l = <> ⇒ <> n > 0 ∧ l ≠ <> ⇒ let h = head(l) t = tail(l) in { i = 1 ⇒ <h> ⌢ subl(t, i, n − 1) i > 1 ⇒ subl(t, i − 1, n) 1. Comece por preencher o quadro i n subl(l, i, n) 2 2 3 3 4 3 para l = <2, 3, 1, 1, 2>. Descreva, entÄao, por palavras suas, o propÂosito e a utilidade da funcËÄao subl.

2. Mostre (e.g. por inducËÄao em A^⋆) que o seguinte facto se veriőca: subl(x, 1, length(x)) = x (1)

RESOLUCË ÄAO:

1. Tem-se: para i = n = 2:

subl(<2, 3, 1, 1, 2>, 2, 2) = subl(<3, 1, 1, 2>, 1, 2) = <3> ⌢ subl(<1, 1, 2>, 1, 1) = <3> ⌢ <1> ⌢ subl(<1, 2>, 1, 0) = <3> ⌢ <1> ⌢ <> = <3, 1> para i = n = 3:

subl(<2, 3, 1, 1, 2>, 3, 3) subl(<3, 1, 1, 2>, 2, 3) = subl(<1, 1, 2>, 1, 3) = <1> ⌢ subl(<1, 2>, 1, 2) = <1, 1> ⌢ subl(<2>, 1, 1) = <1, 1, 2> ⌢ subl(<>, 1, 0) = <1, 1, 2> ⌢ <> = <1, 1, 2> para i = 4, n = 3:

subl(<2, 3, 1, 1, 2>, 4, 3) = subl(<3, 1, 1, 2>, 3, 3) = subl(<1, 1, 2>, 2, 3) = subl(<1, 2>, 1, 3) = <1> ⌢ subl(<2>, 1, 2) = <1, 2> ⌢ subl(<>, 1, 1) = <1, 2> ⌢ <> = <1, 2> A intuicËÄao diz-nos que subl extrai de uma sequÃencia l a sua subsequÃencia de n elementos (ou os que fÃor possÂõvel extrair) que comecËa na i-esima posicËÄao.

2. O facto a provar Âe ∀x ∈ A^⋆ : subl(x, 1, length(x)) = x (= x Âe idÃentica Áa sua prÂopria sub-sequÃencia de igual comprimento a comecËar na 1.a posicËÄao). Prova por inducËÄao sobre A^⋆:

(a) Caso de Base: (x = <>). Tem-se, neste caso, trivialmente: subl(<>, 1, length(<>)) = <> ⇔ <> = <> ⇔ V (b) Salto indutivo: (x ≠ <>)

i. HipÂotese de inducËÄao: ∀x ∈ A^⋆ : subl(tail(x), 1, length(tail(x))) = tail(x) ii. Passo: Teremos, sucessivamente: subl(x, 1, length(x)) = pois length(x) > 0 let h = head(x) t = tail(l) in <h> ⌢ subl(t, 1, length(x) − 1) = por (A.76) <head(x)> ⌢ subl(tail(x), 1, length(tail(x))) = pela H.inducË Äao <head(x)> ⌢ tail(x) = x como se pretendia demonstrar. 2

QuestÄao 2 Suponha que alguÂem especiőca um plano de estudos de uma licenciatura como sendo um conjunto de disciplinas, P lanoEstudos ∼= 2^{Disciplina} onde uma disciplina ou Âe obrigatÂoria ou opcional, Disciplina ∼= Obrigat + Opcional sendo uma disciplina obrigatÂoria caracterizada por uma sÂerie de atributos, Obrigat ∼= A : 5 × /*ano do curso */ AC : ACien × /*Âarea cientÂõőca */ N : Nome × /*nome */ R : 3 × /*regime (1.o sem., 2.o sem., anual) */ E : Esc /*escolaridade, etc. */ e uma disciplina opcional caracterizada como se segue, Opcional ∼= A : 5 × /*ano do curso */ Nr : IN × /*nÂumero da opcËÄao */ R : 3 × /*regime (1.o sem., 2.o sem., anual) */ E : Esc × /*escolaridade, etc. */ O : 2^{Opcao} /*opcËÄoes oferecidas */ onde cada opcËÄao se caracteriza por:

Opcao ∼= AC : ACien × /*Âarea cientÂõőca */ N : Nome /*nome */ Especiőque funcË Äoes sobre P lanoEstudos capazes de calcular:

1. Os nomes de todas as disciplinas efectivamente leccionadas. 2. O conjunto das Âareas cientÂõőcas exclusivamente opcionais.

RESOLUCË ÄAO: 1. nomes : P lanoEstudos → 2^{Nome} nomes(pe)^{def}= let ob = {d | d ∈ pe ∧ is-Obrigat(d)} op = pe − ob in 2^N (ob) ∪ ⋃ d∈op 2 N (D(d)) 2. areas : P lanoEstudos → 2^{ACien} areas(pe)^{def}= let ob = {d | d ∈ pe ∧ is-Obrigat(d)} op = pe − ob in ( ⋃ d∈op 2 AC (D(d))) − 2^{AC} (ob) 2

QuestÄao 3 Tal como se referiu no exercÂõcio 2.41 (pÂag. 108 da sebenta), muitos predicados sobre funcËÄoes parciais őnitas σ ∈ A → B sÄao da forma ∀i ∈ dom(σ) : ϕ(σ(i)) (2) onde ϕ : B → 2 Âe um predicado sobre B, sendo usada a notacËÄao A → ϕ como abreviatura da quantiőcacËÄao (2), para A őnito.

Demonstre a seguinte propriedade dessa construcËÄao:

(A → ϕ(σ_1)) ∧ (A → ϕ(σ_2)) ⇒ A → ϕ(σ_1 † σ_2) (3)

SugestÄao: relembre os factos provados no mesmo exercÂõcio, nomeadamente: A → ϕ(σ1 ∪ σ2) ⇔ (A → ϕ(σ1)) ∧ (A → ϕ(σ2)) A → ϕ(σ) ⇒ A → ϕ(σ \ S)

RESOLUCË ÄAO: Sabemos que σ1 † σ2 = σ1 \ dom(σ2) ∪ σ2 cf. (A.49). Logo, pelos factos invocados do exercÂõcio 2.41, ter-se-Âa, sucessivamente: A → ϕ(σ1 † σ2) = A → ϕ(σ1 \ dom(σ2) ∪ σ2) ⇔ A → ϕ(σ1 \ dom(σ2)) ∧ A → ϕ(σ2) ⇐ A → ϕ(σ1) ∧ A → ϕ(σ2) QED. 2

QuestÄao 4 Veriőque quais das funcËÄoes em IN λ(n, m).n × m (multiplicacËÄao de naturais) e λ(n, m).n^m (exponenciacËÄao em IN) sÄao pontos őxos da funcional seguinte:

F (f)^{def}= λ(x, y). { x = 1 ⇒ y x > 1 ⇒ y + f(x − 1, y)

RESOLUCË ÄAO: No primeiro caso temos (o raciocÂõnio decorre de propriedades elementares das operacËÄoes − e + sobre IN): F (λ(n, m).n × m) = λ(x, y). { x = 1 ⇒ y x > 1 ⇒ y + (x − 1) × y = λ(x, y). { x = 1 ⇒ y x > 1 ⇒ y + x × y − y = λ(x, y). { x = 1 ⇒ y x > 1 ⇒ y − y + x × y = λ(x, y). { x = 1 ⇒ y x > 1 ⇒ 0 + x × y = λ(x, y). { x = 1 ⇒ y x > 1 ⇒ x × y = λ(x, y). { x = 1 ⇒ 1 × y x > 1 ⇒ x × y = λ(x, y). { x = 1 ⇒ x × y x > 1 ⇒ x × y = por (B.2) λ(x, y).x × y Logo a funcËÄao dada Âe ponto őxo da funcional F .

No segundo caso temos: F (λ(n, m).n^m) = λ(x, y). { x = 1 ⇒ y x > 1 ⇒ y + (x − 1)^y = λ(x, y).y + (x − 1)^y sendo imediatamente Âobvio que λ(n, m).n^m nÄao Âe ponto őxo: veja-se o caso x = 1, em que x^y = 1 e a funcËÄao dÂa y como resultado. 2

QuestÄao 5 Considere uma interface axiomÂatica J cuja assinatura subjacente Âe descrita pelo seguinte diagrama-ADJ,

´ ıȷ ´` ıȷ́_{œA-} q^{binOp} unit ” ! ´ ıȷ ´` ıȷ́_{œAs-} q^{union} empty BinOpq

6

& % q^6 inj

que vem equipada com o seguinte conjunto de axiomas: BinOp(empty) ≡ unit (4) BinOp(inj(i)) ≡ i (5) BinOp(union(x, y)) ≡ binOp(BinOp(x), BinOp(y)) (6) Suponha que alguÂem deőniu o seguinte modelo, MOD : I −→ J MOD(A) ∼= I.Item MOD(As) ∼= 2^A MOD(empty)^{def}= ∅ MOD(union)^{def}= λ(x, y).x ∪ y MOD(unit)^{def}= I.ϵ MOD(inj)^{def}= λa.{a} MOD(binOp)^{def}= I.θ MOD(BinOp)^{def}= λx. { x_= ∅ ⇒ I.ϵ ¬(x = ∅) ⇒ let a ∈ x in binOp(a, BinOp(x − {a})) parametrizado por uma interface argumento I, e pretende agora demonstrar que se trata de facto de um J-modelo.

1. Mostre que, qualquer que seja I, MOD satisfaz pelo menos um dos trÃes J-axiomas. 2. Descubra qual Âe a łmenorž axiomatizacËÄao de I que garante que MOD passa a satisfazer todos os J-axiomas.

RESOLUCË ÄAO:

1. Trata-se do axioma (4), como se prova facilmente: MOD(BinOp(empty)) = MOD(unit) ↕ MOD(BinOp)(MOD(empty)) = I.ϵ ↕ MOD(BinOp)(∅) = I.ϵ ↕ { ∅_= ∅ ⇒ I.ϵ ¬(∅ = ∅) ⇒ let . . . in . . . = I.ϵ ↕ I.ϵ = I.ϵ ↕ V

2. Comecemos por ver o que Âe necessÂario para provar (5): MOD(BinOp(inj(i))) = MOD(i) ↕ MOD(BinOp)({i}) = i ↕ let a ∈ {i} in MOD(binOp)(a, MOD(BinOp)({i} − {a})) = i ↕ I.θ(i, MOD(BinOp)(∅)) = i ↕ I.θ(i, I.ϵ) = i Logo, o I-axioma que Âe preciso para completar a prova acima Âe θ(i, ϵ) ≡ i (isto Âe, ϵ deve ser elemento neutro de θ).

Passemos agora a (6). Repare-se antes de mais que, sendo ϵ elemento neutro de θ, a deőnicËÄao de BinOp tem a estrutura de fφ dada em (2.80). Assim, tem-se: BinOp(x) = I.Θa∈xa desde que θ seja associativa e comutativa: θ(i, θ(j, k)) ≡ θ(θ(i, j), k) θ(i, j) ≡ θ(j, i) Passemos agora ao facto a provar, MOD(BinOp(union(x, y))) = MOD(binOp(BinOp(x), BinOp(y))) que se reduz a: I.Θa∈x∪y = I.θ(I.Θa∈x, I.Θa∈y) Ora Âe conhecido que este facto sÂo se veriőca se I.θ fÃor idempotente, isto Âe, se I.θ(i, i) ≡ i Em suma, hÂa 4 axiomas a impÃor a I: θ(i, ϵ) ≡ i θ(i, θ(j, k)) ≡ θ(θ(i, j), k) θ(i, j) ≡ θ(j, i) θ(i, i) ≡ i 2

QuestÄao 6 Na sequÃencia da questÄao 5, mostre que o seguinte isomorősmo de J-Âalgerbras nÄao se veriőca, MOD(TI ) ∼= TJ (7) onde T_I e T_J designam respectivamente os modelos triviais das interfaces I e J.

RESOLUCË ÄAO: Vejamos o que acontece em relacËÄao Áa espÂecie As: (MOD(T_I ))(As) ∼= T_J (As) ↕ 2^{TI (Item)} ∼= 1 ↕ 2^1 ∼= 1 ↕ 2 ∼= 1 ↕ F Logo o isomorősmo nÄao se veriőca nesta espÂecie, o que Âe suőciente para mostrar que MOD(T_I ) e T_J nÄao sÄao J-Âalgebras isomorfas. 2

QuestÄao 7 Considere uma interface axiomÂatica I = ⟨Σ, X, E⟩ em que Σ admite os operadores + : nat × nat → nat 1 : → nat e E inclui o axioma x + y ≡ y + x Sejam t = 1 + x e t^′ = x + 1 dois Σ(X)-termos. Indique, justiőcando formalmente, quais das seguintes aőrmacËÄoes estÄao correctas:

ś Os alcances [t] e [t^′] sÄao conjuntos idÃenticos. (8) ś A interseccËÄao de [t] com [t^′] Âe o conjunto vazio de Σ-termos. (9) ś [t] ∩ [t^′] Âe um conjunto singular. (10)

RESOLUCË ÄAO: Partindo da deőnicËÄao de alcance de t, [t] = {W^ρ(t) | ρ ∈ V_W } (DeőnicËÄao 3.5), teremos, no nosso caso:

[1 + x] = {W^ρ(1 + x) | ρ = ( x t ) ∧ t ∈ WΣ,nat} = {1 + 1, 1 + (1 + 1), 1 + (1 + (1 + 1)), . . .} e [x + 1] = {W^{ρ0} (x + 1) | ρ^′ = ( x t^′ ) ∧ t^′ ∈ WΣ,nat} = {1 + 1, (1 + 1) + 1, ((1 + 1) + 1) + 1, . . .} Para validarmos as aőrmacËÄoes basta calcularmos [1 + x] ∩ [x + 1]: [1 + x] ∩ [x + 1] = {1 + t | t ∈ W_{Σ,nat} ∧ ∃t^′ ∈ W_{Σ,nat} : 1 + t = t^′ + 1} O sinal ł=ž na expressÄao anterior Âe o de igualdade sintÂatica, a congruÃencia da Âalgebra W; a este nÂõvel o axioma dado Âe irrelevante (sÂo o seria se a congruÃencia fosse ∼=_E). Assim, por exemplo, (1 + 1) + 1 ≠ 1 + (1 + 1) e sÂo para t = t^′ = 1 Âe que a igualdade se veriőca, isto Âe:

[1 + x] ∩ [x + 1] = {1 + 1} correspondendo a ρ(x) = ρ^′(x) = 1.

Em suma, sÂo a Âultima aőrmacËÄao Âe que Âe verdadeira. 2

QuestÄao 8 Veriőque se o modelo semÃantico deőnido no exercÂõcio 3.13 (pÂag. 145 da sebenta) como semÃantica de uma pequena linguagem para LÂogica Temporal satisfaz os seguintes axiomas:fedcb

(f and f^′) ≡ ( fedcbf) and ( fedcbf^′) (11)

not ( ff) ≡ f( not f) (12)

RESOLUCË ÄAO: No primeiro caso, basta mostrar que [[ fedcb(f and f^′)]] Âe o mesmo signiőcado que [[( fedcbf) and ( fedcbf^′)]]. Teremos

[[ fedcb(f and f ′)]] = λi.^{ i = 0 ⇒ F_{i > 0 ⇒ [[f and f} ′_{]](i − 1)} = λi. { i = 0 ⇒ F i > 0 ⇒ [[f]](i − 1) ∧ [[f^′]](i − 1)

quanto ao lado esquerdo, e

[[( fedcbf) and ( fedcbf ′)]] = λi.[[ fedcbf]](i) ∧ [[ fedcbf ′]](i) = λi.( { i = 0 ⇒ F i > 0 ⇒ [[f]](i − 1) ∧ { i = 0 ⇒ F i > 0 ⇒ [[f^′]](i − 1) = λi. { i = 0 ⇒ F ∧ F i > 0 ⇒ [[f]](i − 1) ∧ [[f^′]](i − 1) = λi. { i = 0 ⇒ F i > 0 ⇒ [[f]](i − 1) ∧ [[f^′]](i − 1)

quanto a lado direito. A igualdade Âe evidente.

Quanto a segundo axioma o processo resume-se a

[[ not ( ff)]] = λi.¬([[ ff]](i))

= λi.¬([[f]](i + 1)) e [[ f( not f)]] = λi.[[ not f]](i + 1) = λi.(λj.¬([[f]](j)))(i + 1) = λi.¬([[f]](i + 1))

chegando-se tambÂem a uma igualdade. 2

QuestÄao 9 O diagrama seguinte representa a estrutura bi-funcional de uma dada accËÄao (evento) determinÂõstica E, com apenas um argumento e uma saÂõda, num modelo com estado interno Q:

g f

-

-

  œ́` ıȷ_Q^- p

-

p -

Dadas as seguintes deőnicËÄoes de f e g, f = λ(σ, a). let n = H(a) in { n ∈ dom(σ) ⇒ a ∈ σ(n) n ∉ dom(σ) ⇒ F g = λ(σ, a). let n = H(a) in σ † n {a} ∪ { n ∈ dom(σ) ⇒ σ(n) n ∉ dom(σ) ⇒ ∅ onde H : A → IN Âe uma funcËÄao prÂe-deőnida, 1. complete a seguinte deőnicËÄao da assinatura do evento, E : . . . . . . . . . . . . . → . . . . . . . . . . . . . e do modelo formal de Q: Q ∼= . . . . . . . . . . . . . 2. descreva por palavras suas o signiőcado deste evento, relacionando-o com um modelo de gestÄao da informacËÄao bem conhecido na literatura algorÂõtmica;

3. mostre que E satisfaz o seguinte invariante: inv-Q(σ)^{def}= ∀n ∈ dom(σ) : (∅ ≠ σ(n) ∧ ∀i ∈ σ(n) : H(i) = n) i.Âe, prove o facto seguinte, para a e σ universalmente quantiőcadas: inv-Q(σ) ∧ σ^′ = g(σ, a) ⇒ inv-Q(σ^′) SugestÄao: desdobre o facto a provar em duas quantiőcacËÄoes separadas e prove-as independentemente.

RESOLUCË ÄAO:

1. Designaremos por α e β os espacËos a completar em E, isto Âe, temos: E : α → β E(a, r^′)^{def}= σ^′ = g(σ, a) ∧ r^′ = f(σ, a) tendo-se, obrigatoriamente, f : Q × α → β g : Q × α → Q Da deőnicËÄao de f infere-se, de imediato, β = 2 (Booleanos). Infere-se tambÂem que Q terÂa de ter a estrutura de uma funcËÄao őnita cujo domÂõnio Âe do mesmo tipo que o contra-domÂõnio de H, isto Âe, IN; ao aplicar H a a őcamos a saber que α Âe A; infere-se ainda que σ(n) Âe um conjunto a que a pode pertencer; sendo a do tipo A, ter-se-Âa, em suma: E : A → 2 e Q ∼= IN → 2^A A deőnicËÄao de g conőrma esta tipiőcacËÄao.

2. Abstratamente, trata-se de uma operacËÄao de arquivo de a ∈ A numa famÂõlia de conjuntos de A indexada por IN, sendo o Âõndice do conjunto a albergar a identiőcado pelo cÂalculo de H(a).

Podemos pensar numa inőnidade de instÃancias deste objecto computacional, por exemplo, A um tipo de dados Aluno, H(a) o cÂalculo da mÂedia őnal de curso de a, e Q a estrutura de uma base de dados que arquiva alunos em classes de equivalÃencia indexadas por nota őnal. Mas todas essas instÃancias caem na classe de uma conhecida estrutura computacional, a tabela de ‘hashing’, onde H Âe a funcËÄao de ‘hashing’ (relembrar őgura 1.8 da sebenta e respectivo exercÂõcio).

3. O facto a provar simpliőca em

inv-Q(σ) ⇒ inv-Q(g(σ, a))

Por (A.5), inv-Q(σ) desdobra-se em duas quantiőcacË Äoes,

inv-Q_1(σ) ∧ inv-Q_2(σ) onde:

inv-Q_1(σ)^{def}= ∀n ∈ dom(σ) : ∅ ≠ σ(n) inv-Q_2(σ)^{def}= ∀n ∈ dom(σ) : (∀i ∈ σ(n) : H(i) = n)

O facto a provar pode ser demonstrado atravÂes de duas provas mais simples, inv-Q1(σ) ⇒ inv-Q1(g(σ, a)) (a) inv-Q_2(σ) ⇒ inv-Q_2(g(σ, a)) (b) inv-Q_1(σ) ∧ inv-Q_2(σ) inv-Q(σ) ⇒ inv-Q1(g(σ, a)) ∧ inv-Q2(g(σ, a)) inv-Q(g(σ,a)) Prova de (a):

inv-Q_1(σ) ⇒ inv-Q_1(σ † ( H(a) {a} ∪ . . . ) ) ↕ inv-Q1(σ) ⇒ inv-Q1(σ \ {H(a)}) ∧ (∅ ≠ {a} ∪ . . .) ↕ inv-Q1(σ) ⇒ ∅ ≠ {a} ∪ . . . ↕ inv-Q_1(σ) ⇒ V ↕ V (NB: deixa-se ao leitor a tarefa de justiőcar os passos dados). Prova de (b) Ð segue o mesmo esquema da anterior:

inv-Q2(σ) ⇒ inv-Q2(σ † ( H(a) {a} ∪ . . . ) ) ↕ inv-Q2(σ) ⇒ inv-Q2(σ \ {H(a)}) ∧ (∀i ∈ {a} ∪ . . . : H(i) = H(a)) ↕ inv-Q2(σ) ⇒ ∀i ∈ {a} ∪ . . . : H(i) = H(a) ↕ inv-Q2(σ) ⇒ H(a) = H(a) ∧ ∀i ∈ { H(a) ∈ dom(σ) ⇒ σ(H(a)) H(a) ∉ dom(σ) ⇒ ∅ : H(i) = H(a) ↕ inv-Q2(σ) ⇒ { H(a) ∈ dom(σ) ⇒ ∀i ∈ σ(H(a)) : H(i) = H(a) H(a) ∉ dom(σ) ⇒ V ↕ V (NB: deixa-se ao leitor a tarefa de justiőcar os passos dados). 2