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Capitulo 1

Fundamentos de Especificacao
Algébrica

1.1 Introducao

A vidareal estd povoada de “coisas” a que chamamos, em linguagem comum, ob-
Jjectos. Alguns objectos, estruturalmente mais elaborados, podem merecer o nome
(mais “ambicioso”) de sistemas. A nossa interac¢do com as coisas pressupoe al-
guma forma de “linguagem” de comunicagdo com elas. Tal linguagem deverd,
no minimo, ser capaz de descrever a estrutura das coisas de que desejamos falar.
Tecnicamente, daremos 0 nome de sintaxe a essas estruturas.

Por outro lado, é preciso ter uma ideia do que as coisas, assim descritas, sig-
nificam para nds. A esta segunda componente “epistomoldgica” da nossa intera-
ccéo com o mundo real chamaremos semdntica (das coisas). Temos entdo:

Sintaxe

Objecto { Semantica

Por exemplo, a Figura 1.1 descreve a estrutura sintatica da frase

f = “Maria gosta de quem gosta dela”

A semantica de frases como esta, tirada da nossa linguagem natural, pode ser
bastante dificil de descrever. Mas podemos tentd-lo, no que diz respeito a frase f:
a sua semantica refere-se a uma relagéo bindria gosta definivel entre pessoas,

gosta C Pessoas x Pessoas

a que f acrescenta o seguinte facto, ou propriedade:
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//\

(Sujeito)y  (Predicado)y  {Complemento)
Maria gostade  (Sujeiro) {Predicado)  {(Complemento)
quem gosta de ela

Figura 1.1: Estrutura sintdtica de uma frase.

gosta(z, Maria) = gosta(Maria, x)

Historicamente, foi a Linguistica a primeira ci€ncia (humana) que se dedicou
ao estudo da linguagem (natural) e da sua caracterizagio sintitica e semantica.
Com o advento da Informatica, tornou-se necessdrio avangar para uma caracteriza-
¢do dos objectos muito mais precisa, no sentido de transportar conhecimentos do
nivel humano para o nivel da mdquina. Isto porque um computador — como
qualquer outra mdquina — n#o tem intuigdes nem inteligéncia ! e, portanto, ndo
consegue lidar com o discurso ambiguo.

Por exemplo, como ensinar a um computador a organizacéo e funcionamento
de uma instituicdo bancéria? Teremos de lhe falar de coisas como quantias de di-
nheiro, contas de clientes, seus titulares, cheques etc. Portanto, essas coisas fazem
parte da “sintaxe” de um banco. Mas teremos ainda que lhe dizer, por exemplo,
que ndo faz sentido depositar dinheiro numa conta que ainda néo foi aberta! Ou
mais ainda, ensinar-lhe que o balango de uma conta ap6s o depdsito de = escudos é
z + y, onde y € o balango da conta antes desse depésito. Claramente, estes factos
tém agora a ver com a “semantica” do servigo prestado pelo dito banco. E que
dizer quanto ao modo de funcionamento das portas do edificio bancdrio? Serd de

Linteligéncia < inter+legere (="ler nas entrelinhas”).
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dizer alguma coisa? Se o fizermos, alguém podera dizer que estamos a ser muito
“especificos”, ou seja, a “especificar pormenores irrelevantes”. E 6bvio que a no-
¢do de “pormenor irrelevante” € relativa: o que € irrelevante num contexto pode
ser relevante noutro. No exemplo dado, o modo de funcionamento das portas do
edificio bancdrio serd sem diivida um pormenor relevante no respectivo projecto
de construcdo civil. Quer dizer, especificar significard sempre “ter uma visido
intensionalmente parcial” do mundo que nos rodeia.

Somos assim conduzidos ao conceito de especificacdo. Um diciondrio 2 diz:
- especificagcdo (substantivo feminino) — acto ou efeito de especificar;

- especificar (verbo transitivo) — indicar a espécie de; particularizar; men-
cionar.

Em resumo, especificar um objecto, sistema efc. significa particulariza-lo (tanto
sintatica como semanticamente), mas nao demasiado!

Outro aspecto a discutir quanto a especificacdes tem a ver com outra das suas
dimensdes, a da redunddncia. Vamos supor que alguém nos aparece com um
programa em PASCAL que implementa o problema do sistema bancdrio acima
referido. Poderd esse programa ser considerado uma boa especificacdo do pro-
blema? Facilmente se vé que ndo, mas agora numa outra dimensio: esse programa
estd “sobre-especificado”, i.¢ cheio de informag¢@o redundante. Por exemplo, o
programa poderd definir uma estrutura de informagdo global que registe todas as
contas, baseada e.g. no tipo de dados 3

type contas = “registo;
registo = record
Nr: Numero de conta;
St: Estado de conta;
Next: “registo
end;

ou noutro qualquer que lhe seja equivalente.

Para além de exigir algum conhecimento de pormenores de codificacdo em
PASCAL — e.g. a implementagdo de listas de x por apontadores ("x) — este pro-
grama impde uma ordem de acesso sobre contas. Trata-se de uma redundancia
pois, abstractamente, nenhum cliente do banco “vem primeiro que outro”, ou “tem
prioridade sobre outro” (com igual status). Por conter esta redundancia (e talvez
outras) a referida codificacdo diz-se uma implementagdo (e ndo uma especifica-
¢do) do problema.

2P4g. 581 do Diciondrio de Lingua Portuguesa, 1975, Porto Editora, por J.A.Costa e A.S. Melo.
3Trata-se de solugio académica impensédvel numa situagdo real, o que contudo nio prejudica a sua
eficdcia enquanto mera ilustrag@o.
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Temos, em resumo, um binémio

especificagdo — O QUE o sistema deve fazer
implementagdo — COMO o sistema o faz

Como € previsivel que haja mais do que uma implementacdo para uma dada
especificagdo (e.g. por escolha de diferentes estruturas de dados, de diferentes lin-
guagens de codificacdo efc.), temos uma relagio de um para muitos entre especifica-
¢Oes e suas implementacdes. Essa relacdo é uma relac@io de abstracgio:

uma especificacio

(abstracgdo)

as suas implementagdes

A maior parte da redundancia em implementacdes € introduzida por razdes de
eficiéncia, i.¢ no sentido de tornar os programas mais curtos e/ou mais rapidos.
O que se ganha em eficiéncia (em ‘run-time’) perde-se em clareza (de leitura).
Em grandes sistemas de ‘software’ essa perda de clareza pode vir a ser, ao fim
e ao cabo, anti-econdmica, jd que pode dificultar (se ndo inviabilizar) a fase de
manutengdo do sistema, a mais onerosa e importante de todas as fases do ciclo
de vida de um produto de ‘software’. Se acrescentarmos a este estado de coisas o
facto de o ‘software’ poder ter erros por detectar —isto porque ndo &, tradicional-
mente, feito qualquer esforgo no sentido de justificar as implementagdes — temos
identificada a crise de produtividade que se instalou na industria do ‘software’,
crise essa cujos contornos foram determinados hd, pelo menos, duas décadas.

E hoje do consenso geral a ideia de que o ‘software’ deve ser concebido a partir
de especificagoes tao abstractas quanto possivel, que captem apenas a esséncia
dos sistemas a construir, que constituam a base da sua documentagdo (quer para o
utilizador, quer para a equipa de manutencdo) e que sejam o ponto de partida para
a sua implementagdo.

O principal objectivo € que as especificacdes se possam escrever numa lin-
guagem ndo-ambigua para evitar erros de interpretacdo. Este objectivo conduz
ao conceito de especificacdo formal, isto €, a especificacdo de sistemas usando a
linguagem matemadtica. Além de ser ndo-ambigua, a linguagem matematica abre
caminho para a justificagcdo de correc¢do das implementacgdes, impossivel de
outra forma 4. Neste contexto, o desenvolvimento de uma implementagio pode

4Para uma introdugio mais detalhada a este assunto, porventura o mais importante dos métodos
formais de programagdo, podem ser consultadas, na parte III deste texto, as secgdes 7.1 e 7.2.
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ser feito em simultdneo com a demonstracdo matemdtica da sua correccdo face a
sua especificacao:

especificagio  — O QUE
Justificacdo 0 — O PORQUE (1.1)
implementacio — O COMO

Os métodos ditos formais de programacdo t€ém por objectivo fazer cumprir o
desiderato do diagrama 1.1. Desde ja se anuncia que hd variadas maneiras de o
fazer cumprir, sobretudo dependentes da teoria matematica que se adopta por base
5. Comega-se neste capitulo por fazer uma introdugio ao estudo das técnicas de
especificacéio de ‘software’ (nas suas vertentes sintdtica e semdntica) usando uma
linguagem baseada na notagio matematica “convencional” 6.

1.2 A Sintaxe

Voltemos ao problema-exemplo da “informatizag¢do de um sistema bancério” referido
na sec¢do anterior e comecemos por enumerar algumas entidades sintdticas que
porventura nos ocorram sobre ele 7:

Quantia — de dinheiro

Titular — o dono de uma conta

IdConta — a identificacdo (e.g. um niimero) de uma conta
Sistema — o conjunto de todas as contas

abertura — de uma nova conta no sistema, indicando o seu titular
fecho — de uma conta que se pretende eliminar do sistema
depdsito — de uma determinada quantia numa conta do sistema
levantamento — inversa da anterior

co-titular — adi¢do de mais um titular a uma conta do sistema

balang¢o — inquérito ao saldo de uma dada conta do sistema.

5Por exemplo, a Légica, a Algebra, a Matemitica Discreta, a Teoria das Categorias, efc.

6Sugere-se o livro de texto [AKMS81] como possivel referéncia de consulta para os conceitos
matemdticos elementares que o presente texto assume a partida como sendo do conhecimento do leitor.

7Naturalmente que temos em mente um sistema de gestio bancdria 2 escala “brinquedo”, ji que o
problema na sua extensdo real seria impraticivel como exemplo introdutdrio.
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depdsito
levantamento

balango

Sistema IdConta

abertura,
co-titular

Figura 1.2: Relag@o entre espécies e operadores.

E intuitiva a constatagdo de que as entidades acima explicitadas sdo de duas
naturezas possiveis. As quatro primeiras sdo designacdes de classes de objectos
presentes no problema. Mais correctamente, sdo nomes de tipos, ou espécies de
objectos. As restantes entidades sdo nomes de “coisas” que podem acontecer num
banco. Dar-lhe-emos o nome técnico de operagades, ou operadores. Em resumo,

espécies

entidades sintaticas
operadores

Notemos ainda que as espécies e os operadores estio relacionados entre si, pois €
possivel identificar o conjunto de espécies que cada operador envolve:

abertura — {Titular, IdConta, Sistema}
fecho — {IdConta, Sistema}

depdsito —  {Quantia, IdConta, Sistema}
levantamento  —  {Quantia, IdConta, Sistema}
co-titular — {Titular,IdConta, Sistema}
balango — {IdConta, Sistema, Quantia}

o que se representa no grafo da Figura 1.2.
E possivel melhorar o relacionamento acima, se nos apercebermos que o con-
junto de espécies manipuladas por um operador se pode desdobrar num par que
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exprime a sua funcionalidade, ou seja, o conjunto das suas espécies-argumento e
a sua espécie-resultado:

balango — ({IdConta, Sistema}, Quantia)

co-titular —  ({IdConta,Titular, Sistema}, Sistema)
levantamento  —  ({IdConta, Quantia, Sistema}, Sistema) (12)
depdsito —  ({IdConta,Quantia, Sistema}, Sistema) ’
fecho —  ({IdConta, Sistema}, Sistema)

abertura —  ({IdConta, Titular, Sistema}, Sistema)

Sejam S e 2 os nomes dados aos conjuntos:

S = {Quantia,IdConta, Sistema, Titular}
Q = {balango, co-titular, levantamento, depdsito, fecho,abertura}

Entdo o sistema (1.2) pode ser caracterizado matematicamente como sendo uma
aplicacdo de Q — 2 x S. Porque a ordem dos argumentos de um operador o € Q
¢ relevante e pode envolver repeticio de espécies, somos convidados a substituir
os conjuntos ({...}) de (1.2) por sequéncias (<. ..>) de espécies, e.g.

balango — (<IdConta, Sistema>, Quantia)

Teremos entdo que ajustar a aplicagdo (1.2) a

Q—>5*%xS
obtendo

balango — (<IdConta, Sistema>, Quantia)

co-titular — (<IdConta,Titular, Sistema>, Sistema)
levantamento — {<IdConta,Quantia, Sistema>, Sistema)
depdsito — (<IdConta,Quantia, Sistema>, Sistema)
fecho — (<IdConta, Sistema>, Sistema)

abertura — (<IdConta,Titular, Sistema>, Sistema)

A toda a aplicagdo deste tipo chamaremos assinatura.

1.2.1 Assinaturas

Definicao 1.1 (Assinatura) Seja S um conjunto finito ndo vazio de stmbolos de
espécie e ) um conjunto finito de simbolos de operagdo. Daremos o nome de
assinatura a toda a aplicagcdo

Y:Q-55"%x8
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~

levantamento
depdsito

) balango

(e

Conta

Sistema

abertura
co-titular

Figura 1.3: Diagrama ADJ para ¥sgrB

Para todo o o € Q, dizemos que X (o) é o valor da sua funcionalidade.

Notacao 1.1 (Funcionalidade) Dada uma assinatura X, é vulgar escrever-se a
expressdo

0:8X...X 8, =S (1.3)
para exprimir o facto de que ¥.(c) = (<s1,...,8,>,8). O

De acordo com a notag¢do acima, podemos finalmente escrever a assinatura
Y.sarp do nosso “sistema-brinquedo” para gestdo de uma instituicdo bancdria
como se segue:

balango : IdConta x Sistema —  Quantia
co-titular : IdConta x Titular x Sistema  — Sistema
» levantamento : IdConta X Quantia X Sistema — Sistema (1.4)
SGIB depdsito : IdConta x Quantia x Sistema —  Sistema ’
fecho : IdConta x Sistema —  Sistema
abertura 1 IdConta x Titular x Sistema —  Sistema

o que pode ser ilustrado pelo diagrama “em aranha” da Figura 1.3. A este tipo de
diagramas também se d4, na literatura, o nome de “diagrama ADJ” 8.

8Designacio derivada do grupo de investigacio que tornou popular o uso destes diagramas, cf.
Secgdo 1.5.
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Definicao 1.2 (Constantes) Dada uma assinatura ¥, o conjunto Cy de todas as
constantes de X, de espécie s, define-se por

Cs @ {o e £(0) = (<>,5)}

Reparemos que uma constante o é declarada numa assinatura escrevendo o :
<> — s ou, simplesmente, o :— s. Quer dizer, uma constante pode ser con-
siderada um operador “zero-ddico” ? ou seja, a designagdo de um “valor” de uma
dlgebra.

Por exemplo, consideremos uma estrutura algébrica conhecida — o mondide
— e tentemos caracterizar a correspondente assinatura. Em Algebra, dizemos que
¢ um mondide todo o conjunto M munido de uma operagdo bindria 8 : M x M —
M, associativa, e com um elemento neutro €. Notemos que sé existe uma espécie
numa dlgebra deste tipo. Logo S = {M } na assinatura de um monéide. Como 6
é bindria, escreveremos X (0) = (<M, M >, M). A especifica¢do de um mondide
exige, ainda, a presen¢a do elemento neutro €; trata-se de uma constante tal que
% (€) = (<>, M). Em resumo, teremos

S = {M}

Q = {b,e}
0) = (<M,M> M)
() = (<>, M)

ou, usando a notagdo mais vulgar (1.3):

> 0:MxM-—>M
e M

Note-se que nem a associatividade de € nem a neutralidade de € sao reflectidas na
assinatura, ja que sdo propriedades semdnticas dos simbolos de operacdo 8 e €, e
uma assinatura sé especifica a sua estrutura sintdtica.

Exercicio 1.1 Especifique a assinatura de um espago vectorial, e represente o respectivo diagrama
ADJ.
[m]

Definicao 1.3 (Assinaturas Homogéneas/ Heterogéneas) Uma assinatura X
) — S* x S tal que |S| = 1 diz-se homogénea; sempre que |S| > 1, a assi-
natura diz-se heterogénea. O

9Um operador diz-se monddico ou undrio se tem apenas um argumento, diddico ou bindrio se tem
dois, etc.
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Claramente, a assinatura de um mondide é homogénea 10. j& a nossa assinatura
Y. sqrp acima € heterogénea. A maior parte dos problemas da vida real, quando
especificados, conduzem a assinaturas heterogéneas. Daf a necessidade desta ex-
tensdo a dlgebra “cldssica”.

Exercicio 1.2 Suponha que os requisitos do sistema de gestdo de uma instituicdo bancdria acima
estudado (SGIB) se alteram no seguinte sentido:

- todas as transacgdes sobre contas passam a fazer-se apenas por cheque;
- a “histéria” de cada conta (i.¢ todos os cheques que foram movimentados desde que ela foi
criada) fica registada na base de dados.
Faca as alteracdes a assinatura X ggyp que julgue, como consequéncia, convenientes.
O

Exercicio 1.3 O Departamento de Planeamento da Produgdo (DPP) de uma fébrica de equipamento
electrénico pretende uma base de dados contendo informagdo sobre a estrutura de qualquer equipa-
mento em producdo, e niveis do ‘stock’ existente. Cada equipamento deverd ser registado com base
nos seus blocos estruturais, i.¢, seguindo os esquemas técnicos definidos pelos departamentos de ‘de-
sign’ e manutencdo. Segundo estes, qualquer equipamento € um bloco constituido por um determinado
nimero de:

- circuitos integrados;
- outros componentes electrénicos (diodos, transistores, resisténcias, conectores etc..);

- outros (sub)blocos.

O DPP pretende usar a base para relacionar niveis futuros de produgido com investimentos a fazer, face
aos niveis de ‘stock’ existentes. Deverd, assim, ser registado o custo unitdrio (de produg¢do ou compra)
de todos os componentes electronicos elementares. Em particular, pretende-se ter disponivel uma
operacdo que determine a “explosdo em componentes” (relacdo componente elementar — niimero) de
qualquer dos equipamentos que a fébrica produz.

Escreva uma assinatura que especifique de forma detalhada a camada sintdtica da aplica¢do que o
DPP acima pretende ver desenvolvida.
[m]

1.2.2 Gramaticas versus Assinaturas

E agora relevante mostrar como, por detrds de toda a gramadtica generativa dita
independente de contexto ou de contexto livre (‘context-free’) — exprimivel na
classica notagdo BNF, por exemplo — estd uma assinatura algébrica, heterogénea
na maior parte dos casos.

Seja G = (N, T, S, P) uma gramadtica independente de contexto, onde N é o
conjunto dos seus simbolos ndo-terminais, T € um conjunto de simbolos terminais

10E nio s6: em Algebra, grupos, grupos abelianos, anéis efc. continuam a ter assinaturas ho-
mogéneas.
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(disjunto de N), S € N é o seu simbolo iniciale P C N x (NUT)* é o
conjunto das produgdes ou regras sintdticas de G. A inferéncia da assinatura X
determinada por G segue dois critérios bésicos:

1. a cada simbolo ndo-terminal da gramética G corresponde uma espécie na
assinatura X g;

2. a cada produgdo da gramética G corresponde um operador na assinatura
Yas

(a) esse operador constréi-se da seguinte forma: seja a produgdo em causa
da forma

(NT) = o{NT)B(NTs) ... (NTo)y

onde os simbolos ndo-terminais se representam entre {...) e a, 3, 7,
... sd0 sequéncias de simbolos terminais; entdo o operador correspon-
dente a essa produgdo tem a funcionalidade

o (NT1) X (NT3) % ... x (NT,) — (NT)

Observagdes:

- o simbolo ¢ que se escolhe por produgdo € arbitrério, desde que producdes
diferentes correspondam a simbolos diferentes;

- aassinatura que se constroi “perde informagdo” quanto aos simbolos termi-
nais da gramdtica, que sdo ignorados;

- embora o simbolo inicial S € N se possa considerar uma “espécie dis-
tinguida”, isso ndo tem qualquer implicag¢do formal na construgiio da assi-
natura.

Em resumo, a assinatura retém a esséncia generativa da gramdtica, de forma
abstracta — abstracta no sentido em que “filtra” a sintaxe concreta, i.€ os simbolos
que sé estdo na gramdtica por uma de duas razdes: ou desambiguam a gramadtica
para efeito de reconhecimento por um autémato (e.g. da classe LL(1), LR(0) ezc.),
ou sdo simbolos que presumivelmente aumentam a “legibilidade” da linguagem
gerada pela gramdtica 1.

Vejamos um exemplo: seja dada a gramdtica G de uma pequena linguagem de
comandos cujos simbolos ndo-terminais sdo: {Cmd) (comando), (Var) (varidvel)

L1 A esta componente de uma gramdtica é vulgar dar o nome sugestivo de “acticar sintitico”. Este é
particularmente notdrio em linguagens comerciais como, por exemplo, o COBOL.
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e (Nato) (nimeros naturais incluindo o zero). As suas produg¢des séo as seguintes:

(Natoy ::= 0| suc({Nato)) | (Var)
(Var)y == x|y
(Cmd) == skip|
(Cmd) ; (Cmd) | (1.5)

(Var) : =(Nato) |
if (Nato) then (Cmd) else (Cmd) |
while (Nato) do (Cmd)

Notemos que cada cldusula BNF da forma

(NT) ==p1|p2|...|pn

abrevia de facto n producdes:

(NT) == p
(NT) == p»
<NT) = Dn

Isto permite-nos adiantar que a assinatura correspondente a gramadtica (1.5) terd
trés operadores com resultado em (Naro), outros dois com resultado em (Var), e
cinco com resultado em (Cmd). Seguindo a ordem das produgdes, teremos:

o1 —  (Nato)
o2 {Nato) —  (Nato)
o3 i (Var) —  (Nato)
o4 —  (Var)

o5 - (Var)

o - (Cmd)
o7 : {(Cmd) x {Cmd) —  {(Cmd)
og : {(Var) x (Nato) —  (Cmd)
o9 : (Nato) x (Cmd) x (Cmd) — {(Cmd)
o190 : {Nato) x (Cmd) —  (Cmd)
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ou, adoptando nomes mais sugestivos:

zero : - (Nato)
incremente : (Nato) —  (Nato)

valor 2 (Var) —  (Nato)

z : = (Var

Yy —  (Var)

nada —  (Cmd) (1.6)
seq (Cmd) x (Cmd) - (Cmd)

atrib : (Var) x {Nato) —  {(Cmd)

se : (Nato) x {Cmd) x {Cmd) — {(Cmd)

ciclo 1 (Nato) x {Cmd) —  (Cmd)

[T} @,

Note-se que se escolheram os nomes “z” e “y” como operadores, sendo x e y
simbolos terminais, o que ndo constitui inconveniente nenhum.

Exercicio 1.4 Dada a seguinte gramdtica independente de contexto:

G = (NT,T,{pilha), P)
NT = {(pilha), (elem), {bool)}
T = {push,pop,onto,empty,top,true,false, (,),?}
(pilha)y = pop(pilha) | push(elem)onto(pilha) |
P = empty
- (elem) top(pilha)

(bool) true | false | empty ({pilha))?

construir uma assinatura X g correspondente.
(]

Vamos agora supor que uma dada gramadtica de contexto-livre G contém produ-
¢oes da forma

(NT) = affty (1.7

onde a,( e 7 s3o sequéncias de simbolos terminais ou ndo-terminais, (NT) é um
simbolo ndo-terminal e 31 designa “uma ou mais ocorréncias de 3”. Como se
traduz a producdo acima na assinatura X correspondente?

Reparemos que, em Teoria das Linguagens, 81 apresenta-se como “abre-
viatura” do par de producdes

(L) == B | B(L) (1.8)

Bastard assim acrescentar a G um novo ndo-terminal (L) e substituir a producgo
(1.7) por
(NT) == alL)y
(L) B1B(L)

construindo-se a assinatura ¥ a partir da gramatica assim estendida.
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Esta extensdo merece alguns comentdrios. Primeiro, as produgdes a acrescen-
tar poderiam ter sido

(L) == B (L)B

em lugar de (1.8), o que apenas alteraria a ordem dos argumentos do segundo
construtor da espécie (L) em Y. Mas também poderiamos ter introduzido uma
infinidade de producdes,

(L) ==p[BB|BBB|...|13--.B]-..
g
1 vezes

gerando em X um operador i-drio (¢ > 0) por cada nimero de vezes que 3 se
repete em B+ 12,

Exercicio 1.5 Suponha que, em (1.7), * (=“nenhuma, uma ou vdrias ocorréncias de 3”) aparece em
lugar de 1. Faga um tratamento andlogo ao anterior com vista a construir a assinatura correspon-
dente.

O

Exercicio 1.6 Considere as produgdes seguintes de uma gramdtica independente de contexto G.
() == a(B)|b(4)aB)”
(B == ab|a@tc

Construa a assinatura X ¢ correspondente.
O

Exercicio 1.7 O quadro que se segue descreve duas transformagdes conhecidas para resolver conflitos
LL(1) em gramdticas independentes de contexto:

| Transformacio (G — G') | Antes (G) | Depois (G')
Factorizagdo a esquerda 4) == af|ay (</;A§ i g(\Afy)
Eliminagio de recursividade a esquerda (A) == (Aa|p éf,g i 522% e

Caracterize e comente as correspondentes transformagdes entre as assinatauras X ¢ X .
[m]

1236 no Capitulo 2 se estudard a teoria matematica que explica esta multiplicidade de extensdes.
Quando dizemos que 81 é “abreviatura” de (1.8) estamos a esconder esse processo, que nos levard a
encarar (1.8) como uma equacdo da qual 8+ é uma solugdo.
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1.2.3 Termos versus Arvores Sintaticas

Pde-se agora uma questdo de fundo: a qualquer gramética G de contexto livre
corresponde uma linguagem L¢, que € o conjunto de todas as frases geradas por
G’; quando substituimos G pela sua correspondente assinatura ¥, o que é que
obtemos para L ? Por exemplo, dada a frase

x:=0; while x do skip (1.9)

de Lg, cf. (1.5), como a representar ao nivel de ¥.5? Veremos de seguida que o
conjunto de todas as drvores sintdticas das frases geradas por G € a construgido
que, partindo de X ¢, corresponde a L. Para isso, precisamos de uma defini¢ido
bésica:

Definicdo 1.4 (X-termo) E dada uma assinatura ¥ : Q — S* x S. Para cada
espécie s € S, é possivel construir o conjunto de todos os “X-termos” de espécie
S, que serd o menor conjunto que satisfaz as seguintes cldusulas:

1. toda a constante o :— s é um Y.-termo de espécie s;

2. para todo o operador o : 81 X ... X 8§, — 8, 8¢, paral < i < n, t; é um
Y -termo de espécie s;, entdo

J(tl,...,ti,...,tn)
é um X-termo de espécie s.

O conjunto de todos os ¥.-termos de espécie s designa-se por Wy, ;. Um X-termo
também se designa ¥.-palavra (‘word’) ou -frase. O

E fAcil fazer corresponder a defini¢do indutiva anterior a seguinte expressao
recursiva:

. oce A
Ws, & Cou{olts,....tn)| | S(0) = (<51,-..,82>,8) A |} (1.10)
Vi<i<n:t; € Wx,

Quer dizer, a cada espécie s; € S corresponde uma defini¢o:

def
Ws s =
def
Ws s =
def
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t = seq

t1 ta tn

Z

(@) (b)
Figura 1.4: Representagdo de termos por drvores

Uma maneira pratica de entender o conceito de ¥-termo é encarar cada X-
termo o(t1,...,t,) ou como o ‘string’ de texto ‘o(t1,...,t,)’, ou como uma
arvore simbdlica, tal como se ilustra na Figura 1.4(a).

Por exemplo, a drvore desenhada na Figura 1.4(b) representa um X-termo da
assinatura Xz correspondente a linguagem G acima referida. Escrito linearmente,
teremos:

t = seq(atrib(zx, zero), ciclo(valor(z), nada)) (1.11)

E imediato ver no diagrama da Figura 1.4(b) — ou na expressdo (1.11) — a 4rvore
sintdtica (sintaxe abstracta) da frase concreta (1.9).

Em resumo, a maneira mais abstracta (i.¢ econdmica, sem pormenores desnecessarios)
de descrever a estrutura sintdtica de um objecto complicado da vida real (e.g. uma
institui¢do bancdria), de uma linguagem (de comunicacdes, de programagao efc.)
etc. é através da construgdo de uma assinatura ..

Exercicio 1.8 Dada uma assinatura > : Q — S* x S onde

S = {sr}

Q = {1707(772}
2(0) = (<>,9)
(1) = (<>,9)
2(2) = (<)
(o) = (<s,5>,71)

construa o respectivo diagrama-ADJ e enumere todos os termos da correspondente X -linguagem.
[m]



1.2. A SINTAXE 17

Exercicio 1.9 Estudou-se acima como uma gramética de contexto livie G pode ser abstractamente
caracterizada por uma assinatura ¥, bem como a relacdo que existe entre L — a linguagem gerada
por G — e o conjunto de todos os termos em Wx; .
E sabido da Teoria das Linguagens que a mesma linguagem pode ser caracterizada por mais do que
uma gramadtica, i.¢
Lg, =Lg, #» G1 =Gz
Em que medida se pode afirmar que

WEGI = W2G2 =G =Gy ?

Justifique.
(]

Exercicio 1.10 Construa a assinatura algébrica correspondente ao seguinte fragmento da gramdtica
da linguagem de programagio PASCAL, expresso sobre a forma de um grafo de sintaxe, onde Inst é
o ndo-terminal para instrucdes ¢ Exp é o ndo-terminal para expressdes:

( L)
Inst until Expr —»
Ny \
I
I
I
I
Inst :
I
I
(D)l ) :
Z/ \/ !
I

Para terminar, refira-se que toda a espécie s € S sem construtores numa assi-
natura ¥ conduza Wy s = @, cf. (1.10). Isso corresponde, em termos gramaticais,
a ndo apresentarmos quaisquer produgdes para um dado ndo-terminal. Por exem-
plo, em ¥ sgrp teremos

WESGIB,IdConta = WESGIB,TitulaT = WESGIB,Quantia = @

Quer dizer, para a especificacdo de SGI B ficar completa, serd necessdrio enrique-
cer o diagrama da Figura 1.3 com os construtores dessas espécies. Mas subsistem
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problemas em Xsgrp: também Wy, sistema = §. Isso acontece porque nos
esquecemos de uma constante

inic :— Sistema

que corresponde ao “banco vazio”, i.é ainda sem contas, ou seja, a primeira
configuragio de um banco especificado por X sgrp. A razao pela qual, sem quais-
quer constantes, a espécie Sistema fica vazia de termos entender-se-4 resolvendo
0 exercicio que se segue.

Exercicio 1.11 Com base na férmula (1.10), concorda ou discorda da seguinte afirmagdo: “Numa
assinatura, é vazia de termos toda a espécie para a qual ndo sdo fornecidas quaisquer constantes.” ?
[m]

1.2.4 Representacao de Termos por Expressoes-S

Vamos agora ver uma estratégia simples para “programarmos” directamente na
linguagem abstracta que nos é transmitida por Wy, o que faremos com recurso a
linguagen LISP para computacdo simbolica.

Em LISP existe um tnico suporte para representagdo de informacdo, desig-
nado por expressdo-S — abreviatura de “expressdo simbdlica” — de acordo com
a sintaxe seguinte:

(Expressdo-S) = (Atomo) | ((Expressio-S)*) (1.12)

onde se considera um (Atomo) toda a unidade de informacdo indivisivel, ndo-
estruturada (i.¢ “atomica”). Por exemplo, sdo dtomos os inteiros e os ‘strings’
alfanuméricos, e.g. 10, -5, x12, Sun3@160. Dio-se a seguir exemplos de

(Expresséo-S) ndo atémicas:

()
(1)
(1 um 2 dois)

(1 (2 (3 (4))))

Vejamos agora como € simples representar qualquer termo ¢ € Wy por uma
expressdo-S, para uma dada assinatura ¥ : Q@ — S* x S. Em primeiro lugar,
todo o simbolo de operacdo f € (2 é representado pelo correspondente dtomo £.
Vamos designar por {t} a representacdo em expressdo-S do termo ¢. Seja agora
t = f(t1,...,t,). Teremos a seguinte regra de tradugio:

{ftr,.. . ta)} = (£ {t1}---{ta} )
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Por exemplo,

{sqrt(17)} = (srqt 17)
{2x 3+ )} (* 2 (+ 3 x))

e a representacdo em expressdo-S do termo (1.11) atrds serd
(seq (atrib x zero) (ciclo (valor x) nada))

Capitalizando tudo o que até aqui se viu, podemos dizer que qualquer frase de
qualquer linguagem (independente de contexto) pode ser representada por uma ex-
pressdo-S. Esta propriedade “universal” das expressdes-S € explorada no préprio
L1SP, cujos programas sdo — eles préprios — expressdes-S. Por exemplo, a ex-
pressio-S

(defun fac (n) (if (eqn 0) 1 (* n (fac (- n 1)))))
designa, em LISP, a defini¢do recursiva da fungio factorial:

def [ n=0 = 1
fac(n):{n>0 = n X fac(n —1)

Daqui resulta uma economia conceptual aprecidvel: uma linguagem, uma tnica
estrutura de dados, a que ndo ¢é alheio o sucesso crescente da linguagem nos dias
de hoje.

1.3 A Semantica

Em tudo o que acima se exp0s, a especificacdo que fazemos de um sistema —
atribuindo-lhe uma assinatura e, por ineréncia, definindo-lhe uma linguagem —
¢ meramente simbdlica, ou seja, carece de “significado”. O termo “semantica”
costuma ser usado para designar a fase de atribuicfio de significados as entidades
sintéticas 13. E nesta fase que se procura uma construcio da forma

sintaxe ——» semantica
significado

Como se verd, hd vérias formas de dotar uma ¥-linguagem de significado. A
que se vai ver neste capitulo introdutdrio € talvez a mais intuitiva e mais simples,

“

130 estudo da Seméntica, na Linguistica, data do século passado: “...c’est sur le corps et sur
la forme des mots que la plupart des linguistes ont exercé leur sagacité; les lois qui president a la
transformation des sens, ..., ont eté laissées dans I’ombre...Comme cette étude, aussi bien que la
phonetique et la morphologie, mérite d’avoir son nom, nous I’appelerons la sémantique...c’est-a-
dire, la science des significations.” (Michel Bréal, 1883).
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por se limitar a seguir a tradigdo cientifica secular (e.g. da Fisica, das Ciéncias
da Engenharia etc.) de raciocinar sobre o mundo fisico com base em modelos
matemadticos. A principal diferenga é que, na Fisica, Ciéncias da Engenharia etc.,
o universo de discurso € “continuo” e “infinito” (cf. e.g. dominios como espaco
e tempo), 0 que contrasta com a natureza discreta do ‘software’, imposta pela
finitude das méquinas onde este estd condenado a correr.

Isto explica que os formalismos requeridos pelos modelos seméanticos do ‘soft-
ware’ pertengam ao dominio da Algebra e da Matemdtica Discreta e, no nosso
caso e neste contexto, a teoria “ingénua” dos conjuntos, € nao ao cldssico cdlculo
diferencial e integral.

Comegaremos assim por rever e sistematizar os conceitos da teoria “ingénua”
dos conjuntos que serdo tteis em especificacdo formal.

1.3.1 Nocoes de Teoria “Ingénua” de Conjuntos

A classe de todos os conjuntos finitos (ou infinitos numerdveis) daremos o nome
de Sets 14,

Dados dois conjuntos A e B, entenderemos como elementar a nogao de fun-
¢do, ou aplicagdo f de A para B, que se designard por A s Bou fiA->
B. A aplicagio identidade sobre um conjunto A, que serd designada por 14 ou
simplesmente por id quando A estiver subentendido, define-se por

1y : A— A

14(a) def (1.13)

A composigdo de duas aplicagdes f : A = Beg: C — A ¢ a aplicagdo
fog:C — Btalque
(fog9)(c) = flg(0) (1.14)

para qualquer ¢ € C. Os conjuntos A e B dir-se-do isomorfos, escrevendo-se
A = B, se e s6 se for possivel estabelecer uma aplica¢do de A para B, ou de B
para A, que seja uma bijecgdo.

Construcdes Primitivas

Assumiremos que, se A e B sdo conjuntos em Sets, entdo fazem sentido as constru-
¢oes seguintes:

- 0 seu produto cartesiano:

AxB={(a,b)| ac ANbe B} (1.15)

14Seguindo a terminologia de [AKMS81], por um conjunto infinito numerdvel entendemos um con-
junto cujo cardinal | A| é igual a Rg, i.€ ao cardinal de IN.
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- asua unido disjunta:
A+B=({1} x A)U ({2} x B) (1.16)
- aexponenciagdo:
BA={f| f:A— B} (1.17)

onde aqui A é um conjunto finitoe f : A — B é a designacdo de uma
qualquer aplica¢do de A em B, i.¢ tal que

a€A = f(a)€eB
fla) # f(a') = a#d

Admite-se ainda o conjunto vazio §) (também designdvel por {}) e, para todo
o nimero natural n € INy, o conjunto

n=1{1,2,...,n}
designado segmento inicial de IN induzido por n. Note-se que

0 =10
n+1 {n+1}um

pa o

Sempre que for claro pelo contexto, escreveremos “n”” em lugar de “n”. E, pois,
natural designarmos por 0 o conjunto vazio ). Note-se ainda que o conjunto dos

valores booleanos é isomorfo de 2,
{V,F} =2

o que explica que, quando for claro pelo contexto, escrevamos “2” como abre-
viatura de {V, F'}. Designaremos por condi¢do ou predicado toda a aplicagio
p: A— 2, para A qualquer.

PRODUTO CARTESIANO (A x B)

Ao produto cartesiano (1.15) estdo associadas as respectivas projecgdes 7y € 2,

A& AxB B (1.18)
tais que
m((a,b) = a
m((a,b)) = b

Da mesma forma que, dados dois conjuntos A e B, se pode construir o seu
produto A x B, também faz sentido construir o produto f X g de duas aplicacdes
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f:A— Ceg: B — D,e que corresponde a aplicacdo de f e de g “em
paralelo™:

fxg : AxB—CxD
def (1.19)
fx9((a,b) = (f(a)g(b)
Outra agregagdo funcional associada ao produto cartesiano *° é a chamada
construgdo de fungoes, designada (f, h) e que,para f : A— Ceh: A — D,
tem o significado seguinte:

15

(f,hy : A—CxD (120)

(f,1)@) = (f(a),h(a)) '
Para além da sua utilidade na construgéio de especificagdes, estas construgdes
funcionais gozam de propriedades que se revelardo muito tteis nos cdlculos que
quereremos fazer sobre essas especificagdes. Mais do que listar essas propriedades
é til perceber a sua origem. Atente-se, para esse efeito, no diagrama que se segue:

st 2
B B x E E
J Jxi i
st 2
C CxD D

f (f,h) h

Repare-se, antes de mais, que as fung¢des presentes no diagrama estdo coerente-
mente tipadas. As seguintes quatro propriedades elementares,

mo{f,h)y = f (1.21)
mo{f,hy = h (1.22)
mo(jxi) = jom (1.23)
mo(jxi) = iom (1.24)

15 As construgdes que estamos a apresentar ndo surgem ao acaso — correspondem a construgdes uni-
versais que se explicam facilmente recorrendo a Teoria das Categorias [Mac71] mas cuja fundamenta-
¢do, contudo, preferimos ocultar para ja.
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correspondem a leitura dos quatro pares de caminhos alternativos entre “nés” do
grafo. Por exemplo, para “irmos” de A para C temos duas alternativas: directa-
mente através de f, ou passando por (f, h) e depois por 7r;. Daqui infere-se a
primeira lei e assim sucessivamente.

Se combinarmos verticalmente as setas do diagrama obtemos o facto, mais
elaborado, que se segue:

(G xi)o(f,h) = (jofioh) (1.25)

Se acrescentarmos a func¢do k : F' — A ao diagrama e nele representarmos as
composicdes f o ke h o k seremos conduzidos a:

(f.hyok = (fokhok) (126)

O produto bindrio A x B é extensivel ao produto finitdrio 4; X ... X A,,
para n € IN, também designdvel por II?_; A;, ao qual estdo associadas tantas
projeccdes m; quantos os factores envolvidos.

Na priética da especificacdo formal, usam-se muitas vezes produtos cartesianos
prefixados por selectores, para melhor legibilidade. O efeito é o seguinte: se
definirmos C' = A x B temos imediatamente disponiveis os operadores canénicos
de seleccdo w1 e ma,

A& C BB

como acabamos de ver. Alternativamente, podemos definir
C=2P:AxS:B
Neste caso, os selectores “andénimos” 7y € w2 passardo a designar-se
AL o B

Como a escolha dos selectores (P,S, etc.) é livre, desde que se ndo repitam no
mesmo produto, a legibilidade do texto pode aumentar significativamente, sem
contudo perturbar o seu significado matematico.

UNIAO DISJUNTA (A + B)

Para a unido disjunta A + B o diagrama (1.18) passa a ser

A A+B&EB (1.27)
onde duas cldusulas
irla) = (La)
. 1.28
ia(h) = (2,8) (128
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definem as correspondentes “injec¢des”. Dualmente ao que fizemos acima para
o produto cartesiano, faz sentido a construgdo funcional f + ¢ definida como se
segue:

f+9g + A+B—C+D
def z=1d1(a) = i1(f(a)) (1.29)
fro@ = {x=z‘2<b) = ing(®)

Da mesma forma que associamos ao produto cartesiano a construcdo de fun-
¢oes ({h, g)) podemos associar a unifio disjunta a chamada alternativa (ou esco-
lha) de fungdes, que se designa por [ h,g],parah: A — Deg: B— De
tem o significado seguinte:

[h,g] : (A+B)—D
e _ .1( ) - h( ) (1.30)
[h,g](z) < {g;:zi?((g) = g(g)

Tal como aconteceu para o produto Cartesiano, também neste caso um dia-
grama nos ajuda a encontrar as propriedades bdsicas das construg¢des funcionais
associadas a unido disjunta:

il i2
A A+ B B
f f+g 9
il 7:2
C C+D D
m [m,n] n
E

£ <

Repare-se que este diagrama é “semelhante” ao do produto Cartesiano, mas com
todas as setas invertidas, projeccdes substituidas por injecgdes, “+” em lugar de

“x” e, finalmente, “[ ...,...]” em lugar de “(...,...)” 6. Ter-se-4:
[fih]oir = f (1.31)
[fh]ois = h (1.32)

16Dois diagramas nestas assim relacionados dizem-se duais. Naturalmente que, para preservarmos
os mesmos simbolos em ambos os diagramas, o0 mesmo simbolo de func¢do designa coisas diferentes
em diagramas diferentes.
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[ SETS ] PASCAL C/C++ | Descrigdo informal ||
record struct {
P: A; A first; B s
AxB S: B B second; Records
end;
record struct {
case int tag; /* 1,2 */
tag: integer union {
A+ B of x = A ifA; ‘Records’ variantes
1: (P:A); B ifB;
2: (S:B) } data;
end; };
BA array[A] of B B ...[A] ‘Arrays’
A+1 “A A *... ‘Pointers’
Figura 1.5: SETS versus Linguagens de Programacao.
(j+i)oiy = ijoj (1.33)
(j-l-i)oig = ip01 (1.34)
assim como
[fih]o (G +1) [foj,hoi] (1.35)
€ como
ko[f,h] = [kof,koh] (1.36)
etc.

A unido disjunta A + B é extensivel a “soma finitdria” A; + - - - + A,,, para
n € IN, também designavel por E;;l A;, aqual estdo associadas tantas injecgdes

ij quantos os termos envolvidos.

A Figura 1.5 apresenta uma analogia entre as construgdes primitivas da nota-
¢do que estamos a definir e a notagdo para defini¢do de estruturas de dados em
linguagens de programacao estruturadas, aqui exemplificadas em PASCAL e C.

Exercicio 1.12 Demonstre ou refute as igualdades de fun¢des que se seguem, relativas a construgdes

funcionais atrds definidas:

(foh)x(goi)
1A)(B
(f,g)oh
m10(f,9)

w2 0(f,9)
(foh)+(g01)
la+B

(G x &) o{f,h)

(f x g)o(hx1)
1AX13
(foh,goh)

!

g9
(f+9)o(h+1)
1a+1p
Gotioh)

(1.37)
(1.38)
(1.39)
(1.40)
(1.41)
(1.42)
(1.43)
(1.44)
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Construcgoes Derivadas

Com base nestas nogdes primitivas, podemos progredir para as seguintes constru-
¢oes derivadas:

- 0s conjuntos de elementos de A:

24 = (K| KCA} (1.45)

- as relagdes bindrias de A para B:

24X B (1.46)
- as fungdes parciais de A para B:
A—~B= U BK (1.47)
KCA
- as sequéncias de elementos de A:
A= Am (1.48)
n>0

CONJUNTOS E RELACOES

As construcdes (1.45) e (1.46) sdo conhecidas da teoria elementar de conjuntos,
com os operadores habituais tais como a intersec¢éo (N), reunido (U), efc.. O op-
erador card (cardinal) realiza o cdlculo do nimero de elementos de um conjunto.
Sempre que card(z) = 1 dizemos que x é um conjunto singular. E sempre que
2 é um conjunto singular, faz sentido escrever the(z) como designagdo do tGnico
elemento que z contém. Ou seja,

the: 24 — A (1.49)

¢ um operador tal que the({a}) = a.
Da mesma forma que de A derivamos 24, também de f : A — B derivamos
o operador 2/, dito imagem dada por f, da forma seguinte:

2f . 2498

2@) © (f(@)] aen) (430
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Ocasionalmente, poderemos escrever f[x] em lugar de 27 (z).
Sempre que 7 é uma relagio em 24%B, 7~ designa a inversa de 7, i.é, a
relagio em 25*4 definida por

r~t = {{b,a)| {a,b) € r} (1.51)

E a composicdo de duas relacdes r € 24%F ¢ s € 2B%C designadaporr o s, éa
relacéo

ros ¥ {(m®), )| pErAgEsAmpP) =m(g)} (152

No caso geral ndo temos apenas relagdes bindrias (24*5) mas sim relacdes
n-drias (241%+*4=)_Estas sio um modelo matematico conveniente para a vulgar
apresentagdo tabular da informagao. Por exemplo, a tabela, ou quadro:

(1.53)

[SHESW RS
Qo

AN ESHES]

corresponde o objecto matemdtico

r = {(aa b,C), (aa d7 e): <f: dag)}

Para relagdes n-drias serd conveniente retermos as seguintes defini¢des dos
habituais operadores relacionais de projecg¢dol/selecgdo:

proj : mx24vxAn U 24
i=1
proj(i,t) € {m(r)| ret}
= milt]
= 27(1) (1.54)
(S
n
sel . (Z Az) x 2A1><...><A,, — 2A1><...><An
i=1
sel((i,a),t) < {ret| a=m(r)} (1.55)

Exercicio 1.13 Demonstre ou refute as igualdades seguintes relativas a construtores que se referiram
acima:

o(feg)  _—  of 599 (1.56)
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f

5

Figura 1.6: Uma fungdo parcial finita f € A =~ B

2/ (0)
2f(w Uy)
2f(zNy)
(ro s)_1
ro(sUt)

rof

FUNCOES PARCIAIS FINITAS

0

2/ (z) U2/ (y)
2/ (z) N2/ (y)
s7lor™!
(ros)U(rot)
0

(1.57)
(1.58)
(1.59)
(1.60)
(1.61)
(1.62)

Consideremos agora a construgio (1.47). Se f € A — B, entdo f é uma aplica-
¢do f : K — B para algum K C A, ¢f. Figura 1.6. Ou seja, se a € K, entdo
f(a) € B. Esea € A— K? Que dizer de f(a)? Na verdade, a fun¢do f estd
indefinida para esses valores. Por isso chamamos parciais as fungdes em A — B,
pois ndo estdo totalmente definidas sobre A. Dizemos que K é o dominio da

fungdo f acima,

K = dom(f)

(1.63)



1.3. A SEMANTICA 29

e que f s6 estd definida sobre esse seu dominio. O contra-dominio de f sera,
entdo, o subconjunto de B definido por

rng(f) ={f(k)| k € dom(f)} (1.64)

Como vimos atrds, dada uma qualquer aplicagio f : A — Be S C A, 27(S)
designa a imagem de S dada por f. Para fungdes parciais f : A — B serd preciso
garantir que S C dom(f) e ter-se-4, trivialmente,

2/(dom(f)) = rng(f)

Note-se ainda que, se duas funcdes parciais f e g sdo coerentes, entdo a sua
unido f U g estd também definida de acordo com as defini¢des seguintes:

Definicao 1.5 (Funcoes Coerentes) Duas funcées f : A =~ Beg: C — D
dizem-se coerentes sempre que

Va € dom(f) Nndom(g) : f(a) = g(a)
Nitidamente, se dom(f) N dom(g) = 0, entdo f e g sdo coerentes. O

Defini¢éio 1.6 (Uniéio de Funcgdes) Se duas funcdes f : A =~ Beg:C — D
sdo coerentes, entdo é possivel definir a sua unido, que é a funcdo

fug : AuC—~BUD

of [ f(a) < a€dom(f)
fugle) & {g(s) - ZedZZ(g)

Para quaisquer f e g (e.g. ndo-coerentes) ¢ costume definir uma generalizagio
da unido, a sobreposicdo f 1 g, como se segue:

def [ g(a) < a€dom(g)
rio {48 L iy gy O

Vé-se pois, que, para argumentos onde f e g entram em conflito, os valores de g
sobrepoem-se aos de f. No limite, uma fungdo parcial f poderd estar totalmente
indefinida, ou seja, dom(f) = @; s6 existe uma fungdo f nestas condi¢des — a
aplicag@o vazia

()

— que se costuma também representar por [ ].

Exercicio 1.14 Demonstre a validade dos factos (A.31) a (A.43), que constam do apéndice A, e que
se referem aos operadores de fungdes parciais finitas que se acabam de referir.
[m}
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As fungdes parciais podem também ser definidas por extensdo, e.g.
a b c
1 2 3
(i41)
i+l i€En

Dois operadores titeis sobre fungdes ¢ em A — B sdo os de restri¢do, um dito
de restrigcdo positiva,

ou por compreensao, e.g.

def a
p|S = ( ) (1.66)
¢(a) a€dom(p)NS
e outro dito de restricdo negativa,
def a
d\S = ( ) 1.67)
¢(a) acdom(¢)—S

Da mesma forma que de dois conjuntos A e B derivamos a constru¢do A —
B, também, dadas duas aplicagdes f : A — C'e g : B — D, podemos ainda
definir a constru¢do f — g, como se segue:

f=g i (A=B)—(C=D)

def f(a) ) (1.68)
N o —
(f = 9)(0) ( 9(c(a)) wtdom(o)
A tnica restricdo é que f seja injectiva, por forma a garantir que f — g seja uma
funcio e ndo uma relacio 17. Aceitaremos A — g e f — B como abreviaturas
de, respectivamente, 14 — ge f — 15 8. Logo

def a
A—=g)o) = 1.69
(A= g)(0) (gw@)xﬁmm (1.69
&
def f(a) )
— B)(o) = 1.70
=m0 (10 _ (1.70)
Exercicio 1.15 Demonstre a validade dos factos (A.44) a (A.64) — ver apéndice A — sobre 0s

operadores de restri¢ao definidos por (1.66) e (1.67).
[m}

17Mas veja-se o Exercicio 1.51 a este respeito.
18Toda esta notacdo e suas construcdes e “abreviaturas” encontra a sua explicacio na nogio de
functor entre duas categorias que a secgdo 8.6 trard, a seu tempo, a consideragdo do leitor.
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Exercicio 1.16 Mostre que a coeréncia entre duas fungdes f e g (defini¢do 1.5) pode ser definida pela

relacdo

FAg Y | dom(g) = g | dom(f)

Serd A uma relagdo transitiva? Justifique.
[m]

(1.71)

Exercicio 1.17 Demonstre ou refute as seguintes igualdades, onde letras maidsculas designam espécies

de dados e minusculas designam fungdes:

A—=(foyg)
domo (f — A)
rngo (A = f)
domo (A — f)
rngo (i — B)
(A= f)o]S8)

(A= f)(o1Uo2)
(f=D)o(A—y)
(A= o)t (A= )r)
A—(1B)

SEQUENCIAS FINITAS

(A= fo(A=yg)
2f o dom

of orng

dom

rng

(A=) IS

(A= f)a1) U(A = f)(o2)
f—y

(A= f)otT)

la—~B

(1.72)
(1.73)
(1.74)
(1.75)
(1.76)
(1.77)
(1.78)
(1.79)
(1.80)
(1.81)

A construgdo (1.48) permite-nos ver sequéncias como sendo aplicacdes de um
segmento inicial de IV num dado conjunto A. Por exemplo, se A = {0, 1}, entdo

a sequéncia

<0,0,1,0> € A*

“¢”, no fundo, a aplicagio s € A* seguinte:

N

1 2 3 4
0010

m caso icu uéncia € a sequéncia vazi , ie.
Um caso particular de sequéncia é a sequéncia vazia <> € A9, ie

<>=()

As sequéncias acima foram descritas por extensdo, a semelhanca do que €
habitual fazer com conjuntos, e.g. {0,0,1,0}. Mas é ébvio que <0,0,1,0> #
{0,0,1,0} = {0,1}. Da mesma maneira que um conjunto pode ser descrito por

compreensdo, eg.

{f(@)| =€ Anp(x)}
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onde p : A — {V, F'}, também uma sequéncia o pode, usando-se a notagéo
<f(z) |z + s Ap(z)> (1.82)

onde s € A* é uma sequéncia. A expressao (1.82) designa a transformac@o por f
da sub-sequéncia de s cujos elementos satisfazem p. A abreviatura < f(z) | z +
s> pode usar-se sempre que p(z) = V, para todo o elemento de z de s. Note-se
que, como s é uma aplicagdo, podemos concluir que

<flz)|z+s>=fos (1.83)

onde “o” designa a composigdo de aplicagdes. Mais ainda, podemos igualar (1.83)
a f*(s), onde f*, para f : A — B, é a construgdo que estende A* a aplicagdes:
. A*— B* (184)
5) € <fla)]|ass> ‘
Alguns operadores sobre sequéncias sdo tteis, como por exemplo:

1. length : A* — INg que dd o comprimento de uma sequéncia; se s € A™
entdo length(s) = n.

2. head : A* — A que dd a cabeca de uma sequéncia s € A™ desde que
n > 1; é claro que head(s) = s(1).

3. tail : A* — A* que dd o resto de uma sequéncia s € A™ desde que
n > 1; teremos que

, 1 2 .. ‘ coomn—1
tazl(s)=<s(2) s(3) ... s(zz-l) Z("))

4. cons : A x A* — A* que coloca um dado a € A a cabeca de uma
sequéncia s € A™; assim, cons(a, s) € A"l e

1 2 ... i n+1) (185)

cons(a,s)=(a s1) . osi-1) ... s(n)

5. elems : A* — 24 que d4 o conjunto de todos os elementos presentes numa
sequéncia s, ou seja

elems(s) = {s(i) | 1 <i <length(s)}

Destas construgdes resultam propriedades como as que se listam no apéndice A,
seccdo A.4, e que serdo lteis mais tarde.
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Prioridades

Para simplificar as expressdes em Sets por diminui¢do do nimero de parénteses,
convenciona-se a seguinte prioridade dos operadores:

*

H x|

Assim, por exemplo, a expressao
X 2 A’xB*+C
abrevia a expressao
(X = ((4%) = (B) +C

etc.

1.3.2 Semantica por Modelos

Como acima antecipamos, o cdlculo do significado de uma frase gerada por uma
assinatura ¥ far-se-d, nesta técnica semantica, recorrendo a teoria “ingénua” dos
conjuntos finitos. Antes de mais, torna-se necessdria a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.7 (X-algebra) Seja X : Q — S* x S uma dada assinatura. Diremos
que o par A = (As, Aq) é uma X-dlgebra desde que:
1. Ag seja uma aplicagdo de S em conjuntos finitos de Sets;

2. Agq seja uma aplicagdo de §) em funcdes (em Sets) de conjuntos para con-
juntos, e

(a) para cada o € ) tal que (o) = (<s1,...,8,>,8), se verifica que
a funcdo em Sets correspondente, Aq (o), “respeita a funcionalidade
de o”, quer dizer:

Aq(o) : As(s1) X As(s2) X ... x As(s,) = As(s) (1.86)

ou seja, verifica-se o diagrama que se segue:
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Sempre que ndo resultar confusdo, omitiremos os indices d e S em Aq e Ag,
respectivamente. Por exemplo, a expressdo (1.86) pode escrever-se, sem ambigu-
idade,

Ao) : A(s1) x ... x A(sn) = A(s)
pois sabemos que o € Qesy € S,s2 € S, ... etc.. O

E imediato apercebermo-nos que uma dada X-dlgebra A dd significado a , na
medida em que:

- Ag(s) indica, para toda a espécie s € S, qual o conjunto de objectos a cuja
espécie se deu o nome “s”. Por exemplo, ao declararmos

As(Quantia) = INg

(cf. ¥sqrp acima) estamos a dizer que o “significado” de uma Quantia é o
nimero que representa o seu valor numa dada unidade monetéria.

- Aq(o) indica a fungdo “significado” atribuida a um determinado simbolo de
operacdo. Por exemplo, se tivermos Ag(Bool) = {0, 1}, podemos definir

Aa(-) = %

w__

para indicar que “—” € o simbolo escolhido para designar a operacdo de
complementagdo entre booleanos. Podiamos ter escolhido “neg” ou “not”

w_

em lugar de “—”. Assim como podiamos ter arbitrado

mas neste caso o significado dado a - é contra-intuitivo, pois ndo coincide
com a “carga semantica” de —. Relembra-se que a Unica restri¢do formal-
mente imposta a Aq(—) é que, sendo

—: Bool — Bool

entdo Aq(—) terd que ter a funcionalidade:
Aa(—) : {0,1} — {0,1}
cf. a expressdo (1.86).
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Sempre que, para darmos significado a uma dada assinatura ¥, definimos
uma dada X -dlgebra A, dizemos que damos um modelo de ¥.. Por isso esta
técnica de semantica algébrica se designa, normalmente, por semantica por mod-
elos (‘model-oriented’) .

Vejamos um exemplo, voltando a assinatura ¥ ggrp (1.4) construida anterior-
mente. Por inspecc¢@o, é facil verificar que a seguinte definicdo de um modelo .4 é
de facto uma Y ggrp-dlgebra, qualquer que seja o preenchimento das reticéncias:

As(Quantia) def
Ag(Titular) def
As(IdConta) def
Ag(Sistema) def
Aq(inic) =
Aq(abertura) def
Aq(fecho) def
Aq(depdsito) def
Aq(co-titular) def
def

Aq(levantamento) =

Aq(balango) def

INg

A(IdConta) — (2A(T#telar) . A(Quantia))

()

k €dom(c) = o
Ak, t,0). —(k € dom(o)) = O'U( <{tl}c’0) )

Ak,0).0\ {k}
Ak, q,0)-

( k€ dom(o) = let x=o(k)
ty = m1(x)
) q = m2(x)

] k
" UT( (tkrax + @) )
\ —(k €dom(os)) = o

Ak, t,0).
( k€ dom(o) = let x=o(k)
ty = m1(x)
ax = m2(z)

) k
i ot (o )
\ —(k € dom(oc)) = o

Ak, q,0).
( kedom(o) = let x=o(k)
tr = m1(x)
qr = m2(z)

n

156 > ot (n-g )

9>qGg = 0O

\ —~(k €dom(c)) = o

k€ d k
"(’“’”)'{ ﬂ(kedoorrnn((:))) 2 e

19 A designagio “semantica denotacional” serd também utilizada, ver mais 2 frente a Secgio 1.3.4.
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Exercicio 1.18 Relativamente a X g7 p-dlgebra A acima,
1. Explique, por paravras suas, a semantica de cada operag@o.

2. Repare que balango ndo distingue uma conta inexistente de uma conta existente com saldo 0.
Reveja a dlgebra A por forma a tal acontecer.

Exercicio 1.19 Construa um modelo semantico — i.¢ uma dlgebra A — para a assinatura 3¢ obtida
no Exercicio 1.4.
[m]

Exercicio 1.20 Uma tabela relacional ¢ um conjunto de tuplos, sendo um tuplo uma atribui¢do de
valores a atributos. Podem existir atributos omissos, por exemplo o atributo C' no segundo tuplo desta
tabela,

(A][B]C]

al | b1 | cl
al | b2
a2 | bl | e3
a2 | bl | el (1.87)
al cl
a3 cl
|61 | 2

€ outros.

Pretende-se especificar o problema da geragdo de histogramas relativos aos atributos de uma dada
tabela. Por exemplo, dada a tabela 1.87, tém-se os seguinte histogramas para os atributos A, B e C,
respectivamente:

o3 2
«2 I - b2 N 3
o I o1 N <1 I

Especifique um modelo A : ¥ — Set para a seguinte assinatura,

valores : AtrId x Tabela — Valores
atributos : T'abela — Atrlds

contagem : Atrld X Valor x Tabela — Nat
histograma : Atrld x Tabela — Histograma
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que pretende exibir a funcionalidade que se pretende e de acordo com a seméntica informal seguinte:

valores(a,t) — deverd retornar o conjunto de todos os val-
ores que ocorrem na coluna a da tabela ¢,
onde a designa o identificador do respec-
tivo atributo;

atributos(t) — deverd retornar o conjunto de todos os
atributos que ocorrem em pelo menos um
tuplo da tabela;

contagem(a,v,t) — calcula o nimero de ocorréncias de um
dado valor v na coluna @ de uma dada
tabela t;

histograma(a,t) — fornece o histograma do atributo a na
tabela ¢.

1.3.3 Classes de Modelos e sua Interpretaciao

Para tornarmos explicita a assinatura ¥ de que uma dada dlgebra .4 é modelo,
escreveremos sempre

A:Y¥Y — Set

Os seguintes dois casos particulares de ¥ -dlgebras terdo um interesse especial.

N

Definicao 1.8 (Modelo Trivial) Seja ¥ : Q@ — S* x S uma assinatura. A -
dlgebra T tal que, paratodoo s € S

Ts(s) = {1}
(ondel € IN), e paratodo oo : 81 X ... X 8, = sem(,

Talo) = {1} = {1}
<x17 e 7z’n) ~ 1
dd-se o nome de modelo trivial de ¥. O
Definicao 1.9 (Modelo Inicial) Seja ¥ : Q@ — S* x S uma assinatura. Seja VW

a Y-dlgebra tal que
Ws(s) = Wx s

paratodo s € S e, parac € Qtal que o : s1 X ... X S, = S,

Walo) @ Wse X...x Wy, = Ws
<t1,...,tn> > U(tl,...,tn)
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Facilmente se entende que cada operador de VW é uma operacdo de construcdo
sintdtica de termos a partir de sub-termos sintaticamente compativeis. A dlgebra
W damos o nome de modelo inicial de X, por razdes que se entenderdo futura-
mente. O

Duas ¥-dlgebras podem estar relacionadas entre si pelo conceito seguinte:

Definicao 1.10 (X-homomorfismo) Sejam A : ¥ — Set ¢ B : ¥ — Set
duas Y-dlgebras, para ¥ : Q@ — S* x S. Seja h = (hs)ses uma familia de
fungdes em Sets com as seguintes propriedades:

- paracadas € S,
hs : A(s) = B(s)

- paracadao € Qtal que o : $1 X ... X S, — 8, verifica-se que h “respeita”
a funcionalidade de o, ou seja

hs(A(0)(@1,.--,2n)) = B(o)(hs, (1), - - ., hs, (1)) (1.88)

cf. o diagrama:

A(@) : A(s1)) x ... x A(sn) — A(s)
~L hs1 *If hsn *L hs
B(o) : B(s1) x ... x B(s,) — B(s)

Entdo h diz-se ser um homomorfismo de A para B. Escreveremos h : A — B
para designar que h é um homomorfismo de A e B. O

Definicao 1.11 (X -interpretacdo) Seja, na defini¢do anterior, A = W. Entdo
cada

hs : Wg,s — B(S)

converte termos de espécie s em valores de B(s) e € tal que
hs(o(z1,...,20)) = B(0)(hs, (21), ..., hs, (2r))

Quer dizer, cada termo o(x1,. .. ,2,) é convertido num valor de B(s) de forma
estrutural, ou seja, combinando via B(o) os valores hg,(x;) em que foram con-
vertidos todos os seus subtermos t; (1 <i <mn).

A este caso particular de homomorfismo damos o nome de interpretagio 20 de
3 -termos numa dlgebra B. O

20Por vezes também designado regra de cdlculo, ou de tradugdo.
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Sempre que, paratodo o s € S, a funcdo h; de um homomorfismo h : 4 — B
¢ sobrejectiva (em B(s)) dizemos que h é um epimorfismo; se, além disso, hs for
injectiva, entdo h recebe o nome de isomorfismo.

Vamos estar particularmente interessados na classe de ¥-modelos B tais que
h : W — B éum epimorfismo. Nestes casos diremos que B é uma dlgebra gerada
(indutivamente) por termos, no sentido em que, para um qualquer valor v € B(s)
(s € S) existe — pelo argumento de sobrejectividade de h; : Wy s — B(s) —
um termo ¢t € Wy 5 tal que

v = hy(t)

Um caso particular de dlgebra gerada por termos € a prépria dlgebra dos termos
W.

Para élgebras geradas por termos existe um método muito ttil de demonstra-
cdo de factos, que recebe o nome de inducdo algébrica. Este método de indugio
¢ um caso particular do método de indugdo estrutural sobre uma ordem bem-

fundada ?* e consiste em provar a validade de um facto f, qualquer 22
Vv € B : f(v) é verdadeiro
convertendo-o em
YVt € W: f(h(t)) é verdadeiro (1.89)

onde h : W — B é um epimorfismo — que é dnico, alids 22 — e usar a estratégia
seguinte:

1. Casos de Base: t = o.

Provar o facto (1.89) para todo o ¢ = o, onde ¢ é uma 3 -constante;

2. Salto Indutivo: t = o(ty,...,t,),parac € Qtalqueo : §1 X...X 8, = 8,
et; € W(s;),paratodoo 1 <i < n.

(a) Hipdtese de Indugdo: supor que f(hs,(t;)) é verdadeiro para1 < i <
n;

(b) Demonstrar que a hipétese (2a) € suficiente para provar

f(hs<a(t1: L. 7tn)))
O

Vejamos um exemplo na demonstra¢do do préximo teorema.

21Ver Exercicio 1.22.

22 [ serd, normalmente, uma familia S-indexada de predicados, como se verd em exemplos mais
adiante.

23Como se vers adiante no Teorema 1.1.
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Teorema 1.1 (Unicidade de X-intrepretacdes) Seja B : ¥ — Set uma X-
dlgebra. Entdo o homomorfismo

h:W—=B

é tinico.

Demonstracdo: Basta provar que outro qualquer homomorfismo h' : W — B
coincide com h, ou seja que, para todo o s € S, a fungdo hl é a mesma fungdo
que hs. Como tanto hy como hl; terdo que estar definidos para todo o t € Wy, 4,
basta provar que hs(t) = hi(t), o que se pode fazer usando indugdo estrutural:

1. Casosde Base: t = o parao :— s.
Teremos que, sabendo que h e h' sdo X -homomorfismos,

hs(W(0)) = Ry (o) = B(o)
pela equagdo (1.88). Logo hs(t) = hl(t) nestes casos.
2. Salto Indutivo: t = o (t1,---,tn)
(a) Hipétese de indugdo: V1 < i < n: hy, (t;) = by, (t;)
(b) Calculemos hs(o(t1,.-.,tn)). Teremos, pela equagdo (1.88),

hs(o(t1,...,tn)) = 53((7)(h51 (t1),..., hs, (tn))
A

De igual forma,

hy(o(tss- s tn)) = B(o)(hy, (1), .- I, (tn))

B

Ora, pela hipdtese de inducdo, A é igual a B; logo, como queriamos,
hs(o(t, ... tn)) = hy(o(ts,---,tn))

Q.E.D.

Exercicio 1.21 Indique em que condigdes é que o tnico homomorfismo h : W — T, onde T é o
modelo trivial (Defini¢éio 1.8) € um epimorfismo.
[m]
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Exercicio 1.22 Uma ordem < sobre um conjunto A diz-se bem-fundada sse
VWCCCA:(GmeC:<mNC=0)
onde <y, designa o conjunto
<m={a€A| a<m}

Sobre uma estrutura bem-fundada (A; <) é possivel demonstrar factos
Va € A:p(a)
usando o seguinte método, dito de inducado estrutural:
1. Casos de Base: provar p(a) para todos os a € A tais que <, = 0.
2. Salto Indutivo: Sejaa € A tal que <q D 0.
(a) Hipotese de indugdo:
Vz < a:p(x)

(b) Passo:
(Vz < a: p(z)) = p(a)

Neste contexto,

1. mostre que, em IV, a ordem z < y definida por
T < y e x édivisor inteiro de y
é bem-fundada, e caracterize o respectivo método de indug@o estrutural;

2. caracterize a ordem bem-fundada sobre W que estd por detrds do método de indugéo algébrica.

O Teorema 1.1 é muito relevante pois permite-nos associar a cada X -dlgebra .4
o tnico homomorfismo que traduz X-termos em valores de A. Designaremos esse
homomorfismo por h 4 ou, quando daf ndo resultar ambiguidade, simplesmente
por A. Neste contexto, sempre que ¢ é um X-termo, h4(t) ou A(t) designardo a
interpretacdo de t em A.

Exercicio 1.23 Relativamente ao modelo A definido na sec¢do 1.3.2, calcule as seguintes interpreta-
coes:
i) A(init)

i) A(abertura(i,t,init))

1it)  A(balango(i, (abertura(i, t,init))))

iw) A(fecho(i, abertura(i, t, init)))
onde 2 € Wx r4conta €t € Ws Titular-
O

Pode perfeitamente acontecer que dois termos distintos 1 € ¢t possam ser tais
que A(t1) = A(tz2), ou seja, tenham a mesma interpretagdo em .A. Como A (en-
carada como homomorfismo) d4 significado a todos os X -termos, entdo diremos
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que t; e t2 tém, em A, 0 mesmo significado. Por exemplo, sejam

AM) = IN
Ale) = 1
AB) = Mz,y)zxy

as cldusulas que definem o mondide A4 = (IV; X, 1) dos naturais sob a operagéo
de multiplica¢@o. Dados os termos

t1 = €
ta = e€be
teremos
A(ty) = A(e) =1
e

Alt)

Il
o e
=
=
=

Logo, os termos € e efe t€m o mesmo significado.
“Ter o mesmo significado” € uma relagdo de equivaléncia sobre Wy;, que se
pode definir por:

t=,t  A®) = At (1.90)

Portanto, =2 4 € simplesmente a relacéo-nicleo (‘kernel’) associada ao homomor-
fismo hy : W — A 2. Essa relagio ¢, alids, uma congruéncia, pois é com-
pativel com todos os operadores de ¥; porque estamos a trabalhar com édlgebras
heter6geneas, s6 podemos entender as frases anteriores se for estendido o conceito
de congruéncia através das defini¢cdes que se seguem.

Definicao 1.12 (X -compatibilidade) Seja ¥ : Q@ — S* x S uma assinatura, e
A : X — Set uma X-dlgebra. Uma familia de relagées bindrias sobre A, i.é

© = (¥s)ses

241sto é, = 4 designa a mesma coisa que K /h 4.
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tal que s C A(s) x A(s), diz-se X-compativel se ¢ for compativel com todos
os X-operadores 0 : s1 X ...sp = 8, 1.6 dados a;,a} € A(s;), paral < i <mn,
entdo

(V1 <i<n:aipsal) = Alo)(ai,...,an)psAl0)(al,...,a),)

A nocdo de compatibilidade de uma relacdo (de ordem, de equivaléncia, etc.)
face a um operador traduz a ideia intuitiva de que “coisas relacionadas entre si,
operadas pelas mesmas fungdes, ddo resultados também relacionados entre si”.
E uma nogio primitiva em Matemdtica, que torna possivel técnicas de raciocinio
estruturado a que nos habituamos jd sem pensar nelas. Por exemplo, o método de
reducdo para a resolucdo de sistemas de inequagdes, e.g.

z+y < 2z
-y < 37
r < 2z+37

s6 € vélido porque a soma (+) € compativel com a relagdo menor do que (<).
Os seguintes casos particulares de familias de relagdes (ps)scs sdo sempre
compativeis com qualquer assinatura ¥ :  — S* x S':

- arelago vazia (i.é tal que p, = P para todo o s);
- arelagdo universal (i.é tal que p; = A(s)? para todo o s);
- arelag@o identidade (i.¢ tal que p; é a igualdade em A(s)).

Os dois udltimos casos sdo ja ¥ -congruéncias, de acordo com a defini¢do que se
segue:

Defini¢do 1.13 (X-congruéncia) Seja ¢ = (ps)scs uma familia (de relacoes
bindrias) sobre uma dlgebra A : ¥ — Set, compativel com a assinatura . :
Q — §* x S. Se qualquer ¢, for uma relagdo de equivaléncia, entdo ¢ diz-se ser
uma ¥.-congruéncia.

O

E uma X-congruéncia sobre Wy, a relagdo-nicleo

=g= (EA,S)SES

do homomorfismo h 4 : W — A, i.é a relagdo que jd foi definida pela expressao
(1.90). Esta relacdo vai permitir-nos pensar na divisdo de WV em classes de con-
gruéncia induzidas por 4. De facto, se uma relacdo de equivaléncia ¢ sobre um
conjunto A conduz ao quociente A/,

Afp={ld]| a € A}
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onde
la] = {be A apb}

é uma classe de equivaléncia, também uma ¥-congruéncia 2 sobre uma ¥ -algebra
A conduz a dlgebra-quociente A/ 22, de acordo com a definigéo que se segue:

Definicao 1.14 (Algebra Quociente) Seja ¥ : Q — S* x S uma assinatura, A
uma X-dlgebra e = uma X-congruéncia sobre A. Chamamos dlgebra quociente
A/ =2 a X-dlgebra definida como se segue:

1. paracadas € S,
Al =(s) = Als)/ =,

2. paracada o € QQ,

(a) se o :— s é uma constante, entdo

(b) sec :81 X ...X 8, =8, entdo, para a; € A(s;) (1 <i<mn),
A/ = (U)([al]a ) [an]) = [A(U)(ala s 7an)]
O

Portanto, os “valores” manipulados por uma dlgebra quociente .4/ 2 séo classes
da equivaléncia 2. Quer dizer, A/ = é mais abstracta do que A exactamente na
medida em que ndo reconhece a diferenga entre dois quaisquer valores a # b de
A tais que [a] = [b].

Seja agora C(X) o conjunto de todas as dlgebras quociente W/ = defini-
veis por uma qualquer X -congruéncia = sobre termos da linguagem ¥.. Pelo que
atrés se disse, pertence a C(X) o quociente de ¥V induzido pela defini¢do de um
qualquer modelo A : ¥ — Set, i.é W/ = 4. Por outras palavras, a cada X-
modelo corresponde um elemento de C(X). Assim, C(¥) pode ser considerado o
conjunto de todas as semanticas possiveis para a linguagem X.

Na verdade, C(X) é um instrumento muito ttil para raciocinarmos sobre seman-
tica(s). Vejamos como: sobre C(X) é possivel definir a seguinte ordem parcial C:

W/ Elg W/ 52 sse Elggg (1.9])

onde C designa inclusio entre relagdes (conjuntos). A ordem C permite-nos com-
parar semanticas entre si: se =1 C=,, entdo é porque

te t >t
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ou seja, tudo o que € equivalente em =; é-o também em =5. Mas o inverso pode
ndo ser verdadeiro. Logo, as classes de equivaléncia de =5 sdo “maiores” do que
as de =4, ou seja, as primeiras obtém-se por “aglutinacio” das segundas.

Esta perspectiva motiva a designacdo de ordem de “granularidade seméantica”
vulgarmente atribuida a C. Sempre que dois modelos A e B sdo tais que

W/ =ZAC W/ =5

entdo dizemos que a semantica de A € “mais fina” (ou “tem grdo mais fino”)
do que B, ou que esta é “mais grosseira” do que a primeira. Semanticas mais
grosseiras tornam as coisas mais equivalentes entre si; semanticas mais finas dis-
tinguem mais as coisas entre si.

Estas duas direcgdes semanticas tém limites, contudo. Nao ¢ possivel distin-
guir as coisas mais do que considerd-las todas diferentes entre si. Ora esta € a
semantica do proprio W, a que atrds se chamou inicial, correspondente 2 igual-
dade literal, i.é sintdtica, entre os termos. Na direc¢@o oposta, ndo é possivel
tornar as coisas mais equivalentes do que considerd-las todas equivalentes entre
si. Ora esta semantica, a que corresponde a congruéncia universal, € a que estd
associada ao modelo trivial 7, pois

ou seja,
Vi, ¢t 2t

Em resumo, qualquer ¥-congruéncia = estd entre os limites,

R

w C = C = (1.92)

ou seja, a ordem C € limitada universalmente, tanto superior como inferiormente.
Mais do que isto, temos o resultado que se segue.

Teorema 1.2 A estrutura (C(X);C), onde C é a ordem sobre quocientes de W
definida pela equacdo(1.91), é um recticulado completo.

Demonstracio: Da defini¢do da ordem C (equagdo (1.91)) resulta que o es-
tudo da classe C(X) de quocientes de W ordenada por T se reduz ao estudo do
conjunto de todas as congruéncias sobre Wy, ordenadas pela inclusdo (C). Esta
é uma ordem parcial (reflexiva, transitiva e antissimétrica) com maximo (=)
e minimo (2 ), cf. equagdo (1.92). Seja F uma familia de ¥-congruéncias.
O maior dos minorantes de qualquer elemento de F, /\ F, existe e ¢ dado pela
conjungdo das suas congruéncias:

t(N\F)t Ev=eF t=y (1.93)
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IR
<
R

IR
R

IR
>
IR
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Figura 1.7: Reticulado de ¥-congruéncias.

O menor dos majorantes de qualquer elemento de F' também existe, e define-

se a custa de (1.93):
\/F:/\{Q%| e F}

onde D~ designa o conjunto de todos os majorantes de =. Logo, temos um retic-
ulado completo, cujas operagées ‘meet’ e ‘join’ se definem como é habitual:

E\/{=,~}
T Nz,

IR
R

Vv

IR
I3

A

Este resultado vem ilustrado na Figura 1.7 e € essencial a teoria algébrica que
fundamenta a técnica de especificacdo formal que vem sendo exposta. A partir de
agora é inequivoco o significado matemadtico da semdntica que atribuimos a uma
dada sintaxe através de um modelo, dos limites dessas semanticas e seu relaciona-
mento entre si. Se estivermos a trabalhar com modelos gerados por termos, temos
ainda que:

Teorema 1.3 Se um modelo A : ¥ — Set é gerado por termos, entdo o quo-
ciente W/ = 4 é isomorfo de A.
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Demonstracdo: Este teorema é a versdo do Teorema do Homomorfismo (ou
da Decomposic¢iio de Fungdes) a nivel de dlgebras heterogéneas.
O

Exercicio 1.24 Seja ¥ : Q@ — S* X S a assinatura do Exercicio 1.8.
1. Seja A : ¥ — Set o modelo seguinte:

A(s) = {V,F}
A(r) = A(s)u{L}
A(0) = F
All) = VvV
A2) = L
Ale) = Mzy)rAy
Represente o homomorfismo h 4.
2. Seja B : ¥ —» Set outro modelo:
B(S) = W()
B(r) = {z+jy| z,y € INo}
BO) = 0
B(1) = 1
B2) =3
Blo) = Aazy)z+iy

Serd A um epimorfismo? Descreva a congruéncia &£ 4 e compare-a com 3.

Como duas dlgebras isomorfas sdo abstractamente idénticas, entdo podemos
afixar a cadané W/ =2 do reticulado (C(X); C) todas as X-dlgebras (modelos) que
lhe sdo isomorfas. Ou seja, podemos dividir o reticulado (C(X); C) pela relacdo
de X-isomorfismo.

Finalmente:

Teorema 1.4 Se A)B : ¥ — Set sdo dois modelos tais que existe um X-
homomorfismo h : A — B, entdo W] = C W/ =p.

Demonstra¢do: A composi¢cdo h o h4 é um X.-homomorfismo de W para B,
que terd que coincidir com hg pelo Teorema 1.1. Sejam t e t' dois termos tais que
ha(t) = ha(t). Entdo

h(ha(t)) = h(ha(t)

ou seja,

hg(t) = hgp (tl)

Logo = 4 C=p, como queriamos. Q.E.D.
O
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B [ A | B |
Bool 2 2
Item A A
Base 24 N — 24
inic 0 ( )

insere A(b,0).bU {3} | A(b,i). let n=H(i)
s— { b(n) <« n € dom(b)
0 < n¢gdom(b)

. n

ot ( 0w )

consta? | A(b,i).s€ b A(b, 7). let n = H(1)

(i€b(n)) <« n € dom(b)
false < n & dom(b)

inv-Base | AbTRUE Ab.Vn € dom(b) : (0 C b(n) AVieb(n): H(i) =n)

in

Figura 1.8: Dois modelos A e BB de assinatura para base de dados elementar

Este ultimo resultado mostra-nos que a granularidade semantica entre dois mode-
los pode ser caracterizada directamente pela defini¢do de um homomorfismo entre
eles.

Exercicio 1.25 (Aplicagdo do teorema anterior)
1. Mostre que a ordem L € reflexiva (Sugestdo: mostre que a identidade ¢ um 3 -homomorfismo).

2. Mostre que a ordem C € transitiva (Sugestiio: mostre que a composicdo de dois X-homomorfismos
é ainda um X-homomorfismo).

Exercicio 1.26 Considere a seguinte assinatura que especifica as operagdes elementares de uma base
de dados (muito simplificada!),

inic : — Base
v insere : Base X Item — Base
- consta? : Base x Item — Bool
inv-Base : Base — Bool

bem como os dois 3-modelos A e B que se esquematizam na Figura 1.8, assumindo-se em B uma
fungdo de ‘hashing’ H : A — IN.
Verifique se a seguinte familia de fun¢des é um X-homomorfismo b : B — A:

Rioot = AbD
hrem = i
def
hBase = Ab. UnEdom(b) b(n)
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1.3.4 Introducao a Semantica Denotacional

Dedicou-se alguma atengdo neste capitulo a mostrar como a especificacado matemd-
tica de um objecto da vida real gera uma linguagem abstracta — que nos permite
“falar dele” — e um modelo semantico dessa linguagem — que nos permite dizer
0 que o0 mesmo objecto “significa”.

Mostrou-se na Seccdo 1.2.2 que o objecto a especificar pode ser, ele préprio,
uma linguagem de programacdo. E agora propésito nosso mostrar que, se a
especificagdo do nivel sintdtico de uma linguagem de programacgéo pode ser, a
partida, mais simples — pois uma sua descri¢io em BNF ¢ muitas vezes um dado
do problema — a sua especificagdo semantica nfo ¢ isenta de dificuldades, mesmo
quando se trata de linguagens de progamacdo elementares. E assim que o ‘moto’
de Scott,

“...extend BNF to semantics,”

gerou uma disciplina prépria — a Semdntica Denotacional — que se dedica aos
problemas técnicos que sio levantados quando se pretende explicar formalmente
o significado do acto de programar uma maquina 5.

O nosso ponto de partida serd a gramética G cuja caracterizacdo algébrica, a
nivel sintatico, conduziu a assinatura X (1.6), para a qual pretendemos construir

agora um modelo semantico
A:Xg — Sets

Comecgamos pela escolha dos dominios semanticos a associar as espécies de X,
i.¢ ndo-terminais de G-

A({Nato)) = Range (1.94)
A({Var)) = 2
A({Cmd)) = Memory — Memory

onde
Range = {i—1]| i€ 2%}
Memory = 2 — Range
0 que merece 0s comentdrios seguintes:
- por {Nato) queremos “significar” os nimeros naturais “de 32 bits”;

- como hd apenas duas varidveis x e y, sdo apenas dois os enderecos respec-
tivos;

25 A Semantica Denotacional ndo tem logrado uma aceitagio sufucientemente ampla na camada dos
pragmaticos da “arte” devido a sua complexidade tedrica, e.g. o facto de os seus dominios matemdticos
ultrapassarem muitas vezes a classe dos Sets, ver Secgdo 1.5.
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- para semantica de um comando escolhemos uma transformagdo de uma
configuragio de varidveis (M emory) para outra; de facto, a tinica coisa que
a linguagem pode fazer é variar os valores das suas varidveis; de reparar que
a funcdo parcial finita 2 — Range permite modelar variaveis indefinidas.

Para tornar mais sugestiva a defini¢do dos operadores semanticos — relembre-
mos que existird um por cada producdo de G — vamos usar a respectiva sintaxe
concreta envolvida nos parénteses de “dupla parede” [. . .] que sdo tradicionais em
Semantica Denotacional. Por exemplo, em lugar de escrevermos

A(ciclo) d:ef/\(n,c)....n...c...

escreveremos, simplesmente,

[while n do (] © n.c...

uma vez que o identificador .4 do modelo a construir estd subentendido em todo
o exercicio.
Comecemos pelas constantes da espécie (Var):

[ = 1
[v] = 2

e pelos construtores da espécie (Nato):

[o] ¥ o (1.95)
e I[n]]+1
[suc(n)] % rem(*z—) (1.96)
[valor(v)] def

A defini¢do (1.96) prevé o caso em que hd ‘overflow’ em Range. Paramos
na ultima defini¢do para explicarmos a razio pela qual ndo podemos prescindir
do respectivo operador valor que “injecta” varidveis em nimeros naturais. Se
tivéssemos escrito apenas [v] essa informagdo perder-se-ia e o simbolo v seria
ambiguo: no lado esquerdo da definicdo v significaria um nimero natural e no
lado direito da mesma defini¢ao significaria uma varidvel.

Mas outras dificuldades aqui se levantam e sdo as seguintes: como saber o
valor de uma varidvel sem consultar a memdria da maquina? qual € esse valor se
a varidvel estiver indefinida? Teremos que, de certa forma, parametrizar a seman-
tica de um nimero natural pelo estado da memdria da médquina; se esse nimero for
uma constante, ignora-se a memoria; se for o valor de uma varidvel, consulta-se o
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respectivo endereco na memdria 26, Antes de mais, teremos que sofisticar (1.94)
para

(Nato) = Memory — Range 1.97)

E faremos um tratamento simplista do problema da indefini¢do de varidveis, de-
cidindo que seja 0 o valor de uma varidvel indefinida:

der [v] ¢ dom(o) = 0
[valor(v)] = ’\0'{ [v] € dom(o) = o([v])

Antes de passarmos aos construtores de comandos ({Cmd)), teremos que adap-
tar as semanticas de 0 (1.95) e suc(n) (1.96) ao novo dominio semantico para
(Nato) (1.97) — bastaré considerar a constante 0 como a funcdo constante

[o] € xco

e redefinir

def [[n]](a) +1

Ao.rem( 537 )

[suc(n)]

Por exemplo, qual a semantica de suc (x) quando a memdria regista

o= (110 220> ! (199
Teremos
_ x om(o1 =
- ({ L domiey) =+ o1 (l) )+
, =

= ({ 1e{l2} = o)) 7T! (1.99)
= o1(1)+1
= 10+1
= 11

Passemos entdo ao ndo-terminal (i.¢ espécie) (Cmd). De imediato escrevemos

[skip] < Noo

def
[eid] = [dlolel
26Esta complicagdo é tipica das chamadas linguagens imperativas que correm sobre a chamada ar-
quitectura de von Newman baseada em memdria estitica. A grande maioria das linguagens comerciais
(e.g. C, PASCAL efc.) sdo imperativas.
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querendo significar que skip “ndo faz nada” (deixa a memdria como estava)
e que a composicdo sequencial de comandos permite ao segundo comando (d)
modificar a memdria que lhe foi devolvida pela execugdo do primeiro comando
(¢). Quanto a atribuigdo, teremos

[oi=n] % /\U.JT( |[n|I]]v(]17))

Por exemplo, qual o efeito de executarmos X := suc(x) sobre oy (1.98)?
Aproveitando (1.99), teremos:

[x := suc(x)](o1) = ng( [[suc([[i]l)]](al) )

UlT(111>
_ (1 2)
11 20

i.¢ o valor da varidvel x foi incrementado.
Quanto a composi¢ao condicional de comandos definimos a semantica que se
segue:

. 0 = [c(o)
if n then ¢ else = Jo. [7)(o) >
[[ g {H9z0 2 10
interpretando O como falso e n > 0 como verdadeiro.

Resta-nos o comando iterativo

[while n do (] LV

A intuigio que temos sobre “ciclos” convida-nos a defini¢do (recursiva):

[while n do (] def

[n](0) =0 = o
)\0'-{ [n](c) >0 = [while n do ]([c](o)) (1.100)

Quer dizer, se a varidvel de controlo n € falsa, saimos do ciclo sem nada fazer.
No caso contrdrio, executamos c € voltamos ao ciclo, agora sobre a memoria de-
volvida por c.

Por muito intuitiva que seja a defini¢do (1.100), as dificuldades que nos levanta
nio sdo desprezdveis. Repare-se que basta que n seja uma constante ou que ¢ ndo
modifique adequadamente a varidvel de controlo do ciclo, para que a execugdo de
while n do ¢ nlo termine. E qual a semantica formal de um comando que
ndo termina?
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E para podermos vir a responder a este tipo de questdes que passaremos, no
Capitulo 2, a estudar a semantica matematica da recursividade.

Exercicio 1.27 Mostre que

[skip] =[x := x] = [while 0 do ]

Exercicio 1.28 Suponha que, para fugirmos aos problemas que acabamos de levantar acerca da defini-
¢do (1.100), resolvemos dar a semantica “de ciclo ‘for’ “awhile n do c, i.€ qualquer coisa como:
“lé-se o valor de m antes de se iniciar o ciclo e executa-se ¢ n-vezes”.

Escreva formalmente essa semantica alternativa a (1.100).
O

Exercicio 1.29 Por simplicidade, a defini¢cao sintdtica e semantica da linguagem que foi assunto desta
seccdo so prevé a manipulagdo de duas varidveis x e y.
- Generalize essa linguagem a manipulagido de um nimero arbitrdrio de varidveis identificadas
por identificadores alfanuméricos.
- Estenda a mesma linguagem por forma a poder declarar varidveis inteiras ou ‘array’s unidi-
mensionais de inteiros e a realizar o seu enderecamento e atribuigao, e.g.

var a:array[l0];

Aborde informalmente o impacto desta extensdo a gramdtica no correspondente modelo seman-
tico estudado neste curso.

1.4 Exercicios

Exercicio 1.30 Considere duas assinaturas X1 e X3 tal que S1 é um subconjunto de Sz e, para todo
0s € Syew € S}, Xy contem pelo menos tantos operadores de funcionalidade w — s quanto .
Mostre que toda a X2-dlgebra “é” uma X1 -dlgebra e interprete o resultado.

O
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Exercicio 1.31 Conhece com certeza, da literatura em sistemas de informagdo, a nogdo de vista
(‘view’) de uma base de dados, pela qual se fornece a um utilizador apenas uma “perspectiva” da base,
omitindo-se-lhe a outra parte. Por exemplo, no exemplo SGI B (sistema de gestdo de uma instituigcdo
bancdria) — cf. (1.4) — podemos querer criar uma vista que permita ver o saldo de cada conta sem se
poder saber quem sdo os respectivos titulares.

A noc¢do de X-homomorfismo permite especificar esta no¢@o de vista de forma simples. Seja A o
Y s @1 p-modelo que foi dado nas aulas e seja B um outro X g7 g-modelo tal que existe o seguinte
homomorfismo h, ou “vista”, de A para B:

def k
hsistema = ’\“'( m2(o(k)) )kedom(a)
hrittar = Az
hQuantia def Az.T
RidConta def Az.x

Infira uma X g7 g-dlgebra B a partir de A e de h, justificando o seu raciocinio.
O

Exercicio 1.32 Considere o seguinte modelo que especifica, a um elevado nivel de abstracgdo, a
estrutura de paginas de um servigo de informagéo em hipertexto tipo WWW (‘World Wide Web”)
sobre a INTERNET, onde Ref (enderego de cada pagina) e T'ext (unidade textual de informagdo) sdo
espécies que a este nivel de abstracc@o ndo interessa detalhar:

WWw Ref — URL /*URL="‘Universal Resource Location’ */
URL (Text + Ref)*

1R

IR

Especifique o operador seguinte sobre W W W que devera devolver os enderegos de todas as paginas
que em o se referem a r:

refsTo : WWW x Ref —» 2Ref

f
refsTo(a,T) de

Exercicio 1.33 Suponha que M e S designam os conjuntos, finitos e disjuntos, dos nimeros dos
alunos inscritos a uma disciplina e provenientes de dois cursos da Universidade do Minho. Suponha
que itoa : IN — Str e strcat : Str x Str — Str sdo fungdes matemadticas cuja manipulagdo
de naturais e ‘strings’ corresponde a semantica das mesmas em C. Sejam ainda dadas as seguintes
fungdes auxiliares:
def . s
s(r) = strcat("s",strcat(z,"@ci.uminho.pt"))

f
m(x) de streat("m", strcat(z, "@ci.uminho.pt"))

Estard correctamente escrita a seguinte expressao, em SETS:

(itoa — (s o itoa))(1lg) U (itoa — (m o itoa))(1ar) ?
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Na afirmativa, tipifique-a e descreva o seu significado informal por (breves!) palavras suas.

[m]

Exercicio 1.34 Suponha que alguém especifica um plano de estudos de uma licenciatura como sendo

um conjunto de disciplinas,

PlanoEstudos =2

2D'Lsczpltna

onde uma disciplina ou € obrigatdria ou opcional,

Disciplina

~

2 Obrigat + Opcional

sendo uma disciplina obrigatdria caracterizada por uma série de atributos,

A:b

AC : ACien
N : Nome
R:3

E : Esc

Obrigat =2

X /*ano do curso */
X [*drea cientifica */
X [*nome */
X [*regime (1° sem., 2.° sem., anual) */

[*escolaridade, etc. */

e uma disciplina opcional caracterizada como se segue,

Opcional =2 A:5
Nr:IN
R:3
E : Esc
0 : QOpcao

onde cada op¢do se caracteriza por:

Opcao =

AC : ACien X
N : Nome

X [*ano do curso */
X [*niimero da opgdo */
X [*regime (1° sem., 2.° sem., anual) */
X [*escolaridade, etc. */

[*opgoes oferecidas */

[*drea cientifica */
[*nome */

Especifique fungdes sobre PlanoFE studos capazes de calcular:

1. Os nomes de todas as disciplinas efectivamente leccionadas.

2. O conjunto das dreas cientificas exclusivamente opcionais.

Exercicio 1.35 Prove as igualdades (A.70), (A.76), (A.80) e (A.85).

[m]

Exercicio 1.36 Verifique a validade da seguinte propriedade sobre os operadores de restricdo de uma

funcdo finitagp € A — B:

¢|S=¢\S

em que S designa o complementar de S relativo a A.

[m]

Exercicio 1.37 Relativamente aos diagramas funcionais em SETS que se seguem,
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d
A F(A) =24 G(A) A O A —2As oa
fl F(f)l lG(f) fl C—‘fl lzf
B F(B) —— G(B) B C—B——>2B
domp B

identifique as estruturas F ¢ G, bem como o operador z, por forma a estes diagramas ilustrarem duas
propriedades vdlidas da notacdo SETS. Justifique a sua resposta.
O

Exercicio 1.38 Uma nocio “intermédia” entre conjuntos (24) e sequéncias (A*) é a de multi-
conjunto, i.6 um conjunto em que qualquer elemento a € A pode ocorrer mais do que uma vez:

MSet(A) =~ A—~IN (1.101)
Assim, o multiconjunto vazio é representado pela funcdo finita vazia ( ) e a unido de multicon-
juntos corresponde a adi¢do de multiciplidades, i.¢ se x e y sdo multiconjuntos em M Set(A), a sua
unido, designada x @ y, serd a fungio

Dy def z \ dom(y) (1.102)

U y\dom(x)
o (st oo )
z(a) + y(a) a€dom(z)Ndom(y)
1. Mostre que @ pode ser alternativamente definida como se segue:
def a
Ty = x]‘y]‘( ) (1.103)
m(a) + y(a) a€dom(z|(dom(y)))
2. Complete a defini¢do do seguinte operador sobre M Set(A):
® :  IN X MSet(A) - MSet(A)

def T . . .
n®s = ... /* a multiplicidade de cada elemento do multi-conjunto o é

multiplicada n vezes */
e prove a seguinte propriedade sobre esse operador:
nms) = (Mxmo (1.104)

Exercicio 1.39 Na sequéncia do Exercicio 1.38, especifique a operagdo de intersec¢cdo de multi-
conjuntos.
[m]

Exercicio 1.40 Num ‘fuzzy set’, ou “conjunto difuso”, os seus elementos pertencem-lhe com um
certo grau de incerteza, entre 100% (grau de pertenca méaxima) e 0% (ndo-pertenga). Seja entdo A um
conjunto finito ndo-vazio e defina-se o espago dos ‘fuzzy subsets’ de A da forma seguinte:

FSet(A) =~ A—100
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1. Complete a defini¢do dos seguintes operadores sobre F' Set(A):

empty : — FSet(A)
empty : def L /*0 ‘fuzzy set’ com toda a certeza vazio */
€ FSet(A)x A— {0} U100
e(fs,a) def [*0 grau de pertenga de a em s */
assured :  FSet(A) x 100 — 24
assured(fs,1) def [*os elementos de fs garantidos acima da incerteza i */

2. Partindo do aforismo “toda a relagéo ¢ um conjunto”, definiremos o espaco das relagées difusas
de A para B como o espago de todos os sub-conjuntos difusos de A X B, i.é:

FRel(A,B) >~ (A x B) — 100
Defina a composi¢@o p o 7 de duas relagdes difusas p € F Rel(A, B) e 7 € FRel(B,C).

3. Uma relagdo bindria p diz-se transitiva sse, para todo o a, b, ¢, se tem
apb ANbpc = apc

Generalize a nocdo de transitividade a relagdes difusas.

Exercicio 1.41 Considere o seguinte texto que abrevia e simplifica os requisitos informais colocados
por uma empresa comercial a uma empresa informdtica que a primeira contratou para lhe produzir
determinado ‘software’:

A empresa XYZ LDA. consta de 3 estabelecimentos ou lojas de comércio, prevendo-se
que este niimero venha a aumentar no futuro.

A informagdo associada a cada loja consta de (a) o ‘stock’ de artigos armazenados ou
expostos para venda (cada artigo tem um cédigo proprio); (b) as folhas de vendas.

Existe uma folha de venda por cada dia iitil. Cada folha de venda regista as fac-
turas emitidas nas vendas daquele dia. Cada factura indica os artigos vendidos e em
que quantidade. As facturas sdo numeradas e emitidas sequencialmente. Pode haver
facturas anuladas.

O sistema a desenvolver deverd prever pelo menos as seguintes operagoes:

1. Emissado de factura — seu registo na folha de vendas e simultdnea descarga, no
‘stock’, dos artigos vendidos.

2. Agquisi¢do de mais ‘stock’ para uma dada loja.
3. Transferéncia de segmentos de ‘stock’ de loja para loja.

]

1. Construa uma assinatura X capaz de captar as espécies e os operadores pretendidos nos requi-
sitos acima.
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2. Construa o correspondente modelo, isto €, a X-dlgebra que, na sua opinido, melhor capta a
semantica dos mesmos. Nao esqueca eventuais invariantes ou pré-condigdes.
Sugestao: interprete o seguinte esbogo e tome-o, se desejar, como ponto de partida:

System = IdL — Info
Info = Stock x Sales
Stock = IdA — IN (1.105)
Sales = InuNr — (Date x (IdA — IN))

InvNr = IN /[*invoice number */

Baseie a funcionalidade do seu modelo em operagdes que conhece sobre multi-conjuntos.

Exercicio 1.42 Considere o seguinte fragmento de gramdtica de contexto livre para expressdes ar-
itméticas:

G = (NT,T, <EX]J>,P>
NT = {(Exp),(Sinaly,{Termo),{Factor), (MulOp), {AdiOp)}
T = {+,-,*,/,(,),id, num}
H (Sinal) (Termo)({AdiOp)(Termo))*

e[+ -

p = (Factor) ({MulOp)(Factor))*

- id | num | ((Exp))

+| -
* | /

1. Construa a correspondente assinatura algébrica X .

2. Calcule o X g-termo correspondente a seguinte frase da linguagem:

- id + num * ( num - id )

Exercicio 1.43 Em LISP existe um tnico suporte para representa¢do de informagio, designado por
expressdo-S, de acordo com a sintaxe expressa por (1.12). Construa uma assinatura X para essa sintaxe,
e indique o X-termo que representa a seguinte expressio-S:

( if ( equal x 0 ) 0 1)

Exercicio 1.44 Considere a seguinte gramdtica para um fragmento da linguagem SQL (‘Structured
Query Language’), o conhecido padrio fixado internacionalmente pela ANSI/ISO para interpelagdo de
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bases de dados:

G = (NT,T,(SQL),P)
NT = {(SQL),(Instrugdes), (Expressao), (Filtro), (Atributos), (Relagdo), (Atr), (Condicdo) }
T = {;,.,SCHEMA, END, :=, SELECT, FROM, WHERE, TO, STR }
( (SQL) u=  (Instrugdes)
(Instrugdes) =  (Expressao) ; {Instrugdes)|
SCHEMA (Relagdo) ; (Instrugdes)|
END .
(Expressao) u=  (Relagdo) := (Expressdo)|
P = [ SELECT (Atributos) FROM (Relagdo)(Filtro)
(Filtro) == €| WHERE (Condi¢do)
(Atributos ) == (Ar)T
(Relagdo) == STR
( Condigao ) STR
\ (Ar) == STR

1. Especifique uma assinatura X que descreva G algebricamente.

2. Desenhe sob a forma de drvore o ¥ g-termo que representa a seguinte frase da linguagem:

SCHEMA Alunos ;
Positivas := SELECT Nome, Nr FROM Alunos WHERE Class > 9;
END.

omitindo os detalhes do nivel 1éxico (¢f. STR).

Exercicio 1.45 Suponha que, em resposta ao exercicio 1.43, dois leitores diferentes derivaram, a partir
da sintaxe dada, as assinaturas seguintes:

atom2sexp : Atom — Sexp
list2sexp : List — Sexp
nil :— List

cons : Sexp X List — List

P

join: SXL—L
nj: L —S
lift:A— S
empty :— L

P

Qual destas assinaturas escolheria para algebrizar (Expressdo-S)? Mas. .. por que é que ndo escolheu
a outra? Como caracteriza formalmente a relagdo que existe entre ambas as assinaturas?
[m]

Exercicio 1.46 Dadas duas graméticas independentes de contexto G e G’, sejam Lg e L as lingua-
gens geradas por G e G’, respectivamente, € L € S duas assinaturas algébricas que representam
G e G', respectivamente.
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Sabendo que G e G’ ndo tém quaisquer simbolos ndo-terminais em comum, determine a operagdo
gramatical (G, G') que realiza a unido das duas linguagens, i.¢ tal que

L«p(G,G’) =LgULg

assim como a correspondente assinatura algébrica X, (g, Gr)-
]

Exercicio 1.47 Comente, com base no que estudou neste capitulo, a seguinte frase (célebre):

“A sintaxe é uma dlgebra e a semdntica é um quociente seu.”

Exercicio 1.48 Considere o seguinte fragmento de um modelo em que se pretende especificar o
sistema de informagcéo associado ao cdlculo de classificacdes de alunos de uma dada disciplina:

Sistema 2= Inscritos X Grupos X Notas
Inscritos = Nr — Nome X Curso
Grupos = Nr — NrGrupo
Notas =2 Teoricas X Praticas
Teoricas = Teste x Exame X Recurso
Teste = Nr —20
Exame = Nr —20
Recurso = Nr — 20
Praticas = NrGrupo — 20

1. Em relag@o a seguinte fungdo sobre Sistema,

def
f(0) = dom(mi (o)) — U dom(mi(m1(m3(0))))
i€3
caracterize a sua funcionalidade e descreva, por (breves) palavras suas, o seu significado infor-

mal.

2. Enriquega o modelo com as fungdes seguintes:

(a) funcdo que identifica os alunos com nota prética positiva;
(b) fungdo que calcula a nota final de um aluno, sabendo que:

- o peso do trabalho prético na nota final € de 40%;

- anota tedrica minima é 9;

- o trabalho prético ¢ obrigatério, i.¢, sem informacéo pratica positiva o aluno re-
prova;

- 80 pode ser feita melhoria de nota no exame de Recurso;

(c) fungdo que calcula o histograma das notas finais dos alunos que ndo reprovaram.

NB: Para simplificar a sua especificagdo, trabalhe com atritmética inteira.
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Exercicio 1.49 Seja

ProcNet 2 PId— Proc
Proc 2= QX (I+1)x Behaviour x Output
Behaviour = (QXI1)—Q
Output = 2P x (@ xI) =~ 1)

um modelo simplificado para redes de processos comunicantes deterministicos (ProcNet), em que
cada processo (Proc) € identificado univocamente (PId) e € descrito pela informacdo seguinte:

- o seu estado actual (Q);

- o (préximo) item de informagao pendente no seu ‘input’ para processamento, se for caso disso
I+ 1)
- o seu comportamento (Behaviour), definido como uma tabela de transi¢do de estados;

- o conjunto de processos (27°74) para os quais se debita o ‘output’ que, quando existe, é dado
pela tabela anexa que associa ‘outputs’ as respectivas transi¢des.

1. Especifique o invariante sobre ProcN et que determina que se um processo tem transicdes
com ‘output’ entdo existe pelo menos um processo conhecido que € seu receptor.

2. Especifique uma fungdo ready que indique, para uma dada rede » € ProcNet, os identifi-
cadores de todos os processos que sdo elegiveis para executar em r, de acordo com as seguintes
condigdes de elegibilidade de processo para execugdo: (a) o processo tem ‘input’ pendente; (b)
esse ‘input’ € aceitdvel no estado em que o processo se encontra (vide tabela de transicdo de
estados); (c) se essa transi¢do produz ‘output’ — todos os respectivos processos receptores
estdo sem ‘input’.

Exercicio 1.50 No contexto do Exercicio 1.2, considere a seguinte especificagdo do modelo SGIB
(sistema de gestdio de uma institui¢céo bancdria), agora acrescentado por forma a poder registar transa-
cgoes de deposito e levantamento por cheque:

SGIB = IdConta — Status
Status =~ H :2Titular X
B:Z X /*saldo anterior */
W : NrCheq — Cheque X [*levantamentos (cheques) */
C : 2Credito [*depdsitos */
Cheque = D : Data X [*data do cheque */
C: INg [*quantia levantada */
Credito = D : Data X [*data do depdsito */
B : Balcao X /*balcdo do depdsito */
C: INg [*quantia depositada */
Data = IN
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Suponha atomicas (e.g. alfanuméricas) as espécies ndo definidas e repare que, para simplificar, a
espécie Data é modelada por naturais (e.g. 19960909 modela “9 de Setembro de 1996”). Repare
ainda que o saldo anterior da conta ¢ um inteiro (negativo se o saldo estiver “a descoberto”).

Especifique a fun¢do clear : SGIB x IdConta x Data — SGIB que apaga de uma conta
todos os movimentos (crédito ou débito) anteriores a uma dada data, actualizando convenientemente o
saldo anterior. (Sugestao: defina as fun¢des auxiliares que lhe parecerem convenientes.)

O

Exercicio 1.51 Recorde (1.70) e mostre que, para (f — B)(o) ser uma construgdo bem definida,
ndo é necessdrio que f seja bijectiva, bastando que se verifique o facto seguinte, entre f e o:

Va,a' € dom(o) : f(a) = f(a') = o(a) = o(a’)

1.5 Notas Bibliograficas

Neste capitulo apresentaram-se os fundamentos da chamada especificagcdo con-
strutiva (ou orientada a modelos) de Tipos Abstractos de Dados (TADs).

A abstrac¢do dos dados € um dos principais resultados da investigacdo em
Ciéncias da Computagdo das duas ultimas décadas. Existe uma vasta literatura
sobre o assunto, que parte dos trabalhos de Guttag [GH78] e do grupo ADJ
[GTW78], e inclui livros de texto como [Bp82], [EMS85], [Jon80, Jon86] e [Hen88].
A abordagem algébrica ‘standard’ a semantica denotacional de gramadticas de con-
texto livre pode encontrar-se em [GTWA77]. Uma caracterizagio categorial dos
conceitos de assinatura (categoria), modelo (functor) etc. pode ser encontrada em
[Wan79]. A referéncia [AKMS81] é um bom livro de texto para rever os conceitos
matematicos requeridos neste capitulo.

As referéncias [Jon80, Jon86] dedicam particular atencdo a especificagcdo con-
strutiva. [Hen88] ilustra com muita clareza a constru¢io de modelos semanticos
para linguagens, ainda que use apenas assinaturas homogéneas.

A seméntica denotacional de linguagens de programacdo foi abordada neste
capitulo de forma intencionalmente simplista. A infinitude tipica dos dominios
semanticos por ela requeridos leva-nos de conjuntos para os chamados dominios
de Scott desenvolvidos nos trabalhos (hoje “cldssicos”) de Scott & Strachey, da
escola de Oxford. O leitor interessado na teoria destes dominios poderd consultar,
por exemplo, as referéncias [Sto81, Gor79].



Capitulo 2

Especificacao Recursiva

2.1 Introducao

Pelo que ja se viu, a definicdo de um dado modelo A : ¥ — Set assume a forma
de um par de sistemas de defini¢des, um para as espécies,

A(s1) =
A(s2) =
2.1
Alsn) =
e outro para oS Operadores:
.A(Ol) = )\ -
; 2.2)
Alom) = X...

As defini¢des presentes nestes sistemas podem ser mutuamente dependentes, ou
seja, os seus lados direitos — as reticéncias “...” em (2.1) e (2.2) — podem
referir-se a lados esquerdos. Por exemplo, a clausula

A(Sistema) = A(IdConta) — 2A4Tar) s A(Quantia) (2.3)

que consta da Y ggrp-dlgebra da secgdo 1.3.2, estd nessas condi¢des. Também
ndo repugna que um operador possa usar, na sua defini¢cdo, a defini¢do de outros
operadores, e.g.

A(média) = X(z,y).A(div) (A(soma)(z,y),2) 2.4

63
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para uma assinatura contendo os operadores média, soma, etc.

Vejamos agora uma consequéncia importante da dependéncia mitua entre
as defini¢cdes de um sistema. Antes de mais, comecemos por introduzir uma
simplifica¢do de notacdo: sempre que for claro o modelo em que estamos a traba-
lhar — o que acontece sempre que estamos a considerar apenas um — omitiremos
a sua designag@o, i.¢ escreveremos x em lugar de A(z), onde z é uma qualquer
entidade sintdtica (espécie ou operador).

As defini¢des de espécies e operadores tornam-se assim consideravelmente
mais legiveis. Por exemplo, a expressdo (2.3) reduz-se a

Sistema = IdConta — 27#4 » Quantia
e a(2.4) reduz-se a
média = Nz, y).div(soma(z,y),2)

com esta simplificagdo.
Consideremos agora a defini¢do seguinte:

List ={NIL}U X x List (2.5)
i.¢ a simplificagdo da cldusula
A(List) = {NIL} U A(X) x A(List)

de um modelo (A) para a espécie List. Este modelo para listas é bem conhecido:
uma lista ou “néo é nada” (NIL), ou é constituida pelo emparelhamento da sua
cabeca com a sua cauda. Por exemplo, a lista <z1, 23, 3> vem neste modelo
representada pelo aninhamento de pares (1, (%2, {z3, NIL))). List vem pois
dependente, em (2.5), de X — a espécie dos seus elementos — o que faz sentido.

Contudo, de (2.5) depreendemos também que List € dependente dela prépria!l
Esta dependéncia “circular” fard sentido? Eo que veremos a Seguir.

2.2 Sobre as Definicoes Recursivas

Definicao 2.1 (Sistemas de Definicoes Recursivas) Seja dado um sistema de defini-
coes (mutuamente dependentes) das varidveis X1 a Xy,:

X1
X2 =

Xn
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A relagdo de dependéncia 6 C {X1,..., X "}2 entre definicdes constrdi-se como
se segue:
XY & Y ocorre no lado direito da defini¢do de X

Seja 6t o fecho transitivo de 6. Sempre que existe uma varidvel X tal que X5X ou
X6t X, dizemos que essa varidvel estd definida recursivamente — recursividade
directa ou indirecta, respectivamente.

Um sistema admitindo uma ou mais varidveis directa ou indirectamente re-
cursivas diz-se um sistema mutuamente recursivo.
O

As definicdes recursivas sdo habituais em Matemadtica. Por exemplo, as duas
cldusulas que definem a fungio factorial ! : INy — IV,

o! 1
{(n+1)! = (n+1) xn!

induzem o cdlculo recursivo dessa func¢éio. A nivel de conjuntos, a defini¢céo do
fecho transitivo de uma relacdo R,

RT=RURoR*T (2.6)

¢ recursiva. O mesmo acontece com a defini¢do do conjunto Wy de todos os
3-termos gerados por uma assinatura Y., que é um sistema recursivo de forma

(WE,S = .- -)SES

relembrar a equagdo (1.10).
Mas a recursividade € um fendmeno ainda mais vulgar do que parece a primeira
vista. Por exemplo, a equagéo

T
$—3+§ 2.7

pode ser considerada uma definigdo recursiva (em R) do niimero 6 (i.¢€ a sua solu-
¢d0).

Este tltimo exemplo € sugestivo, pois mostra-nos que podemos considerar
a definicio recursiva de um objecto como uma equagdo cuja “solucdo” € esse
objecto. Ou seja, um sistema de defini¢des recursivas “é” um sistema de equa-
¢des, tal como estas sdo entendidas vulgarmente em Matemadtica.

Contudo, esta perspectiva levanta alguns problemas. Por exemplo, a seguinte
defini¢do recursiva (i.¢ equagdo):

2 +3
T4

admite as solugdes 1 e 3. O que é que estamos aqui a definir, recursivamente? O
louo3?

T
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Se quisermos um exemplo “patolégico”, a equagdo
T=c

define qualquer objecto, pois tem uma infinidade de solugdes. H4 também a situa-
¢do oposta: em IV, a equacio
z=z+1

ndo tem solucdes, i.¢ temos outra situacdo anormal — uma definicdo recursiva
que nada define!

Em resumo, temos que caracterizar com cuidado o contexto algébrico em
que escrevemos defini¢cdes recursivas, para garantir que as mesmas tenham (pelo
menos) uma solucdo. No caso de existir mais do que uma solugdo, precisamos de
um critério para escolher uma dessas solucdes (a “melhor”, se existir).

Voltemos a equacido (2.7), e procuremos a sua solugdo, i.¢ resolvdmo-la em
ordem a z:

r=3+z/2 = z+4+(—2/2)=B+z/2)+ (—z/2) (2.8)
= zx(1+(-1/2) =3+ (z/2) + (-2/2)) (29
= zx1/2=3 (2.10)
= z=3x%x2 (2.11)
= z=6

Esta resolugdo, que chegou de facto a solugdo z = 6, foi possivel gragas a deter-
minadas propriedades validas no universo de defini¢do da equac@o. Por exemplo,
o primeiro passo (2.8) assume a compatibilidade da soma em relag@o a igualdade,
i.¢ a propriedade

a = b
c = d
a+c = b+d

Em (2.9) assume-se a distributividade do produto pela soma
ax(b+b)=axb+axc

e a associatividade desta tltima. Em (2.10) ocorre uma importante simplificagéo:
a adicdo de dois inversos aditivos resulta no elemento neutro da soma. O mesmo
acontece em (2.11), agora em relacéio a inversos multiplicativos.

Em suma, as duas estruturas de grupo, a aditiva ({IR; +,0, —) e a multiplicativa
(R; x,1, 1), permitem a técnica de cancelamento, e.g.

r+b=c=x=c-b

que nos permite, com tanta facilidade, passar “coisas” de um lado para o outro de
uma equagao.
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Tentemos agora o mesmo tipo de resolugio para a equagdo
r=RURozx (2.12)

em (2P*P; U, P), que é exactamente (2.6) renomeando Rt para z. Tal como na
resolucdo acima, a ideia € “vermo-nos livres” de R o & no segundo membro de
(2.12), passando esse termo para o primeiro membro. Ora se, por um lado, a
unifio U € associativa e admite () como elemento neutro, por outro lado apenas ()

se tem a si proprio como inverso, sendo falso que
VRCPxP:(ARCPxP:RUR' =0)

Portanto, a “habitual” técnica de resolucdo de equacdes ndo € aplicdvel a equa-
cdoz = RU R oz, pelo facto de estar definida num universo algébrico ndo
suficientemente rico em propriedades.

Serd entdo impossivel resolver x = RU R o x, em ordem a z? A simples
substituicdo de z, pelo seu valor,

RURozx
RURo(RURozx)
RUR?UR202

x

€ assim sucessivamente,

RUR?UR?0(RURox)
RUR?UR3UR3oz

1

apesar de ineficaz — pois permanece sempre um termo em 2 no segundo membro
— aponta-nos a estratégia a seguir, que se baseia nas defini¢cdes e teoremas que se
seguem.

Definicao 2.2 (Ponto-Fixo) Seja f : A — A uma fungdo. Qualquer ag € A tal
que

ao = f(ao)

designa-se um ponto-fixo de f.
O

Por exemplo, dada a fungéo

f:[0,10] — [0,10]
z ~ 10—z

facilmente se vé que 5 € ponto-fixo de f, pois f(5) = 10— 5 = 5.
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Também se constata facilmente que uma solugéo zo de uma equacdo qualquer
z = f()

¢ um ponto-fixo de f, pois é tal que g = f(zo). Por exemplo, a fungio f
implicita em (2.7) é f(x) = 3+ £, e de facto f(6) = 6.

Definic¢do 2.3 (Fungio Crescente) Seja f : A — B uma fungdo, e <4 e <p
duas ordens parciais definidas sobre A e B, respectivamente. A fungdo f diz-se-d
crescente, ou monotona, se

Va,a' € A:a<ad = f(a) <p f(a)
O

Teorema 2.1 (Pontos-fixos em Reticulados) [Tarski 1955] Seja

- U = (4; <) um reticulado completo,
- 1 A= Auma fungdo crescente com respeito a <;

- P o conjunto de todos os pontos-fixos de f, 1.6
P={a€A| f(a)=a}
Entdo

- P é ndo-vazio e {(P; <) é um (sub)reticulado completo.

- Em particular, o maior de todos os pontos-fixos (\| P) e o menor (\ P) sdo

dados por:
VP = \{z] f(2) >} 2.13)
AP = Nzl f@) <z} (2.14)
Demonstragio’ : Seja
u=\/{z| f(z) >z} (2.15)

cuja existéncia é garantida pela completude do reticulado subjacente. E entdo
claro que, para todo o x tal que f(x) > x, x < u. Sendo f crescente, teremos

f(z) < f(u) (2.16)

LEste teorema, a base da teoria da recursividade essencial 2 Informética teérica, é conhecido por
Teorema de Knaster-Tarski, por derivar de um resultado prévio de Knaster(1928). Esta demonstracao,
de 1939, s6 foi publicada em 1955.
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e, por transitividade de <,
z < f(u) 2.17)

Logo f(u) é um majorante; como u é o menor dos majorantes, temos
u < f(u) 2.18)

e, por monotonia de f,
Fu) < f(f(u))

ou seja, f(u) pertence ao conjunto {x | f(x) > x}; consequentemente,
fu) <u (2.19)

por (2.15). As formulas (2.18,2.19) implicam que u é um ponto-fixo de f, i.é o
maior (‘join’) de todos os pontos-fixos de f:

VP=\{z| f@)>z}eP (2.20)

o0 que completa a demonstragdo de (2.13). Na demonstragdo de (2.14) considera-
se o reticulado dual, B’ = (A;>), que é também completo e onde f é ainda
crescente. O ‘meet’ em U corresponde ao ‘join’ em U'; aplicando aqui (2.20),

concluimos
AP=N\{=| f(z) <z} eP

Falta-nos agora demonstrar que (P; <) é reticulado completo. Seja
[a,b)) ={z € A| a<z<b}

a designagdo de um intervalo em A, e T = \/ A. SejaY C P. O sistema
(IVY, T]; <) é um reticulado completo. Logo, os pontos-fixos de f, restringida
ao intervalo [\'Y, T], tém um g.l.b. v € P, cf. equagdo (2.17). Ora v 1 y para
qualquer y € Y, poisv 3 \|'Y. Logo v é o l.u.b. de Y no sistema (P;<). O
g.l.b. de 'Y neste sistema obtém-se por raciocinio dual. Q.E.D.

O

Exercicio 2.1 Seja dada a aplicacdo real de varidvel real

f:0,10] — [0,10
z ~ 3+3

implicita na defini¢@o recursiva (2.7).
1. Mostre que o intervalo [0, 10], ordenado pela relagdo z < y em R, ¢ um reticulado completo.
2. Mostre que f é crescente em relagdo a <.

3. Aplique o teorema de Tarski para mostrar que o sub-reticulado das solugdes da defini¢do (2.7)
é o conjunto singular {6}.
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Vigo @i
¢

as

as

ay

1

Figura 2.1: Limite de uma cadeia ascendente numa c.p.o.

O teorema anterior deixa em aberto duas questdes de natureza prética:

- ndo sendo P, em geral, um conjunto singular, como dar um significado
“lnico” a uma equagdo = f(z)?

- como “mecanizar” o cdlculo desse significado?
E 0 que vamos ver de seguida.
Definicao 2.4 (C.p.0.) Seja < uma ordem parcial sobre A tal que

-3l e A:(Va€e A: L <a)ié(A;<)élimitada inferiormente.

- toda a cadeia ascendente ag < a1 < ... < a; < ajy1 < ... de elementos
de A tem um limite superior em A, i.é

S
\/ a; € A
=0

cf. Figura 2.1.
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Dizemos entdo que A é um conjunto c.p.o (‘complete partially-ordered set’), ou
simplesmente, uma c.p.o (‘complete partial order’). O

Exercicio 2.2 Mostrar que A — B, ordenado por < tal que
3
1 < 9= dom(f) C dom(g) A Va € dom(f) : f(a) = 9(a)

¢ um conjunto c.p.o.
m}

Definicéo 2.5 (Fun¢iao Continua) Sejam A e B dois conjuntos c.p.o.e f : A —
B uma funcdo entre eles. f dir-se-d continua sse

fNVa) =V fla)
i=0 i=0

Exercicio 2.3 Mostre que
1. toda a fungdio continua é crescente;
2. afungdo identidade f(x) = & é crescente e continua;

3. toda a fungdo constante f(x) = k € crescente e continua.

O teorema seguinte fornece-nos um “algoritmo” para calcularmos o menor
dos pontos-fixos de uma defini¢do recursiva sobre c¢.p.o.s.

Teorema 2.2 (Primeiro Teorema da Recursividade) [Kleene 1952] Seja
(4;2)

uma c.p.o. e f : A = A uma funcdo continua. Entdo o menor dos pontos-fixos
de f, designado uf, existe e é determinado por

pf = \/ FiL)

Demonstragio: Se f é continua é também crescente. Logo (fi(L1))%, ¢

uma cadeia ascendente e tem um l.u.b. que designaremos por pf. Vamos agora
mostrar que pf é o menor ponto-fixo de f, em dois passos:
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1. pf é ponto-fixo de f: Sendo f continua, teremos

fuf) FViZo £1(1)
Vizo F(f1(L)

L
<<
= O
e
g2
=

Logo pf = f(pf).
2. pf <y para qualquer outro ponto-fixo y de f:

(a) primeiro, mostraremos que fi(1) < y paratodo oi > 0, por indugdo

sobre i:
Parai =0,
FL)=1<y
Parai > 0, temos fi=1(L) < y por hipdtese de indugdo; entdo
fiL) = fUr )
< fy)
=Yy

pois f é crescente e y é ponto-fixo de f.

(b) Sendo fi(1) < y parai > 0, temos que y é majorante da cadeia
(F1 (L)), mas sendo pf ol.u.b. dessa cadeia, teremos que pf <y,
como queriamos.

Exercicio 2.4 Seja
f:[0,10] — [0,10]
x ~ 3+735

a funcgdo real de varidvel real implicita na defini¢do recursiva (2.7). Considere o intervalo [0,10]
ordenado pela relagdo z < y em R, com limite universal inferior L = 0, e \/ = Maz, onde

Maz : 2R 5 Réa fungdo que calcula o0 mdximo de um conjunto de reais.
1. Mostre que f é continua.

2. Mostre que a solucdo da equagio (2.7) pelo Teorema de Kleene é dada por

uf:limi_)oc3><(2—2i—71):6

As resolugdes dos Exercicios 2.1 e 2.4 mostram-nos duas maneiras de resolver
aequagdo x = 3 + § que sdo mais complicadas do que a resolugdo habitual, pois
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esses exercicios ignoram propriedades que sdo vélidas sobre R. No entanto, em
muitos outros casos essas maneiras sdo as unicas disponiveis, como ja vimos. E
o caso da equacdo (2.12), que vamos agora resolver pelo Teorema de Kleene, em
(2F*P, C (). Teremos entio:

f . 2P><P - 2P><P

r ~ RURocx (220
e
e =0
1O = £(5°0)
= f(®)
= RURo(
= R
2@ = RUROR
= RUR?
F@) = Uin B
Logo

pf = Uzo fl(@) ]
USoUly B

Ui, R

= R™(fecho transitivo de R)

Omitimos, por razdes de economia de exposic¢do, duas demonstragdes impor-
tantes: que (2F*F; C,0) é uma c.p.0. e que a aplicagio f da definicdo (2.21)
¢é continua — o que decorre das propriedades dos conjuntos e fica dado como
exercicio.

Em resumo: dada a garantia da sua existéncia em c.p.o.s € o cardcter “al-
goritmico” do seu cdlculo via Teorema de Kleene, é vulgar considerar o menor
dos pontos-fixos (uf) como sendo o “significado” ‘standard’ de uma definigéo
recursiva

z = f(z)

O que ndo impede que haja outros pontos-fixos, € claro.

Exercicio 2.5 Verificar se a relagdo universal P x P € 2P%¥

¢ o maior de todos os pontos-fixos da
equagioz = RU Rox.

[m]

Note-se agora que o teste de continuidade de uma fung¢@o pode ser largamente
simplificado pelo teorema seguinte.
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Teorema 2.3 (Continuidade de Funcbes) Seja f(x) uma expressdo em x defi-
nida pela composi¢do de fungdes crescentes e da varidvel x. Entdo f é continua.

Demonstragdo: Faz-se por inducdo estrutural sobre a dlgebra dos termos
onde [ estd definida. Assim, f(x) ou é x (identidade) ou é uma constante k,
ou ¢é da forma o(f1(z), ..., fo(x)) onde o é crescente e cada f;(x) é uma ex-

pressdo em  envolvendo funcdes crescentes. Nos dois primeiros casos, f(x) é
continua, cf. Exercicio 2.3. No terceiro caso (geral), mostraremos

1. que f é crescente;
2. que \[Zo fzi) < fF(ViZozi);
3. ofacto (2) na direc¢do oposta(> em lugar de <)

A conjungdo dos resultados (2) e (3) garante, por antissimetria de <, o resultado
que queremos provar.

1. Seja z < y; entdo, se cada f;(z) é continua por hipdtese de indugdo,
também é crescente; logo V1 < i < m : fi(z) < fi(y). Entdo, porque
0 € crescente em todos 0s seus argumentos, temos

U(fl(z)a .- afn(z)) < U(fl(y)v i 7fn(y))

f(z) < fy)
Logo f é crescente.

2. Como z; < V?io x; para qualquer i > 0, entdo, pelo resultado anterior,
fzi) < f(Vi2o®i) para qualquer i > 0. Logo, no limite (i — 00),
Vico f(@i) < F(VZo ®i)-

3. A hipétese de indugdo aqui garante-nos que f;(\/:2qz:) < \iog fi(@i)
paral < j < n;logo,

TVEo@) = olh(VZem) o faViZoas) o)

o0 o
o(Vizo fu(@i), .., ViZo fn(2))
Notemos agora que, para cada 1 < j < n, vai existir um i; > 0 no qual se
atinge o limite da cadeia correspondente, ou seja,

IA

k>i;j= (V fi(z:) = fi(xr))

=0

Seja ig 0 mdximo de iy, . .. ,i,. Entdo, para cadal < j <mn,

V fi(@i) = filwia)
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Assim, podemos reescrever (2.22) em

O'(fl(wio)’ AR fn(wzo)) = f(owolo)
< ViZo f(=i)
Combinando resultados, temos entdo, por transitividade de <,
F\ ) <V Fl=)
i=0 i=0

ou seja, f é continua.
Q.E.D.
O

Assim, por exemplo, a continuidade de f(z) = R U R o z resumir-se-d a
demonstrar que a unido U e g(z) = R o z, para qualquer R C P x P sdo fungdes
crescentes em relacdo a inclusdo de conjuntos (C).

2.3 Modelos Semanticos Recursivos

2.3.1 Motivacao

Ap0s esta exposicao sobre resultados genéricos da teoria da recursividade, cumpre-
nos aplica-los ao nosso contexto inicial — a defini¢do recursiva dos modelos de
espécies em Sets. Mesmo sem investigarmos alguma estrutura ordenada em Sets,
podemos jé avaliar modelos “patoldgicos” como

A(s) = Als)

(i.6 s = s) que “ndo definem nada”, ou seja, A(s) = (; de facto, este é o menor
dos pontos-fixos da defini¢io acima, para L. = () em Sets. Qual serd a ordem < a
impor a Sets? Peguemos na equagio (2.5) de novo,

List = {NIL}U X x List (2.23)

e pensemos agora no (meta) significado do sinal “=" que ai ocorre. De que tipo de
“igualdade” se trata? Por exemplo, quando escrevemos

Quantia = INg (2.24)

queremos de facto dizer que Quantia € o nome que damos a INg no modelo? Ou
queremos dizer que a toda a quantia g corresponde um nimero natural que rep-
resenta o nimero de unidades, de uma determinada moeda padrdo, (e.g. escudos)
que g contém?



76 CAPITULO 2. ESPECIFICACAO RECURSIVA

Parece mais razodvel esta segunda interpretacdo. De igual modo, a todo o
nimero natural n corresponde uma quantia, que € a quantia cujo valor é n numa
determinada moeda padrdo. Assim sendo, estamos a dizer que Quantia é isomorfa
de INg, ou seja, devemos reescrever (2.24) para

Quantia = INy

Note-se que a substitui¢do, num modelo .4, de um conjunto por um seu isomorfo
¢é “pacifica” em termos semanticos, porquanto néo altera a congruéncia = 4. De
facto, dois modelos isomorfos 4 = B sio seminticamente indistinguiveis. Por-
tanto, podemos reescrever (2.23) para

List= {NIL} UX x List (2.25)

obtendo uma defini¢do mais geral para a mesma semantica de List. Fiquemos,
assim, com a ideia geral de que, num modelo em Sets, nao “vale a pena” distigu-
irmos modelos isomorfos, ou seja, sempre que declaramos, para s € S,

A(s) =e

estamos a dizer que o portador de s na édlgebra 4 é isomorfo do conjunto que a
expressdo e designa em Setfs.
Notemos agora que, em Sets,

ANB=0=>AUB=A+B (2.26)
Logo, também podemos escrever
List = {NIL} + X x List (2.27)

em lugar de (2.25), pois NIL ¢ X x List por ndo ser um par-ordenado. Mais
ainda, todos os conjuntos singulares séio isomorfos entre si:

{NIL} = {p} ={1}=...2=21 (2.28)

podendo ser abstractamente designados pelo objecto (“canénico”) 1; assim, (2.27)
reescreve para
List =1+ X x List (2.29)

Vamos agora mostrar que X* — c¢f. defini¢do (1.48) — € uma solucdo, i.é
ponto-fixo de (2.29). Queremos portanto provar que

X*=1+XxX* (2.30)

Ora )
X* ) X1
%i"o X (2.31)
(P

RN
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por uma aplicagfo de (2.26) iterada a i-argumentos X ¢, que sdo todos disjuntos,
pois temos que

A#+#B=X4NnXB=9 (2.32)

(leia-se: duas aplicagdes com igual codominio X mas dominios diferentes A e B
nunca podem ser a mesma aplica¢do). Substituindo X * no lado direito de (2.30)
via (2.31) teremos:

X =21+X x () X
i>0

que reescreve para
X* %1+ZXxXi (2.33)

i>0

iterando a ¢-argumentos a seguinte lei distributiva
Ax(B+C)=2AxB+AxC (2.34)

vélida em Sets. Somos agora tentados a escrever X“+! em lugar de X x X?, em
(2.33); de facto, a fung@o cons atrds estudada (1.85) estabelece o isomorfismo

X x Xt~ xit! (2.35)

da esquerda para a direita. Fazendo uma mudanga de varidvel, j = 7 + 1, ree-
screvemos (2.33) para
X =214 X
i>1

Finalmente, 1 pode ser substituido por X°, ja que
X0~ (2.36)

(leia-se: o conjunto de todas as fun¢des de dominio vazio e contradominio X, é
singular — contém apenas a funcdo totalmente indefinida); portanto,

X* X0+3 i>1 X7
Ym0 X
U >0 X’
X*

R1R 1R

ou seja, X* é ponto-fixo de List =2 1 + X x List, como queriamos.
Serd o menor dos pontos-fixos? Antes de respondermos, vamos reflectir sobre
o raciocinio acima, analisando em mais detalhe a dlgebra que lhe estd subjacente.
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2.3.2 Introducao ao Calculo de Isomorfismo em Sets

As propriedades (2.26), (2.32), (2.34), (2.35) e (2.36) s@o apenas uma amostra da
dlgebra que nos permite, em Sets, raciocinar sobre estruturas de dados isomorfas.
De facto, ndo € dificil mostrar (e.g. por argumentos de cardinalidades ou estab-
elecimento explicito de bijec¢des) que x e + t€ém em Sets as propriedades de um
semi-anel comutativo, a menos de isomorfismo (=) 2:

AxB = BxA 2.37)
Ax(BxC) =2 (AxB)xC (2.38)
Ax1 = A (2.39)
A+B = B+ A (2.40)
A+(B+C) = (A+B)+C (2.41)
A+0 = 4 (2.42)
Ax0 = 0 (2.43)
Ax(B+C) =2 (AxB)+(AxC() (2.44)

E assim que — tal como vimos na sec¢io 1.3.1 — faz sentido escrevermos
produtos finitos,
Ay x ..o x Ay i€ T Ay (2.45)

assim como unides disjuntas finitas,

A +---+ A, ié ZAi

i=1
€ tem-se que

Ax...xA
~—_——

n

IR

Ar (2.46)

2Semi-anel e nio anel porque nio h4 inversos aditivos, isto &, +, 0 ndo formam um grupo (formam
um mondide abeliano). Alids, X, 1 também formam um mondide abeliano.
Recomenda-se ao leitor que acompanhe o estudo destas leis com uma andlise informal do seu signi-
ficado pratico a luz da correspondéncia da figura 1.5, da pagina 25. Por exemplo, a associatividade do
produto (2.38) converte-se na seguinte equivaléncia ébvia entre estruturas de dados record:

record record
F: A; F: record
S: record F: A;
F: B; equivalente a S: B
S: C; end;
end S: C;
end; end;

em PASCAL.
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A+...+A4 = npxA (2.47)
———

como se esperava. E, é claro, os operadores + e x sdo compativeis com £, ou
seja, se A = Be C = D, entdo

AxC=BxD

A+C=B+D

0 que nos permite substituir isomorfos por isomorfos, estruturalmente, cf. por
exemplo o salto de (2.27) para (2.29).

Exercicio 2.6

1. Demonstre a validade, em Sezs, das leis acima citadas, isto €, estabeleca bijeccdes entre os
membros de cada lei, ou use argumentos sobre as suas cardinalidades.

2. Quais dessas leis justificam o resultado

1+1 =~ 27 (2.48)

2.3.3 Pontos-Fixos em Sets

Vimos na sec¢do anterior que a estrutura de Sets € bastante rica em propriedades
que nos permitem raciocinios como o que fizemos na secgdo 2.3.1. Contudo,
reparamos que ndo existem inversos aditivos nem multiplicativos. Por isso ndo
podemos “resolver” (2.29) em ordem a List, obtendo X *; em vez disso, limitdmo-
nos a conjecturar que X * podia ser uma solucdo e provamo-lo de seguida.

Uma maneira de descobrir X* como solucéo seria calculd-la via Teorema de
Kleene, se isso for possivel. Mesmo antes de investigarmos uma topologia que
seja adequada em Sets para o efeito, construamos a correspondente cadeia ascen-
dente de Kleene, a partir de 0 (i.¢ 0):



80 CAPITULO 2. ESPECIFICACAO RECURSIVA

f°00) = 0 )
f10) = 1+Xx0
~ 140
~ 1
2000 = 1+Xx1
~ 14X
£0) = 1+Xx(1+X) (2.49)
~ 14+X+X?
Fil0) = Yipx?

que parece tender, de facto, para Zj>0 XJ = X+

Em que sentido € a cadeia (2.49) uma cadeia ascendente limitada superior-
mente? Alids, qual é a ordem (c.p.o0.) subjacente?

E imediata a constatacio de que uma tal ordem terd que comparar conjuntos
em Sets “a menos de um isomorfismo”, ja que a igualdade entre conjuntos &,
em Sets, uma relagio de equivaléncia fina demais. Portanto, ndo nos serve como
ordem (<) de Kleene a simples relagdo de inclusdo entre conjuntos (C), ja que,
por exemplo, pretendemos que

1<1+X (2.50)
— of. f1(0) < £2(0) em (2.49) — seja verdadeiro, e temos que
1C1+X

é falso.
A ordem que nos serve serd, pois, a de “subconjunto a menos de um isomor-
fismo”, ou seja
& Jh: X =Y :héinjectiva '
Reparemos agora que esta ordem satisfaz (2.50) de facto: podemos escolher para
h ainjeccdo de 1 na unido disjunta 1 + X, isto é:

ii:l = 14X
z ~ (L)

of. (1.16).
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Genericamente, para todo o A, B verifica-se

A < A+B
B < A+B

através das duas injec¢des i 4 e i g associadas ao co-produto A + B. Assim, é facil
verificar que a cadeia (2.49) é de facto ascendente em relacdio a ordem (2.51), pois
é tal que

Fi(0) = f7(0) + X

para ¢ > 0, ou seja

F7H0) < £10)

Notemos, contudo, que < nio € uma ordem parcial, mas sim uma pré-ordem,
j4 que ndo verifica a propriedade de antissimetria:

X<YAY<XAX=Y

O que se verifica é
X<YANY<X=X=2Y

ou seja, o fecho simétrico da pré-ordem < € a relacdo de isomorfismo em Sets.
Isto significa que teremos que abordar o célculo de limites de Kleene, V?io 1,
ndo exactamente em Sefs, mas sim no quociente Sets/ . Mas esse estudo apro-
fundado fica, de momento, por fazer, ja que merece uma abordagem categorial
suficientemente geral.

Exercicio 2.7 Discuta formalmente a validade da afirmagdo seguinte, em Sets:

- 0¢ o menor dos pontos-fixos da defini¢do

List = X x List

Exercicio 2.8 Serdo as construgdes bdsicas da notagdo Sets (produto, co-produto e exponenciagcio)
mondtonas com respeito a ordem < (2.51)? Justifique adequadamente.
O
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2.3.4 Funcionalidade de Modelos Recursivos

O leitor com certeza reparou que grande parte do nosso esfor¢o na construgéo
de especifica¢Oes recursivas se centrou na defini¢do de modelos possivelmente
recursivos para as espécies, ignorando até agora os modelos para os operadores.

Nesta sec¢@o vamos justificar essa atitude mostrando que os modelos de oper-
adores devem ser construidos apds terem sido definidos os modelos das espécies
envolvidas. Mais do que isso, uma boa parte dessa construgdo € induzida pelas
estruturas escolhidas para modelar as espécies.

Vejamos como: vamos supor que uma assinatura ¥ : 2 — S* x S admite
duas espécies s e r e admite um operador

fis—>r

Vamos supor ainda que jd se escolheram, num determinado modelo A, as estru-
turas

A(s) &2 AxB

A(ry = C

para modelos de s e 7 em A4, sendo A, B, C conjuntos finitos em Sets. Queremos
agora construir o modelo
A(f):AxB—>C (2.52)

de fem A.

E evidente que A(f) vai depender da semntica que tivermos em mente para
f. Mas, teremos liberdade absoluta quanto ao que escrevermos sobre A(f)? A
primeira limitagdo € a que resulta de (2.52), ou seja

Vee AxB: f(z) eC

(voltamos a simplificar A(f) em f). Mas z € A x B significa que z = (a, b) para
alguma € Aeb € B, ¢f. (1.15). Isto tem a ver com a construgdo (categorial) do
préprio produto A x B, dada pelo diagrama (1.18), como vimos.

Somos assim induzidos a esbocar

f(z) © et a=m (z) (2.53)
b= v (117)
in ...a...b...
onde“...a...b...” é uma qualquer expressdo envolvendo as varidveis a e b, com

resultado em C', e 7; e 7y sdo as duas selec¢des candnicas associadas ao produto

cartesiano — relembrar (1.18). Referir-nos-emos a (2.53) como sendo a forma

“canénica” — ou ‘kit” — para escrevermos fungdes sobre produtos cartesianos 3.

3Este ‘kit’ estende-se naturalmente ao produto finito de n conjuntos H?zlAi, L6 AL X ...X Ap,
envolvendo n selecgdes 71 a 7y,
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Vejamos agora o que acontece se o modelo de s em A for
A(s) 2 A+ B (2.54)

¢f. (1.16). De acordo com esta equagdo, se + € A + B entdo z = (1,a) ou
z = (2,b), paraa € Aeb € B. Relembremos que A + B é a unio disjunta
de A e B, quer dizer, valores y € AN B que se confundiriam em A U B (unido
normal) ndo se confundem em A + B pois sdo “injectados” em A + B apds prévia
etiquetagem: com 1, se vém de A, ou 2 se vém de B — relembrar as injec¢oes
i1,42 em (1.27,1.28).

Serd que volta a existir algum ‘kit’ para a defini¢do de A(f), induzido agora
pela unido-disjunta (2.54)? Esse ‘kit’ deverd reflectir o acto de teste correspon-
dente a z ser um argumento que foi injectado de A ou foi injectado de B,

= {200 2 @5

— recordar (1.29) e (1.30), por exemplo. Aqui “...a...” é uma qualquer ex-
pressdo em a € A com valorem C, e “...b...” é uma qualquer expressao em
b € B também com valor em C 4.

Uma versdo muito vulgarizada do esquema (2.55) € a seguinte,

@ { a2 @3

que — com algum abuso de linguagem — ignora deliberadamente as injeccdes
i1 € 49, substituindo a sua manipulagéo pelos (meta) predicados is-A e is-B, que
decidem se um dado z “é de A” ou “é de B”. Um caso particular de unido-
disjunta é a forma 1+ A, relembrar (2.29). Neste caso, é também vulgar substituir
os meta-predicados is-1(z) e is-A(z) por

z=NIL = ...
{ z#NIL = ... 2:57)
neste contexto, cf. (2.28) 5.
Notemos agora que ‘kits’ como (2.53) ou (2.55) podem ser compostos estru-
turalmente, com potencial simplificagdo do processo de escrita de especificagdes
funcionais. Por exemplo, para

f:1+X x List = C (2.58)

4Este “kit” estende-se naturalmente ao somatério de 7 conjuntos ZLI Aj i AL+ -+ Ap,
envolvendo n injeccdes 21 a 4y,

5Esta notacdo é habitual em metodologias como VDM (*Vienna Development Method’) ¢f. sec¢io
de Notas Bibliograficas deste capitulo.
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— relembrar (2.29) — escreveremos a composicdo

r=NIL = ...x...
def | z#NIL = let a=m(x)
f(ZL') - b:ﬂ'g(.’L')

in ...a...b...

(2.59)

que € guiada pela estrutura da expressdo 1 + X X List (unido disjunta primeiro e
depois produto, no segundo argumento da unido).

Vejamos agora em que medida esta técnica (estrutural) de especificagdo fun-
cional é aplicdvel na generalidade dos casos. Por exemplo, vamos agora tentar
construir, estruturadamente, a especificacdo do operador

elems: List — 2%
def

elems(z) =
que deverd saber calcular o nimero de elementos de uma listal € List, para List
definido por (2.29), i.é ©
List =1+ X x List

Somos naturalmente tentados a usar o esquema (2.59), registando de imediato
que o conjunto dos elementos de uma lista z = NIL é vazio:

z=NIL = 0
def ] z#NIL = let a=m(x)
)= b= m(2)
in ...a...b...

elems(z

Reparemos agora que b € List, o que significa que elems(b) é uma expressdo
matematicamente correcta, cujo significado € “os elementos da lista que se obtém
de z retirando-lhe o seu primeiro elemento”. Ocorre-nos assim a pormenorizagdo
seguinte,

.a...b...—>...a...elems(d)...
E s6 agora chega a oportunidade de sermos verdadeiramente criativos: para obter-
mos elems(z) verificamos que basta “juntar a a elems(b)”:

.a...b... = ...a...elems(b)...
—  {a} Uelems(b)
obtendo

z=NIL = {

elems(w)déf z#NIL = et Z:Z;((i))

in  {a}Uelems(b)

6Relembrar o mesmo operador atrds definido ao nivel de X*, cf. secgdo 1.3.1.
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ou ainda,

dif{ z=NIL = § (2.60)

elems(z) = z#NIL = {m(z)}Uelems(my(z))

eliminando a cldusula ‘let’ por simples substitui¢@o.
Vamos agora repetir a estratégia do exercicio anterior para o operador
length : List — INg
£
length(z) e

que queremos que calcule o nimero de elementos de uma lista z para o mesmo
modelo List. E imediato obtermos, a partir da experiéncia anterior,

r=NIL = 0

length(z) def } w#NIL = let Z:;r;((;v))

in ...a...length(b)...

(2.61)

onde também comegamos por registar que o comprimento de x = NIL é 0.

Notemos agora que a cabega de z, a = (), é irrelevante para o nosso
resultado, jd que a tinica consequéncia da sua existéncia é o incremento, em uma
unidade, do comprimento do resto de z. Assim, instanciaremos

...a...length(b)... = 1+ length(b)

neste caso. Feitas as substitui¢cdes e simplificagdes, derivamos de (2.61) a defini-
¢ao:
def{ z=NIL = 0 2.62)

length(z) = t# NIL = 1+ length(ms(z))

Em sintese, podemos estabelecer o seguinte ‘kit” — esquema mais geral —
para toda e qualquer operagéo f de List para um outro dominio C,

r=NIL = ...z...

f(“’):{ £ NIL = ...m(2)... f(ma(a)). .. (2.63)

onde os contextos com reticéncias tém a mesma funcionalidade (List — C') que
f. Com isto queremos dizer que cada instancia de f deverd ser uma simplificagdo
deste esquema-base.

Mas ha subtilezas a considerar nessas simplifica¢cdes. Por exemplo, seja f =
head, o operador que queremos que dé a “cabeca” de uma lista em List. Teremos,
a partir de (2.63):

r=NIL = ...x...

head(x) :{ £ NIL = m(z) (2.64)
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Quer dizer, head ndo chega a ser uma fungio recursiva. Mas, como completar o
contexto ...x...parax = NIL ? A nossa intuicdo “diz-nos” que a expressdo
head(NIL) ndo tem significado, j4 que uma lista vazia ndo tem quaisquer ele-
mentos, muito menos uma “cabeca” (primeiro elemento). O mesmo tipo de pro-
blema ocorre na defini¢cdo do operador tail, complementar de head,

i) < { T=NIL > 27
W)=\ 2 #NIL = o (z)

que nos da o resto da lista z.

2.3.5 Operadores Parciais

Os operadores head e tail acima ilustram uma dificuldade muito relevante no
contexto da defini¢do de operadores numa especificagdo (modelo): podem existir
valores concretos de um argumento x (pelo menos) de um operador f(...,z,...)
para os quais ndo faz sentido aplicar esse operador. Isto €, se ¢ € um desses
valores, entdo f(...,%g,...) ¢ uma expressdo em Sets sem significado matema-
tico.

Este tipo de situa¢des ocorre com frequéncia em Matemética e designa-se vul-
garmente por parcialidade. Assim, diz-se parcial todo o operador f : A — B que
ndo aceita a rotalidade dos valores do seu dominio A. Por exemplo, o operador

Vz:R—> R (2.65)

ndo é rotal em R — R, pois se z < 0 entdo 4/ ndo é um nimero real. J4 se
tivéssemos definido
VI:R—=C

em lugar de (2.65), terfamos um operador total.

J4 anteriormente contactamos com operadores parciais. Por exemplo, vimos
que the(z) (1.49) s6 esté definido para conjuntos singulares .

Ha duas maneiras “cldssicas” para resolver o problema da parcialidade de um
operador. Segundo a primeira, omitem-se pura e simplesmente as cldusulas corre-
spondentes a argumentos semanticamente “inconvenientes”. Pegando em (2.64),
por exemplo, reduziremos a defini¢do de head(z) a

head(z) € {z # NIL = m (z) (2.66)

eadetail(z) a
tail(z) def {r # NIL = m(x) (2.67)

Neste caso, a parcialidade € explicitamente assumida, designando-se o teste

z# NIL
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a pré-condigdo de tail, que € exactamente a mesma pré-condi¢io de head. Um
operador parcial toma assim a forma genérica,

ftA - B

def (2.68)
fl@) = {prepa)=...z...
para f undrio (sem perda de generalidade), onde pre; : A — 2 € um operador ou
expressao booleana.
Esta estratégia para a parcialidade é a mais simples, a primeira vista, mas
obriga-nos a um cuidado especial. Sempre que f é envolvido numa expressdo

o(-. o, f(=),...) (2.69)

€ preciso ter o cuidado de garantir que f(z) estd em condigdes de ser calculado,
i.é., que x € argumento valido de z. Poderd mesmo ser necessdrio escrever, em
lugar de (2.69),

pre,(z) = ¢(..., f(2),-..)
sendo pre, () tal que
pre,(z) = pre;(z)

¢f. (2.68). Quer dizer, um operador parcial s6 pode ser empregue em contextos
que garantam a sua pré-condicdo. Nesta abordagem, um operador f que é to-
tal pode ser visto como um operador parcial cuja pré-condigio € universalmente
verdadeira, i.é,

Vz € A:prey(z) =V

A segunda abordagem canénica a parcialidade toma uma op¢do inversa: em
lugar de restringir o dominio de uma funcdo f : A — B, alarga-lhe o con-
tradominio B introduzindo um valor “indefinido” L ao qual correspondem todos
os valores f(z) paraz € A tal que pre;(z) = F. Quer dizer, define-se a seguinte
“versdo total” de f:

fi1:A — BU{J_}

lof reg(z) = f(z)
fi(z) = ﬁZTe;(w) = 1

As duas abordagens tém igual capacidade expressiva. Contudo, a segunda
leva-nos para o dominio dos modelos ordenados, que sé serd estudado no Capitulo
3. Por isso mesmo ficaremos, de momento, com a primeira, salvaguardados os
cuidados que se expuseram quanto a validag@o de pré-condicdes.
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2.3.6 Esquematologia Funcional Basica

Pelo que atrds se exp0s, existem fundamentalmente as seguintes primitivas em
Sets para construgido de modelos de espécies:

- o produto cartesiano (A x B)
- aunido disjunta (A + B)
- aexponenciagio (A7), de que resultam
- as partes de um conjunto (24)
- as funcdes parciais (A — B)
- as sequéncias (A*)
cf. secgdo 1.3.1, as quais se acrescentou neste capitulo a recursividade. Muitas ex-

pressdes em Sets, literalmente diferentes, acabam por ser equivalentes na medida
em que sdo isomorfas. Por exemplo, ji vimos que

List = X*

para a definicdo recursiva List = 1 + X x List (assumindo a menor solugio
desta equacéio). Assim, todos os esquemas de especificacdo que tivermos para
operadores sobre List tém um “parente” isomorfo em X*, e vice-versa. Por ex-
emplo, ndo serd dificil constatar que o esquema (2.63) se reescreve, para X*,
como se segue,

f: X - C
def r=<> = ...T... (2.70)
F@) = 2£<S o> o head(@)... f(tail(@))...

cf. também (2.66) e (2.67).

Ora, em (2.70) temos um esquema funcional recursivo sobre um dominio X *
que ndo consideramos recursivo a partida. Serd que (2.70) é passivel de “des-
recursivacdo” ou simplificacdo? Vejamos como instancias suas o sdo, de facto.
Manipulacdo de Sequéncias
Uma vasta classe de operadores sobre sequéncias

f:X*->cC
étal que C' = Y™ e 0 esquema (2.70) ¢ instanciado como se segue:

f(x)d:ef{ r=<> => <>

z#<> = cons(p(head(z)), f(tail(z))) (271)
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para ¢ : X — Y. Reparemos primeiro que (2.71) é uma defini¢do “bem-
instanciada”, ou seja “bem-tipificada™ para z = <>, temos f(z) = <> e de
facto <> € Y*, logo f(z) € Y*; para z # <>, teremos

r€X* = tail(z) e X*

=  f(tail(z)) € Y* 272
pois f : X* — Y*; também temos que
z€X* = head(z) € X @73)

= @(head(z)) €Y

poisp : X =Y. Comocons : Y XY™ — Y™, teremos que, obtidos os resultados
(2.72) e (2.73),
cons(p(head(x)), f(tail(x))) € Y*

como queriamos.
Em lugar de (2.71) € vulgar escrever-se a defini¢do “ndo recursiva”

f(@) € <p(a) |a o>

ou ainda a composi¢do
poz

que jé foi apresentada informalmente na secgdo 1.3.1. A este tipo de operadores
sobre sequéncias dd-se vulgarmente a designacao de filtro, designacdo filiada na
terminologia UNIX sobre processamento de “streams” (cf. AWK, LEX, YACC efc.).

Um operador de filtragem mais geral obtém-se de (2.71) tomando a decisdo

adicional de s6 “passar para a saida” os valores (a) tais que p(a) = V' para um
dado predicado de filtragem p : X — 2:

r=<> = <>
x#<> = let h=head(x)
f(z) def t = tail(x)
. { p(h) = cons(p(h), [ (1)
-p(h) = f(1)
(2.74)
Uma abreviatura conveniente de (2.74) é
def
f(2) = <p(a) |a < z Ap(a)>
cf. a expressdo (1.82) ja apresentada anteriormente.
Reparemos finalmente que, se um operador envolve mais do que um argu-
mento que seja uma sequéncia, os esquemas que atrds foram descritos serdo aplicdveis
em relacdo a um desses argumentos, como se pode ver pelo Exercicio 2.9.
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Exercicio 2.9 Adapte o esquema (2.70) a sintese do operador bindrio sobre listas de concatenagio,
completando:

et [x=<> =y

Ty = T#<> = ...head(z)...tail(z) ~y...
e verifique se — satisfaz as propriedades (A.67) a (A.69) do apéndice A.

O

Exercicio 2.10 E dada a seguinte defini¢do de uma ordem sobre sequéncias:

C : A* x A* — 2
l=<> = V
def l£#<>ANlI'=<> = F
n — ! .
I£A<SAU£<> = ({ m=ra = vlfazl(l)

) £r) =

1. Fazendo A = IN, dé exemplos de trés sequéncias l1,l2,[3 tal que:

) C tail(l')

LTl

L Zl3

2. Indique, mediante a apresentagio de contra-exemplos, quais dos seguintes factos ndo sio ver-
dadeiros, onde 1,1’ € A*:

C ¢ umarelagio de equivaléncia
C € umaordem total

ICU = length(l) <length(l)
C ¢ umaordem bem-fundada

Exercicio 2.11 Sendo dadas as cldusulas,

Stream = A*
BoolStream = 2*
complete a seguinte definigdo explicita
gate ;. Stream X BoolStream —» Stream
gate(as, bs) def { length(as) < length(bs) =
de uma fungio
as —»

gate |—»

bs —*
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que consome dois ‘streams’, deixando passar para a saida apenas os elementos do primeiro ‘stream’
que sdo “permitidos” pelo correspondente valor booleano do segundo ‘stream’. Exemplos:

gate(<a,b,c>,<V,F,V,V>) = <a,c>
gate(<a,b,a>,<F,F,F>) = <>

Indique, através da apresentag@o de contra-exemplos, quais dos seguintes factos ndo sdo verdadeiros,
para todos os bs,bs’ € BoolStream e as € Stream (C € a relagdo do Exercicio 2.10 e —~ é a
fun¢@o definida no Exercicio 2.9):

bs

as

gate(as,bs) = < >
gate(as,bs — bs’)

gate(bs, bs)

gate(as, bs)

F € elems(bs)
gate(gate(as, bs), bs")

4N

Manipulacao de Conjuntos

Vamos agora supor que o conjunto de partida da funcio f da equagdo (2.70) é 2%
em lugar de X'*, i.é
f:2X=cC (2.75)

e procuremos encontrar um esquema funcional genérico — um ‘kit” — para f.
Reparemos que, sendo X finito, qualquer ¢ C X (i.é ¢ € 2%X) também o

é. Logo, é possivel pensar num esquema para (2.75) andlogo a (2.70), em que a

sequéncia vazia <> € X* faga corresponder agora o conjunto vazio () € 2X:

f:25 - ¢C
def z=0 =

Contudo, operadores tipo head e tail nio fazem qualquer sentido em 2%, ji
que ndo existe qualquer ordem de acesso num conjunto z C X. Mas ndo é
dificil imaginar qual o tipo de decomposicdo a definir sobre 2% correspondente a
decomposi¢do head/tail sobre sequéncias em X* — se head faz a escolha per-
feitamente determinada do primeiro elemento de uma sequéncia em X*, em 2%
essa escolha € livre, i.€ basta escolher indeterminadamente qualquer elemento:

z=0 = ...
f@)=4q z#0 = let eex
moo...

A construgdo andloga a tail(s), cdlculo do “resto” de uma sequéncia s, serd
entdo o “resto”
z — {e}
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de um conjunto z ao qual se retirou um elemento e. Em suma, temos o esquema:

f:25 - C
i ot z=0 = ...
z) = z#0) = let eex
in ...e...flx—{e})...

Vejamos, a titulo de exemplo, duas instincias completas de (2.76). A primeira
¢ uma funcdo que conta o niimero de elementos de um conjunto,

(2.76)

card:2X - IN,

ot z=0 = 0
card(z) = z2#0 = let e€x
in 1+ card(z — {e})
i.é card(z) = |z| (¢f. length (2.62), o operador andlogo para sequéncias). A

segunda serd uma fung¢do que se pretende que “sequencialize” um conjunto, i.€ que
o transforme numa sequéncia sem repeti¢cdes de acordo com uma ordem arbitraria:

list : 2% — X*
=0 = <>
list(z) z#0 = let ecx
in  cons(e,list(z — {e}))

Esta fungdo €, de certo modo, a “inversa” de

elems: X* — 2%
elems(z) def z=<> = 0
- z# <> = {head(z)}U elems(tail(z))

cf. (2.60), na medida em que
vz € 2% : elems(list(z)) = z 2.77)

Por analogia com X *, € possivel definir a seguinte instancia do esquema fun-
cional (2.76) semelhante a (2.74):

fo:2%X o 2Y
z=0 = 0
ot z#£0) = let e€x
fole) X a:{ pe) = {p(e)}
-ple) = 0
in aUfy(z —{e})
(2.78)
para qualquer p : X — Y.
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Naio é dificil identificar em (2.78) a vulgar férmula de “abstraccdo de Zermelo-
Frenkl”, i.é

fo(@) = {p(e) | e €z Aple)} (2.79)

Se ndo houver predicado de filtragem (p), a equacdo (2.79) reduz-se a forma ainda
mais simples e habitual,

{r(e)| e €z}

Outra configuragio muito habitual do esquema (2.76) € a que se segue,

f‘p:ZX - Y
get z=0 = ¢
fcp(w) = 51775(0 = let e€ex
in pe)0fy(@ — {e})

onde ¢ : X = Y e aestrutura (Y; 6, €) constitui um mondide abeliano (i.é 6 é
associativa e comutativa e € € seu elemento neutro).

A (2.80) da-se vulgarmente o nome de esquema de redugdo (de x) por 6,
fazendo sentido escrever

(2.80)

Fo(2) € Occaipl(e) (2.81)

(onde © generaliza € a mais do que dois argumentos) como simplificacdo de
(2.80). Por exemplo, instanciando

€ a =
+ 444l
+

obtemos, de (2.81), a funcéo

HOE DI

ecr

que calcula o somatério dos quadrados de todos os niimeros inteiros contidos num
conjunto x.
Interessa agora reter duas instancias relevantes de (2.81), para duas substitui-
¢oes tipicas:
Y Y
0 0
€ €

11
<>
11
CRS

obtendo-se
/\eew (p(e) ? VeEw 90(6) (282)
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E imediato ver aqui as duas formas de quantificagcdo (respectivamente universal e
existencial) de um predicado ¢ : X — 2 sobre um conjunto finito z, i.é

Veez:ple) , Jeex:p(e) (2.83)

Convenhamos que muito se simplificard um texto de uma especificagdo em que se
escreva qualquer uma das expressdes de (2.83) em lugar da correspondente fungéo
recursiva ao nivel de (2.80)!

Para terminar este sumdrio de esquemas funcionais sobre conjuntos, convem
referir ainda as duas instancias de (2.81) que se obtém para

Yy - 24 y -5 24
6 — U , 6 —- N (2.84)
e = 0 e - A

podendo agora considerar-se ¢ : X — 24 uma familia de conjuntos, i.¢

P = (‘pe)e€m

Somos conduzidos entdo aos esquemas

UeEz Pe ’ neez Pe (285)

que designaremos por unido (interseccdo) generalizadas, ja que generalizam a
n-argumentos a unido (A U B) a intersec¢do (A N B) de conjuntos.

Vejamos finalmente uma ilustragdo do emprego multiplo, estrutural destes es-
quemas. Seja dado o seguinte modelo em Sets para drvores genealdgicas:

AG = Ind+ Fam  /*AG = drvore genealdgica */
[*Ind = individuo */
% - iliq *
N /*Fam = familia */ (2.86)
Fam = Indx [*cabega de casal */
Ind x [*0 outro conjuge */
24G /*a descendéncia do casal */
Qual serd o ‘layout’ mais genérico de uma fungdo
f:AG—-C
que tenha AG como conjunto de partida? E imediato esbogarmos:
is-Ind(ag) =
] is-Fam(ag) = let i=m(ag)
flag) = j = m(ag) (2.87)
d = m3(ag)
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guiados pelas estruturas + ¢ x em Sets. Mas reparemos que AG ocorre em
expoente (24G) em (2.86). Isto faz-nos pensar numa fungdo auxiliar,

auz : 246 > ...

que siga o esquema (2.76), tomando aqui o f da (2.87) o lugar de ¢. Passaremos
a ter um sistema de duas funcdes mutuamente recursivas,

flag) % { is-Ind(ag) = ...
is-Fam(ag) = ...m(ag)-..m(ag)...auz(ns(ag))...
d=90 = ...
auz(d) def d#0 = let eed
in ...f(e)...aux(d—{e})...
(2.88)
passivel das simplificagdes atras enunciadas, conforme os casos.
Suponhamos que, a titulo de exemplo, o operador f(ag) a modelar é todos(ag),
que se pretende que calcule o conjunto de “todos” os individuos presentes na
arvore genealdgica ag. Nao € dificil completar (2.88) para este caso:

todos : AG — 2Ind
is-Ind(ag) = {ag}

todos(ag) B is-Fam(ag) = mi(ag), U auz(m3(ag))
g 7r2(ag) aux\m3{ag
(2.89)
para
auzx . 2AG _>21nd
d=0 = 0
aug;(d) d:ef d ;é @ = let eed (290)

in  todos(e) Uauzx(d— {e})

E nitido que (2.90) corresponde 2 primeira expressao de (2.85) gerada pela primeira
instanciacdo de (2.84). Portanto, é possivel “eliminar” aux obtendo a seguinte
simplificacdo de (2.89):

of [ is-Ind(ag) = {ag}
todos(ag) d:f{ is-sFa?n(Zg) = {Zf(ag),m(ag)}UUeeM(ag) todos(e)

Exercicio 2.12 Construa estruturalmente a defini¢do dos seguintes predicados sobre AG (2.86):

semRepeticio : AG — 2
biSexuada : AG — 2

que deverdo garantir, respectivamente:
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- que nenhum individuo vem a ser descendente de si proprio;

- que os dois conjuges de cada casal da drvore t€m sexos diferentes (assuma aqui definida uma
fungdo sexo : Ind — {M, F'}).

Manipulacao de Funcoes Parciais Finitas

Pretendemos agora estudar esquemas funcionais para operadores sobre fungdes
finitas (parciais), i.¢ com funcionalidade da forma

f:(A=B)—C
Relembremos a definigdo

A—~B= U BK
KCA

onde
BX ={¢| ¢: K - B}

¢f. (1.16), isto é, A — B € o conjunto de todas as fung¢des parciais finitas cujo
dominio estd contido em A e cujo contra-dominio estd contido em B. Como
j& vimos, cada uma dessas func¢des pode ser considerada um conjunto de pares
ordenados (a,b) € A x B, i.é

peA—~B = ¢e24xB (2.91)

E imediato entio aplicarmos a funcdes finitas todos os esquemas desenvolvi-
dos para conjuntos. Pegando no esquema bdsico (2.76) obteremos

f : (A—=B)=C
et =0 = ...
fo) = §¢#0 = let (@beg

in ...a...b...f(¢—{(a,b)})...
(2.92)

Sendo ¢ uma funcio, a escolha (a, b) € ¢ fica igualmente determinada pela esco-
lha a € dom(¢), ficando b acessivel via b = ¢(a). Somos conduzidos a uma
versdo “mais elegante” de (2.92)

ot p=0 = ...
f9)=4 ¢#0 = let a€dom(9) (2.93)
in ...a...¢(a)...f(¢\{a})...
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onde ocorre o operador de restricdo sobre fungdes ¢ em A — B — relembrar
(1.67).

A notacdo que se emprega para as vdrias instancias de (2.93) pde em evidén-
cia o cardcter aplicativo de uma fun¢@o finita. Por exemplo, escrever-se-4, para

¢p€A— B,
(«b(a) )aex

{(a,¢(a)) € AXx B| a€ X}

em lugar de

Vejamos finalmente uma ilustracdo do emprego estrutural de esquemas asso-
ciados a fungdes finitas. Seja dado o seguinte modelo em Sets de um sistema
hierarquico de ficheiros (tipo UNIX ou MS/DOS):

FS = Id— (File+ Dir) [*FS = file system’” */

/*1d = identificador */

/*File = ficheiro */ (2.94)
Dir =2 FS /*Dir = directoria, i.€ */

/* sub-file system */

Pretendemos saber se um dado identificador ¢ € Id ocorre algures num sistema
de ficheiros fs € F'S como nome de um ficheiro e/ou directoria. Uma ideia é
calcular o valor de

i € todosId(fs)

quer dizer, o problema ¢ transferido para a defini¢do de um operador
todosId : F'S — 2"

que calcule o conjunto de todos esses identificadores.
Comecando pelo esquema (2.93), teremos

todosId : FS—2"
fs=0 =0
fs#() = let i€dom(fs)
todosId(fs) def x = fs(i)

in R TR )
...todosId(fs\ {i})...
(2.95)

Aplicando a (2.95) o equivalente a (2.80,2.81), teremos

todosId(fs) def Uicdom(ss) l'et :cz'fs(i)

m BT 2PN /N
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Analisando agora a varidvel z, que pertence a unido F'ile + Dir, teremos
def )
todosId(fs) = Uicdom(ss) let == fs(i)
) { is-File(x) = {3}

is-Dir(z) = ...i...x...
Como Dir =2 F'S, teremos finalmente
def

todosId(fs) = Uiedom(fs) let z= fs(i)
is-File(z) = {i}

is-Dir(z) = {i} UtodosId(z)
(2.96)
Exercicio 2.13 Acrescente a (2.94) a seguinte cldusula:
oY % * - iectOr, T ES
Path = Id /*Path = trajectoria que selecciona */ 2.97)

/* uma directoria ou ficheiro */

Aplique a estratégia que acima se ilustrou com a fungio todosId a defini¢do de trés novos operadores
sobre F'S:

files : FS — 2Path
dirs : FS — 2Path
mkdir : FS xIdx Path — FS

que deverdo ser tais que:
- files(fs) é o conjunto de todas as trajectorias de ficheiros em f's;
- dirs(fs) é o conjunto de todas as trajectérias de directorias em fs;

- mkdir(fs,i,p) é o resultado de se acrescentar a fs uma nova directoria com nome i na
trajectoria p.

Exercicio 2.14 Mostre que, para fs € F'S, a fungdo f definida por
def
f(fs) = dom(fs)u U /()

ze€rng(fs)Ais-Dir(z)

¢é equivalente a fungdo todosId.
Sugestio: baseie-se no seguinte resultado:

UA({ e 3% U e
ae€

a€AAp(a)
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Exercicio 2.15 Complete o seguinte esbogo de uma fungdo sobre F'S que especifica a semantica do
comando rmdir p, onde p € uma ‘path’:

rmdir : F'S X Path — F'S

rmdir(fs,p) def

length(p) =0 = fs
length(p) =1 = let i= head(p)
{ i dom(fs) = fs
n

i € dom(fs) = { is-File(fs(i)) = fs

is-Dir(fs(z)) =
length(p) >1 =

2.3.7 Recursividade Polinomial

Tem interesse a generalizagdo da esquematologia funcional que se tem vindo a
estudar a defini¢des arbitrariamente recursivas de tipos de dados da forma

X = F(X) (2.98)

que generalize, por exemplo, definicdes como a de List (2.29). Exemplos de
outras estruturas conhecidas, com padrao de recursividade semelhante a List sdo,
por exemplo,

X = 14 AxX?% [*drvores bindrias sobre A */ (2.99)
X 1+ Ax X* [*drvores generalizadas sobre A */ (2.100)
X =2 V4+AxX* [*“frases” ou termos sobre V e A*/ (2.101)

1

etc.

Tal generalizacdo obrigar-nos-4, antes de mais, a continuar a reflexdo iniciada
na secgdo 2.3.2 sobre a notac@o (Sets) que vimos utilizando neste texto, investi-
gando agora propriedades da exponenciacdo. Ja se viu que X e + t€ém em Sets as
propriedades de um semi-anel comutativo, a menos de isomorfismo (=). Repare-
mos agora que, quanto a exponenciacao, temos os factos seguintes:

A = 1 (2.102)

Al =2 4 (2.103)
(BxC)* = BAxCA (2.104)
cAXB =~ (oB)y* (2.105)
ABHC = gB o AC (2.106)
14 =~ 1 (2.107)
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Tem-se ainda que

A—=B = (B+1)4 (2.108)
€ que, por
A#B = X4nxB=9 (2.109)
e (2.26), se tem
A* = Z A" (2.110)
n>0
A—~B = ZBK (2.111)
KCA

Se interpretarmos, em (2.108), 1 = { L}, onde _L representa o valor especial
de “indefini¢io” 7, entdo a equaciio (2.108) pode ser encarada como a transforma-
¢do candnica que converte funcdes parciais em funcdes totais através da bijecgio

i:(A=~B) > (B+14

tal que

1 < a & dom(¢)

Para terminar este cdlculo de isomorfismo — que adiante se verd que é muito
util para raciocinar sobre especificagdes — temos ainda,

i(6)(a) def { ¢(a) < a € dom(¢) 2.112)

AB = AX x APX & XCB (2.113)
A = A x A" (2.114)
nZm = X"NX"=0 (2.115)

onde as leis (2.114) e (2.115) podem ser encaradas como instancias de (2.113) e

(2.109), respectivamente 8.

Definicdo 2.6 Designaremos por polinomialmente recursiva foda a definigcdo da
forma (2.98) tal que

IR

F(X) Z Cix X! (2.116)
=0

para Cy # 0.

7Ver mais i frente a seccio 3.4.2.
8Notar ainda que (2.114) parafraseia (2.35).
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E fécil de ver que (2.29) e (2.99) sdo defini¢des recursivas polinomiais. Recor-
rendo a (2.110) vé-se que também (2.100) e (2.101) sdo polinomiais. Vemos assim
que estruturas aparentemente ndo polinomiais — por ndo serem enunciadas direc-
tamente segundo o padrdo (2.116) — o sdo indirectamente através do cdlculo de
isomorfismo. Quando existe, designa-se por forma candnica essa versao polino-
mial de uma estrutura em Sets.

Um resultado sugestivo para converter modelos de dados na sua forma canénica
¢ a férmula do préprio bindmio de Newton,

n
(A+B)" =) "C, x A™? x B? (2.117)
p=0
Por exemplo, considere-se o seguinte modelo de esquemas genealdgicos (cf. ‘pedi-
grees’):

GenDia =2 A: IndXx I*dados sobre individuo */ (2.118)
F: (GenDia+1) x [*genealogia do seu pai */
[*(se for conhecida) */
M : (GenDia+1) X [*genealogia de sua mde */
[*(se for conhecida) */

cujo padrdo abstracto é
F(X) = Ix(X+1)2

Ter-se-4 entdo, aplicando o binémio de Newton,

F(X) Ix(X+1)?
Ix(X?+2xX+1)

IxX?+2xIxX+1

IR

IR

que, literalmente, significa: “sobre um individuo I ou ambos o pai e mde sdo co-
nhecidos (X?2), ou um de ou o pai ou a mde é conhecido (2 x X), ou tanto o pai
como a mde sdo desconhecidos (1)”.

Exercicio 2.16 Parta do facto (2.108) para mostrar que, em Sets,
B+1

1

1

1—B
A—0
0—~B

R 1R IR

Exercicio 2.17
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1. Demonstre ou refute os factos seguintes, em Sets,

(A= (B—=C) = (AxB)—~C 2.119)
24") & (94)B (2.120)

04 =~ o (2.121)

0* = 1 (2.122)

o= N (2.123)

para A, B e C quaisquer.

2. Com base na alinea anterior, mostre que toda a assinatura homogénea (cf. Defini¢do 1.3) se
pode representar por um alfabeto graduado, 2 — INp.

Exercicio 2.18 Discuta formalmente a validade da afirmac@o seguinte, em Sets:
- 0 ndo € ponto-fixo da defini¢do
Sexp = Atom + Sexp™

Exercicio 2.19 Uma drvore de decisdo é uma estrutura com base na qual se pode representar e navegar
sobre conhecimento organizado hierarquicamente em termos de perguntas e respostas. Em cada né da
arvore é feita uma pergunta (W hat) e estd disponivel um menii de respostas possiveis (em Answer).
A principal ac¢@io sobre a drvore € a de resposta, i.¢ a escolha de uma op¢do do mend, que selecciona a
sub-drvore respectiva. O percurso termina com a decisdo do sistema sempre que ¢ atingido uma folha
da drvore.

Considere os seguinte modelo recursivo para drvores de decisdo:

DecT'ree = What X (Answer — DecT'ree) (2.124)
que instancia (2.98) com o seguinte padrdo recursivo abstracto
F(X) =~ Ax(B—X) (2.125)

1. Complete a definigdo seguinte de alguns operadores sobre DecT'ree:

menu

menu(dt)

decide

decide(dt, a)

ask
ask(dt)

end?

end?(dt)

DecTree —3 24mswer

dom(m2(dt))

DecTree x Answer — DecT'ree

a € menu(dt) =
a ¢ menu(dt) = dt

DecI'ree — W hat

. [*qual a pergunta corrente? */

DecTree — 2

. [*terminou a drvore? */
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2. Calcule a forma polinomial candénica de DecT'ree (2.124).

Esquema Algoritmico Polinomial

Se expandirmos (2.116), obtendo
Co+CiXxX+CoXx X2+ +C; xXi4+--+Cp x X"

e se nos lembrarmos (cf. Secc¢do 2.3.4) que a unido-disjunta conduz a esquemas
algoritmicos por casos, entdo ¢ intuitivo conjecturarmos que qualquer funcéo

f: X-=C

que faca o ‘browsing’ de X deve ser uma alternativa de tantos casos quantos os
termos C; x X* cujo coeficiente C; # 0, pois 0 x X¢ = 0. Mais ainda, deverd
haver tantas invocagdes recursivas de f por caso quanto o expoente ¢ do termo
respectivo. Logo, o termo Cy corresponde ao caso de paragem de f, com ne-
nhuma invocagdo recursiva. Daf impormos sempre que Cy # 0, sem o que f ndo
terminaria nunca.

Em suma, teremos ?:

f : X—C
$=<1,Co) = ...Co...
x = (2,{c1,21)) = ...ci...f(z1)...

f@) = .
z={+1{c,T1,...,x)) = ...ci...f(w1)... f(zi)... (C; #0)

Vejamos, como exemplo de aplicac@o deste esquema, a especificacdo de uma
fungdo

belems : X — 24

9Para nio sobrecarregar a notagdo escreveremos aqui e em situagdes semelhantes {c;, T1, .. .,T;)

em lugar de
1 ... 14
<ci’( T Z; ))

poisC; x X: = C; x X x...x X.
~—_——

1 vezes
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(‘binary elems’) que desempenhe, a nivel de arvores bindrias (2.99), a mesma
tarefa que elems a nivel de listas lineares — a de coleccionar todos os elementos
de A presentes em nés de uma érvore 1. Porque (2.99) é do 2° grau, com C; = 0,
teremos apenas dois casos — o de paragem, para drvores vazias e o recursivo para
nés com 2 sub-drvores:

belems : X — 24
belems(x) def @ = (L, NIL) =
- z=(2,{(a,z1,22)) = ...belems(x1)...belems(zz)...

Finalmente, a concretizacdo das reticéncias é dbvia:

belems : X — 24
belems(x) def @ = (1, NIL) =
a z=(2,(a,z1,22)) = {a}Ubelems(z1)U belems(zz)

Exercicio 2.20 Relembre o seguinte modelo formal A B para drvores bindrias de procura,
AB = X
X = 1+AxX?
— cf. defini¢do (2.99) — supondo agora em A definida uma ordem total <.
1. Especifique a fungdo que calcula o peso de uma érvore bindria em AB.

2. Escreva a defini¢do formal dos predicados equilibrada e ordenada que testam se uma arvore
estd balanceada e ordenada segundo <.

Conversao de Gramaticas em Estruturas Polinomiais

Recorde da secc@o 1.2.2 a técnica de conversdo de gramadticas independentes de
contexto em assinaturas algébricas.

Existe um método alternativo de representacdo de tais gramadticas em sis-
temas de defini¢des polinomiais em SETS que tem a vantagem de ser passivel
de raciocinio e de, em particular, caracterizar a no¢io de equivaléncia abstracta
entre gramdticas. O método € o seguinte:

De uma dada gramdtica independente de contexto G = (N, T, S, P),
expressa em BNF, gerar um sistema de equagdes em SETS de acordo
com 0s passos seguintes:

10 A0 “grau” do polinémio que especifica uma estrutura de dados polinomial, a terminologia tradi-
cional associa a aridade ou nivel de linearidade da estrutura. Neste contexto, podemos considerar
arvores bindrias como sendo listas bi-lineares, listas lineares como sendo drvores undrias etc.
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Por exemplo, € facil ver que o seguinte BNF (recordar Exercicio 1.6)

105

comega-se por eliminar todas as ocorréncias de simbolos termi-
nais nas produgdes em P;

a cada producao do BNF corresponde uma equagdo em SETS;

a cada simbolo ndo-terminal (A) em NN corresponde a varidvel
A em SETS;

usa-se a seguinte tabela de conversdao de BNF em SETS:

(4)
(B)

BNF SETS
alf = a+p
aff — axf
a* — a*
at = axa*
€ = 1

x= a(B)| b(A)
= ab]a (A)+

a (B)"
c

se converte no seguinte sistema, em SETS:

A
B

IR

B+ A x B*
1+AxA*

Il

Ja o seguinte fragmento de gramadtica de contexto livre para expressdes de
aritmética inteira,

G:
NT
T

P

(NT, T, {Exp), P)
{(Exp), (Int), {BinOp)}

{+a_:*a/a(a)a"'a_za_laoal:za"'}
(Exp) == (m)| ((Exp)) | (Exp)(B
() == ...-2|-1]0]1|

(BinOp) ==+ | -|*[/

(
2

i
|

nOp)(Exp)

¢ convertivel no seguinte sistema de equacdes, recorrendo a este método e ao
célculo de isomorfismos de SETS:

{

Ezxp
Int

IR 1R

Int + Exp + 4 x Exp?
Zo

isto €, numa s6 equagdo polinomial do 2.° grau:

Exp

o~

Zy + Ezp + 4 x Exp?

(2.126)

(2.127)
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Duas gramaticas dir-se-8o “equivalentes” ou “isomorfas” se puderem ser re-
duzidas a sistemas de equagdes nas mesmas varidveis (a menos de renomeacao)
que sejam isomorfas uma a uma em Sets.

Por exemplo, € possivel usar esta técnica de conversdo e as leis do cédlculo de
isomorfismo de SETS para validar as duas transformagdes para resolver conflitos
LL(1) em gramadticas independentes de contexto que se apresentaram no quadro
do Exercicio 1.7.

No caso da primeira dessas transformagdes, é imediato transformar G’ em

{ A
Al

que € exactamente o resultado da conversao do respectivo fragmento G.
No caso da segunda, ter-se-a, apés a conversio de G 1

ax A
B+

IR IR

«+ A =2 ax(B+y) © A =2 axf+axy

A = BxA
!

A =2 Bx(axA+1)
!

A =2 BxaxA +8x1
!

A =2 BxAxa+p

——

!

A =2 Axa+8

o que coincide de facto com o resultado da conversdo do correspondente frag-
mento G.

Exercicio 2.21

1. Aplique o processo de conversdo acima descrito as seguintes producdes de uma dada gramatica:

(B) == al]a(A)*b(A)c
(A) == a(B)"a(A)a |(B)a

2. Verifique se esta gramdtica e a do Exercicio 1.6, acima transcrita, s3o isomorfas.

[m]

1E ficil justificar cada passo com as respectivas leis de SETS.
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Exercicio 2.22 Mostre que, em SETS, a resolu¢do em ordem a X do sistema de equagdes

{X ~ YXxB
Y =2 14+4AXY
conduz a

X 2 B+AxX
para quaisquer A ¢ B.
O

Exercicio 2.23 Aplique o processo que conhece para a conversio de BNF em SETS as seguintes
produgdes de uma gramdtica de contexto livre, bem conhecida, para expressdes aritméticas simples:

G = (NT,T,(E),P)
NT = {(E)}

T = {+,*,(,),id, num}

P = { (B u= (E)+(E)(E)*(E)] ((E) |id | num }

Recorrendo ao célculo de isomorfismo, mostre ainda que a gramdtica acima é convertivel numa
equagdo polinomial do 2.° grau em SETS. Finalmente, enuncie o método de indugdo polinomial que
estd associado a equagio que obteve.

[m]

Exercicio 2.24 Considere o seguinte desafio: representar expressdes aritméticas de (Exp) acima num
tipo de dados em PASCAL que néo recorra a ‘records’ variantes. Com base em (2.126), mostre que a
seguinte proposta de um colega seu,

type Exp = record

L: “Node;
I: Integer
end;

Node = record
P: “BinOps;
N: “Node;
end;
BinOps = record
O: BinOp;
E: Exp
end;
BinOp = (TIMES,DIV,PLUS,DIFF);

estd correcta, onde Integer representa o ndo-terminal (Inf). Sugestdo: “inverta” o PASCAL dado,
simplifique-o, e recorra ao resultado provado no Exercicio 2.22.
[m]
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2.4 Modelos com Invariantes

Relembremos o Exercicio 2.12 em que foram definidos, sobre o modelo AG para
arvores genealdgicas (2.86), dois predicados — semRepeticdo e biSexuada. Re-
paremos que estes dois predicados registam a “ordem natural das coisas” quanto a
arvores genealdgicas pois, biologicamente, ndo sé a procriacdo entre individuos é
bi-sexuada como também nenhum individuo pode ser descendente de si préprio.

Portanto, o modelo de AG aproxima-se da realidade quando lhe associamos
tais predicados, e talvez alguns mais. Se definirmos um novo predicado que com-
bine os anteriores,

inv-AG . AG — 2
inv-AG(ag) def semRepeticdo(ag) A biSexuada(ag)

temos nele registada uma propriedade caracteristica, desejdvel ou “invariante” so-
bre drvores genealdgicas. Quer dizer, o respectivo modelo acaba por vir a ser
um subconjunto de AG — aquele que contém apenas as drvores que verificam o
invariante inv-AG,

{ag € AG | inv-AG(ag) =V}

— e ndo todo o espaco matematico disponibilizado pela defini¢do (2.86).

O conceito de invariante € essencial a aplicacdo da especificacdo formal a
problemas préticos. Raramente a realidade a especificar € tdo “regular” que se
possa construir um seu modelo matemdtico “perfeito”, i.¢ sem condicionamentos
extra. Por exemplo, pensemos numa espécie de dados tdo “simples” de especificar
como a vulgar Data,

Data =31 x 12 x IN (2.128)

onde, como habitualmente, 31 e 12 designam os respectivos segmentos iniciais de
IV, isto é, se (d,m,a) € Data,entio 1 < d < 31 (diadomés)el < m < 12
(més). Ora, toda a gente sabe que o modelo cartesiano apresentado em (2.128)
¢é demasiado lato, pois nem todos os meses admitem 31 dias, e existe mesmo um
deles (m = 2) cujo nimero de dias depende do ano em questdo. Alids, o problema
¢ bem mais complicado, como se pode avaliar pelo exercicio que se segue.

Exercicio 2.25 Com base nos seguintes textos 12:

“Do Ano e Sua Divisao — (...) Jilio César instituiu o ano, de que hoje usamos, de

365 dias e 6 horas, a qual quantidade ndo € exacta, pois vemos claramente adiantar-se

o tempo; (...) a Santa Madre Igreja usa do ano que instituiu Jiilio César, tomando em

cada ano as 6 horas, que formam um dia inteiro em cada quatro anos, chamando-se

bissexto a esse ano, a que se acrescenta um dia (...).

Da Reforma do Calendario — Tendo-se observado, que desde a celebragdo do concilio
de Niceia, em 325, até ao ano de 1582, se haviam antecipado os equindcios 10 dias do

21n Lundrio de Prognéstico Perpétuo, para Todos os Reinos e Provincias, por Jerénimo Cortez,
Valenciano (séc.XVIII), re-edi¢do Lello & Irmao, 1910.
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assento fixo em que os colocara Dionisio Romano; (...) mandou o papa Gregério XIIT
proceder a reforma do Calenddrio, em virtude da qual se determinou: 1.° que no més
de Outubro de 1582 se suprimissem 10 dias, contando 4 no dia de S.Francisco, e 15 no
seguinte; 2.° que em cada 400 anos se suprimissem 3 dias, principiando de 1700, 1800,
1900, 2100, 2200, 2300, 2500, etc. (que por isso ndo sdo bissextos), para diminuir o
excesso do ano sinodal ao civil, e os equindcios ficarem iméveis a 21 de Margo e 23
de Setembro (...).”

complete as defini¢des dos seguintes predicados, onde Data foi definida em (2.128).

dataOk : Data — 2
bissexto : IN — 2

Nos exemplos anteriores, vimos razdes de ordem biolégica ou cosmolédgica
para a introdugéo de invariantes em modelos. Mas a razao mais vulgar para a sua
ocorréncia € de ordem normativa, isto é, deve-se a regulamentos, normas ou leis
impostas aos funcionamento das instituicdes. Por exemplo, se o regulamento de
uma escola impde, quanto a passagem de ano dos seus alunos, que um aluno nédo
pode ter mais do que o equivalente a duas cadeiras anuais em atrazo, entdo teremos
esse “invariante” a afectar todas as fichas que registem a informagéo escolar dos
alunos. E serd conveniente provar que nenhuma transagfo prevista numa eventual
aplicacdo de gestdo académica “ilegaliza” o sistema, i.¢ conduz a existéncia de
fichas que contrariem essa cldusula (e eventualmente outras!).

Assim, a presenca de invariantes num modelo representa um “6nus’ adicional
ao seu desenvolvimento, jd que se torna necessario demonstrar que os operadores
nele presentes satisfazem, ou respeitam esses invariantes. Mais concretamente,
sempre que um invariante

inv-s : A(s) — 2

afecta uma espécie s € S num modelo A : ¥ — Set, entdo, para todo o -
operador
0:81 X...X 8, =8

e todos os termos t; € Wy 5, (1 < i < n), serd preciso provar que, em A,

inv-s(o(t1,...,tn)) =V (2.129)

Sendo o um operador com semantica parcial, (2.129) assume a forma de uma
implicacdo,
preg(ti, .- tn) = inv-s(o(t1,...,tn)) (2.130)

daqual (2.129) ndo € mais que um caso particular, sendo a condi¢do pre, (t1, - - . , tp)
universalmente verdadeira. Se alguma das espécies-argumento s; estiver afectada
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ela prépria por um invariante inv-s;, esse facto pode ser ttil na demonstracdo de
(2.130), reforcando o antecedente da sua implica¢@o e assumindo a forma:

preg(te, ... tn) A (V1 <i <n:inv-s;(t;)) = inv-s(o(t1, ..., tn)) (2.131)

Repare-se que o conjunto dos invariantes inv-s, para todo o s € S, é uma
familia S-indexada de predicados. Assim, (2.131) é ndo é mais do que o salto
indutivo da demonstrag@o, pelo método de indugdo algébrica, que A satisfaz essa
familia de predicados. Mas vejamos, antes de mais, um exemplo.

2.4.1 Prova de Invariantes: Um Exemplo

Neste exemplo pretende-se especificar um sistema ndo-hierdrquico de ficheiros
organizados em rede,

FSR = Id— File x 2LnkldxId

i.¢ associdveis entre si por ligacdes (LnkId) entre os seus identificadores (Id),
por exemplo as ligagdes entre ficheiros que a seguinte tabela regista:

Id LnklId Id
X.C includes X.h
x.tex | manual-of | x.c
X.C source-of | x

x1l.h includes stdio.h

E conveniente afixar a F'S R um invariante que impega falsas associa¢des:

def

inv-FSR = MAo.Vk € dom(o) : links(o,k) C dom(o) (2.132)
onde
links(o,k) < { kedom(o) = mlma(o(k))] (2.133)
Acrescentam-se agora os operadores:
deps(o, k) def {j € dom(o) | k € links(o,j)} (2.134)
rem(o,k) < { deps(o,k) C{k} = o\{k} (2.135)

o primeiro para interrogagio quanto a dependéncias e o segundo para a remogao
de ficheiros. Em suma, tem-se a assinatura:

deps : FSR x Id — Ids
rem: FSR x Id - FSR
inv-FSR: FSR — Bool
links : FSR x Id — Ids

Yy =
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(e no modelo: Ids = 214),
Vamos de seguida aplicar (2.131) para demonstracdo da preservacdo do invari-
ante inv-F'S R por parte do operador rem.

Facto a provar:
inv-FSR(o) Adeps(o,k) C{k} = inv-FSR(co\ {k})(2.136)
N———— N————
A B

Demonstracao: Por casos.
Casol — k & dom(o):
inv-FSR(o) Adeps(o,k) C{k} = inv-FSR(o\ {k})

1 2.137)
inv-FSR(o) Adeps(o,k) C {k} = inv-FSR(o)

1 (2.138)

14

O
Caso2 — k € dom(o): Como {k} = {j € dom(o) | j = k}, temos

A= deps(o, k) C {k}
? (2.139)
{j € dom(o) | k € links(o,j)} C{j € dom(o) | j =k}
3 (2.140)
Vj € dom(o) : k € links(o,j) = j =k
? (2.141)

Vj € dom(o) : j # k = —k € links(o,j)

inv-FSR(o) AN A

1 (2.142)

Vj € dom(o) : (links(o,j) C dom(o)) A (j # k = -k € links(o, j))

1 (2.143)

Vj € dom(o) — {k} : (links(c,j) C dom(o)) A (V = =k € links(o,j))

0 (2.144)

Vj € dom(a) — {k} : (links(a,j) C dom(a)) A —k € links(o,j)

0 (2.145)

Vj € dom(o) — {k} : links(o,j) C dom(c) A{k} Nlinks(o,j) =0

3 (2.146)

Vj € dom(o) — {k} : links(o, j) C dom(o) A links(a,5) C {k}

0 (2.147)

Vj € dom(o) — {k} : links(o,j) C (dom(o) — {k})
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0 (2.148)

Vj € dom(a \ {k}) : links(o,j) C dom(o \ {k})
0 (2.149)
inv-FSR(o \ {k}) =B

Logo a implicagdo (2.136) verifica-se. O
Justificaciao passo a passo:

(2.137) — leis (A.14) e (A.53) do apéndice A

(2.138) — lei (A.1) do mesmo apéndice

(2.139) — por substituicdo

(2.140) — leis (A.10) e (A.13)

(2.141) — lei(A.2)

(2.142) — por substituicdo e lei (A.5)

(2.143) — lei (A.6)

(2.144) — lei (A.3)

(2.145) — lei(A.14)

(2.146) — lei (A.15)

(2.147) — leis (A.16) e (A.17)

(2.148) — lei (A.54)

(2.149) — por instanciacio (‘folding’ 13) de (2.136) — substitua-se o por
o\ {k}

O

Em suma, a prova acabou por se desenrolar segundo dois casos, ambos de
natureza dedutiva. Serd sempre assim na generalidade dos casos? Por que razdo
se conduziu a prova dessa forma? Na sec¢do seguinte estudar-se-do em detalhe
técnicas de prova de invariantes ajustadas a cada modelo semantico.

Exercicio 2.26 Considere a seguinte func¢éo recursiva
f H INg — INg
O k=0 = 0
- k>0 = dmpar(k)+ f(k—1)
onde
impar : IN — IN

. . def .

impar(j) = 2j-—1
Mostre, por indugio sobre INg, que f calcula o quadrado de k, i.é que f(k) = k2.
O

13Consultar a propésito a secgdo B.4 em apéndice.
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2.4.2 Métodos (Indutivos) de Prova

Tradicionalmente, na matemadtica, os métodos de prova dividem-se em dedutivos
e indutivos. O exercicio 2.26 ilustra um dos métodos de indug¢do dita primitiva, i.é
sobre INy.

Mas Ny € apenas um dos dominios de dados arbitrariamente complexos que
podemos construir em Sets. Serd que métodos como a indugdo primitiva sdo
suficientes para raciocinar sobre essas estruturas arbitrariamente complexas? A
resposta € negativa. Mas a verdadeira questdo é: assim como a indugfo primitiva
se ajusta de forma particular aos raciocinios sobre Vg, ndo existird uma forma es-
trutural de associar a cada estrutura em Sets o “seu” método de prova (indutiva)?

Mostraremos de imediato que ndo ¢ dificil associar um método de prova as
principais construgdes de Sets — x ., +,*, —, etc. — para definicdo de
modelos. Seja e uma expressdo envolvendo esses operadores, € seja ¢ : e — 2
um predicado em Sets. Suponhamos que queremos provar a validade de

Vz € e: o(x) (2.150)

Parae = X xY aprovadesdobrar-se-4 trivialmente sobre X e Y, simultineamente.
Parae = X +Y a prova desdobra-se também sobre X e Y, mas agora por casos,
conforme is-X (z) ou is-Y (z) é verdadeiro.

Nos restantes casos, serd preciso recorrer a métodos de indugdo estrutural
baseados em ordens bem-fundadas (cf. Exercicio 1.22).

Conjuntos
Para e = 2%, a ordem bem-fundada mais ébvia é a relagdo de cobertura do
reticulado (2%; C), i.¢é arelagio < tal que

r'<zo (Feczid =z {e})

da qual § € limite universal inferior e, portanto, o tinico caso de base do método.
Assim, para provar (2.150) neste contexto, i.é provar

Yz € 2% : ()
usar-se-a o método seguinte:
1. Caso de Base: provar o(0).
2. Salto Indutivo: seja x € 2% tal que D 0.
(a) Hipotese de indugdo:
Ve € z: o(z — {e})
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(b) Passo:
Ve € z: oz —{e}) = ¢(z)

Exercicio 2.27 Use o método de indugdo estrutural sobre conjuntos para verificar a validade de (2.77).
[m]

Exercicio 2.28 Considere a seguinte assinatura para manipulacio de grafos aciclicos:

init :— Graph
allNodes : Graph — Nodes
Y= sucs : Node X Graph — Nodes
addArc: Node X Node x Graph — Graph
acyclic : Graph — Bool

sobre a qual se construiu o modelo

4 G'I"aph o~ 2Node><Node

Nodes == 2Node

Bool =22

init < 0

A(X) = aliNodes % A(g).m1[g] U m2[g]

sucs ' Aa, 9). Uteg/\m(t):a{ﬂ—z(t)} U sucs(ma(t), 9)
addArc & A a,d,g). { a & sucs(a’,g) = gU{{a,a’)}

\ acyclic def A(g).Va € allNodes(g) : a ¢ sucs(a, g)

Mostre que o operador addArc ndo preserva o invariante acyclic.
[m]

Sequéncias

Para e = X, a ordem bem-fundada que “encaixa” no esquema funcional associ-

ado a este caso é
s' < s & 8 =tail(s) (2.151)

para s,s' € X*. A ordem (2.151) é também uma relagéio de cobertura, a da c.p.o

(X*;<) para s’ < s entendida como “s’ é sufixo de s”, cujo limite universal
inferior é a sequéncia vazia <>. Em resumo, para provar

Vz e X* : p(z)
temos o método seguinte:
1. Caso de Base: provar p(<>).

2. Salto Indutivo: sejax € X* tal que  # <>.
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(a) Hipdtese de indugdo:
p(tail(z)) =V
(b) Passo:
p(tail(z)) = ¢(x)
Funcoes Finitas

Finalmente, para provarmos
Ve e X =Y :p(z)

— instancia de (2.150) para fungdes finitas — podemos, simplesmente, fazer indu-
¢do estrutural sobre o dominio dom(z) € 2%.

Inducio Polinomial

Usar-se-4 para (2.116) o método indutivo seguinte:
1. Caso de Base: (i = 0) provar ¢((1, cp}) para qualquer ¢y € Cp.

2. Salto Indutivo: (i > 0) paracada 0 < ¢ < ntalque C; # 0, sejac; € C; e
Tiyeeey Tjyen.,T; € X

(a) Hipdtese de indugdo:

(b) Passo:

(p(xj) = (p((i'}'l:(ci:xl:"':xi)))
1

%
j=

Exercicio 2.29
1. Enuncie o método de indugdo polinomial associado a Exp & F(Exp) dada por (2.127).
2. Sobre o respectivo esquema algoritmico polinomial, especifique a fun¢do

eval : Erp — Zo

def ~ . « »”
eval(e) = ... /* calcula o valor em Zy da expressio e; o terminal “ /

deverd ser interpretado como o operador de divisdo inteira */
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Exercicio 2.30 E dada a seguinte definicio de uma fungfo para inversdo de sequéncias:
nvl X — X
oty 4 l=<> = <>
- l#<> = invi(tail(l)) ~ <head(l)>
onde —~ € a fungdo definida no Exercicio 2.9. Mostre que ¢nvl e —~ comutam entre si da forma
seguinte:

invl(a ~b) = invl(b) —~ invi(a)

Sugestio: faga inducdo sobre a (sequéncias) e tome em consideragdo as leis (A.83) e (A.84).
[m}

Exercicio 2.31 Na sequéncia do Exercicio 2.30 verifique (e.g. por indugio) se a especificacdo de inwvl
satisfaz a seguinte propriedade:

Vs € X* : elems(invl(s)) = elems(s)

Exercicio 2.32 Considere a seguinte fungio que especifica um tipo de inser¢do em lista de naturais:
estratégia de
ins : IN*xIN— IN*
Il=<> = <a>
l#<> = let h = head(l)

) def t = tasl(l)
ns(l,a) = a=h = 1
in a<h = cons(a,l)

a>h = cons(h,ins(t,a))
1. Demonstre ou refute se ins preserva o invariante sobre listas que se segue:

(1) def length(l) = card(elems(l))

2. Qual o significado informal deste invariante? E capaz de especificar um outro invariante que
ins (também) satisfaga? Justifique informalmente.

Exercicio 2.33 No contexto do Exercicio 2.32, demonstre que ins preserva o invariante sobre listas
que se segue:

o) ¥ vi, j < length(l) 13 < j = 1(i) < I(5)
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Exercicio 2.34 Demonstre por indugdo em X* o facto seguinte:
VI € X* :invl(invl(l)) =1

onde — e inwl sdo as fungdees referidas no Exercicio 2.30.
O

Exercicio 2.35 Na sequéncia do Exercicio 2.11, verifique a validade de:

length(gate(bs,bs)) < length(bs)

Exercicio 2.36 Na sequéncia do Exercicio 2.10,
1. demonstre que a relagdo bindria C ¢ reflexiva;

2. verifique se {A*, C) é uma ordem com limite universal inferior.

117

Exercicio 2.37 Suponha que, em (2.99), A = K X D, onde K é um dominio ndo-vazio de chaves de

acesso a D.

Especifique neste contexto um invariante que impeca a mesma chave k € K de se repetir em posi-

¢Ges diferentes da mesma drvore 4.
[m}

Exercicio 2.38 Considere o seguinte modelo em Sets de uma drvore-B

BT
Block

1 + Block
BT x (A x BT)*

o
oy

onde, sobre o seu tipo de elementos A se considera definida uma ordem total < .

1. Verifique se a estrutura BT é polinomial. Sugestao: Relembre (2.31).

140 leitor devers identificar aqui as chamadas drvores bindrias de procura (‘binary search trees’)

de [Wir76].
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2. Complete a seguinte defini¢do da fun¢do

collect : BT —24
t=NIL = 0
ot t#NIL = let to=m(t)
collect(t) = I =ma(t)
m = length(l)
in  collect(to) U...

que deverd colectar o conjunto de todos os elementos presentes numa dada drvore-B.

3. Construa a definicdo de um invariante sobre BT', que garanta as cldusulas estruturais que sao
conhecidas sobre drvores-B, a saber:

- todos os blocos, excepto a raiz, ttm n < m < 2n elementos, onde n > 1 é a ordem
da arvore em questdo;

- sendo| to [a1 [ ¢1 [a2 [ t2 [ ... [ am | tm Jumblocoaqualquer nivel da rvore,
se a ocorre em t; (0 < ¢ < m)entdo a; < a < a;41 (mas atengdo quando
i € {0,m}).

a partir do esbogo seguinte:

( t=NIL = V
t#£NIL = let to=m(t)
I =ma(t)
m = length(l)
. def a1 = w1 (I(1
inv-BT(t) = b = 71_2((;(723))
Va € collect(to) : a < a1 A
Va € collect(tm) : ... A

Exercicio 2.39 No contexto do exercicio 2.20, especifique a operagdo
insert: ABxXx A — AB

que insere elementos de As numa drvore bindria ordenada. Use o método indutivo associado a
esta estrutura para demonstrar que a sua proposta para ¢nsert preserva o respectivo (sub)invariante
ordenada:

Vz € AB,a € A : ordenada(z) = ordenada(insert(z,a))

Exercicio 2.40 Estude o esquema indutivo associado a defini¢do recursiva (2.101) de termos com
varidveis.
[m}
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Exercicio 2.41 Na sequéncia do Exercicio 2.20, relembre a conhecida técnica de representacio de
drvores bindrias de procura sob a forma de ‘arrays’ com marcas, i.¢ a que representa a arvore

t=(12,(6,(3,0,0), (90,00, 0)

pelo ‘array’

a=[12]J6[O[3]9] [ JoJoJoJlo]

Considerando o seguinte modelo para ‘arrays’ com marcas,

AM N —~ Au{O}
>~ IN—~A+1
onde se supde, para simplificar a notagdo, que O ¢ A,

1. dada a seguinte especifica¢do da funcdo que representa ABs em AMs:

Tep : AB — AM
rep(t) def aux(t,1)
onde
( i
t=NIL = ( 5 )

t#NIL = let a=m(t)

st = ma(t)

. def te = st(1

auz(t,i) = t; _ stEQg
in ( ’ ) u

a

aux(te, 2t) U

aux(ty,2i + 1)

use indugdo polinomial sobre AB para mostrar que essa fungdo satisfaz o invariante seguinte:

invAM @ AM — 2
invAM (a) v € dom(a) : a(n) # 0 = 2n € dom(a) A 2n + 1 € dom(a)
i.é, que

Vt € AB : invAM (rep(t))

2. indique — justificando — quais dos seguintes predicados escolheria para exprimir mais pro-
priedades desejdveis (i.¢, invariantes) para qualquer ‘array’ com marcas a € AM:

Vn € dom(a) : 2n € dom(a) A2n+ 1 € dom(a) (2.152)

Vn € IN :n & dom(a) = 5 &€ dom(a) V § — 1 & dom(a) (2.153)
Vn € dom(a) : a(n) # 0 = {2n,2n + 1} C dom(a) (2.154)
nenhum dos anteriores (2.155)
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2.5 Comparacao e Classificacao de Modelos

Finalizaremos este capitulo com algumas questdes que naturalmente se levantam
quando estamos a especificar um problema que se nos pds de novo e que sio as
seguintes: serd o problema de facto “novo”? serd que ndo se pode “re-utilizar”
na nova especificagdo alguma experiéncia ja adquirida em especificacoes do pas-
sado?.

Normalmente, é¢ com a sua intui¢do e experiéncia que o especificador tenta
“responder” a estas questdes. E o problema coloca-se mais, de certo modo, ao
nivel do desenvolvimento de uma solugdo — ou implementacdo — do que a
nivel da sua especificagdo. Contudo, a questdo de fundo que aqui se levanta — o
problema da comparagdo de especificagdes — € muito relevante. Vejamos, ainda
que de forma sumadria, como o cdlculo de isomorfismo em Sets permite uma
estratégia inequivoca e rigorosa para abordar essa questdo de fundo.

Veremos o seguinte exemplo. Seja B = 2 na defini¢do abstracta de a drvore de
decisdo que atréds se deu em (2.125). Podemos entdo fazer o seguinte =-raciocinio:

R

Ax(B—-X) =2 Ax(2—X)
Ax (X +1)2
Ax (X +1)x (X +1)

IR

1

— ¢f. (2.108) and (2.46) — ou seja, de (2.125) obtemos:
XZAx(X+1)x(X+1) (2.156)

— nada mais do que o padrdo recursivo de esquemas genealdgicos ou ‘pedigrees’,
cf. (2.118).

E 6bvio que (2.156) e (2.118) s@o o mesmo modelo de dados, a menos de uma
renomeacdo de simbolos mais sugestiva e da introducdo explicita de selectores
no produto cartesiano. Conclui-se que esquemas genealdgicos “sao” casos par-
ticulares de drvores de decisdo, quer dizer, se se tiver disponivel uma ‘package’
que implemente estas, entdo essa ‘package’ pode ser simplesmente re-utilizada
para implementar aqueles. E claro que a comparagdo plena entre os dois mode-
los deve também examinar a sua estrutura algoritmica 5. Mas o objectivo deste
exemplo — e dos exercicios 2.64, 2.65 e 2.66 que constam da sec¢do 2.6 — &
aqui tdo somente o de mostrar a imediata utilizacdo dos isomorfismos de Sets na
comparagdo de especificagdes de tipos de dados.

15 Por exemplo, tomar decisdes em DecT'ree corresponde exactamente a ascender informagio
genealégica em GenDia, para um dado menu (conjunto de “respostas” disponiveis) em cada nivel de
“decisdo™ 2 = {pas, mde}.
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2.6 Exercicios

Exercicio 2.42 Calcule o menor dos pontos fixos da equacdo
z=RUz !
onde R C P x P é umarelagio em P D (), e 7~ designa a relagio definida por (1.51). Coincidird

o resultado do seu cdlculo com o maior dos pontos-fixos da mesma equagéo? Justifique.
(]

Exercicio 2.43 Calcule o menor dos pontos fixos da equagéo
z=RUz”
onde R C P x P éumarelagioem P D (), e 72 designa a relagio
r® = {{a,a) | a € m[r]Umr]}

Exercicio 2.44 Considere a defini¢do recursiva x = f(z) que é dada pela equacdo seguinte
z=1pURUz 'URox
em 2P %P (relagdes bindrias sobre um conjunto P ndo vazio), onde R C P x P, 1p designa a relagdo

{(.p) | pE€PYea™! ={(g,p)| (p,q) €z}
Calcule p f para R = ) e mostre que, para qualquer R, P X P é o maior de todos os pontos-fixos

de f.
O

Exercicio 2.45 Pretendendo-se determinar a menor solugdo da equagio
z=RUz?
onde R C P X P é uma relagdo em P D (), decidiu-se aplicar-lhe o Teorema de Kleene, e assim
calcular pf para f(z) = RU z2.
1. Mostre que f é, de facto, uma fung@o continua.

2. Complete o referido processo de célculo, justificando os passos ja dados:

@ = 0

10 = R

f2® = RUR?

20 = RU(RUR?)?

RU((RUR?)o (RU R?))
RU((RUR?)0o R)U ((RU R?) o R?)
RUR?*UR*UR®UR?

= RUR?UR*UR?*
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Exercicio 2.46 Comente informalmente a seguinte afirmagio:

O conjunto de todos os pontos fixos de x = R U R o x é exactamente constituido por
todas as relagcoes r que obedecem as seguintes propriedades: (a) r ¢ transitiva; (b) r
inclui R.

Exercicio 2.47 Discuta formalmente a validade da seguinte afirmagéo:

Existe pelo menos uma relacio R C P X P tal que o seu fecho simétrico, dado
pela equagdo x = R U z~1, coincide com o seu fecho transitivo, dado pela equagdo
y=RURoy.

Exercicio 2.48 Calcule, com base na dlgebra dos SETS, a menor solugdo da seguinte equacdo, para A
e B ndo-vazios:

X o AxX+(X—=0)+BxX

Exercicio 2.49 Pretendendo provar o isomorfismo

A* X IN > A* x A* (2.157)
em Sets, alguém propds a seguinte fun¢do como bijecgdo, com origem em A* x A*:
pack(l,l') ¥ (U ~T,length(l) + 1)
Serd (2.157) um isomorfismo vélido em Sets? Serd pack de facto uma bijecc@o? Justifique informal-
mente.
[m]

Exercicio 2.50 Mostre, através de um contra-exemplo, que o isomorfismo
(A*)? = 2% x A%

é, em geral, falso.

[m}

Exercicio 2.51 Considere a seguinte fungéo recursiva, escrita em nota¢do SETS,

et 1+fxg

onde se assume a existéncia da fungdo f : A — B.



2.6. EXERCICIOS 123

1. Recorrendo a (1.19) e (1.29), re-escreva g em notagdo funcional cldssica e tipifique-a, isto €,
complete as reticéncias em

g . ey e

o = {02

2. Faca f = card. Qual o significado de g para este caso? Justifique informal mas adequada-
mente.

3. Encontra alguma relagdo entre g e f* (1.84)? Na afirmativa, caracterize-a adequadamente.

Exercicio 2.52 Recorde o fragmento de gramatica de contexto livre para expressoes aritméticas que é
assunto do Exercicio 1.42. Recorra ao método que estudou na secgdo 2.3.7 para converter a gramatica
acima num sistema de equagdes em SETS, resolvendo-o em ordem a Exp.

O

Exercicio 2.53 Considere a seguinte defini¢do de uma fungdo sobre sequéncias:

subl : A* x IN x INg — A*
subl(l,i,m) def
n=0Vli=<> = <>
n>0Al#<> = let h=head(l)
t = tail(l)
. i=1 = <h>~ subl(t,i,n —1)
m i>1 = subl(t,i—1,n)

1. Comece por preencher o quadro

[¢ ] n ] subll,i,n) ]

2|2
313
413

paral = <2,3,1,1,2>. Descreva, entdo, por palavras suas, o propésito e a utilidade da
fungao subl.

2. Mostre (e.g. por indugdo em A*) que o seguinte facto se verifica:

subl(z,1,length(z)) = = (2.158)

Exercicio 2.54 Relembre do Exercicio 2.53 a fungdo subl que extrai de uma sequéncia ! a sua sub-
sequéncia de n elementos (ou de tantos quantos for possivel extrair) que comega na ¢-esima posi¢ao.
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1. Demonstre (por indugdo em A*) ou refute (por contra-exemplo) os seguintes factos sobre subl:
fr(subl(lyi,n)) = subl(f*(1),i,n) (2.159)
subl(l,length(l) + 1,n) = <> (2.160)

onde f*(1) é a construgdo (1.84).

2. Interprete por palavras suas e através de exemplos de aplicac@o os factos verificados.

Exercicio 2.55 Na sequéncia do Exercicio 2.53,

1. Mostre (e.g. por apresentagdo de um contra-exemplo) que o seguinte facto (suposto univer-
salmente quantificado) ndo se verifica:

length(subl(l,i,n)) = n (2.161)

2. Mostre (e.g. por indugdo em A*) que o seguinte facto (suposto universalmente quantificado)
se verifica:

subl(l,i,m+m) = subl(l,i,n) ~ subl(l,i + n,m) (2.162)

Exercicio 2.56 Uma das operacdes mais primitivas de um pacote de ‘data mining’ é aquela que
permite aglutinar ou sumariar dados numéricos de acordo com critérios vrios de classificagdo. Por
exemplo, sejam dados trés quadros,

Més Total (x106s00) Més Estacdo Més Vendedor
Janeiro 21 Janeiro Inverno Janeiro A
Fevereiro 10 Fevereiro Inverno Fevereiro A
Margo 9 Marco Primavera Marco B
Abril 15 Abril Primavera Abril B
Maio 9 Maio Primavera Maio C
Junho 9 Junho Verdo Junho C
Julho 10 Julho Verdo Julho A
Agosto 12 Agosto Verdo Agosto A
Setembro 7 Setembro Outono Setembro B
Outubro 5 Outubro Outono Outubro B
Novembro 3 Novembro | Outono Novembro | C
Dezembro 30 Dezembro | Inverno Dezembro | C
(a) — Vendas (b) — Critério “Estagao” (c) — Critério “Vendedor”

em que: (a) corresponde a relagdo de vendas, por més, de uma dada firma comercial; (b) corresponde
ao critério que classifica meses em estagdes do ano; e (c) corresponde ao critério que relaciona meses
com os 3 vendedores da firma.

As duas tabelas que se seguem correspondem a aglutinagdo de (a) seguindo, respectivamente, o
critério (b) e o critério (c):
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i 6

Estacdo Total (x 10%300) Vendedor | Total (x109s00)
Inverno 61

. A 53
Primavera 33

~ B 36

Verao 31 C 5]
Outono 15

(d) — Critério “Estagdo” (e) — Critério “Vendedor”

Repare que as tabelas (a), (d) e (e) sdo multiconjuntos de tipo genérico
MSet(A) =~ A—~ NN
— c¢f. Exercicio 1.38 — e as tabelas (b) e (c) sdo funcdes de classificacdo de tipo genérico
A—B
1. Especifique formalmente a fun¢o msetTot : MSet(A) — INg que calcula o total das
multiplicidades de um multiconjunto.
2. Especifique formalmente a fun¢do
msetAgl :  MSet(A) x (A =~ B) — MSet(B)

msetAgl(ms, f) def

que realiza a operac@o de aglutinac@o que acima se ilustrou.
3. Demonstre ou refute o facto seguinte sobre essa fungdo:
msetAgl(ms,ms) = id

onde ¢d representa a funcdo identidade no conjunto relevante (qual?).

Exercicio 2.57 Tendo em consideracio o seguinte fragmento de um modelo que conhece,
ef

Sistema % IdConta — (2T#telar o Quantia)

3
Quantia de IN

referente a especificacdio de um sistema de gestdo de contas bancario muito simplificado, responda as
seguintes questdes:
1. Mostre, através do contra-exemplo sugerido no quadro seguinte,
‘ IdConta H oTetular | Quantia
o = k1 {t1,t2} 10
k2 {ts} 10

que ndo estd bem especificada a seguinte fun¢éo que pretende calcular o capital total depositado
num dado sistema bancdrio:

total : Sistema — Quantia

total(o) aof ng(( Wz(:(k)))

Re-especifique total de forma adequada.

kedom(c)
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2. Especifique uma fungdo através da qual se possa calcular o conjunto de todos os titulares de
contas de um dado banco:

todosTit : Sisterna — 2Titular

Exercicio 2.58 Recorde o fragmento de uma especificagdo de um plano de estudos de uma licenciatura
apresentado no Exercicio 1.34. Especifique um invariante sobre PlanoE studos capaz de garantir as
seguintes propriedades:
1. Nao hd “buracos” no plano de estudos, i.¢, se existe o anon > 1 do curso, entéio existe também
oanon — 1, etc.

2. O niimero de disciplinas por semestre nio pode exceder 5.

Exercicio 2.59 No contexto do Exercicio 1.38 suponha que, para os requisitos do problema do Ex-
ercicio 1.3, se decidiu modelar a base de dados de producdo de equipamento (Equip) com multicon-
juntos:
Equip = #Equip — (#Unid — IN)
#Unid = #Comp + #Equip

onde #Equip (codigo de equipamento) e #Comp (codigo de componente) sao tipos primitivos.

(2.163)

1. Apds uma andlise cuidadosa de (2.163), decerto verificard ser necessdrio fixar um invariante
¢ sobre Equip. Comece por escrevé-lo por palavras suas que depois deverd traduzir formal-
mente na defini¢do de um predicado.

2. Suponha ainda que a mesma equipa jd esbogou a especificagdo da fungdo “explosdao em com-
ponentes” como se segue:

explode : #Equip X Equip — Comps
f
explode(e, o) de let b=o(e)
m wE€dom(b) """

onde ocorre a iteragdo do operador unido de dois multiconjuntos (1.102) e
Comps = #Comp — IN

Complete a definig¢io de explode.

Exercicio 2.60 Considere o seguinte fragmento (alids incompleto) de um programa em C para gestio
de um determinado tipo de tabelas de ‘hashing’:
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#define TAM 100

struct inf

{
med largura;
med altura;

}i

struct arvbin

{
int codigo;
struct inf inform;
struct arvbin *dir;
struct arvbin *esq;

typedef struct inf INF;
typedef struct arvbin *AB;

AB hash[TAM];

1. Converta para modelo de dados em Sets o tipo da varidvel hash, a luz da analogia que
estudou entre as construgdes primitivas de Sets e a notacdo para defini¢do de estruturas de
dados em linguagens de programacdo estruturadas.

2. Sabendo que a fun¢d@o de ‘hashing’ opera sobre o campo codigo de arvbin, especifique o
seguinte invariante a afixar a esse modelo de dados: para cada indice do ‘array’ de ‘hashing’,
os codigos que ocorrem em nds da respectiva drvore de colisdo tém todos o mesmo valor de
‘hashing’, que é exactamente o indice respectivo.

Exercicio 2.61 No contexto do exercicio 1.32, complete a especificacdo do invariante

. def

inv-WWWw(o) = Vke dom(o) ...
que deverd garantir que nenhuma pagina WWW contém uma referéncia para uma pagina WWW que
ndo existe.
[m}

Exercicio 2.62 Um orgamento é uma associacdo de custos a itens a realizar, podendo certos itens
desdobrar-se em sub-itens e assim sucessivamente. Por exemplo, o orgamento de uma obra de constru-
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¢do civil poderia ter o aspecto do quadro seguinte,

Obra de betao armado 10000
Paredes e rebocos 5000
Janelas e portas | 3000
Carpintaria Aberturas Portas interiores | 2000
Pavimentos 2000
Lougas sanitdrias etc. 1000
Pavimentos 2000

Suponha que alguém definiu o seguinte modelo matemdtico recursivo para orcamentos,
Orc Item — (IN + SubOrc) /[*Orc = ‘orcamento’ */

SubOrc = Orc /* SubOrc = sub-or¢amento */

IR

onde Item é uma entidade atémica para identificacdo de itens orcamentais.
1. Complete a seguinte especificagdo de um operador sobre Orc que calcula o valor total de um

or¢amento:
total : Orc — INy
total(o) def
2. Pretendem-se ainda especificar as seguintes operagdes sobre Orc:

ribricas  :  Orc —s 2(Item™) (2.164)

/* rdbricas(o)) devolve o conjunto de todas riibricas do or¢amento as-

sociadas a custos, por exemplo,

< Carpintaria, Aberturas, Portas interiores>, < Pavimentos>, etc. */

cats : Orc—s 2Utem™) (2.165)

/% cats(o)) devolve o conjunto de todas as categorias orcamentais, por
exemplo, <Carpintaria, Aberturas> */
novaSubcat : Orcx Item x Item™ — Orc (2.166)
/* novaSubcat(a,,c)) cria ¢ como subcategoria or¢amental de c,
por exemplo, 1 = Mdéveis de Cozinha e ¢ = <Carpintaria> */
Verifica-se que se pode prescindir da sua especificagdo se forem “reutilizadas” fungdes seme-
Ihantes ja especificadas num problema que ¢ “isomorfo” ao presente. Identifique esse problema
e as fungdes em causa.

Exercicio 2.63 A sintaxe que se segue pretende formalizar a informagdo contida num ficheiro de
configuracdo de ‘email’ (tipicamente, o ficheiro .mailrc em UNIX):

Mailre =  Aligs — 2(FmailtAlias)
Email = UsrName x Domain
UsrName = Str
Domain = Str
Alias = Str

Por exemplo, o endere¢o jno@di.uminho. pt é representado pelo elemento (" jno", "di.uminho.pt")
de Ematl. Mailrc exprime a estrutura de derivagdo de ‘aliases’ em enderegos ou outros ‘aliases’.
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1. Especifique formalmente a fungdo,

expand :  Mailre x 241as _ gFmail
def
expand(o,s) =
que deverd calcular a expansdo total, em enderecos, de um dado conjunto de ‘aliases’.

2. Complete os seguintes esbogos de especificagdo formal de mais duas fungdes sobre M azlrc:

whoGetsMe  :  Mailrce x Email — 241198
def . B . .
whoGetsMe(a,e) = ... /*calculatodos os ‘aliases’ que atingem um dado enderego */
usrsByDomain : Mailre — .. ....
. def g Lo
usrs ByDomain(o) = ... Mcaculao mapa que atribui, a cada dominio presente em o, o respec-

tivo conjunto de utilizadores conhecidos */

Exercicio 2.64 Pretende-se especificar um sistema, encomendado por uma biblioteca, para arquivo de
livros e sua classificag@o por assuntos. Os assuntos deverdo estar organizados hierarquicamente numa
taxonomia. A cada livro deve poder ser associado o conjunto dos assuntos pelos quais o livro pode ser
pesquisado.

Suponha que uma equipa de projectistas chegou ja ao seguinte modelo de dados para o sistema:

System 2 Base x Tax
Base = Key — Book x Subjects
Tar = Subject — Tax
Key =
Book =~ ...
Subjects = 2Subject
Subject =

onde, por exemplo, a taxonomia

Lexical-analysis
Compilers «l: LL
P Syntax-analysis —E

LR

serd modelada pela fungéo finita, em T'ax,

Compilers
Lexical-analysis Syntax-analysis

() < (LL) (LR) >
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. Construa a defini¢do do invariante sobre T'ax:

noSubRepeated  : Tax — 2
£

noSubRepeated(t) E .allSubjs(...) ...
que deverd garantir que “nenhum assunto aparece repetido na taxonomia” e onde allSubjs é a
fungdo:
allSubjs  :  Tax — Subjects

def

allSubjs(t) = dom(t)UUt,Emg(t)allSubjs(t’)

que colecciona todos os assuntos presentes na taxonomia £.

. Complete a seguinte especificacdo de uma fung¢@o que da todos os sub-assuntos de um dado

assunto:
subSubs  : Subject x Tax — Subjects
t=( ) = 0
def .
subSubs(a,t) = - ( ) N a € dom(t) = allSubjs(t(a))
a & dom(t) =

. Complete a seguinte especificagdo de uma funcdo que dd as cotas de todos os livros que versam

determinado assunto (NB: se um livro versa o assunto z que é sub-assunto de y, entdo também
versa y):

allBooksBySubject Subject x System —s 2Kev
allBooksBySubject(a, o) et db= w1(0o)
t = ma(o)
in

. Mostre (usando as leis de isomorfismo em Sets) que T'ax ¢ um caso particular de F'S (2.94).

Sugestao: repare que todo o sistema hierdrquico de ficheiros sem quaisquer ficheiros “é uma
taxonomia de directorias”.

Exercicio 2.65 Reconheca o padrdo recursivo que obtém de (2.125) instanciando A = 1 e tire con-
clusdes no contexto do exercicio anterior.

Que se especifica nesse padrdo quando se forga ainda B = 1?

[m]

Exercicio 2.66 O processamento de texto a nivel da tipografia electrénica ndo trabalha ao nivel da
linha/pagina de texto mas sim com caixas tipogrdficas, que se compoem umas com as outras para obter
efeitos gréficos arbitrariamente complexos. Por exemplo, o fragmento de texto que se segue,

s ba

corresponde a estruturacdo de caixas que se segue,
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i.¢ ao seguinte padrao de composi¢ao:

t a M

onde “H” e “V” designam, respectivamente, composi¢io na horizontal e composicio na vertical *6.
Considere a seguinte especificacdo recursiva de caixa tipogrdfica (Box):

Boxr = AtomicBox +
Vertical Box +
Horizontal Box
VerticalBor = Boz*
HorizontalBox = Box*
AtomicBor = height : INg
width : INo
contents : ...

em que se omitem os detalhes sobre o conteiido de cada caixa elementar (contents).

1. Complete a especificagdo seguinte de uma fungdo que calcula a altura de uma dada caixa:

h : Box — INg
dof is-AtomicBox(b) = height(b)
h) = is-Vertical Box(b) =

is-HorizontalBox(b) =

2. O raciocinio seguinte sobre Boz,

Box = AtomicBoz + Vertical Box + Horizontal Box
>~  AtomicBox + Boz* 4+ Box*

IR

AtomicBox + 2 x (Boz*)

permite-nos verificar que Box ¢, afinal, um caso particular de um tipo de dados abordado neste
texto. Identifique-o, justificando.

3. Descreva o método de indugdo associado a Box que lhe permitird provar predicados da forma
Vb € Boz : p(b)

sobre a estrutura Box.

16 Assim, uma pdgina de texto é uma caixa que se obtém por composigio na vertical de tantas caixas
quantas as suas linhas; por sua vez, uma l/inha de texto € uma caixa que se obtém por composi¢do na
horizontal de tantas caixas quantas os seus caracteres, etc.
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Exercicio 2.67 (Especificagio de Redes Semanticas) Considere a descrigdo do conceito de rede semdntica
hierdrquica que se segue:

Uma rede semdntica hierdrquica é uma forma de base de conhecimento organizada numa rede
cujos nodos sdo ocupados por objectos. Todo o objecto ¢ identificado univocamente por um
identificador de objecto.

Um objecto pode ser a descriciio de uma classe de “coisas” (e.g. as classes Individuo, Solteiro,
Edificio etc.) ou a de uma sua instdncia. Uma instancia é, pois, uma concretizacdo de uma
classe. Por exemplo, o Complexo Pedagdgico de Gualtar ¢ uma instancia da classe Edificio.
Notar, ainda, que uma instancia pode concretizar mais do que uma classe. Por exemplo, o
referido Complexo Pedagégico é ndo s6 instancia da classe Edificio, mas também da classe
Objecto Inanimado.

Entre classes estabelece-se uma relagdo de sub-/super-classe. Por exemplo, Edificio é (si-
multaneamente) sub-classe das classes Imdvel e Prédio Urbano. Esta relacdo de sub-classe é
transitiva e bem-fundada, e tem como limite universal superior a “maior” de todas as classes
— o Universo — que é, portanto, a tinica classe que néo é subclasse de nenhuma outra classe.

A informag@o que a rede associa a uma dada classe contém ndo s6 a indicagdo das suas super-
classes, mas também o conjunto de todos os seus atributos caracteristicos. Por exemplo, Nome,
Data de Nascimento, Pai, Mde etc. sdo atributos que fazem sentido na classe Individuo. Uma
classe tem acessiveis ndo s6 os atributos que nela se declaram, mas também todos aqueles que
ela “herda” das suas super-classes.

Uma instincia concretiza valores para os atributos que lhe sdo conferidos pelas suas super-
classes. Um valor de um atributo pode ser uma constante (e.g. a data “1990.04.05” é um valor
possivel para Data) ou uma referéncia a outro objecto. Por exemplo, o identificador do pai de
um dado individuo pode ocorrer como valor do seu atributo Pai. E claro que este atributo € da

classe Individuo.

Suponha que se pretende especificar a sintaxe (X) e um modelo A : ¥ — Set para redes semanticas,
tendo ja sido identificadas as espécies

( RS /[*rede semantica */
Oid  [*identificador de objecto */
Oids  [*plural de Oid */
Objecto  [*objecto */

S = Classe [*classe */
Instancia [*instancia */

Aid  [*identificador de atributo */

Valores  [*valores de atributos */

e os operadores

1.
2.

\ Bool  [*valores booleanos */
inicializacdo : — RS
Universo : — Otd

Construa um modelo A : ¥ — Set para as entidades sintdticas acima identificadas.

Acrescente a X os operadores ou espécies que, na sua opinido, faltam para descrever os requi-
sitos acima (desenhe um diagrama-ADJ que os ilustre).
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3. Provavelmente sentiu necessidade de introduzir um operador
inv: RS — Bool

que pretende que seja invariante de RS. Identifique quais as cldusulas que introduziria em
A(inv), e justifique a sua necessidade.

4. Com base na alinea anterior, apresente a defini¢do formal de A(inv).

5. Defina operadores para manuseamento da informagdo contida em RS. Prove que a pro-
priedade A(inv) ndo é destruida por aqueles que tém RS como co-aridade.

Exercicio 2.68 Muitos predicados sobre fungdes parciais finitas 0 € A — B sdo da forma
Vi € dom(o) : p(a (7)) (2.167)

onde ¢ : B — 2 € um predicado sobre B.

Seja entdo A — ¢ aceite como abreviatura da quantificagéo (2.167), para A finito. Mais formal-
mente, A — ¢ ¢ o predicado sobre A — B definido por:

def . .
A—¢ = AoViedom(o):¢(o(i))

para ¢ um predicado vdlido sobre B.

Sendo a construgdo (2.167) rica em propriedades muito tteis em prova de invariantes, demonstre
ou refute as seguintes, para .S C A:

A lorUo) & (A= ¢(o1))A(A— d(o2)) (2.168)
A—=¢(c) = A—=¢(c\S) (2.169)
(A=A (A—9) & A—=(dA0p) (2.170)
A= (m¢) & —(A—9) (2.171)

Sugestao: relembre o facto seguinte, para X finito:

V€ X :p(z) & /\ p(z)
TEX

Exercicio 2.69 Na sequéncia do exercicio 2.68, demonstre a seguinte propriedade da construgdo em
jogo:

(A= ¢(o1)) A (A—9¢(02)) = A—¢(o11o02) (2.172)

Exercicio 2.70 ActPlan é o nome de uma aplicagdo que se pretende especificar para escalonar tarefas
e fazer a gestdo de recursos necessdrios a sua execucéio. Cada tarefa ou actividade € identificada por
um cédigo (#Act), ao qual se associa a sua descrigdo textual (Description), a sua duragdo (Span,
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medida em e.g. semanas ou dias), quais os recursos que envolve (Resources) e a indicagio de quais
as tarefas que deverdo estar terminadas antes que a tarefa possa arrancar:

ActPlan = #Act — Description X Span X Resources X Dependences

Description = STR [*descrigao da actividade */

Span = IN /*duragdo da actividade */

Resources = #Res —~IN /* tipo e quantidade de recursos necessdrios
para realizar uma actividade */

Dependences = 2#Act [*actividades precedentes */

Um escalonamento, definido por
Schedule = #Act — INy
€ uma indicagdlo, para cada tarefa, do instante (medido em e.g. semanas ou dias) em que estd previsto
a tarefa arrancar.
Especifique o operador

bestSchedule : ActPlan — Schedule

que deverd, consultando um mapa de actividades, construir o melhor escalonamento das suas activi-
dades. Por melhor entende-se aquele em que as tarefas sdo escalonadas o mais cedo possivel, sem
violar quaisquer dependéncias entre si.

Sugestao: Se vir nisso conveniéncia, acrescente um invariante a estrutura ActPlan. Pode definir
fungdes auxiliares.
[m}

Exercicio 2.71 Pretende-se que o transporte de embalagens num supermercado se faca em paletes
previamente arrumadas por um robot. Este deverd usar um algoritmo de arrumag@o por parti¢do bindria
da base da palete (100cm X 141cm). Para optimizar a arrumago, tanto as embalagens como as paletes
sdo normalizadas, isto é, as suas bases sdo rectingulos cujo comprimento é 1/2 maior que a largura
17

A figura que se segue mostra a arrumagdo de trés caixas A, B e C numa palete, estando ainda
disponivel um espago de arrumagio que poderd receber uma embalagem com as dimensdes de C' ou ser
dividido em dois sub-espacos para arrumar duas embalagens mais pequenas e assim sucessivamente:

17 Trata-se de um requisito que, além de itil para a parti¢io bindria do espago, permite identificar
as dimensdes de uma embalagem apenas pela largura. Para simplificar, n3o nos procuparemos com a
altura de embalagens e paletes.
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ou seja, temos a seguinte “drvore de arrumagao”:

|: gazia)

—B

A parti¢do bindria divide sempre um espago disponivel ao meio, segundo o comprimento.
Suponha que, para especificar este problema, se definiram ja as seguintes estruturas de informagéo:

Space = 1+ Box + Space2 /* um espaco na palete ou estd
vazio, ou contém uma caixa ou estd
dividido em 2 sub-espagos */

Box = Idx Width /*identificacdo da embalagem e sua largura
de base */
Width = INg

1. Mostre que a defini¢do de Space é polinomialmente recursiva e construa o respectivo esquema
algoritmico.

2. Especifique os seguintes operadores sobre Space, onde I'ds = 21¢:

whichBoxes : Space — Ids /* deverd dar como resultado todos
os identificadores das embalagens
Jjd colocadas na palete */
freeSpace : Space — Width /* deverd dar como resultado
a largura do maior (sub-)espagco
ainda livre na palete */

3. Acha que o robot optimizard a arrumacéo da palete inserindo embalagens por ordem crescente
de largura? Ou decrescente? Justifique informalmente.

4. Generalize esta especificagdo de estrutura de dados a paletes de dimensdes [ X h quaisquer,
sujeitas a uma parti¢do bindria semelhante mas ndo normalizada, e.g.:

explicando as suas alteracdes. Defina ainda o respectivo esquema de indug@o polinomial.
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Exercicio 2.72 Numa linguagem de especificagdo formal de edificios, entende-se por divisdo (‘room”)
o seguinte:

Room = INg X INg x (WallO — Open)

Assim, para além da largura e do comprimento da divisdo, especificam-se as suas aberturas (portas e
janelas) da forma seguinte:

WallO

IR

Bw + Tw+ Lw + Rw

&N W
g & g
R IR IR
222

&
g
IR

INo

tal que o € WallO designa o ‘offset” de uma abertura na respectiva parede (T'w= ‘top wall’, Bw=
‘bottom wall’, Lw= ‘left wall’ e Rw= ‘right wall)’, contado a partir da origem que € o canto inferior
esquerdo do rectingulo que a divisdo define, e

Open = Wind+ Door
Wind = IN
Door = IN

fixa a largura de uma abertura.
Especifique um invariante inv- Room capaz de garantir que:

- em nenhuma parede duas ou mais aberturas se sobrepdem;

- nenhuma abertura de nenhuma parede se “rasga” para além da extensdo dessa parede.

Exercicio 2.73 No contexto do exercicio 2.71, suponha que o algoritmo de arrumagio por particdo
bindria da base da palete € feito segundo duas direc¢des: particdo na horizontal ou na vertical. Cada
parti¢do subdivide a correspondente drea rectangular em dois sub-rectdngulos, a partir da indicagdo de
um ‘offset’, i.¢, de uma distincia medida a partir da esquerda num “corte” vertical, ou medida a partir
da base num “corte” horizontal.

Para isso adoptou-se a seguinte especificagdo da estrutura de dados que suporta a descri¢do do
contetido de uma palete (para simplificar, ignora-se a dimensao em altura):

Palete = Height x Width x Partition /* uma palete tem um dado comprimento,
uma dada largura, registando-se de seguida
o seu conteido */

Partition = 14 Boz + (VOffset+ HOffset) x Partition®> /*  se  uma
particdo ndo estd
vazia, ou contém
uma caixa
ou é de novo par-
tida binariamente
na vertical ou na
horizontal */

R



2.6. EXERCICIOS 137

Box 2 Idx Height x Width /* identificacdo da embalagem e suas di-
mensoes */
VOffset =~ INg
HOffset = INg
Width = INg
Height = INg
Especifique um predicado
inv-Palete :  Palete — 2
def

inv-Palete({h,w,p)) =

capaz de garantir as seguintes propriedades que se pretendem invariantes:

a) Todo o ‘offset’ € vdlido, i.€, ndo ultrapassa as dimensdes do rectangulo que estd a
ser partido.

b) Toda a caixa cabe na parti¢do em que foi colocada.

Exercicio 2.74 Codifique em PASCAL ou C (& sua escolha) a estrutura de dados Palete que é assunto
do exercicio 2.73, com base na analogia do quadro da figura 1.5 entre as construgdes bdsicas da nota-
¢do SETS e correspondentes construcdes sintdticas dessas linguagens de programacdo. Sugere-se que
o célculo de isomorfismo em SETS seja utilizado previamente na simplificagdo dessa estrutura.

O

Exercicio 2.75 E vulgar em documentos cientificos (monografias, livros, artigos, efc.) existir um
apéndice de bibliografia contendo a descri¢do de todos os documentos que foram citados ao longo do
texto principal.

Um indice remissivo de autores ¢ mais um apéndice ao texto principal indicando, por ordem al-
fabética de nomes de autores referidos, para cada nome de autor a lista ordenada das paginas em que
vem citadas publicagdes suas, por exemplo:

ARBIB — 10,11

GOGUEN — 28
HorowiITz — 2,3,15,16,19
JONES — 3,7,28
JOURDAN — 11,12,29
MANES — 10,11

SAHNI — 2,3,15,16,19
SPIVEY — 3,7

WIRTH — 2,3
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No ambiente I&TEXpara preparagdo de texto a geracdo de bibliografias pode ser feita automatica-
mente a partir de uma base de dados bibliogréfica que associa a cada documento uma chave de citagdo
que o identifica univocamente. J4 a geragdo de indices remissivos de autores ndo estd prevista na
instalagdo I&TEXde base.

Pretende-se especificar formalmente o processo de geragdo de um tal indice, que devera ter a estru-
tura:

Index = (Author x Page*)*
e ser gerado a partir de duas estruturas de informagdo que podem ser obtidas em I&TgXsem dificuldade:
Key — Author*

— indicando, para cada chave de citagdo, a lista dos seus autores — e

gPagex 2Key

— indicando pdginas e conjuntos de chaves de citacdo que ocorrem nessas paginas. Tem-se ainda
Page =2 IN e Author = Str, onde Str (‘string’) é uma espécie primitiva.
1. Complete (justificando) o seguinte diagrama que especifica a fun¢do mk AuthorIndez,

mk AuthorIndex(a, b) def

Key — elems|

Lo

Str — NatSort

listByIndex
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preenchendo a, 3, d ¢ y com fungGes das dlgebras 24X B

cionadas do repertério seguinte:

e A — B, adequadamente selec-

merge  : 2Ax2% __, 9AXB
def
merge(r) = | J{(m(p),0)| b€ m2(p)}
pET
discollect : A —2B 5 24%B
discollect(o) def U {{a,b) | b€ o(a)}
acdom(o)
collect : 24%B 5 4 2B
def a
collect(r = ( )
" {m(a) [ aerna=m@} J,epmie

° . 2A><B ><2B><C' HQAXC
def
ros = {{m(p),m2(q)) | p €T AgEsAmAp) =mq)}

2. Sabendo que NatSort e StrSort sao Gbvias fungdes de ordenagdo (infira a respectiva assi-
natura), especifique a fun¢do genérica list ByIndex que deverd encarar a sequéncia que lhe
¢é passada como primeiro argumento como indice para listar a funcéo finita que € o seu outro
argumento. (NB: atente que o resultado da funcdo é da espécie Index.)

3. Formule e demonstre as seguintes propriedades (axiomas) de mk AuthorIndez:

(a) Se a base de dados bibliogréfica for vazia o indice de autores serd também necessaria-
mente vazio.

(b) Citar uma chave de citagdo que ndo conste da base de dados bibliogrifica nada acres-
centa ao indice gerado.

Exercicio 2.76 Recorde do Exercicio 2.75 a fungdo list ByIndex.

1. Demonstre ou refute a seguinte igualdade sobre essa func¢@o, que se supde universalmente
quantificada nas varidveis livres:

listByIndex(l, ( )) = lstBylndex(<>,0)
(Sugestao: evite recorrer a métodos de prova indutiva.)
2. Poderd ser list ByIndex uma fungio sobrejectiva? Justifique.
3. Suponha que
Students 2= Nr — Name x Course

& a estrutura de informag@o que regista, para cada nimero de aluno desta disciplina, o seu nome
e o curso a que pertence (suponha N7 22 IN, Name 2 Str e Course =2 Str). Suponha
ainda que

Marks = Nr — Mark
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¢é a estrutura de informagdo que regista, para cada nimero de aluno que entregou o exame
da 12 chamada, a respectiva classificagdo (onde Mark = IN, por exemplo a nota 10.23 é
representada pelo natural 1023).
Especifique formalmente a fungdo
listStudents :  Students x Marks — (Nr x Name x Course x Mark)*

listStudents(o, p) def

que deverd gerar a pauta do exame da 1.2 chamada, ordenada por ordem crescente de niimeros
de aluno, onde cada linha da pauta indica, para cada aluno, o seu niimero, nome, curso e nota.
(Sugestao: recorra a listByIndex e a outras fungdes auxiliares que conhece para resolver
esta alinea.)

4. Repita a alinea anterior por forma a listStudents gerar a pauta ordenada alfabeticamente por
nomes de alunos. (Sugestao: a mesma da alinea anterior.)

Exercicio 2.77 No contexto do Exercicio 2.75:
1. Especifique a fungio

NatSort : 2N — N>
def
NatSort(s) =
que af se refere e que deverd listar, por ordem crescente, o conjunto s que lhe é passado como

argumento.

2. Verifique (e.g. por indugdo) se a especificagdo de NatSort que acaba de propér satisfaz a
seguinte propriedade:

Vs € 2V : elems(NatSort(s)) = s

3. Escreva um predicado que formalize a seguinte propriedade que mkAuthorIndex deverd
satizfazer:

A repeti¢do de uma mesma chave de citagdo dentro da mesma pdgina de texto
ndo altera o indice gerado.

Acha que o modelo proposto para mkAuthorIndex no Exercicio 2.75 vai satisfazer esta
propriedade? Responda informal e sumariamente.

Exercicio 2.78 Considere a seguinte especificacdo de uma fungdo em SETS baseada na func¢do subl
do Exercicio 2.53:

split(l,n) et e= length(l)

i = div(c,n)
_ rem(c,n)=0 = 1
m= —(rem(c,n)=0) = i+1
in <subl(l,(j — 1) xn+1,n) | j < inseq(m)>
onde div e rem sdo as conhecidas funcdes de aritmética inteira e ¢nseq € a fungdo

inseq() def =0 = <>
q - =(i=0) = inseqg(n—1) ~<i>
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1. Ap6s calcular split(<2,5,4>, 2), tipifique split, i.¢ preencha as reticéncias em

split « - — -

2. Explique por palavras suas o significado das funcdes inseq e split.

3. Mostre (e.g. por apresentacio de um contra-exemplo) que o seguinte facto ndo se verifica:, em
geral:

elems(length* (split(l,n))) = {n}

Exercicio 2.79 Seja T'erm a espécie de dados “termo com varidveis” que a seguir se define:

Term = Var+ Exp
Exp = OpxTerm*

onde as espécies Var (simbolo de varidvel) e Op (simbolo de operador) sdo atémicas. Complete a
defini¢do seguinte que testa se dois termos ¢ e t' em T'erm sdo unificdveis, no sentido da inferéncia
por resolugdo usada em PROLOG:

. s,y def is-Var(t) Vis-Var(t') = V
unif(tt) = {is—E:cp(t)/\is—E:vp(t’) =

NB: unif deverd seguir o famoso algoritmo de unificagdo de Robinson (1965), segundo o qual dois
termos sdo unificdveis se e sé se

- um deles for uma varidvel

- ambos forem expressoes com o mesmo operador (¢ a mesma aridade, portanto) cujos subter-
mos sejam, por sua vez, unificaveis dois a dois.

Exercicio 2.80 CAMILA é uma linguagem (interpretada) destinada a prototipagem rdpida de especifica-
¢oes formais previamente formuladas em SETS. Em CAMILA é possivel definir médulos (ficheiros
com a extensdo .cam) que incluem, através de uma cldusula #include semelhante a do C, outros
médulos CAMILA. Por exemplo, um médulo mset . cam (para manipulagdo de multiconjuntos) pode
ter que invocar, para poder correr, o médulo £fun . cam (para manipulagdo de fungdes finitas).

A ‘shell’ de interpretacdio de médulos CAMILA € um interpretador de L1SP evoluido, que se designa
por xmetoo. A interpretacdo de um qualquer médulo x . cam pressupde a sua compilagdo prévia para
xmetoo, originando o ficheiro x . met. Sempre que tal compilagdo encontra uma cldusula da forma
#include y.cam, processa-se y.cam, gerando-se y .met, e assim sucessivamente.

E facil de ver que a interdependéncia repetitiva entre médulos CAMILA torna a interpretagio
desnecessariamente lenta (um mesmo médulo pode ser compilado/carregado mais do que uma vez)
e a sua interdependéncia ciclica (que, em teoria, ¢ normal) pode ter consequéncias perfeitamente inde-
sejdveis.
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Pretendendo-se uma pequena aplicagdo que racionalize este processo de inclusdo, suponha que
dispde ja de uma pequena aplicacdo que inspecciona o sistema de ficheiros e dele infere uma tabela
cuja estrutura formal € a seguinte:

CamilaFiles = 2Name><Date><(Met+Cam)
Met = 1
Cam = 2oName
Name = Str
Date = IN

Esta tabela indica os nomes dos ficheiros .met ou .cam que se encontraram, a data da sua dltima
alteragao e, no caso de um ficheiro . cam, os nomes dos ficheiros . cam que aquele inclui.

1. Especifique formalmente a funcdo,

tralnclude : CamilaFiles x 2Veme — gName

tralnclude(o, s) def

que deverd calcular os nomes de todos os ficheiros . cam que devem ser (transitivamente) car-
regados quando se pretende carregar aqueles cujos nomes estdo em S. (Importante: tralnclude
deve conseguir tratar inclusdo ciclica entre ficheiros.)

2. Sempre que a data de um ficheiro .met € posterior a data do correspondente .cam, torna-
se desnecessdria a compilagdo prévia deste. Assumindo disponivel a fungdo tralnclude,
especifique uma fungdo capaz de separar os moédulos que t€ém de ser compilados e carregados
daqueles para os quais basta carregar o correspodente cédigo .met, por este estar actualizado.

3. Suponha que em lugar da estrutura de informacdo CamilaF'iles que acima se caracterizou,
alguém propde a seguinte estrutura formal para registar a mesma informagao:

] y Name
Camzlanles’ ~ 2Date><Name X 2Name><Date><2

Serd CamilaF'iles' isomorfa a CamilaFiles? Justifique formalmente.

Exercicio 2.81 Considere o seguinte fragmento da especificagdo formal de uma folha de cdlculo
(muito simplificada):

FCALC = Coord— Cell
Coord = L:IN x C:IN /[*L-linha; C-coluna */
Cell = Z+ Coord
Range = UL :Coord X LR :Coord /* sub-drea rectangular da folha, definida por duas coorde-

nadas: os seus cantos superior esquerdo e inferior direito, re-
spectivamente */

1. Especifique as fungdes seguintes sobre FFC ALC, seguindo a informagdo dada em comentirio:
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init : — FCALC
init def ... [*inicializacdo da folha de cdlculo */
wrCell i Coord x Cell x FCALC — FCALC
wrCell(zy,c,0) def ... /*nafolha o inscrever o valor c na célula cujas coordenadas sdo dadas
por xy */
ranMove :  Range x Coord x FCALC — FCALC
ranMove(r, zy, o) def ... /* na folha o mover a drea v para uma nova drea cuja coordenada

superior esquerda é dada por c */

2. Se,em lugar de ran M ove, tiver que especificar a operagio ranCopy que, em lugar de mover,
copia uma drea de um local para outro, que alteragdes teria que fazer a sua especificacdo de
ranCopy? Responda informalmente.

3. Especifique um invariante sobre FCALC' que garanta que a folha ndo tem células que se
referem a células indefinidas.

4. Verifique se wrClell satisfaz o invariante que definiu na alinea anterior. Na negativa, re-
especifique essa fungao e esquematize o respectivo argumento de preservagio.

2.7 Notas Bibliograficas

A construcdo de modelos matemdticos do mundo fisico tem longas tradi¢des na
Fisica e nas Ciéncias da Engenharia. A especificacdo formal de ‘software’ ori-
entada a modelos (eventualmente recursivos, como se viu neste capitulo) segue
essa tradicao e tem sido objecto de intensa investigagdo nas duas tltimas décadas,
tendo sido j4 propostas algumas notagdes padrdo (vulg. linguagens de especifica-
¢do) como META-1V 18 [Jon80, BJ82, Jon86] e Z [Spi89].

No capitulo que aqui termina procurou-se sistematizar, na concisa “linguagem
categorial” de Sets, as técnicas basicas associadas a modelagdo da realidade us-
ando dominios recursivos. Para um estudo aprofundado de alguns resultados abre-
viados nesta sistematizacdo ver [MA86], referéncia a ndo deixar de consultar no
tocante & aplicacdo da teoria das categorias a ci€ncia da programacéo.

Os livros de Manna [Man74], Stoy [Sto81] e Bakker [Bak80] sdo referéncias
padrio para o estudo da teoria “topoldgica” da computagdo recursiva, origindria
dos trabalhos de Scott & Strachey.

Ao organizar a concepcio de modelos em torno de unidades estruturais,

18vulg. VDM, de ‘Vienna Development Method’.
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uma construcdo de Sets
+
um esquema funcional de ‘browsing’ (‘kit’)
+
um esquema indutivo como método de prova

a abordagem que se apresentou procura transpor para o plano da especificacido
formal algumas das principais intuicdes da Programagdo Estruturada dos anos
setenta. Em particular, a de que as estruturas de dados ocupam um papel prin-
cipal na concepg¢do dos programas, como se pode sentir ao longo da leitura do
conhecido e paradigmatico livro de Niklaus Wirth (cf. Algorithms + Data Struc-

tures = Programs [Wir76], p.xii e p.169):

“An outstanding contribution to bring order into the bewildering variety of
terminology and concepts on data structures was made by Hoare through his
“Notes on Data Structuring” '®. It made clear that (...) the structure and
choice of algorithms often strongly depend on the structure of the underlying
data. (...)

Yet, this book starts with a chapter on data structure for two reasons. First,
one has the intuitive feeling that data precede algorithms: you must have
some objects before you can perform operations on them. Second, (...) this
book assumes that the reader is familiar with the basic notions of computing
programming.

(...) Indeed, if the analogy between program structures and data structures is
to be extended, the purely recursive data structure could well be placed at the
level corresponding with the procedure, whereas the introduction of pointers
is comparable to the use of goto statements. (...) The parallel development of
corresponding program and data structures is shown in concise form in Table
4.1”

Construction Pattern Program Statement Data Type
Atomic element Assignment Scalar type
Enumeration Compound statement Record type
Repetition by a known For statement Array type

factor

Choice

Repetition by an unknown
factor

Recursion

General “graph”

Conditional statement
While or repeat statement

Procedure statement
Go to statement

Variant record, type
union
Sequence or file type

Recursive data type
Structure linked by
pointers

9Structuring Programming, pp.83-174.

3 Table4.1 Correspondences of Program and Data Structures.




Capitulo 3

Semantica Axiomatica

3.1 Introducao

Pretendemos estudar neste capitulo alternativas a técnica de definicdo da seman-
tica de uma determinada linguagem por apresentacdo de modelos (semanticos),
que estudamos nos capitulos anteriores.

Vejamos primeiro qual a motivacdo para tal estudo. Suponhamos definida uma
assinatura ¥ : ) — S* x S e um seu modelo A : ¥ —» Set, tal como anterior-
mente. Reparemos que faz sentido “testarmos™ A no sentido de se inspeccionar se
este modelo “satisfaz” determinada propriedade que, porventura, nos ocorreu car-
acterizar. Por exemplo, o texto seguinte regista uma propriedade concreta sobre o
problema SGIB (relembrar ¥ sgrp do Capitulo 1 e 0 ¥sgrp-modelo da sec¢do
1.3.2):

“Fica tudo na mesma se levantarmos, de uma conta, exactamente a
mesma quantia que nela acabamos de depositar”.

Esta propriedade pode ser formalizada em termos da linguagem gerada a partir
Y.sarIB, escrevendo:

levantamento(ic, q, s')

@
|

s’ = depdsito(ic,q,s
P (ic, q, ) }:>SI:8"
para qualquer quantia ¢, nimero de conta ic e configuracdes s, s’, s" do sistema
bancdrio. Simplificando, obtemos
levantamento(ic, q, depdsito(ic, q, s)) = s (3.1)
Outra propriedade poderia ser

balango(ic, s) > gminima (3.2)

145
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onde a constante gminima :— Quantia designa a quantia minima que deve estar
depositada numa qualquer conta ¢c de um tema bancdrio s. Mais ainda, algo estard
errado no modelo que se propds na seccdo 1.3.2 se a seguinte propriedade se ndo
verificar:

balango(ic, depdsito(ic, q, s)) = q + balango(ic, s) (3.3)

onde + : Quantia X Quantia — Quantia designa a adi¢do de quantias no
sistema. Esta propriedade exprime o desejado efeito do operador de depdsito —
o aumento em g unidades monetdrias do balango que a conta em questdo exibia
antes desse depdsito.

Dos exemplos acima — (3.1, 3.2 e 3.3) — infere-se que as propriedades de
uma especificagdo A : ¥ — Set se podem exprimir, matematicamente, sob a
forma de relagdes entre pares de X-termos: ¢t = t/, ¢t < t’ efc. Adiante-se ja que
t e t' ndo sfo exactamente X -termos, mas sim uma extensdo sua, na medida em
que neles ocorrem simbolos especiais — as varidveis (cf. ic, s, q etc.) — como
“abreviaturas” de quaisquer sub-termos que se possam porventura encaixar na
correspondente posi¢do do termo em que ocorrem.

A formalizac¢do do conceito de termo com varidveis vird mais a frente. Para
jd, o que interessa reter € a ideia de que a prépria X-linguagem (Ws;) parece
ser suficiente para exprimir propriedades vdlidas sobre um dado modelo A. A
verifica¢do de validade (ou ndo) de uma uma determinada propriedade ¢ = ' em
A pode, entdo, materializar-se no cdlculo de

A(t) = A(t')

Se A(t) tiver o mesmo valor que A(t'), entdo a propriedade t = t' verifica-se
em A; caso contrério, ndo se verifica. E claro que o cdlculo de A(t), que abrevia
a interpretacdo h4(t), c¢f. Teorema 1.1, tem que contar agora com o célculo de
valores de varidveis, como veremos .

Reparemos que, para modelos elaborados e extensos, ¢ muito util registar as
suas propriedades mais significativas. Essas propriedades podem ser suficientes
para raciocinar sobre cada modelo, evitando assim o explicito processo de cdlculo
de frases da X-linguagem.

Ora € esta a principal motivagao para a técnica de especificacdo dita axiomadtica:
se € (ou, pelo menos, parece ser) possivel registar o conhecimento sobre um dado
modelo A : ¥ — Set sob a forma de uma colec¢do de X -propriedades (ax-
iomas), para qué preocuparmo-nos com .4? Nao bastard, ignorando qualquer mo-
delo, limitar a especificacdo da semantica de ¥ ao registo cuidadoso das suas
propriedades consideradas nucleares? E esta técnica que passaremos a estudar,

com rigor, neste capitulo.

1Ver mais 2 frente a Defini¢do 3.1.
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3.2 Especificacao Axiomatica

A definic@o que se segue € uma extensdo da Defini¢do 1.4.

Definicao 3.1 (X-termo com variaveis) Seja ¥ : Q — S* x S uma assinatura e
V' um conjunto de simbolos de varidveis tal que V N Q = Q. Seja ainda dada uma
aplicacdo

X: V-5

que associa a cada simbolo de varidvel o seu “tipo” (espécie em S). Entdo é
possivel construir a assinatura

LX)=%U ( (<>fX($)) )wGV

A qualquer termo t € Wy (x) daremos o nome de ¥-termo com varidveis em X,
ou X(X)-termo. A dlgebra inicial de todos os % (X)-termos designar-se-d por
W(X), cf. Defini¢ao 1.9. O

Infere-se desta defini¢do que as varidveis t€m o estatuto de constantes “espe-
ciais”, cujo significado vai tornar-se claro a seguir.

Definicdo 3.2 (Instanciacio de Variaveis) Seja X(X) a assinatura construida
sobre . : @ = S*x SeX :V — S, tal como foi descrito acima. Seja
A : X — Set um X-modelo. Chama-se instancia¢io das varidveis de X em A
a qualquer aplicagdo p

p:V = |A

— onde | A| designa

Al = AGs)
seS
— tal que

p(z) € A(X(x))

O conjunto de todas as aplicagdes p nestas circunstdncias serd designado por V4
O

Uma constante €, pois, um simbolo com “valor varidvel”, valor esse deter-
minado por uma dada instanciagdo p € V4 para um determinado ¥-modelo A.
Estamos agora em condi¢des de poder estender a Definicdo 1.11 no sentido de
admitir termos com varidveis.
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Defini¢éio 3.3 (X (X)-interpretacio) Seja X (X) a assinatura construida como
nas defini¢oes anteriores, e seja B : ¥ — Set um ¥ -modelo. Seja p € Vi uma
instanciag¢do de X -varidveis em B.

A X(X)-interpretagdo induzida por p, designada por bl ou, simplesmente,
por BP, é 0 ¥(X)-homomorfismo

h% = (hpB,s)SES

definido por
hpB,s : WE(X),S —>B(8)
p(t) & teV
he (1) def B(o) < ceNAT(E(0)) =<>
B,s B(a)(hg’s1 (t1),- - .,hg)sn (tn)) < gl= o(ty,.. .,tn)/\W
<i<n:t; € We(x),s
O

Note-se que uma X (X )-interpretagdo é exactamente a X.-interpretagio corre-
spondente, excepto no que diz respeito a varidveis, cujo valor é calculado com
base numa instanciacdo concreta. Assim, o Teorema 1.1 € ampliado como se
segue.

Teorema 3.1 (Unicidade de = (X )-interpretacdes) O homomorfismo B (1.6 hly)
definido na defini¢do anterior é, para uma dada interpretagcdo p € Vg, tinico.

Demonstragio: E em tudo semelhante & do Teorema 1.1 , desdobrando-se os
casos de base no tratamento de constantes e varidveis. Como a instancia¢do de
varidveis estd fixada a partida, os homomorfismos h e h' também coincidem para
eles. O

Definicdo 3.4 (Substituicdo) No contexto da Definigcdo 3.2, chama-se substitui-
¢do a toda a instanciacdo p que faz corresponder a uma varidvel um termo com
varidveis, i.€ p € Vyy(x). O

O Teorema 3.1 permite-nos simplificar a notacdo, designando também por
p a tnica interpretacio W(X)? que € induzida por uma dada substitui¢io p.
Chamaremos interpretagoes de re-escrita a esta classe de interpretagdes.

Vamos ilustrar os conceitos de substituicdo e re-escrita, que sao muito impor-
tantes no contexto do que vai seguir-se. Sejam dados os termos com varidveis

t = depdsito(ic,q,s)

t' = depdsito(ic,q',s') G
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no contexto da assinatura ¥ s rp(X), de onde se inferem as atribui¢oes

X(ic) = IdConta
X(q) = X(¢') = CQuantia
X(s) = X(s') = Sistema

Reparemos que € uma substituicio a aplicagio p seguinte:

plic) = ic

pla) = ¢

pld) = ¢ (3.5)
p(s) = s

p(s") = depdsito(ic,q,s)

E possivel, entdio, re-escrever qualquer termo de W(X) com base nesta substitui-
¢do. Pegando, por exemplo, em ¢ acima (3.4), obteremos para p(t')

p(t') = depdsito(ic,q', depdsito(ic, q, s))

quer dizer, tudo se passou como se a varidvel s’ fosse substituida pelo subtermo
(de p(t")) deposito(ic, q, s).

Para exprimir mais comodamente processos de substitui¢do (parcial) como
este, € vulgar uma notagéio abreviada que indica apenas as varidveis que sfo sub-
stituidas, e os valores que as substituem; a notagdo é

[t'/z]t (3.6)

querendo significar a interpretacdo (re-escrita) de ¢ determinada pela substituicdo
que coincide com a identidade excepto quanto a varidvel z, que € substituida por
t'. E claro que (3.6) se generaliza facilmente para n-varidveis:

[t1/1,. .- tn/zn]t
Assim, a substituicdo (3.5) poderd ser escrita, nesta notag@o, sob a forma de:
[depésito(ic, q, s)/s'|depdsito(ic, q', s')

Definicdo 3.5 (Alcance de um X (X )-termo) Cada X.(X)-termo t representa uma
classe de ¥ -termos, que sdo aqueles que se obtém de t por substituicdo de varidveis
suas por X-termos. Essa classe, designada alcance de t, representa-se por [t] e é
definida por

[t ={W*@) | peVw}

O
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A defini¢do anterior é sugestiva porquanto nos permite utilizar X (X)-termos
para representar objectos genéricos, vagos ou abstractos. Por exemplo, o termo
2k — 1, na varidvel natural k¥ € IN, representa-nos a classe de todos os niimeros
impares, ou seja, o objecto genérico “nimero impar”. Isto na medida em que o
alcance [2k — 1] é exactamente essa classe.

A caracterizacdo de objectos abstractos, ou vagos, pode obter-se por um pro-
cesso inverso da substituicdo, chamado generalizagcdo ou abstracgdo, e que con-
siste em substituir sub-termos por varidveis. Por exemplo, vamos supor dada uma
assinatura ¥ para descricdo de objectos geométricos no plano cartesiano, envol-
vendo espécies como Ponto, Raio, Circulo e Coord e operadores como

ponto : Coord x Coord — Ponto
circulo : Ponto X Raio —  Circulo

incluindo constantes como:

...,—1,0,4+1,42,... = Coord
10,20,30,... :— Raio
Assim, o termo
circulo(ponto(0,0), 10) (3.7)

designa o circulo de raio 10 unidades, centrado na origem. Vamos agora gener-
alizar (3.7). Se substituirmos a constante 10 por uma varidvel r tal que X (r) =
Raio, obtemos

ctreulo(ponto(0,0),r) (3.8)

que é o X(X)-termo que nos representa qualquer circulo centrado na origem do
plano cartesiano, i.¢ o objecto genérico “circulo centrado na origem”. Se fizermos,
para X (y) = Coord, mais uma generalizagéo sobre (3.8),

ctreulo(ponto(0,y), )

temos agora a classe de “todos os circulos cujo centro se situa no eixo das abcis-
sas”. Finalmente, ndo é possivel generalizar mais do que substituir a constante 0
por uma varidvel X (z) = Coord, obtendo

circulo(ponto(x,y),r)

que, claramente, representa a classe de “todos os circulos”, i.¢ o objecto abstracto
“circulo” 2.

Exercicio 3.1 Um caso particular de substituicdo p € Vyy(x) € aquela que substitui bijectivamente
varidveis por varidveis, normalmente designada re-nomeagdao.

2N3o é desinteressante relacionar formas puras como circulo, esfera, cone etc. com 0 conceito
Platénico de arquétipo, cf. as Notas Bibliograficas deste capitulo.
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Caracterize formalmente uma re-nomeagdo e mostre que ndo se altera o alcance de um termo
quando este € sujeito a uma qualquer re-nomeagéo das suas varidveis.
m}

Definicao 3.6 (X-Axioma) Sejam dados, tal como em defini¢oes anteriores, ¥ :
Q= 5*xSeX:V =S8 UnX(X)-axioma é um qualquer par

(t,t") € Wx(x),s X Wx(x),s

para uma dada espécie s € S.
O conjunto de todos os X.(X)-axiomas é, pois,

A(Ea X) d:ef U (WE(X),S)2 (3.9
sES

Reparemos que a defini¢do de axioma nos garante, por constru¢do, que ambos
os termos envolvidos sdo do mesmo tipo, i.é os seus operadores mais externos
(ou as suas varidveis externas) tém a mesma espécie de resultado. Por (contra)
exemplo, os termos ¢ da expressdo (3.4) e o termo

t' = gminima

ndo podem formar um axioma (¢, ).
Finalmente, estamos em condi¢des de poder definir a nocéo de especificacdo
axiomdtica.

Definicao 3.7 (Especificacdo Axiomatica) Seja dada uma assinatura ¥ : Q —
S*x S e um conjunto de varidveis tipificadas por X : V. — S. Seja E = (Ey)ses
uma familia de ¥ (X)-axiomas.

Ao terno (X, X, E) daremos o nome de especificagéio axiomdtica. O

O que significa, entdo, apresentar uma especificagdo axiomética (X, X, E)?
Nas secgdes seguintes veremos duas interpretagdes possiveis para esse significado.
Exercicio 3.2 Considere uma interface axiomatica I = (X, X, E') em que ¥ admite os operadores

+ : nat X nat = nat
1 : —nat

e E inclui o axioma

r+y = y+zx
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Sejamt = 1+ z et = x + 1 dois ¥(X)-termos. Indique, justificando formalmente, quais das
seguintes afirmagdes estdo correctas:
— Os alcances [t] e [t'] sdo conjuntos idénticos. (3.10)
— A intersec¢do de [¢] com [t'] é o conjunto vazio de S-termos. (3.11)
—[t] N [¢'] é um conjunto singular. (3.12)

3.3 Semantica Equacional

Esta perspectiva da especificagdo axiomatica encara um conjunto E de axiomas
como sendo um conjunto de equagdes, no sentido tradicional deste termo. Para
tornar mais explicita esta perspectiva, escreve-se muitas vezes

t=t

em lugar de (t,t'), para qualquer (¢,t') € Es em E.

Vejamos como exprimir formalmente o (meta)significado de um conjunto E
de equagdes. No Capitulo 1 estudamos a estrutura (C(X); C) de quocientes sobre
W na qual se pode representar uma qualquer semantica para a linguagem gerada
por . A cada quociente W/= em (C(XZ); C) estd associada uma Y-congruén-
cia 2. Vejamos agora como, a cada familia £ de equacdes corresponde uma
¥ -congruéncia também. Por outras palavras, a apresentacdo de um conjunto E
de equagdes pode ser considerado um método alternativo a construcio de um X-
modelo para se definir uma semantica sobre uma assinatura X.

Definicao 3.8 (Congruéncia Equacional Minima) Seja (X, X, E) uma especifica-
¢do axiomdtica. A congruéncia equacional (dita minima) induzida por (¥, X, E)
é a menor familia de relagoes
=g = (EE,S)SES
tal que, paratodo o s € S,
EE,s g WE,S X WE,S
e que satisfaz, para s € S:

(@,2") € Es = {(p(@),p(a")) | peVW}C=p. (3.13)

teWs,s = (t,t) € Zps (3.14)
tt)e2ps => (',t) €Zp, (3.15)

(t,t') € Zps
A = (t,t") €=p, (3.16)

(tljtll) € EE,s
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Finalmente, para cada operador o : s1 X ... X sp = set;,t; € Wy 5, (1 <i<
n),
(ti,t;-) € =g = (O'(tl, e ,tn),a( '1, - ,t'n)) € =g (3.17)

O

Teorema 3.2 A congruéncia equacional =g induzida por uma especificagcdo equa-
cional (X, X, E) ¢, de facto, uma X.-congruéncia.

Demonstracio: E uma relacdo de equivaléncia pelas cldusulas de fecho re-
flexivo (3.14), simétrico (3.15) e transitivo (3.16) da Defini¢cdo 3.8. A cldusula
(3.17) garante a ¥ -compatibilidade. Q.E.D.

O

Exercicio 3.3 Serd que, numa especificacdo equacional, “mais axiomas implicam sempre mais seman-
tica”? Quer dizer, sendo (£, X, E) e (2, X, E') duas especificagdes sobre a mesma assinatura 3 :
Q — S* x S, demonstre ou refute o facto seguinte,

ECFE =~ Cp

onde “ C ” designa a inclusio (estrita) de familias S-indexadas de conjuntos.
(]

Vejamos um exemplo de especificacdo equacional, que se construird sobre a
assinatura ¥ definida por (1.6) a partir da gramatica dada pelas produgdes (1.5)
que descrevem a sintaxe de uma pequena linguagem de comandos, de que se con-
struiu um modelo (denotacional) na Secgdo 1.3.4. Seja V = {¢,d,e,v,n,m} e
X tal que

X(c) = X({d) = X(e) = <Cmd>
X (v) = <Var> (3.18)
X(m) = X(n) = <Nato>

Na seguinte apresentagdo do conjunto Eccmq> de Y-equacdes sobre X usar-
se-4 a sintaxe concreta de (1.5) em lugar da sintaxe abstracta de (1.6), por ser a
primeira mais sugestiva. Comecemos pelos axiomas que relacionam a composi-
¢do sequencial com ela prépria, e a constante skip:

c;skip = ¢ 3.19)
skip;ec = ¢ (3.20)
c(die) = (¢d);c 3.21)
Quer dizer, damos a estrutura (<Cmd>;“;”, skip) a semantica de um mondide.

Portanto, faz sentido estender o operador “;” a n-argumentos, obtendo um oper-
ador que podemos designar por

o
9;=1¢
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e que corresponde, nas vulgares linguagens de programagéo, a construcdo
begin ci;¢2;...5¢, end
Que dizer sobre o comando de atribui¢do? O seguinte axioma
vVi=nui=m = vi=m (3.22)

equaciona a composicdo sequencial com a atribuicdo e quer, no fundo, indicar que

a dltima atribuicfio a uma varidvel € “absorvente” em relacdo a uma que a preceda
3. Quanto 2 composi¢io condicional, ndo é dificil postular

if 0 then c else d = d (3.23)

if suc(n) then c else d = ¢ (3.24)

Quanto a composigdo iterativa, ocorre-nos imediatamente
while 0 do c = skip (3.25)

mas reparemos que ndo temos capacidade expressiva na linguagem para completar
a equagdo
while suc(n) do c=... (3.26)

sobre um comando iterativo que ndo termina. Podemos entdo considerar em E os
axiomas — equagdes — (3.19) a (3.25), ou seja:

c;skip = ¢
skip;je = ¢
_ c(die) = (cd)se
E<oma> = vi=nui=m = vi=m (3.27)
if 0 then c elsed = d
if suc(n) then c else d = ¢

Entdo o triplo (X, X, E) — onde X ¢é a tipificagdo de varidveis definida por (3.18)

e E ¢ uma familia de equagdes que inclui (3.27) acima — € uma especificacdo

equacional da semantica da pequena linguagem de comandos definida por (1.6).
Ha varias questdes que ocorrem sobre esta semantica:

- serd “suficiente”? Quer dizer, teremos em E todos os axiomas que sio
bdsicos para a inferéncia de equivaléncias entre programas da linguagem?

- Serd que é impossivel completar a semantica que se pretendia na equagao
(3.26)? Sera que num modelo essa semantica se exprime com facilidade?

3Notar que, na pratica, este axioma traduz uma simplificacio da realidade; de facto, apenas quando
m é uma constante é que ele faz sentido — cf. o que pode acontecer quando m refere uma varidvel.
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- Qual a relagdo entre a semantica equacional definida por E e a semantica
denotacional construida na Secgao 1.3.4?

Quanto a primeira questdo, € dificil (em geral) ter a certeza que os axiomas
bésicos escolhidos sdo “suficientes”, isto na medida em que sejam capazes de
gerar todas as equivaléncias consideradas “desejdveis”. Alguma experimentagio
a volta de E (3.27) mostraria “falta” de seméantica: por exemplo, nada sabemos
sobre o controlo da estrutura if ...then ...else quando este é feito por
varidveis. Um axioma adicional,

v:=n;if v then ¢ else d=v:=n;if n then ¢ else d (3.28)

poderd ajudar alguma coisa, mas ndo resolverd todos os problemas quanto a esta
estrutura de controlo . Quanto 2 segunda questio, gostariamos de poder atribuir
uma semantica indefinida (parcial) ao comando iterativo da equacio (3.26). Isso
s6 serd possivel quando estudarmos a variante inequacional da semantica ax-
iomdtica.

Finalmente, a sec¢@o que ird seguir-se tratard da relacdo que ¢ levantada na
terceira questdo acima.

3.3.1 O Sistema Légico-dedutivo DEQ(E)

Antes disso, porém, definiremos aqui o sistema lgico-dedutivo D EQ(E) associ-
ado a interpretacdo equacional de um conjunto E de axiomas. Consta de 6 regras,

cada uma da forma

Premz'ss~as (3.29)
Conclusdo

regras essas que espelham o processo da construgdo da congruéncia minima equa-
cional =g:

R, Reflexividade — para todo o termo ¢,

t=t
Rs Simetria —-
t=t
t'=t
R3 Transitividade —
t=tt'=t"
t=t"

1A possibilidade de se escreverem axiomas condicionais, que se estudard mais tarde, melhorard
este estado de coisas.
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R4 Substituicdo (de “iguais por iguais”) — para cada operador o : s1 X ... X
sp > set,t; € Wy, (1<i<n),

th=t,...,ty =1t
o(ty,...,tn) =0o(ty,...,th)

Ry Instanciacdo — para p € Vyy,

t=t
We(t) = We(t')

R Equagdes — para cada equagdo (t,t') € E

t=t

cf. Definicdo 3.8.

Para aplicar a regra genérica (3.29) temos que ter ji deduzidos todos os factos
que sdo Premissas. Destes, a aplicagdo da regra deriva o facto que consta na
Conclusdo. Uma deducdo, ou prova, é uma sequéncia de factos

tlEt’l,tQEtlz,...,tkEt;c,...

tais que cada facto pode ser derivado por aplicaciio de qualquer das regras a factos
que ocorrem anteriormente na sequéncia. Isto implica que o primeiro facto de
uma dedugdo deve ser uma instancia da regra R; ou da regra Rg, pois estas sdo as
Unicas regras com premissas vazias.
Escreveremos
F et = tl

sempre que exista uma dedugdo cujo dltimo facto é t = ¢, e diremos que ¢t = ¢t
é um teorema de DEQ(E). Quer dizer, g pode ser encarada como uma X -rela-
¢do. Ou melhor, g é uma X -congruéncia sobre W(X), cf. regras Ry, Ra, Rz ¢
R, de DEQ(E). E de esperar que g, restringida a W, coincida com 2.

Para terminarmos a apresenta¢do de D EQ(E), refira-se que a melhor maneira
de apresentar uma dedugdo € construir a respectiva drvore de prova, i.é estruturas
como a seguir se ilustram:

Rg Ro skip;c=c
c= skip;c

¢; skip = skip;ec

7R2

Rs c; skip =¢

(3.30)
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documentando os saltos dedutivos com as regras R;-Rg utilizadas em cada caso.
Outro exemplo serd

R, B —=7 B —iTc0doc= skip (3.31)

¢; while0doc=c¢; skip

Juntando as drvores (3.31) com (3.30) poderiamos obter

Ry

Rs ¢; whileOdoc=g¢; skip '’ ¢; skip = skip;ec

¢c; whileOdoc= skip;ec
e assim por diante.

Exercicio 3.4 Seja ¥ a seguinte assinatura:

0,1:—b
- f:a—b
yo= T ibob

+,X:bxb—b

Seja E o conjunto dos seguintes X-axiomas:

yt+ty =y (3.32)
yxXy =y (3.33)
y+(-y) = 1 (3.34)
-y+y = 1 (3.35)
yx(-y) = 0 (3.36)
(-yyxy = 0 (3.37)
Mostre que a introdugdo de um novo axioma,
—fz) = [f(=)

implica o facto 0 = 1.
(]

Exercicio 3.5 Suponha que a especificagdo equacional da semantica da pequena linguagem de co-
mandos atrds estudada (cf. (3.27,3.28)) se acrescenta agora o axioma
vi=nv =v = v i=njuvi=n

sobre o comando de atribuicdo. Serdo todos os axiomas até agora compilados suficientes para car-
acterizar a semantica “intuitiva” que temos da linguagem? Justifique a sua resposta com base na
construgdo de uma drvore de prova para o facto

X 1= 0; y := x5

X = suc(x); = y :=0; x := suc(0);

if x then skip else skip

segundo o sistema l6gico-dedutivo DEQ(E).
[m}
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3.3.2 Especificacao Equacional versus Modelos

Definicao 3.9 (Satisfacao de Equacoes) Seja X : Q — S* x S uma assinatura,
(2, X, E) uma especificacdo equacional e A : ¥ — Set um modelo. Diremos
que A satisfaz as equacdes em E, ou que é um modelo de E, sempre que = C
= 4, quer dizer:

t=pt = A(t) = AW
O

Portanto, se A estd nas condi¢oes da defini¢do anterior, entdo
V(t,t") € E: (Vp € Va:p(t) =p(t'))

i.¢é todos os axiomas de E sdo satisfeitos em A4 (bem como todas as suas con-
sequéncias equacionais). Mas pode haver mais “coisas verdadeiras” em 4 que
nio sdo consequéncias de F, pois, em geral,

2 € =g

Relembremos aqui o facto (2.77) cuja demonstragio, proposta no Exercicio
2.27, corresponde a validagio de um axioma (equagao)

elems(list(z)) =z
que relaciona dois operadores cujas funcionalidades podiam ser

elems : Seqs — Sets
list : Sets — Segs
para um modelo A tal que
2X
X*

A(Sets)
A(Seqs)

o~
o~

Definiciio 3.10 (Interface) Sempre que I = (X, X, E) é uma especificacdo equa-
cional e A satisfaz E, diremos também que I é uma interface para A — ou que A
tem I como interface — e escreveremos

A:—=1T (3.38)

notagdo que fard sentido mais tarde ®.
I dir-se-d uma interface completa para A se também acontecer
2t = =gt

i.é, se = 4 e Zg coincidirem.
C(I) ou C(E) sdo designagdes que utilizaremos para a classe de todos os
modelos A que satisfazem as equagdes de I = (X, X, E). O

5Ver Capitulo 4.
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o~

w

Figura 3.1: Sub-reticulado de congruéncias que satisfazem uma especificagdo
equacional.

Exercicio 3.6 Calcule a 3-congruéncia 2%y associada a especificagdo equacional (2, X, 0). Mostre
que I = (%, X, 0) é interface de qualquer modelo A : ¥ — Set.
O

Teorema 3.3 Todas as X -congruéncias satisfazendo os axiomas de uma especifica-
cdo equacional (X, X, E) formam um sub-reticulado completo (do reticulado de
todas as Y.-congruéncias) cujo limite universal minimo é =g, cf. Figura 3.1 (e
relembrar a Figura 1.7).

Demonstracdo: Se uma dada ¥-congruéncia = satisfaz E, entdo estd nas
condigdes de = 4 da Defini¢do 3.9. Logo, 2 C= para todo o = nessas condi-
coes, 1.8 =g ¢ limite universal inferior. Obviamente, . satisfaz os axiomas, 1.€
é limite universal superior.

Se duas congruéncias =1 e =4 satisfazem os axiomas, entdo

t=pt = t=t

t=pt = t=t

t=pt => t2 Attt
=4 t(gl N EQ)tl

quer dizer, a sua conjungdo (g.l.b.) também satisfaz os axiomas. Este resultado
pode ser iterado a () S, onde S é uma familia finita de congruéncias satisfazendo
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os axiomas. |J S constréi-se tal como no Teorema 1.2. O

Reparemos nas consequéncias praticas da Defini¢cdo 3.10 e do teorema ante-
rior. Se I = (X,X, E) é a interface de um modelo A4, entdo 4 € C(I), i.é a
congruéncia =g é mais fina do que = 4. Portanto, a0 compararmos as semanticas
respectivas, podemos tecer as seguintes consideragdes:

- 24 € a “verdadeira semantica” que queremos definir, i.é através de um
modelo que se construiu, para uma dada ¥-linguagem, segundo o método
denotacional cléssico. Contudo, decidir a equivaléncia t 224 t' com base
nos cdlculos explicitos de A(t) e A(t") pode, em modelos volumosos, ser
pouco prético. Isto justifica a apresentacdo de uma interface equacional I =
(2, X, E) que “esconda” a complexidade de A por detrds de um conjunto
E de axiomas que agrupe propriedades tteis na pratica sobre A.

- =g tem, pois, “menos semantica” que =4, e muitos factos verdadeiros
sobre A nio serdo dedutiveis de E; contudo, em muitos casos, a leitura de
E pode poupar o analista que pensa “re-utilizar” A, de fazer uma “visita”
explicita a esse modelo.

No Capitulo 4 este “jogo” que é preciso fazer, na prética, entre modelos e as suas
interfaces, ficard mais explicito no contexto da parametrizac@o e re-utilizacio de
especificagdes orientadas a modelos.

Exercicio 3.7 Dada a assinatura

fip—p
Ui
b:—>p
a:ipXp—u
d:TXp—p
e:mXp—Ip

1. Mostre que existe apenas uma X-dlgebra A (descreva-a) cujos portadores ndo diferem de Z
(conjunto de todos os nimeros inteiros) e que admite no méaximo os operadores + (soma de
dois inteiros), — (simétrico de um inteiro) e 0 (zero).

2. Verifique se A é modelo da interface (2, E) onde E ¢é o conjunto dos seguintes dois -
axiomas:

7(b) u (3.39)
fle(z,z)) = a(d(z,z), f(x)) (3.40)

Exercicio 3.8 No contexto do Exercicio 3.7, defina uma X-dlgebra A tal que:
- A é modelo da interface (X, E) onde E é o conjunto dos X-axiomas (3.39) e (3.40).
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- A semantica de f € a da funcdo que calcula o comprimento de uma lista finita.

Exercicio 3.9 Relembre as X-congruéncias £ 4 e 22 associadas aos respectivos modelos do Ex-
ercicio 1.24. Seja FZ uma familia de X-axiomas tal que

Es = 0
E, {o(z,y) = o(y, )}

- Compare a granularidade de 2f com ade = 4 e 2p.

- Suponha agora que E5 = {0 = 1}. Serd que X =277

3.4 Semantica Inequacional

Em especificacdo axiomdtica, os axiomas que muitas vezes gostariamos de poder
escrever para captar a realidade assumem a forma de inequacdes t < t' e néo
de equagdes t = t'. Por exemplo, se estivessemos a especificar um programa de
verificacdo de erros de ortografia (‘spelling’), podiamos ter definido a espécie

Vocabuldrio = 2P alavra
bem como o operador
inserePalavra :  Vocabuldrio x Palavra — Vocabuldrio
inserePalavra(v, p) ECINY {r}

Com base na teoria de conjuntos, ndo serd dificil demonstrar o facto
Yu,p : v C inserePalavra(v, p) (3.41)

Ora tal facto ndo pode ser registado numa interface equacional pois o simbolo C
ndo goza das propriedades de uma relacdo de equivaléncia mas sim das de uma
ordem parcial. A necessdria extensdo do conceito de especificacdo equacional
passa a ser estudada a seguir.
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3.4.1 Modelos Parcialmente Ordenados

Seja Pos a classe categoria de todos os conjuntos finitos parcialmente ordenados
cujos morfismos sejam apenas funcdes crescentes, i.é se (4;<4) e (B; <p) sdo
dois desses conjuntos, uma funcéo (morfismo)

f:A— B
estard em Pos se e sO se, paratodooa € A,
a<agd = f(a) <p f(a) (3.42)
Podemos entdo passar a defini¢do seguinte.

Definicao 3.11 (Modelo Parcialmente Ordenado) Relembrar a defini¢do de uma
XY-dlgebra (Defini¢do 1.7), onde ¥ : Q — S* x S é uma assinatura. Uma X.-
dlgebra ordenada, ou ¥-modelo parcialmente ordenado € rodo o functor

A:X — Pos
ou seja:

- para s € S, A(s) é um conjunto parcialmente ordenado cuja ordem se
designard por < z(s);

- para cada operador o : 81 X ... X s, = s em &, A(o) é uma fungéo
Ao) : A(s1) x ... x A(s,) = A(s)
crescente nos seus n-argumentos, i.é, para a;,a; € A(s;),1 <i <mn,

(V1 <i<n:ai Sags ai) = Al0)(as- .-, an) <ae) Alo)(ay, -, ap,)

n
Quer dizer, a familia
<u= (Las))ses
de ordem parciais é ¥-compativel. A um modelo A : . — Pos dd-se também o

nome de ¥ p,-dlgebra ou ¥p,-modelo. O

O conceito de ¥ -homomorfismo serd também ampliado, em concordancia com
a defini¢d@o anterior:

Definiciio 3.12 (X,,,-homomorfismo) Sejam A, B : ¥ — Pos dois ¥p,,-modelos.
Seja
h = (hs)sES

uma familia de funcées crescentes em Pos, 1.é
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- paras € S,
hs : A(s) — B(s)

a <A(s) @' = hy(a) <p(s) hs(a’)
- a cldusula (1.88) verifica-se.

Entdo, diremos que h é um X,,-homomorfismo. Esta defini¢do é uma extensdo da
Definigdo 1.10. O

Y po-epimorfismos ou Xp,-isomorfismos definem-se como Xp,-homomorfismos
sobrejectivos e bijectivos, respectivamente.

E imediato verificar-se que a nocdo de Y po-dlgebra estende a de X-dlgebra.
De facto, toda a dlgebra A : ¥ — Set pode ser encarada como uma X, -4lgebra
A" : ¥ — Pos considerando que, para cada s € S, < 4/(5) € a relago identidade
em A(s):

a <y a' ssea=a'

Definicao 3.13 (X,,-interpretacio) Define-se tal como na Definigdo 1.11. De
facto, se

h:W—-A

é um homomorfismo, para A : ¥ — Set, é também um X.,,-homomorfismo para
A : X — Pos, jd que a ordem parcial sobre W, é a trivial (1.6 a igualdade literal
de termos). O

Assim, as defini¢des de instanciacdo de varidveis (cf. Defini¢do 3.2), de X (X)-
interpretacdo (cf. Defini¢do 3.3), e o teorema da unicidade de X (X )-interpretagdes
(c¢f Teorema 3.1) estendem-se automaticamente a ,,-dlgebras e 3,,,-homomorfismos.

3.4.2 Os Modelos “Planos” e a Recursividade

Vejamos uma classe muito importante de modelos ordenados. SejaA : ¥ —» Set
um modelo ndo ordenado. Vamos, a partir dele, construir um outro modelo

Al : ¥ = Pos
— este ordenado — como se segue:

- paras € S, seja A (s) = A(s) U{L,}, para um valor L qualquer ndo
presente em \A(s), sendo a ordem < 4, (5) a vulgarmente designada ordem
parcial plana (‘flat c.p.0.’),

Va€e AL(s): L, <a (3.43)

abreviando < 4, (,) para <, para ndo sobrecarregar a notagao, cf. Figura 3.2.
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a1 a2 as 42

Figura 3.2: A ordem parcial plana sobre A (s).

- para cada ¥ -operador o : s1 X ... X s, — s, a funcéo correspondente em
A estende naturalmente A(c), i.é,

def{f(a)(al,...,an) < Vi<i<n:a; #Llg; (3.44)
S

ALlo)ar,... an) = < FA<i<nia= 1y,

Exercicio 3.10 Mostre que o modelo A | construido a partir de A de acordo com (3.43) e (3.44) é,
de facto, um modelo parcialmente ordenado.
[m}

De uma modo geral, toda a fungdo n-dria f que, tal como (3.44), satisfaz a
clausula

flag,...,L,...,a,) =1

para 1 < ¢ < n, diz-se uma func@o estrita. A interpretagdo candnica para cada
simbolo L (3.43) é a de indefinicdo, i.é, 1 representa o valor indefinido da
espécie s. Este valor é muitas vezes artificialmente introduzido para “representar”
o resultado de uma fung@o que néo termina.

Alids, sempre que atras escrevemos defini¢oes de fungdes com pré-condigdes,
tipicamente

A(o) = Az {pre(z) = ...



3.4. SEMANTICA INEQUACIONAL 165

estdvamos ja implicitamente a trabalhar com a correspondente versdo ordenada,

pre(z) =.

—pre(z) = J_s (3.45)

Ai(o) = Az {
— ¢f. 0 que no Capitulo 2 se discutiu a propésito de f, (pag. 87).

Exercicio 3.11 Estard correcto afirmar-se que todo o modelo A que s6 contém fungdes estritas é
parcialmente ordenado? Justifique formalmente a sua resposta.
O

Os modelos planos constituem, portanto, uma ferramenta matemaética ade-
quada ao tratamento da indefini¢do de funcgdes parciais. Como estas se podem
ainda definir de forma arbitrariamente recursiva, convém particularizar aqui a re-
spectiva abordagem por pontos fixos.

Seja o : s — r um operador de uma assinatura £ e .4, um X-modelo plano
em que A (o) é uma funcdo definida recursivamente. Para ndo sobrecarregar
a notacdo, abreviaremos A (o) para f, A, (s) para S e A, (r) para R. Sendo
recursiva, f é da forma

f: : S—>R (3.46)
f@) € F(f)@) |
onde F' designa uma expressdo em f funcionalmente correcta envolvendo, pos-
sivelmente, outros ¥-operadores. Podemos entdo escrever, em lugar de (3.46),

F Y e F(f) ()

ou, ao nivel puramente funcional,

F ¥ F(f) (3.47)

Qual o significado da expressdo recursiva (3.47)? Para fazermos uma interpreta-
¢do coerente com o Teorema 2.2 (Teorema de Kleene) atrds, precisamos de carac-
terizar o espago de fun¢des S — R como uma c.p.o. — (S — R; <) — e garantir
que

F:(S-R)— (S—R)

é uma funcional ® continua em tal c.p.o.. A ordem < sobre fungdes serd definida a
custa das ordens planas que o modelo de trabalho, A, garante sobre S e R. Assim,
dados f,g : S — R, definiremos

f<g ¥ VaeS:f(a)<ggla) (3.48)

6 A fungdo F' designa-se por funcional para tornar explicito que se trata de uma funcio cujos argu-
mentos e resultados sdo, eles proprios, fungdes.
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onde <pg abrevia < 4 (y)- E f4cil de ver que existe, em particular, uma funcéo
constante

1 : S—>R
1) ¥ 1g

que limita (S — R; <) inferiormente, i.¢ tal que, para todo o
g:S—R

se tem N
1<yg

Isto vai-nos permitir interpretar o significado de (3.47) segundo o Teorema de
Kleene, i.¢ construindo

pF =\/ Fi(T)
i=0
desde que F' seja continua. Mas vejamos, antes de mais, um exemplo, para S =
R=INuU{l}

ef n=1 =1
fm) = {n;él = f(n+1)

quer dizer,

) € F(f)n)

onde F(f):)\n.{ n=1 =1

n#l = f(n+1)

Intuitivamente, f é a identidade paran = 1 e ird divergir para qualquer argumento
n # 1. Vejamos como a correspondente cadeia de Kleene confirma essa intui¢ao:

FO ) = 1T
= .l
FY1) = F(wm.1)

- n=1 =1
- T n#l1 =1(n+1)

=1 =1
- )‘n'{ Z;él =1
F¥1) = F(F'(\n.l))

n=1 =1
- F(An'{ngél :>J_)
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n=1 =1
n=1 =1

n#l :>()\n'{n791 :J_)(n+1)
n=1 =1

n+l=1 =1
n#l :>{n+1#1 =1
n=1 =1

F =1
n#1 :>{V o1

(poisn + 1 =1 é impossivel em IN)

g

n=1 =1
n#l =1

tendo-se assim obtido jd o menor dos pontos fixos,

n=1 =1
pE = {n;él =1

que € a funcdo que se esperava.
Note-se que (3.49) ndo é o tnico ponto fixo de F'; de facto, para todo o m €

IN U {L}, a fungdo

fn =

€ ponto fixo de F', pois

F(fm) =

Repare-se que uF' = f;

n=1 =1
n#l =>m

n=1 =1
M{n#lénm+n

n=1 =1
n+l=1 =1
n#l :>{n+17é1 >m
A n=1 =1
- nzl =m
fm

< fm,param > 1. Logo, o conjunto de todos os pontos

fixos de F' forma, ele préprio, uma c.p.o. plana (cf. Figura 3.3).

Faltou averiguar sobre a continuidade do funcional F'. Em geral, o Teorema
2.3 poderd ser invocado para todas as funcionais envolvendo fungdes crescentes,
como € o caso da funcional composicdo e a funcional condigdo — cf. os exercicios

seguintes.



168 CAPITULO 3. SEMANTICA AXIOMATICA

f1 f2 fs e fm o fe

i

I

Figura 3.3: Sub-c.p.o. plana de pontos-fixos de F'.

Exercicio 3.12 Mostre que, para todo o f,

fol=lof=1

Exercicio 3.13 Verifique se a composi¢do de fungdes (estritas ou, no minimo, crescentes) é uma
funcional crescente nos seus dois argumentos em relagdo a ordem de defini¢do de fungdes expressa
por (3.48), isto € se

f<g9g = hof<hog

f<g = [foh<goh

Exercicio 3.14 Seja p — g¢;h uma expressdo funcional que designa a mesma fungdo que a A-
expressao
p(z) = g(x)
Az.
{ -pz) = h(z)
onde se assume sempre p(z) # L. Verifique quais dos factos
f<g = p—=2>fih<p—gh
f<g = p=2hf<p-hyg
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sdo validos.
[m}

Exercicio 3.15 Seja [f, g] uma expressdo funcional que designa a mesma fungdo que a A-expressio

Az(f(2), g(x))
— recordar (1.20). Verifique se

Falta apenas discutir o caso das funcdes poliddicas, i.¢

fr  S1x...xS8, >R
def
f(xla---axn) = F(f)(xlaawn)
em lugar de (3.46), o que ndo apresenta problemas adicionais ja que, com modelos

planos, estamos a trabalhar apenas com fung¢des naturalmente estendidas, que sdo
sempre crescentes — veja-se o teorema que se segue.

Teorema 3.4 (Monotonia de Func¢oes Naturalmente Estendidas)
Toda a fungdo naturalmente estendida é mondtona.
Demonstragio: Ver [Man74]. O

Exercicio 3.16 Seja X a assinatura de um grupdide, isto é, constando apenas de uma espécie e um
operador bindrio. Seja 2 o conjunto parcialmente ordenado

F \4
L
e sejam A e B duas X,-dlgebras cujo portador é 2| e cujos operadores satisfazem as seguintes
tabelas de verdade, respectivamente em A (A) e em B (V):

AV I F|L VI||V|IF]|L
VIV |F|L viiv]iv]Vv
F|F|F|F F|(|V|F|L
L L] F|L Ly|viL|L

1. Mostre que A e V sio operadores que, embora crescentes, ndo sdo estritos.

2. Mostre que o operador sobre 2 |

def b= L1 = 1
neg®) = p> L = b

estabelece um X;,-isomorfismo entre A e I3 (e vice versa) que pode ser encarado como uma
extensdo ordenada as cldssicas Leis de Morgan.
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Exercicio 3.17 Verifique se a fungdo A(n, m).n —m (subtrac¢do de inteiros) é ponto fixo da funcional
seguinte:
def rT=y = 0
F = .
W@ { 730 2 U ey

3.4.3 Pré-ordens

Temos visto como os conceitos fundamentais da teoria algébrica das ¥-algebras
estudada no Capitulo 1 se estendem naturalmente a X,,-dlgebras. A questdo que
se poe agora é: qual € o X,,-equivalente da noc¢do de X -congruéncia?

Na base do conceito de X,,,-dlgebra estd a nogéio de ordem parcial. Esta no-
¢d0 “colide” com a propridade de simetria das relacdes de congruéncia. Veremos
de seguida que a prépria antissimetria das ordens parciais é uma propriedade de-
masiado forte para a nocio que pretendemos que venha a estender o conceito de
¥ -congruéncia. Comecemos por reflectir sobre a defini¢do seguinte:

Definiciio 3.14 (X-pré-ordem) Seja A : ¥ — Pos uma X,,-dlgebra, e seja

C= (Es)sGS

uma familia S-indexada de relacoes sobre A que é X.-compativel.
Seja cada T, uma relagdo reflexiva e transitiva. Vamos ainda supor que, para
cadas € S, ea,d € A(s),

a <y 0 =alsa
quer dizer, C estende < 4 na medida em que
Sais) € LEs

paracada s € S'.
Entdo, C dir-se-d uma Y.-pré-ordem sobre A. O

Quando comparada com uma X -equivaléncia ou uma X -ordem-parcial, uma
¥ -pré-ordem é mais geral na medida em que relaxa qualquer requisito no que diz
respeito a simetria (ou antissimetria).
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Vejamos um exemplo tipico de construgiio de uma pré-ordem sobre os termos
de uma dada X-linguagem. Seja A : ¥ — Pos uma ¥p,-dlgebra. Sejas € S
uma X-espécie, ¢,t' € Wy 4, ¢ T, arelagdo em Wy ¢ definida por

tCst' sse A(t) <s At (3.49)
onde se abreviou < 4(5) em <, para ndo sobrecarregar a notagdo. Seja

C= (ES)SES

a familia S-indexada de relagdes C ¢ que satisfazem (3.49). Que tipo de X -relagdo
¢ C? Nao € dificil verificar que se trata de uma familia de relacdes reflexivas e
transitivas. Qual o seu comportamento no “eixo” da simetria? Quer dizer, que
podemos dizer sobre dois termos ¢ e ¢’ tal que t C4 t' e t' Cg ¢? Teremos

tCs ' = At) < At')

t'Cst = Alt) <s A?)
tC, VAT C,t = AW =A()

pois <, &, por defini¢dlo, antissimétrica. Quer dizer,
(T AN Cot) >t 2yt (3.50)
Com mais generalidade, podemos afirmar o seguinte teorema:

Teorema 3.5 (Fecho Antissimétrico de X -pré-ordens) Seja C uma ¥-pré-ordem,
e seja ~ o seu niicleo, 1.¢

a~sa' sseal,a Na' Cya (3.51)

para s € S. Entdo ~ é uma X.-congruéncia.
Demonstragio: E imediato que ~ seja reflexiva e transitiva. Provemos que é
simétrica, 1.€ que cada ~ é tal que

a~,ad =>d ~a (3.52)
De acordo com (3.51), a implicagdo (3.52) re-escreve para
(@Csa’'Ad' Csa)=> (a'CsaNalsa) (3.53)

Como a conectiva logica N\ é comutativa, (3.53) verifica-se trivialmente pois a
implicagdo logica é uma conectiva reflexiva, 1., para todo o predicado p,

p=p

Sendo T uma ¥-pré-ordem, é ¥ -compativel. Logo é uma ¥ -congruéncia. O
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O Teorema 3.5 mostra uma maneira de se “partirem” ¥,,,-4lgebras por X -pré-
ordens obtendo novas ¥,,-dlgebras, i.¢ temos para X,,-dlgebras uma constru¢do
andloga a de X -dlgebras quociente, de acordo com a defini¢do que se segue.

Definicao 3.15 (X,,-quocientes) Seja A : ¥ — Pos uma Xp,-dlgebra, e seja
C uma pré-ordem sobre A. A Tp,-dlgebra Af C, dita “quociente de A por C”,
define-se como se segue:

- seja ~ o niicleo de C, cf. (3.51)
- paracada s € S, defina-se

A/ E (s) = A(s)/ ~s (3.54)

- para cada portador de A] C definido por (3.54), defina-se a seguinte ordem
parcial sobre ~¢-classes de equivaléncia:

Via],[a'l € A/ E (s):[a] <s [a] © aCsd (3.55)

Nao é dificil provar que cada relagdo <, definida por (3.55) sobre A] C
(s) é uma ordem parcial, onde a igualdade da antissimetria é a igualdade
de conjuntos (classes de congruéncia).

- para cada X-operador o : 81 X ... X8, — s, ea; € A(s;) paral <i<mn,
defina-se

A/ E (0)([a];- -, [an]) = [Alo)(ar, - ., an)] (3.56)
cf. Definicdo 1.14.

Serd cada A| T (o) definida por (3.56) uma fungdo crescente? Seja [a;] <s,; [a}]
em (3.56) de acordo com (3.55). Entdo a; Cs; a). Como C é X-compativel,

A@@)(...,a4,...) Cs A(0)(.-.,a},...)
isto é,
[A(0)(...,ai,...)] Cs [A(0)(...,a},...)]

ou seja

A/E @) ai..) Cs A/ T (0)(...,al,...)
como queriamos. O
Tal como aconteceu com X-dlgebras, interessa-nos construir X,,-quocientes

sobre a dlgebra dos termos W, no sentido de conseguirmos explicar o significado
de um conjunto de X -inequagdes da forma t < t'.
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Reparemos que, dado um X,,-modelo A : ¥ — Pos, continua a ser a dlgebra
W/ = 4 o Ep0-quociente desejado, cf. (3.49) e (3.50). Isto porque o fecho antis-
simétrico de uma ordem parcial € a prépria igualdade. A questdo que se pde agora
¢ a seguinte: que ¥,,-quociente de W estaremos a definir sempre que escrevemos
uma familia

E = (By)ses (3.57)

de ¥-inequacdes?

3.4.4 O Sistema Légico-Dedutivo DIN(E)

Tal como fizemos para o caso equacional, comecemos por apresentar o sistema
16gico-dedutivo

DIN(E)
associado a F, e que é uma reafirmagéo do sistema DEQ(FE) uma vez retirada a
regra de simetria:

Ry Reflexividade — para todo o termo ¢,

Ry Transitividade —
t S t’,t’ S t”
t <t

R3 Substitui¢do — para cada operador o : §1 X ... X $p = set;,t; € Wy g,
1<i<n),
t1 Stllaatn_t;,
o(t,...,ty) <o(ty,...,t)

Ry Instanciacdo — para p € Vyy,

<t
pt) < p(t')

R5 Equagdes — para cada equacio (t,t') € E

t<t

Este sistema l6gico-dedutivo dita — tal como no caso equacional — a construg¢ao
da congruéncia ~ g (contudo diferente de =) que fica definida pela apresentagao
de axiomas interpretados como inequagdes, cf. (3.57), tal como se segue.
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Teorema 3.6 (Fecho por Pré-ordem) Seja R = (R;)scs uma familia S-indexada
de relagoes sobre um Xp,-modelo A, isto é, Rs C A(s) x A(s) para cada s € S.
Vamos designar por R® o fecho reflexivo, transitivo e substitutivo de R, .6 a
menor familia de relagbes que satisfaz as cldusulas seguintes:

. Base: paracada s € S, R® D R;

. Fecho reflexivo: para cada s € S, R® D {(a,a)| a € A(s)}

. Fecho transitivo: para cada s € S, se aR®a' e ' R®a" entdo aR®a"

AN N~

. Fecho substitutivo: seja o : 1 X ... X 8, = s com X-operador, e sejam
a;,a; € A(s;) tal que a;RY al, paral < i < n; entdo

8; 1

o(at,-..,ai,-..,an)R%0(ay,...,al,...,al)

Tem-se que R® é a menor pré-ordem gerada por R.
Demonstragio: imediata a partir da construcdo de R®. O

Definiciio 3.16 (Pré-ordem Inequacional Minima) Seja E = (E;),¢g uma familia
de X-axiomas (t,t') que se pretendem interpretar como inequacdes t < t'. Seja
R = (Rs)ses a familia de relagbes Ry C Wy s x Wx 5 definidas por

Ry = {(p(t),p(t’)) | (ta tl) €EE;Npe€ VW}

Entdo a relagdo Cg= R® dd-se o nome de pré-ordem inequacional minima
associada ao conjunto E de inequagoes. O

Defini¢ao 3.17 (X,-quociente Inequacional) Seja ~ o fecho antissimétrico (Teo-
rema 3.5) da pré-ordem equacional minima C g associada a um conjunto E de
Y-inequagdes. Entdo o p,-quociente W[ Cg, definido a custa de ~p — cf.
Defini¢do 3.15 — é a ¥p,-dlgebra candnica para representar a semdntica de um
conjunto E de ¥-inequagées. O

Exercicio 3.18 Relembre a assinatura do Exercicio 1.8:

» : {0,1,2,0} > S*x S

20) = (<>,s)

(1) = (<>,98)

2(2) = (<>,7)

o) = (<s,s>,r1)

Suponha que esta assinatura € acompanhada das seguintes 3 -inequagdes:

0<1
Veer:2<z

Calcule a pré-ordem inequacional minima associada a este conjunto de X-inequagdes. (Use uma
representagdo grafica adequada.)
[m]
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Reparemos que, se E é um conjunto vazio de axiomas, entdo a sua interpreta-
¢do equacional e inequacional coincidem, i.é W/ 22 coincide com W/ Cy. Por
outro lado, faz sentido definir axiomatiza¢des “hibridas” combinando equacdes
com inequagdes desde que cada uma das primeiras, da forma

t=t (3.58)
seja considerada uma mera abreviatura de duas inequagdes,

t<t (3.59)

<t (3.60)

Neste contexto, podemos finalmente voltar ao axioma (3.26), que na altura ficou
incompleto e que agora conseguimos completar escrevendo a inequacgéo

while suc(n) do ¢< ¢

para quaisquer ¢,c’ da espécie <Cmd>. Quer dizer, Wy «cmq> forma uma
ordem parcial plana onde o termo while suc(n) do c¢ pertence a classe de
equivaléncia de todos os comandos que ndo terminam, i.¢ que t€m semantica
indefinida. A abreviatura (3.58) para a conjungdo de (3.59) e (3.60) leva-nos a
introduzir uma dltima regra em DIN (E) para a igualdade:

Rg Igualdade — para todos os termos t, t',

t<tt' <t t=t t=t
t=t Tt<tt<t't=t

3.4.5 Especificacao Inequacional versus Modelos

As defini¢des e teoremas da Secgdo 3.3.2 para o caso equacional podem transportar-
se para o caso inequacional sem dificuldade, feitas as dbvias adaptacdes. Por ex-
emplo, uma Y-inequagiio t < t', sobre uma espécie s € S, sera satisfeita num
Y po-modelo A desde que

Vp € Va:p(t) <aes) pt) (3.61)

Dada uma colecgio de Y-inequagdes E, A satisfaz E sse o facto (3.61) se
verificar para todas as inequagdes de E e a especificacdo inequacional onde E
se insere, (X, X, E), dir-se-4 uma interface para A, tal como anteriormente. O
quociente W/ C g continua a ser o limite universal minimo de todos os quocientes
induzidos por X,,-modelos A que satisfazem E, e o X,,,-modelo trivial 7 a ser
o limite universal mdximo. No reticulado de tais quocientes, os homomorfismos
que ordenam os ,,,-modelos sdo agora ¥,,,-homomorfismos.
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3.5 Alguma Notacio Util

Para finalizar, vamos introduzir uma notacéo concreta para a declaragéo, na prética,
de especificacdes axiomaticas. Seja I = (X, X, E) uma especificacdo axiomadtica
(interface) de acordo com as Defini¢des 3.7 e 3.10. Seja S = {s1,82,...,8,} 0
conjunto das suas espécies, Q@ = {o1,...,0,} 0 conjunto dos seus operadores,
V = {v1,..., v} o conjunto das varidveis que X envolve e E = (t; < t})1<i<i
o conjunto dos seus axiomas. A notacdo concreta que se utilizard serd a seguinte:

interface T

sorts 81,82,...,8n
ops O1:...X...X...—>.
g :...X ... X...—>.
: (3.62)
Omieee X oo X oio =0
azioms Yvy,...,vp: t; <t]
<t

Naio existindo algumas das entidades presentes em (3.62), omitir-se-do as re-
spectivas entradas. Por exemplo, na seguinte declaragdo de interface,

inter face ITEM

sorts Item (3.63)

ndo sdo referidas as entradas ops e azioms pois ndo hd nem operadores nem
axiomas. Reparemos que, sendo ITEM uma interface minimal 7, faz sentido
tomd-la como ponto de partida para coisas mais elaboradas. Por exemplo, se
acrescentarmos a IT'E M um operador bindrio,

0:ITEM x Item — Item

obtemos a interface GRU POID para grupdides,

inter face GRUPOID
sorts Item (3.64)
ops 0:Item x Item — Item

etc.

"Relembra-se que, de acordo com a Definigdo 1.1, o conjunto S de espécies de uma assinatura é
sempre ndo-vazio.
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3.6 Exercicios
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Exercicio 3.19 Considere a assinatura

,

init : — Db
add : Record x Db— Db
del : Keyx Db— Db
pack : Db— Db
mkInf : Str—Inf
mkKey : Str— Key
mkRec : Keyx Inf — Record
mkStr : Char — Str
strCons : Char x Str — Str
undel : Keyx Db— Db

referente a gestdo de um diciondrio de registos cuja chave e informaco sdo ‘strings’ (sequéncias de
caracteres), com a seguinte funcionalidade:

Inicializacdo (init);

Entrada de novo registo (add);
Marcagdo de chave de registo a apagar (del);
Empacotamento, ou destruicdo de facto de todos os registos marcados para apagar

(pack);

Recuperagdo de um dado registo, conhecida a sua chave (undel)).

Tome como ponto de partida para a defini¢do de um modelo A : ¥ — Set, que capte formal-
mente a semantica acima, as seguintes cldusulas referentes a X-operadores:

Ainit)
A(add)

A(del)

A(pack)

A(undel)

A(mkInf)
A(mkKey)
A(mk Rec)
A(mkStr)

= ().
def A(r, o). let k=mi(r)
i =ma(r)
o1 =i (o)
o2 = m2(0)
in (ot (5 )0
def Ak, 0). let 01 =mi(0)
o2 = ma(0)
in (01,02 U{k})
def Ao. let o1 =71(0)
o2 = ma(0)
in <0'1 \025{}>
def Ak, 0). let 01 =mi(0)
o2 = ma(0)
in (01,02 —{k})
déf AS.8
def AS.S
Nk, i).(k,4)
def Ac.<c>
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A(strCons) e cons
1. Infira o resto do modelo A (espécies).

2. Formule um 3(X)-axioma que registe a propriedade: marcar um registo para apagar e a
seguir recuperd-lo ndo altera o diciondrio. Verifique se 0 modelo proposto, A, satisfaz esse
axioma.

Exercicio 3.20 Verifique quais das fungdes em IN A(n,m).n X m (multiplicagio de naturais) e
A(n, m).n™ (exponenciagdo em IN) sdo pontos fixos da funcional seguinte:

def =1 =
F(f):)‘(’”’y)'{i>1 = Z+f(w—1,y)

Exercicio 3.21 Considere a seguinte gramdtica para um fragmento de uma linguagem de Ldgica
Temporal:

G = (NT,T,(Férmula),P)
NT = {(Formula),(Varidvel)}
T = {(5),True,False,nOt,and5orjo,uiois,p,q,r,x,y,"'}
( (Formula) ::= (Varidavel)|
( (Formula) ) |
True | False|
not (Foérmula)| [*negagdo da ldgica cldssica */
(Foérmula) and (Formula)|  /*conjuncéo da légica cldssica */
P = (Férmula) ox (Férmula)| [*disjungdo da légica cldssica */
X(Formula)| [*operador temporal ‘next’ */|
(Formula) U (Foérmulay| [*operador temporal ‘until’ */
O Formula)| [*operador temporal ‘last’ */
(Férmula) 8 (Férmula) I*operador temporal ‘since’ */
\ (Varidvel) ::= plalr|x|y]...

Pretendendo-se dotar a linguagem de uma semantica com passado finito e futuro infinito numeravel,
definiram-se os seguintes dominios semanticos:

.. def
[(Férmula)] = [(Varidvel)] = INg — 2
que permitem indexar no tempo linear (modelado por INg) os valores booleanos de cada férmula ou
varidvel.
Definiu-se entdo a semantica:
def

[ True] PYA%
[False] e N F » .
gy def . . . légica cldssica
[fand f'T = X.[f]G) ALF'](2) (atemporal)

[f or f] :{ XLLF1G) v [716)

[not /T = Xi~([f1()
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[Of] % A[f1G+1) } 16gica temporal
Fusrl € xi@i>i:[fI1G)Avi<k<j:[fJk)) J o’
o < i 1202 o) logica temporal
s g1 = { z > g z §0 <J<i: P16 AV <k <i:[f](k) st
[CHTE
v]Formulay o v varidvery (3.65)

1. Desenhe a assinatura X que descreve G algebricamente.

. Explique o significado da clausula semantica (3.65).

[SSIEN o)

. Mostre que a semantica apresentada satisfaz o seguinte axioma
aSb=@bor (aand(aSh)))

4. Mostre que a mesma semantica satisfaz a inequagao

00a<a

para a ordem < (=implicagdo logica temporal) sobre INg — 2 que se define por:
; def ’
v<v = VnéeNy:v(n)=v(n)

5. Que frase da linguagem tem como semantica o limite inferior da ordem < ? Justifique.

Exercicio 3.22 Verifique se o modelo semantico definido no exercicio 3.21 como semantica de uma
pequena linguagem para Légica Temporal satisfaz os seguintes axiomas:

O(fand f) = (Of)and(0f) (3.66)
not (Of) = X not f) (3.67)

3.7 Notas Bibliograficas

No presente capitulo fez-se um apanhado da notag@o e principais resultados da
teoria algébrica da especificagdo axiomadtica de tipos abstractos de dados, que o
leitor poderd encontrar muito mais desenvolvida em livros como [Bp82], [EM85],
[Hen88] e outros. Em particular, os teoremas da adequacdo e completude dos
sistemas dedutivos DEQ(E) e DIN(E) — que atrds se omitiram por razdes
de economia de espago — podem encontrar-se em [Hen88], respectivamente nas
pp-37-38 e p.52.
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Ficaram por tratar dois aspectos relevantes desta teoria. Primeiro, a especifica-
¢éo por equagdes condicionais, i.¢ axiomas da forma

(para ¢ = 0 teremos t = t', i.é o

=) =>t=t (3.68)

caso estudado) que sdo muito relevantes na

pratica. A teoria subjacente é andloga a estudada. Contudo, o subreticulado de
congruéncias que satisfazem um conjunto de axiomas condicionais pode néo ser
completo, isto na medida em que o [.u.b. de duas congruéncias satisfazendo os ax-
iomas pode ndo fazer o mesmo. Por exemplo (tirado de [BWP84]), sejam solteiro,
casado, vitivo, verdadeiro e falso ¥-constantes de uma especificagdo com o ax-

ioma condicional

casado = solteiro = verdadeiro = falso.

Duas congruéncias ~ e ~' tal que

solteiro  ~  vilivo
solteiro  #  casado
verdadeiro £  falso

!

casado ~' vilivo
solteiro &' casado
verdadeiro 4’ falso

satisfazem os axiomas; contudo, o seu [.u.b. ~ U ~'=~" ¢ tal que

solteiro
verdadeiro

n

~" vitivo ~'" casado

A" falso

Isto prende-se com o segundo aspecto por tratar: o estudo dos modelos e con-
gruéncias hierdrquicas associadas a assinaturas construidas hierarquicamente, (e
equipadas com axiomas condicionais), assunto do capitulo que se segue.

Finalmente, o tratamento das funcdes recursivas parciais € extensivamente
tratado no conhecido livro de Zohar Manna [Man74].



Capitulo 4

Especificacao Modular e
Parametrizacao

4.1 Introducao

E conhecido que quaisquer ambicdes em programacio estdo limitadas pelo vol-
ume dos programas cujo ‘debug’ e manutencdo se conseguem fazer. Quando um
programa ultrapassa um dado tamanho... ninguém mais no mundo o consegue
entender! Mas espera-se que cada uma das suas partes seja entendida por, pelo
menos, uma pessoa, € que outras entendam como as partes encaixam umas nas
outras.

Saber encaixar blocos de ‘software’ uns nos outros € o objectivo da chamada
programagdo em larga escala, enquanto que a programagdo em pequena escala
se dedica a construcio de tais blocos de c6digo, usando por exemplo varidveis,
comandos de atribuicio, ciclos ‘while’, procedimentos etc.

PASCAL, LISP, PROLOG efc. sd3o exemplos de linguagens conhecidas para
programagio em pequena escala; j4 CLU, MESA, MODULA 2, ADA, OBJ, ML efc.
sdo linguagens que se preocupam mais com primitivas — e.g. ‘clusters’, médulos,
‘packages’, ‘abstract data types’ etc. — para programagdo em larga escala.

Quando se combinam mddulos uns com 0s outros temos que nos preocupar
com a interface entre si. Uma interface informa-nos quais os requisitos e resulta-
dos de um médulo. E claro, as interfaces tém que ser verificadas umas perante as
outras. Mas... o que é uma interface? E um médulo?

Infelizmente, conceitos basicos como estes aparecem nos manuais de programa-
cdo de forma confusa, informal, e acabam por tornar-se em mais um nivel de
complexidade das (ditas) novas linguagens de programacao.

Como temos visto, a especificagdo matemdtica de sistemas ou programas

181



182 CAPITULO 4. ESPECIFICACAO MODULAR E PARAMETRIZACAO

tem sido proposta como alternativa para aumentar o rigor e a inteligibilidade
da documentagdo do ‘software’. Infelizmente, o “sindrome” acima descrito que
afecta programas grandes também afecta especificagdes acima de determinado
tamanho. E claro, a quantidade de informagdo contida num determinado niimero
de paginas de um documento matemadtico de especificacdo (e.g. um modelo em
Sets) é incomparavelmente superior a informac@o contida no mesmo nimero
de paginas de uma listagem de COBOL, ou FORTRAN. Portanto, j& ganhamos
alguma coisa. Mas, na verdade, apenas fizemos subir (ainda que significati-
vamente) o volume de informagdo a partir do qual um problema deixa de ser
“inteligivel”. Torna-se, portanto, necessdria a divisdo de uma especificacdo em
partes organicas (mddulos) que sejam ‘mind-sized’ e que, articuladas umas com
as outras, produzam um resultado desejado. Diferentes articulagdes de partes el-
ementares poderdo produzir resultados diferentes; quer dizer, torna-se possivel a
re-utilizacdo de especificagdes por outras especificagdes.
Algumas questdes se levantam de imediato:

- terd significado matemadtico a “particdo” de uma especificacdo em partes?
- qual o significado matemadtico da “juncdo” de sub-especificacdes?
- como garantir que essa jungdo produz um efeito desejado?

Fornecer respostas para estas questdes no ambito da metodologia de especifica-
¢d0 por modelos que vem sendo exposta neste texto € o principal objectivo do
presente capitulo. Comegaremos por uma inspec¢@o do “estado da arte” no to-
cante a programagdo modular. Dessa inspec¢do resultard a intui¢do que motiva a
abordagem formal que se lhe seguird.

4.2 Programas e Moddulos: Revisao do Estado da
“Arte”

Comecemos por alguns exemplos de programacdo cdssica em, por exemplo, PAS-
CAL. Pretendemos que seja feita uma ideia da prética e intuicdo comuns, a ponto
de podermos evoluir para a caracterizacdo matemadtica de conceitos como implementagdo,
interface e modulo.
Consideremos o seguinte fragmento de programa em PASCAL:

type Point = “record xcoord: Real;
ycoord: Real

end;

function mkpoint(x:Real; y: Real): Point;
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var p: Point;

begin new(p);
p~ .xcoord := x; p~.ycoord
mkpoint := p

I
~

end;

procedure rotate(var p:Point; theta: Real);
var ....;
begin ....end;

...que pode ser modificado no sentido de se separarem, em sec¢des de codigo
distintas, as declara¢des de tipos, procedimentos e fungdes, dos corpos que con-
stituem estes tltimos.

Eo que se pode fazer (e.g. em UCSD PASCAL) conduzindo a:

/* POINT Interface */

type Point = “record xcoord: Real;
ycoord: Real
end;
function mkpoint(x:Real; y: Real): Point;
procedure rotate(var p:Point; theta: Real);

quanto a declaragdes, e a:

/* POINT Implementation */

function mkpoint;

var p: Point;

begin new(p);
p~ .xcoord := x; p~.ycoord := y;
mkpoint := p

end;

procedure rotate;
Var c...;
begin ....end;

quanto a implementagio das entidades acima declaradas.

Aqui, uma “interface” introduz nomes (e.g. Point, mkpoint etc.) e associa-
lhes um tipo, mas nenhum cédigo executdvel; este é dado na correspondente
implementagao.

Nao ¢ dificil imaginar a construcdo de programas usando este tipo de estruturacio;
por exemplo, POINT poderia ser a base de uma nova entidade, LINE,
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/* LINE Interface */

USES POINT;

type Line = record ... end;

function mkline(p:Point; g:Point): Line;
function intersects(ll:Line; 1l2:Line): Point;

/* Implementation of LINE */
por sua vez conducente a PICTURE,
/* PICTURE Interface */

USES POINT, LINE;
type Pic = record ... end;

function mkpic(p:Point; al:array[...] of Line): Pic;
procedure display(p:Pic; var a:array[...] of boolean);

/* Implementation of PICTURE */

e assim sucessivamente. Notar a palavra-chave USES que é empregue, nesta sin-
taxe 1, para indicar “colagem” de cédigo (implementacdes) formulada a nivel das
correspondentes interfaces, encadeadas hierarquicamente.

No entanto, interfaces como POINT, LINE efc. acima sdo “demasiado infor-
mativas”. Ha muito tempo que as técnicas de abstrac¢do de dados recomendam
que, em casos como estes, o utilizador ndo precise de (nem deva!) saber “de que é
que os pontos, as linhas efc. sdo feitos” transformando-se em tipos abstractos de
dados (TADs) cujos pormenores de implementacdo ndo sio “publicos”. Somos
conduzidos a novas versdes das interfaces acima, que escondem agora as proprias
descricoes dos tipos de dados presentes, e.g.

/* POINT Interface */
type Point;

function mkpoint(x:Real; y: Real): Point;
procedure rotate(var p:Point; theta: Real);

L A sintaxe concreta da linguagem-exemplo que utilizaremos a partir de agora nio é a de nenhuma
linguagem comercial para programacdo modular. Trata-se de uma extensdo ‘ad hoc’ ao PASCAL,
intuitivamente simples e suficiente para ilustrar a prética que vem sendo adoptada neste dominio.
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passando essas descri¢des para as correspondentes implementagdes, e.g.
/* POINT Implementation */

type Point = “record xcoord: Real;
ycoord: Real
end;
function mkpoint;
var p: Point;
begin .... end;

procedure rotate;
var ....;
begin ....end;

Uma boa ideia, a seguir, € separar interfaces das suas implementagdes, criando
dois tipos de cédigo fonte:

- documentos de interface, contendo todas as interfaces envolvidas num pro-
grama;

- documentos de implementagdo, contendo todo o cédigo executdvel.

Esta estratégia € tanto mais correcta quanto, de facto, até pode haver mais
do que uma maneira de implementar a mesma interface. Por exemplo, nada nos
impede de escrever

/* POINT Second Implementation */
type Point = array [1l..2] of Real;

aceitando ambas as implementacdes. Portanto, é em geral de muitos para um
a relagdo entre implementagdes e interfaces, o que nos indica que dar o mesmo
nome a interfaces e implementagdes ndo serd praticdvel, afinal.

4.2.1 Parametrizacio

Até agora vimos implementagdes simples, construidas hierarquicamente. Acon-
tece, por vezes, que a implementagdo ndo € fixa e depende de alguns parametros.
Por exemplo, suponhamos agora que pretendemos trabalhar com pontos ordena-
dos pelas suas coordenadas. Podemos aumentar a interface POINT nesse sentido,
construindo:
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/* OPOINT Interface */

USES POINT;
type Points;

function pointleast(p,qg:Point): Point;
procedure pointsort(var a:Points);

acrescentando o tipo Points — “plural” de Point (e.g. array of Point)
—, uma funcio pointleast capaz de escolher o menor de dois pontos segundo
as suas coordenadas, e um procedimento pointsort capaz de ordenar pontos
segundo pointleast. Quer dizer, uma implementagdo de OPOINT poderia ser
a que a seguir se esboga:

/* OPOINT Implementation */

USES POINT;
type Points = array[l..n] of Point;
index 1..n;
function pointleast;
var r:Point;
begin
r :=p;
if p”~.xcoord > g~ .xcoord
then r := ¢q
else if p~.xcoord = g~ .xcoord
then if p~.ycoord > g~ .ycoord then r := q
pointleast := r
end;

procedure pointsort;

function pointless(p,g:Point):Boolean;

begin pointless := (p = pointleast(p,q)) end;
procedure gsort(l,r:index);

var i,Jj:index; x,w:Point;

begin
i :=1; j :=r; x := a[(1l+r) div 2];
repeat
while pointless(a[i],x) do i := i+1;

j-1;

while pointless(x,a[j]) do j
if i<=j then
begin w := a[i]; a[i] := a[j]; al[]j] := w;
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i = i+1; j = j-1
end
until i>j;
if 1<j then gsort(l,j); if i<r then gsort(i,r)
end;

begin gsort(1l,n) end;

onde pointsort usa o conhecido algoritmo de ‘quicksort’.
Suponhamos ainda que, no mesmo contexto, precisamos também de ordenar
nimeros segundo a sua ordem ( < ) habitual, com base na interface:

/* ONUM Interface */

type Num;

Nums;
function numleast(p,q:Num): Num;
procedure numsort(var x:Nums);

com a implementa¢@o bem simples que se segue:

/* ONUM Implementation */

type Num = Real;
Nums = array[l..n] of Real;

function numleast;
var r : Num;
begin
if (p <= q) then r := p else r := g; numleast
end;

procedure numsort;
numless(p,q:Num) :Boolean;
begin numless := (p = numleast(p,q)) end;
procedure gsort(l,r:index);
var i,Jj:index; x,w:Num;

begin
i :=1; j :=1r; x := a[(l+r) div 2];
repeat
while numless(a[i],x) do i := i+1;
while numless(x,a[j]) do j := j-1;

if i<=j then
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begin w := a
i .
end
until i>j;

if 1<j then gsort(l,j); if i<r then gsort(i,r)
end;

begin gsort(l,n) end;

Reparemos agora que, coexistindo esta implementag¢do com a de OPOINT, no
mesmo programa, temos um certo grau de duplicagdo de cddigo na media em que,

- quanto a interfaces, elas sdo “idénticas” a luz da correspondéncia que se

segue:
OPOINT |  onuM
Point Num
Points Nums
pointleast numleast
pointsort numsort

- quanto as implementagdes, Point e Num sdo certamente diferentes, o que
se reflecte nas fungdes pointleast e numleast. J4 a construcdo de
Points (sobre Point) é a mesma de Nums (sobre Num), o que torna
pointsort a mesma fungdo que numsort, a menos da correspondéncia
acima.

Vem logo a ideia construir um procedimento genérico sort que deve ser in-
formado ndo s6 quanto ao tipo dos elementos a ordenar, mas também quanto ao
critério a seguir (ordem total). Uma implementacdo contendo fun¢des ou proced-
imentos genéricos deste tipo designa-se um mddulo, que poderd ser escrito, neste
caso, como a seguir se ilustra:

/* SORT Module */
requires (type Elem; function least(el,e2:Elem):Elem);
type Elems = array[l..n] of Elem;

procedure sort(var a:Elems);

Assim, quando escrevemos SORT (num; numleast ) queremos designar ONUM.
Para obtermos OPOINT bastard escrevermos SORT (Point;pointleast).

Num mdédulo parametrizado, a cldusula adicional requires indica os seus
requisitos, i.¢ pardmetros formais. Estes assumem a forma de, afinal, interfaces.
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Faz portanto sentido que os correspondentes pardmetros reais venham a ser implementagdes
suas.

Assim, o verdadeiro parametro de SORT € uma interface que, baptizada com
o nome de ORDERING, se pode declarar escrevendo

interface ORDERING;
type Elem;
function least(el,e2: Elem): Elem;

Reparemos que acabamos de introduzir na linguagem a ‘keyword’
interface

para declarar interfaces (anteriormente, a informacéo sobre interfaces era dada em
comentdrio). Quer dizer, assim como usamos type para declarar tipos, procedure
para declarar procedimentos, efc., também interface serd usada para declarar
interfaces. A mesma estratégia serd usada para declarar implementagoes (‘key-
word’ implementation)e mddulos (‘keyword’ module). Assim,

implementation NUME@ORD: ORDERING;

type Elem = Real;

function least(il,i2: Real): Real;
begin if il<=i2 then il else i2
end;

designa a implementacio de ORDERING que implementa a habitual ordem sobre
reais. Outra implementaciio de ORDERING que nos interessa é

implementation POINT@ORD: ORDERING;

type Elem = Point;

function least(il,i2: Point): Point;
var j: Point;
begin ...... (* cf. pointleast *)
end;

que captura o parametro real de OPOINT acima.

Passemos agora a declaragdo de SORT, usando a ‘keyword’ module em lu-
gar de implementation para indicar que SORT ¢ parametrizado. SORT ¢é
implementagdo de qué? Temos que declarar primeiro a sua interface, qualquer
coisa como

interface SORTING;
type Elems;
procedure sort(var a:Elems);
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e entdo comegar por escrever

module SORT ... : SORTING;
type Elems = ...
procedure sort(var a:Elems);

Deixamos, propositadamente, reticéncias em lugar do pardmetro formal de
SORT que €, como jd vimos, a interface ORDERING. Para reforcarmos a ideia de
que esta parametrizacdo estd em pé de igualdade com a de um procedimento ou
fungdo, usaremos a habitual notacdo (“Algélica)” para parametros 2, completando
o cabecalho da declaracdo de SORT como se segue:

module SORT (P:ORDERING): SORTING;

(prescindindo da cldusula de requires), onde P é o nome do tnico paradmetro de
SORT. Por fim, é s6 completar o corpo deste mddulo com o corpo j4 desenvolvido
3.

module SORT (P:ORDERING): SORTING;
type Elems = array[l..n] of P.Elem;
index = 1..n;
procedure sort(var a:Elems);
procedure gsort(l,r:index);
var i,j:index; x,w:P.Elem;
begin
iz:=1; j := r;
X := a[(l+r) div 21];
repeat
... P.least(a[i],x) do ...
until i>j;
if 1<j then gsort(l,j);
if i<r then gsort(i,r)
end;

begin gsort(1l,n)
end;

Reparemos que o corpo de SORT acede a informacdo do seu pardmetro usando
expressdes da forma

P.x @.1)

2E o que acontece em linguagens como MESA ou CLEAR.
30s parametros P e Q sdo do tipo ORDERING; assim, ndo € necessdrio listar explicitamente os seus
tipos individuais e procedimentos, como atras.
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onde P € o nome do parametro a ser acedido, e x € uma entidade sintdtica declarada
na interface de P (ORDERING, neste caso).

Vejamos agora a construgéo, sobre ORDERING, de um novo médulo, LEXQORD,
para ordenacdo lexicografica. Por exemplo, LEX@ORD poderd ser usado para or-
denar sequéncias de pares

(nome, data)

primeiro por nome e, para iguais nomes, segundo uma ordem sobre data. Por
exemplo, a sequéncia
(" gaspar”, 1956)
("maria”, 1947)
(" gaspar” , 1966)
(”manuel”, 1980)

serd ordenada:
(" gaspar” ,1956)
(" gaspar” , 1966)
("manuel”,1980)
("maria”,1947)

Portanto, essa ordem sé poderd ser construida se se tiver, a partida, a ordem
que se pretende para nome e aquela que se pretende para data. Logo, LEXQORD é
um médulo duplamente parametrizado:

module LEX@ORD (P: ORDERING, Q: ORDERING): ORDERING;
type Elem = record x: P.Elem;
y: Q.Elem
end;
function least(el,e2:Elem): Elem;
var r: Elem;
pl,p2: P.Elem;
gl,qg2: Q.Elem;
begin pl := el.x; p2 := e2.x;
if pl = p2 then ... else ...
least := r;
end;

Para completarmos esta nossa exemplificacdo, notemos que SORT ndo € o
unico médulo “possivel” para construir implementacdes de SORTING. Outros
modulos, por exemplo

module SHELL@SORT(P: ORDERING): SORTING;
type Elems = ... ;

procedure sort(var a:Elems);

begin ... end;
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POINT@ORD

NUM@ORD

SHELL@SORT
QUICK@SORT
ORDERIb ° SORTING

LEX@ORD

Figura 4.1: Diagrama ‘ADJ’ do plano de um programa.

sdo possiveis, diferindo quer nas estruturas de dados escolhidas, quer nos algorit-
mos presentes; alids, vamos re-baptizar SORT para QUICK@SORT, para indicar
mais claramente a sua natureza.

Finalmente, se dos exemplos acima construidos registarmos apenas a linha de
cabegalho de cada bloco de texto, obtemos uma ideia muito importante — o plano
de todo o programa:

interface ORDERING, SORTING;
implementation NUMQ@ORD: ORDERING;
POINTQ@ORD: ORDERING;
module LEXQ@ORD (P: ORDERING, Q: ORDERING): ORDERING;
SHELL@SORT(P: ORDERING) : SORTING;
QUICK@SORT(P: ORDERING): SORTING;

E neste ponto que acontece o “pensar-se em ponto grande”. Temos uma
abstraccdo de todo o programa, omitindo todos os seus promenores. Trata-se de
uma abstrac¢do precisa e susceptivel de mais refinamento. No exemplo em curso,
tal abstracc@o € representdvel sob a forma do diagrama da Figura 4.1.

Podemos usar este diagrama para nos “divertirmos” a conceber vdrios progra-
mas, tal como os diagramas sintdticos de um manual de PASCAL nos ajudam a
conceber instrugoes, expressoes etc. Por exemplo, a expressiao

LEX@ORD (NUM@ORD, NUM@ORD)
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constréi uma implementacdo de uma ordem sobre pares ordenados de reais que
¢, afinal, a ordem (lexicografica) sobre Point de que acima se falou. Ou ainda,
podemos definir

QuSOrtNP := QUICK@SORT (LEX@ORD (NUMEORD,POINTEORD));

construindo o programa QuSortNP (‘quicksort’ sobre uma ordem lexicografica
cuja chave primdria sdo reais e cuja chave secunddria sdo pontos).

Em resumo, em programacdo em larga-escala (modular) um programa surge-
nos como uma expressdo envolvendo implementacdes e mddulos, que pode ser
‘type-checked’ em termos da compatibilidade entre as interfaces envolvidas, exac-
tamente da mesma maneira que as expressdes a nivel da programagao em pequena-
escala s@o ‘type-checked’ em termos da compatibilidade entre os tipos de dados
envolvidos (‘strong typing’). Qualquer segmento de cédigo passa a “estar tipifi-
cado” e deixa de ser possivel a mera colagem, ou ligagdo (‘linking’) de cédigo,
que ndo € estrutural e é propicia a erros.

Trata-se de uma maneira sistemdtica e econdmica de construir programas
“grandes” re-utilizando cédigo ja desenvolvido ou a desenvolver.

Este tipo de estratégia para programagio em larga-escala € a que estd disponivel
em linguagens de programagio como MESA e outras. Em que medida € rigorosa e
fidvel? Qual a sua semantica formal? Em que medida pode ser tudo isto transposto
para o nivel da especificagdo formal em “larga-escala”?

E o que se ver4 de seguida.

4.3 Modularidade em Especificacao por Modelos

Passemos agora a uma tentativa de caracterizacdo algébrica dos conceitos apre-
sentados na sec¢io anterior.

Do que atrés foi dito, depreende-se que a programagdo em larga escala tem
procurado disciplinar as opera¢des de “ligagdo” de codigo (‘link’) através de duas
componentes:

- associacdo de um tipo a um bloco de cédigo, designado por inferface desse
bloco.

- “tipificac@o” dos operadores de liga¢do, for¢ando-os a respeitar as inter-
faces dos médulos-argumento e a produzir resultados com tipos explicitos
conhecidos.

Também ndo € dificil constatarmos que, se restringirmos interfaces a declara-
¢do de fungdes (i.¢ impedindo, para j4, procedimentos),

- uma interface “€” uma assinatura ¥;
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- uma implementagcdo de uma interface ¥ “é” uma X-dlgebra, i.é um modelo
de ¥;

- um mddulo “€” uma operacao de ligacdo que pega numa ou mais dlgebras
(que podem ter assinaturas diferentes), e dd como resultado é também uma
algebra.

O principal resultado desta disciplina € a constatacdo de que tais operadores
de ligacdo formam, com as suas interfaces, assinaturas “modulares”, X s, que
geram termos ¢t € Wy, que se designam vulgarmente por expressoes modulares
e que denotam a ligagdo estruturada, bem “tipificada”, de blocos de cddigo.

Mais concretamente, uma colec¢do de interfaces, implementagdes e médulos
forma, ela prépria, uma (meta)assinatura

Y,
cujas
- espécies sdo as interfaces;
- constantes sdo implementagdes de base;
- mddulos sio X pr-operadores (sobre implementacdes) 4.
Retomando o exemplo em curso, teremos a meta-assinatura
¥ M : Q M — S& x S M

onde
Sy = {ORDERING,SORTING}

que contém os operadores

NUM@QORD : — ORDERING
POINT@QORD : — ORDERING
LEXQORD : ORDERING x ORDERING — ORDERING
SHELLQSORT : ORDERING — SORTING
QUICKQSORT : ORDERING — SORTING

As implicagdes destes resultados s6 podem ser correctamente discutidas transpondo-
os para a especificacdo modular. A este nivel, permanece o conceito de interface
axiomdtica, I = (X, X, E) — que se pode escrever na notagio que se propds
atras,

4Notar que, logicamente, uma implementagio pode e deve ser escrita sob a forma de um médulo
sem parametros.
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inter face ORDERING
sorts Elem
ops least: Elem x Elem — Elem
axrioms

4.2)

cf. (3.62) — mas o de programa, ou segmento de cddigo executdvel é substituido
pelo seu arquétipo, i.¢ o seu modelo matemético. Todo o modelo A4 tem, pois, um
tipo I — a sua interface,

A:...=1

— e poderd ter parametros formais designados também por interfaces, e.g.
A X -1
A apresentacdo do modelo assume assim a forma da defini¢do de um operador,

A: X - I
A@) &

cujo resultado deverd satisfazer a interface resultado I, quer dizer: se z; é um
modelo de X, entdo A(z1) € um modelo de I, i.é

A(zy) : I — Sets
Vejamos um exemplo: suponhamos que queremos especificar o modelo
LEXQORD : ORDERING x ORDERING — ORDERING  (4.3)
onde ORDERING ¢ a interface (4.2). Comecaremos por escrever

LEX@QORD(P,Q) ¥ ...

onde as reticéncias devem ser preenchidas com a declaracdo dos modelos das
espécies de ORDERING, neste caso uma so:

Elem =2 P.Elem x Q.Elem 4.4)

e dos modelos dos operadores, também um s6, neste caso:

least (e, e2) e et p1 = mi(er)
q1 = 7T2(€1)
P2 =M1 (62)
g2 = 7T2(62)

pr=p2 = (p1,Q-least(q1,q2))

p1#p2 = let p= Pleast(pi,p2)
p=p = e
pP=p2 = €2

in
in

(4.5)
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Juntando (4.4) com (4.5), teremos finalmente °:

( sorts Elem = P.Elem x QQ.Elem
ops least : Elem x Elem — Elem

least(eq, e2) def
LEX@ORD(P,Q) % po = i (en

pL=p2 = (p1,Q.least(q1,q))
pL#p: = let p= Pleast(pr,p2)

n - =
in pP=n €1
p=p2 = €2
4.6)

Em termos formais, se designarmos por ¥orpERING @ assinatura associada
a interface ORD ERING, entdo nio é dificil constatarmos que, se

P ZORDERING — Sets

Q : XorDERING — Sets

sdo dois modelos de Yo rpERING, €Ntd0 também
LEXQORD(P,Q) : SorpERING = Sets

é modelo de XorpERING, cOmMO queriamos. Portanto, LEX @ORD ¢é uma fun-
¢a0 bindria sobre Yo rpERING-dlgebras e dd como resultado uma XorpERING-
algebra.

Em resumo, se agruparmos numa assinatura ¥y todos os simbolos de inter-
face e todos os simbolos que designam modelos parametrizados, teremos uma
interpretacdo ‘standard’ para a especificacdo modular correspondente, como se
segue:

- as espécies de X pr sdo os simbolos que designam interfaces;
- os operadores de ¥ s sfo os nomes dos modelos parametrizados;

- as constantes de ¥ ps sdo os modelos tal como foram entendidos nos capitulos
anteriores, i.¢ sem parametrizacio;

5Note-se que a notagdo P.Elem, Q.Elem etc. é adoptada aqui por ser “tradicional” em linguagens
que admitem parametrizagdo, cf. a equagdo (4.1). A natureza functorial de qualquer pardmetro — que
¢ um modelo — levaria naturalmente a P(Elem), Q(Elem) etc. cf. Defini¢do 1.7.
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- o portador associado a uma dada interface I que € espécie de X 57 € a classe
C(I) de todas as dlgebras que satisfazem I

- a fungdo associada a cada simbolo M : I} x ... x I, = J que ¢ oper-
ador em X s constréi uma J-dlgebra desde que seja provido con n dlgebras
coerentes com a sua funcionalidade, i.¢ dlgebras

.Ai - I; — Sets
paral <3 < n.

- as chamadas expressoes modulares correspondem a termos gerados por
Y, i.6 de Wy, ; se equipararmos X5y com varidveis (X 7(X)) teremos
expressdes modulares parametrizadas, i.¢ com “buracos” prontos a serem
substituidos por sub-expressdes modulares compativeis.

Temos assim um mecanismo simples para construir dlgebras (modelos) arbi-
trariamente elaborados a custa de sub-dlgebras mais simples. Este mecanismo
divide um modelo nos seus sub-modelos estruturalmente organizados, enquanto
que convida a re-utilizacdo, numa especificacio, de sub-especificagcdes ja desen-
volvidas.

Exercicio 4.1 Considere a seguinte interface para gestdo de informagio organizada sob a forma de
um diciondrio:

inter face DIC
sorts Key, Data, Dic

ops init : — Dic
insert : Key X Data X Dic — Dic
remove : Key X Dic— Dic
find : Key x Dic — Data

Relembrando a interface IT'E M (3.63), verifique se o seguinte mddulo é um modelo de DIC"

DICQSPEC : ITEM x ITEM — DIC
( sorts Key = C.Item
Data = I.Item
Dic = Key — Data
o def ( )
ops it =
DICQSPEC(C,I) & def i
' - insert(i,j,d) = dt ( ; )
remove(i, d) df g \ {3}
. . def . .
L find(i,d) = { iedom(d) = d(i)
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Portanto, sempre que nos propomos especificar “qualquer coisa”, devemos
pensar primeiro — tal como jd o faziamos, alids — na assinatura do modelo que
nos propomos criar. Essa é a componente sintdtica da interface que “tipificard”
o nosso modelo. Mas a interface poderd conter também informacdo semantica,
fixada em termos de axiomas. Muitas vezes esses axiomas sdo propriedades de-
sejdveis que o “cliente” da especificagdo teve o cuidado de registar nos seus req-
uisitos. Outras vezes, os axiomas resultam do proprio processo de re-utilizacéio de
um modelo.

O modelo LEXQQORD definido por (4.6) dd-nos um bom exemplo deste se-
gundo caso, quanto a interface ORDERING (4.2). Reparemos na definicdo de
least (4.5). Terminando esta defini¢do com o teste, para p = P.least(p1, p2)

p=p =

p=p2 =
estd o especificador a assumir que esses dois testes sdo dicotémicos, i.¢ esgotam
todas as possibilidades de valores de p; quer dizer, se p; # p2, entdo

P.least(p1,p2) = p1 V Pleast(pi,p2) = pa “.7

Onde estd tal garantia, na interface ORDERING?

A definigdo (4.2) € omissa quanto a este requisito, que é semantico, alids, e
impde que ORDERING “seja” uma ordem total. Por exemplo, um modelo de
ORDERING em que least seja a interseccao de dois conjuntos, ou 0 maximo
divisor comum de dois inteiros (‘g.l.b.’s de ordem parciais) ndo estd nas condi-
¢Oes impostas por (4.7) e, no entanto, satisfazem (4.2). De facto, ¢ um “abuso” de
nomenclatura chamar ORDERING a interface definida por (4.2) — a designa-
¢do GRUPOID (3.64) é que seria apropriada!

Mais ainda, se o especificador tivesse escrito, em (4.6)

...p = Pleast(ps,p1)

em lugar de

...p = Pleast(p1,p2)
concerteza que gostaria que a defini¢do de least se nélo alterasse. Ou seja, estd a
ser assumida a propriedade comutativa do operador least:

least(p1, p2) = least(p2, p1) (4.8)

Em resumo, LEX@QQORD impde a seguinte seméntica aos seus parimetros:

inter face ORDERING
sorts Elem
ops least : Elem x Elem — Elem
axioms VYe,e' : Elem
least(e,e') = least(e', e)
least(e,e') = e Vleast(e,e') = e

(4.9)

!
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Mas a prépria especificagdo de LEX @QORD sofre com isso, pois a sua interface
de saida ¢ ORDERING também, cf. (4.3). SO se poderd dar o trabalho por
terminado se se resolver a primeira alinea do primeiro dos exercicios que a seguir
se propoem.

Exercicio 4.2
1. Mostre que o modelo LEX QO RD( A, B) satisfaz as duas equacdes da interfaice ORDERING
fixadas em (4.9), quaisquer que sejam os modelos

A,B:— ORDERING

que as satisfagam também.
2. SejaT :— ORDERING o modelo trivial le ORDERING, i.é
T: — ORDERING
T Y sorts Elem=>1

ops least(e1,e2) def e1
Mostre que, para todo o modelo m de ORDERING,
LEXQORD(m,T) 2 m >~ LEXQORD(T,m)

se verifica.

Exercicio 4.3 Construa uma interface axiomdtica I (espécies + operadores + axiomas) adequada ao

seguinte modelo para manipulac@o de grafos cujos nds sdo nimeros naturais:
MODQGRA :— I

( MODQGRA(Node) > IN

MODQGRA(Nodes) = 2NVode

MODQGRA(Graph) = 2NodexNode

MODQGRA(Bool) =2

MODQGRA(init) ¥ 9

MOD@GRA(allNodes) < Ag.m1[g] U m3[g]

MODQGRA(select) = Ma, 9).{t € g| m(t) = a}

MODQGRA(sucs) def A a, g).ma[select(a, g)]

MODQGRA(addArc) def Aa,d',g).9U {{(a,a’)}

\ MODQGRA(isEmpty) def Ag.g=10

(NB: Relembre o Exercicio 2.28.)
[m}

Exercicio 4.4 Repita o Exercicio 4.1 supondo que a interface DIC se acrescentam os seguintes
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T :» ORDERING

RING (4.9)

ORDERING (4.2)=GRUPOID (3.64)

Figura 4.2: Especializa¢do de uma interface.

axiomas:
axioms Vi: Key,j: Data,d : Dic
find(i, insert(s, j, d)) = j
remove(i, insert(i,j,d)) = d
remove(i, init) = init
insert(, j,insert(i, k,d)) = insert(i, j,d)
remove(i, remove(i, d)) = remove(i, d)
insert(i, j, remove(i, d)) = insert(i,j,d)
O

4.3.1 Especializacao e Classificacao

Acabamos de ver como, uma vez definida uma interface (ORDERING) o ex-
ercicio de desenvolvimento de um seu modelo (LEX @O RD) acarretou uma re-
visdo dessa interface, no sentido de lhe impor mais propriedades. Podemos dizer
que essa revisdo foi no sentido de uma especializagcdo, ja que (cf. Figura 4.2) a
classe de todos os modelos de ORDERING ap6s a revisao (4.9) é uma sub-
classe estrita da mesma classe para a versdo inicial de ORDERING (4.2) que €,
afinal a classe de todos os grupdides livres.

Suponhamos que ORDERING era uma interface, presente num grande sis-
tema de ‘software’, da qual ja existiam vdrios modelos antes do desenvolvimento
de LEX@ORD. Qual o impacto da especializacio de ORDERING? E 6bvio
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que deveriam ser re-visitados todos os seus modelos no sentido de testar se as no-
vas propriedades séio verificadas ou ndo. Na negativa, tais modelos — ou o novo
modelo LEXQ@QORD — terdo que ser “re-classificados”, mudando-se o nome de
uma das duas versdes da interface em conflito.

E, pois, muito importante na prética reter o cardcter “dindmico” da classifica-
cdo de médulos (modelos), que pode ser alterada como consequéncia da sua re-
utilizacdo em contextos mais especializados.

4.4 Parametrizacio Parcial de Modelos

Recorde-se que o objectivo da modularidade é criar um método flexivel para a
constru¢do ‘mind-sized’ de programas grandes.

E muitas vezes conveniente ter mais do que uma implementacio de uma dada
interface (por exemplo, uma implementacdo pode ser econémica em espaco, mas
lenta; uma outra, mais rapida mas mais extensa em c6digo; uma outra, ainda, mais
eficiente em ambientes paralelos, ezc.).

Isso ¢é dificil em MODULA 2 e ADA, por exemplo, que ligam interfaces a
implementacdes ‘by name’. J4 MESA, PEBBLE, ML ou OBJ suportam multiplas
implementagdes, a partida.

No entanto, a miltipla implementacdo de uma interface traz problemas adi-
cionais: como se indica que um mdédulo com dois parametros deve ser satisfeito
por implementacdes que partilham uma sub-implementacdo comum?

Por exemplo, um mddulo de dlgebra linear podera requerer dois pardmetros
cujas interfaces sejam vectores e matrizes:

LINQALG : VECTORS x MATRICES — LOQALGQPACK

Mas isso s6 faz sentido se os vectores e as matrizes em questdo forem constituidos
sobre 0 mesmo tipo de elemento, algebricamente, 0 mesmo corpo (e.g. o corpo dos
ndmeros reais). Comecemos, entdo, por redefinir:

LINQALG : FIELD x VECTORS x MATRICES - LQALGQPACK
(4.10)
Tendo, por exemplo, disponiveis os mddulos:

VECT : FIELD — VECTORS
MAT : FIELD — MATRICES

s6 expressdes modulares como,

Af.LINQALG(f,VECT(f), MAT(f)) @.11)
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“fardo sentido”, e ndo, por exemplo,
Mf,v, f)).-LINQALG(f,v, MAT(f"))

nem

A(f, f' f").LINQALG(f, VECT(f'), MAT ("))
para f, f' e f" quaisquer. Definindo

LALG(f) ¥ LINQALG(f,VECT(f), MAT(f))

teremos que, por exemplo,
LALG(REALS)
¢ um modelo da 4lgebra linear sobre nimeros reais, desde que
REALS :— FIELD

seja um modelo conveniente do corpo real.

Exercicio 4.5 Descreva as interfaces F'TELD (corpos algébricos) e V ECTORS (espagos vectori-
ais).
m}

O facto de nem todas as expressdes modulares, que sdo termos de Wy, , terem
“sentido”, significa que existem operadores parciais em ¥ s, da mesma maneira
que o termo 3 + (2 — 3) nflo tem interpretacdo em INg pelo facto de a operacio de
subtrac¢do (—) ser parcial em INg.

De facto, a defini¢do de um modelo para LINQALG,

sorts
LINQALG(F,V,M) ¥ { ops

deverd impdr que a espécie definida pelo corpo F, e.g. F.F'ield, seja partilhada
por V (sobre a qual sdo construidos vectores) e M (ibid para matrizes). Ou seja,
LINQ@QALG terd uma pré-condicio:

LINQALG(F,V, M) % {F.Field = V.Field = M.Field = { S(‘)’;f a

O exercicio que se segue ilustra de forma simples a ocorréncia, na prética, de
modelos parciais.
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Exercicio 4.6 Sdo dadas as interfaces seguintes:

inter face
sorts
ops

axioms

inter face
sorts
ops

azrioms

inter face
sorts
ops

axioms

NOT

Bool

0,1 :— Bool

neg : Bool — Bool
neg(0) =1

neg(1l) =0

OR

Bool

0,1 :— Bool

or : Bool x Bool — Bool
Vp,q : Bool

or(0,9) =¢

or(l,g) =1
or(p,q) = or(g; p)

NOR

Bool

0,1 :— Bool

nor : Bool X Bool — Bool
Vp,q : Bool

nor(p,q) = nor(q, p)
nor(l,q) =0

nor(0,0) =1

1. Verifiquese MKNOT : NOR — NOT

MKNOT(N)

€ de facto modelo de NOT'.

def

( Bool &2 N.Bool

0 :— Bool

0% o

sorts
ops

1 :— Bool

1% N1

neg : Bool — Bool
neg(b) def N.nor(b,0)

2. Complete a defini¢do do modelo seguinte de O R:

MKOR

def

MKOR(X,Y)

NOR x NOT — OR

( sorts Bool 2 ...

ops 0:— Bool
0%

1 :— Bool

14

(.=

or : Bool X Bool — Bool
def

\ or(p,q)
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Exercicio 4.7 O conceito matemdtico de multiconjunto, apresentado no Exercicio 1.38, é muito util

em especificacdo formal.

1. Considere a seguinte especificagdo equacional de uma interface para muticonjuntos:

inter face
sorts
ops

MULTISET < NATO
Multiset
¢ :— Multiset

@ : Multiset x Multiset — Multiset
count : Multiset X Item — Nat0
join : Multiset X Item — Multiset

azrioms

Vi € Item, m € Multiset

count(¢,i) =0
count(join(m,i),1) = suc(count(m,1))

construida hierarquicamente sobre:

inter face
sorts
ops

NATO < ITEM

Nat0

0 :— Nat0

suc : Nat0 — Nat0

sum : Nat0 X Nat0 — Nat0

Verifique que um modelo A : ITEM — MULTISET em que

A(Nat0) =
A(Multiset) =
A(sum) =
A(0) =

A(¢) =

A(suc) =2
A(join) =
A(count) =

INo
Item — IN
0

0
AMz).x+1

)\(m,i).m@( i )

s { (S domim) 2 00

e em que @ € o operador definido por (1.102), satisfaz de facto as equagdes da interface

MULTISET.

2. Acrescente a alinea anterior as defini¢des dos operadores intersec¢do e diferenga sobre multi-
conjuntos. Quais das equagdes (A.24) a (A.30) da dlgebra de conjuntos se estendem a multi-

conjuntos?
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4.5 Perspectiva Axiomatica da Modularidade

5~

Vimos nas seccdes anteriores que a interpretacio “padrdo” que fizemos do meta-
nivel de especificagdo X 5, inclui os ingredientes tipicos de qualquer modelo, in-
clusivamente operadores parciais.

Na presente seccdo vamos esbocar uma sua caracterizagdo axiomadtica. Seja,
dado a titulo de exemplo, o modelo trivial de ORDERING, i.é o modelo T
definido por

T : —=ORDERING
def { sorts FElem =1
T = def
ops least(e1,e2) = €1

Seja m um qualquer modelo de ORDERING. Tal como se viu no Exercicio 4.1
ndo ¢ dificil provar que

LEXQORD(m,T)=m 4.12)
e que

LEXQORD(T,m)=m (4.13)

onde = designa isomorfismo entre YorpERING-4lgebras. No mesmo exercicio
se viu que da expressio LEXQORD (m, T ) se obtém, por substitui¢do,

sorts Elem = m.Elem
{ ops least(ey,e2) def (m.least(mi(e1),m2(e2)), NIL)
de um modelo de facto isomorfo de m — basta-nos lembrar da lei em Sets
Ax1=A4

a qual estd associada, como isomorfismo, a fungdo de projec¢do m1. Logo, temos
(4.12) verificada, e o mesmo acontece para (4.13), usando a projeccdo 72 como
isomorfismo.

Que conclusio tirar de factos como (4.12) e (4.13)? E que, postulados abstrac-
tamente ao nivel de ¥y, e.g.

LEXQORD(m,T) =m = LEXQORD(T,m) (4.14)

eles sdo, no fundo X r-axiomas. ORDERING pode ser ainda mais especial-
izada, e.g. forcando a associatividade de least, i.¢ reescrevendo (4.9) para

inter face ORDERING
sorts Elem
ops least : Elem x Elem — Elem
axioms Ve,e',e" : Elem
least(e,e') = least(e', e)
least(e,e') = eV least(e,e') = ¢’
least(least(e,€'),e") = least(e,least(e’,e"))
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Ora € possivel provar a validade de mais um desses “meta”-axiomas:

LEXQORD(LEX@QORD(m,n),p) =

LEXQ@ORD(m, LEX@ORD(n,p)) @.15)

ouseja, LEXQ@QORD éum ¥ pr-operador associativo. Juntando (4.14) com (4.15),
estaremos em presenga de uma caracterizagdo equacional de LEX QORD bas-
tante significativa, com a estrutura semantica de um mondide.

Faz também sentido pensarmos em caracteriza¢des inequacionais. Por exem-
plo, entre dois XorpErING-modelos A e B tais que existe um XorpERING-
homomorfismo de B para A, podemos estabelecer o facto

A<B (4.16)

Reparemos que qualquer interface I (e.g. ORDERING, SORTING etc.) tem
o seu modelo trivial T, que € limite universal inferior de < (4.16), i.é

T<rA

para todo o modelo 4 de I. Quer dizer, estamos perante uma interpretacdo de
Y m que é parcialmente ordenada, no sentido da Definicdo 3.11. Também serd
verdade que
A<BAB<A = A=B
A < A
A<SBABLC = ALC

ou seja, < é uma X yr-pré-ordem, e faz sentido escrever X ys-inequagdes que reg-
istem relagoes tteis sobre X yr-expressdes modulares.

Em sintese, acaba-se de mostrar que o “meta”-nivel da especificacdo em larga-
escala pode, ele proprio, ser especificado sob a forma axiomadtica (inequacional).
No seu conjunto, a especificacdo em pequena e larga escalas gozam da mesma
unidade conceptual, apenas se distinguindo no nivel de abstrac¢do em que é reg-
istada a informac@o sobre (grandes) sistemas de ‘software’.

4.6 Exercicios

Exercicio 4.8 A seguinte versdo da interface ORDERING (4.9)

inter face ORDERING
sorts Elem
ops least: Elem x Elem — Elem
min :— Elem
axioms Ve,e' : Elem
least(e, e') = least(e', €)
least(e,min) = min

least(e,e') = eV least(e,e') = ¢’
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e 0 modelo LEX@QORD (4.6) estdo em desacordo. Reveja este tltimo por forma a resolver tal
diferendo entre interface e modelo.
m]

Exercicio 4.9 Considere uma interface axiomdtica J cuja assinatura subjacente € descrita pelo seguinte
diagrama-AD]J,

binOp union
BinOp
nj

que vem equipada com o seguinte conjunto de axiomas:

BinOp(empty) = wunit (4.17)
BinOp(inj(i)) = ¢ (4.18)
BinOp(union(z,y)) = binOp(BinOp(z), BinOp(y)) (4.19)

Suponha que alguém definiu o seguinte modelo,

( MOD:I—J
MOD(A) = I.Item
MOD(As) = 24
MOD(empty) et 0
MOD(union) def Az, y).x Uy
MOD(unit) < I.e
MOD(inj) % ra{a}
MOD(binOp) < 1.6
def z=0 = Ie
MOD(BinOp) = Az.{ —(z=0) = let acx
\ in  binOp(a, BinOp(z — {a}))

parametrizado por uma interface argumento I, e pretende agora demonstrar que se trata de facto de
um J-modelo.

1. Mostre que, qualquer que seja I, M O D satisfaz pelo menos um dos trés J-axiomas.

2. Descubra qual ¢ a “menor” axiomatizagdo de I que garante que M O D passa a satisfazer todos
os J-axiomas.
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Exercicio 4.10 Na sequéncia da questdo 4.9, mostre que o seguinte isomorfismo de J-dlgerbras ndo
se verifica,

MOD(Tr) = T; (4.20)

onde 77 e Ty designam respectivamente os modelos triviais das interfaces I e J.
[m]

Exercicio 4.11 Seja < uma ordem (dita de implementabilidade) sobre O RDE RIN G-modelos, i.é
para A, B: YXorpERING — Sets,

A < Bssedh: B — A: héum epimorfismo

Verifique se LEX QO RD (4.6) ¢ um operador crescente quanto & ordem acima definida.
[m]

Exercicio 4.12 Suponha um X p7-operador genérico para “ligacdo” de especificacdes,

link : Y1 XXX

link(m1,mg) 4! my T ma

que combina modelos de assinaturas 31 : Q1 — ST X S1e 32 : Qs — S; X S5 num modelo com
assinatura

=313
ie. link(my,my) é a “sobreposi¢do” do modelo ma no modelo my (= “se my exporta entidades que
m1 também exporta, entdo mo redefine-as”).
Serd link um “bom” operador de ligacdo? Estard bem definido? Serd sempre possivel sobrepdr dois
modelos? Justifique a sua resposta.
[m}

Exercicio 4.13 Considere o seguinte fragmento de um modelo CFG : CFGI — Sets para defini-
¢do e manipulagdo de gramdticas independentes de contexto (“C F' G” = ‘context-free grammar’), onde
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SY M designa em Sets um dominio primitivo de “sfmbolos” que inclui o simbolo NIL:

( CFG(Sym) = SYM

CFG(SetO fSyms) = 25YM

CFG(PairO fSetOfSyms) = SetO f Syms?
CFG(SeqOfSyms) = SY M*

CFG(Prod) 2 Sym x SeqOfSyms

CFG(Grammar) = PairO fSetOfSyms x Sym x 2F70d
CFG(Bool) = 2

(

(

(

(

(

(
CFG(init) ¥ (0,0, NIL,0)
FG(gramSym) def Ag.m1(g)
(
(
(
(
(

Q

FG(ntermSym) def Ag.gramSym(g)(1)
FG(termSym) def Ag.gramSym(g)(2)
FG(axiom) def Ag.m2(g)

FG(prods) def Ag.7m3(g)

CFG(addNT Sym) det (g, s).(gramSym(g) t (

QQ QQ

1
ntermSym
2
termSym(g) U {s}
CFG(addProd) def (g, p).(gramSym(g), axiom(g), prods(g) U {p})
CFG(isCFG) < Xg. let N = ntermSym(g)
T = termSym(g)
s = aziom(g)
P = prods(g)
\ in NNT=0Ase NAm[P]CNAVpEP:elems(ma(p)) CNUT

(@)U (s} ) +asiom(a); prods(s)

CFG(addT Sym) def g, s).(gramSym(g) t ( ,aziom(g), prods(g))

Ap6s uma andlise deste fragmento, construa a interface CF'GI por forma a CF'G poder ser consid-
erado de facto uma C' F'GI-dlgebra, e descreva por palavras suas (breves!) o significado em CF'G de
cada operador de CF'GI. Poderd isCF'G ser encarado como um invariante de Grammar? Justi-
fique.

O

Exercicio 4.14 Relembre do exercicio 4.6 as interfaces NOT e N O R, bem como o modelo parametrizado
MKNOT : NOR — NOT'. Mostre que

MKNOT(TnoRr) = TnoT

onde 77 designa o modelo trivial de uma interface I qualquer. Serd este resultado generalizdvel a
qualquer modelo parametrizado F' : I — J, i.¢ serd sempre verdade que

F(T1) =757

Justifique as suas respostas.
O

Exercicio 4.15 Suponha que ao modelo do exercicio 4.13 se pretende acrescentar um operador

firstSyms : SeqO fSyms X Grammar — SetO fSyms
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que calcule os ‘first symbols’ de uma dada sequéncia de simbolos gramaticais. Complete o seguinte
esbogo de especificacdo de firstSyms:

a=<> = 0
“(a=<>) = let p=tail(a)
z = head(a)
N = ntermSym(g)

) def
firstSyms(a, g) = {...> T = termSym(g)

P = prods(g)
in { zeT = {z}
—|(I c T) = e

Exercicio 4.16 Recorde as fun¢des NatSort e StrSort que ficaram por especificar no Exercicio
2.75.

1. Interpretando-as cuidadosamente, no respectivo contexto, proponha um modelo parametrizado
cuja interface de saida exporte uma tnica fun¢io sort (especifique-a) e espécies associadas, e
cuja interface de entrada importe o tipo de dados elementar que sort usa para fazer a ordena-
¢ao.

2. Indique expressdes modulares que permitam obter, a partir de sort, as instincias NatSort e
StrSort.

4.7 Notas Bibliograficas

A abordagem feita neste capitulo a especificagdo modular inspirou-se no traba-
lho de Burstall e Lampson sobre PEBBLE [BL84] — por sua vez derivada de
uma andlise sobre as sofisticadas primitivas modulares da linguagem MESA de-
senvolvida na Xerox PARC — cf. a seguinte citacdo extraida de [BL84]:

“We believe that linking should not be described in a primitive and ad hoc
special-purpose language; it deserves more systematic treatment. In our view
the linking should be expressed in a functional applicative language, in which
modules are regarded as functions from implementations to implementations.
Furthermore this language should be typed, and the interfaces should play the
role of types for the implementations. Thus we have the correspondence:

implementation < value
interface < type

— . 59
module < function
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Para um tratamento formal deste problema em termos de tipos dependentes
polimdrficos ver também [Bur84]. A teoria de Milner [Mil78] sobre tipos polimoérficos
de dados estd subjacente a este tratamento.

A caracterizagdo inequacional do nivel modular (¥7) é muito relevante na
prética, ja que a ordem (4.16) regista a relacio de implementabilidade entre mod-
elos que satisfazem uma mesma interface. A referéncia [Oli90] mostra que é
mesmo possivel usar o cdlculo de Sets para raciocinar sobre essa ordem e obter
assim um método transformacional para a sintese de implementacdes a partir das
suas especificagdes.

A necessidade de se construirem bibliotecas de “componentes de ‘software”’
re-utilizdveis — essenciais a qualquer modelo de producdo para “fébricas” de
‘software’ — ¢é hoje de extrema relevancia tecnoldgica, esperando-se um im-
pacto significativo na “crise do ‘software™” que persiste desde os anos 60 [E.S89].
A decomposicdo de especificacdes em componentes formalmente classificadas e
combindveis segundo as suas interfaces € um passo decisivo nesse sentido.
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Parte I1

Especificacao Nao-Funcional
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Capitulo 5

Semantica Relacional

5.1 Introducao

Nos capitulos anteriores estudamos uma técnica de modelacdo de problemas da
vida real que assentava no conceito matematico de fungdo enquanto descrigdo
de uma actividade computacional, representada pelo processo de sintese de um
resultado a partir de um ou mais argumentos:

Embora o paradigma funcional seja muito conveniente e Util em especifica-
¢do, nem sempre se ajusta inteiramente aos problemas que se t€ém em maos, e por
varios motivos.

Em primeiro lugar, “especificar por fun¢des” pode conduzir a sobre-especifica-
cdo, i.¢ a fixacdo de uma decisdo de projecto que seria desejavel adiar até mais
tarde no processo de desenvolvimento. Isto acontece sempre que hd indetermina-
¢do nos requisitos. Por exemplo, se o problema que se nos pde € calcular uma das
raizes de uma equagdo do 2.° grau,

ar? +bz+c¢=0

215
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se ela existir, poderemos optar entre dois modelos funcionais dessa actividade :

def —b+ Vb2 — 4dac

; fef 5.1
raiz(a, b, c) 5 5.1
ou
b _4
raiz(a, b, c) % —b— Vb —dac 2’; ac (5.2)

No caso de existirem de facto duas raizes, nem (5.1) nem (5.2) sdo totalmente
satisfatdrias, pois optam sempre pela mesma dessas raizes quando o que se pedia
¢é que fosse seleccionada uma dessas raizes, “aleatoriamente”.

Ou seja, (5.1) ou (5.2) tomam uma decisdo que se gostaria de adiar, ou me-
lhor, encontram-se demasiado determinadas. O que verdadeiramente devemos
fixar quanto a semantica de raiz € a implicagdo formal

r =raiz(a,b,c) = ar? +br +c=0
ou, se quisermos, a relag@o
é-raiz(r,(a,b,¢)) S ar’ +br+¢c=0

Reparemos que, ao contrario do que pode parecer a primeira vista, a indetermina-
¢do de especificacdes € desejdvel na pratica, ja que aumenta o seu espectro de im-
plementabilidade, dando mais chance ao implementador de construir uma implementa-
¢do correcta. E claro que isto s6 € verdadeiro se tal indeterminagdo corresponder
aos requisitos em questdo. Na negativa, incorre-se no erro de “sinal oposto”,

a sub-especificacdo, que conduzird a implementagdes “incorrectas”, ainda que
aproximadas das desejdveis.

Mas héd mais razdes para trazer a indeterminagdo para o nivel da especifica-
¢d0 por modelos. E que muitos problemas da vida real sdo inerentemente ndo-
deterministas. Por exemplo, suponhamos que queremos especificar a operacdo

getchar : Keyboard — Char

pela qual um utilizador selecciona, de um dado teclado de caracteres disponiveis,
aquele que no momento lhe interessa. O utilizador goza de “liberdade” suficiente
para fazer escolhas imprevistas; portanto, getchar nunca podera ser modelado por
uma fun¢do. A tnica coisa que podemos garantir sobre getchar é que, para

Keyboard = 2€her

entao
¢ = getchar(k) = c€k

ou, simplesmente,
getchar(k) € k
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Quer dizer, estamos a observar os resultados de getchar como se de uma relacdo
se tratasse.

Ha, pois, componentes da interac¢do homem-mdaquina que sé podem, assim,
ser especificadas por modelos ndo-deterministas. De um modo geral, todos os
problemas de comunicagdes contém um certo grau de ndo-determinismo, dada a
imprevisibilidade de se saber exactamente qual a unidade de informacdo que vai
ser transmitida a seguir.

Noutros casos, os modelos ndo-deterministas sdo tteis para lidar com o nosso
“desconhecimento” sobre a realidade. Por exemplo, um de trés acontecimentos
a1, az, as pode acontecer, aleatoriamente, no modelo, num dado instante, quando,
afinal, se soubéssemos mais sobre a realidade em questdo, talvez pudéssemos fixar
que a3 s6 acontece como consequéncia de a;, por exemplo.

Vejamos agora, finalmente, uma terceira motivagio para alargarmos a nossa
nocio de modelo-especificacio. E que muitas transacgdes ndo sdo “inteiramente
funcionais” no sentido em que os seus resultados nao dependem apenas dos seus
argumentos, mas também do valor de um “estado interno”, e.g. a consulta a uma
base de dados. Embora haja muitas situacdes em que esse estado interno se pode
considerar um argumento adicional da fungdo que modela a transacgdo, ja ndo
¢ tdo natural a situacdio em que o processo de cdlculo da fungdo dé o seu resul-
tado ao mesmo tempo que altera o valor desse estado interno, por efeito lateral
(‘side effect’). O exemplo tradicional desta situagd@o é o operador PO P sobre pi-
lhas (‘stacks’), cuja semantica vulgarmente se entende como dando no resultado
o valor que se encontra acessivel no topo da pilha (se existir), a0 mesmo tempo
que o retira da pilha.

5.2 Nocao de Estado

A persisténcia temporal do “estado” nos objectos da vida real ¢ uma constata-
cdo do dia-a-dia. Numa primeira aproximagao, esse estado ndo é mais do que o
produto cartesiano dos atributos caracteristicos e persistentes desse objecto. Por
exemplo, um individuo tem atributos como idade, peso, altura, estado civil etc.
cujos valores mudam ao longo do tempo como consequéncia de eventos que afec-
tam esse individuo (e.g. o divércio altera o seu estado civil).

Uma nogao “cldssica” de estado é-nos transmitida pela teoria dos automatos
de estados finitos (AEFs). Af se assume pura e simplesmente a existéncia de um
conjunto finito () de etapas ou estddios por que pode passar a “vida” do autémato
enquanto processo, vida essa que € prescrita por uma tabela de transicdo de esta-
dos,

§C(@x1I)—=(Qx0)

que prevé a evolucdo do autémato de acordo com a sua reaco a estimulos de um
conjunto [I; essa evolucdo traduz-se pelo ‘output’ de um valor de O e por uma
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etc
PUSH(25) POP/25
INIT PUSH(30) N PUSH(20)
qo | | g3 | etc

POP/30 \_/ POP/20

POP/10| | PUSH(10)
/~ PUSH(5) ,~ PUSH(15)
| @ | | 4 | etc

\_/ Pop/5 \_/ POP/15

POP/20| | PUSH(20)
PUSH(10)
| g2 | etc

\_/ POP/10

Figura 5.1: Fragmento de grafo descrevendo tabela de AEF para um ‘stack’ de
inteiros.

transi¢do de estado. Para exprimir indeterminismo, basta “relaxar” as tabelas de
transicdo de estados, de fungdes para relacdes,

CRXIxQx0 5.3)

Por exemplo, a Figura 5.1 representa um fragmento da tabela de um autémato
de estados qo, q1, . ..etc. que descreve o comportamento (deterministico) de um
‘stack’. Trata-se de um grafo pesado por pares i/o onde i € I e 0 € O. Neste
caso I e O contém ‘strings’ de caracteres representando entradas e saidas, respec-
tivamente !.

Qual €, entdo, o significado de cada estado g; no digrama da Figura 5.1?
Aparentemente, ¢ um elemento de um conjunto de posigées atdmicas. Compare-
se agora o diagrama da Figura 5.1 com o “desenho” da Figura 5.2 feito por alguém
que, intuitivamente, nos tenta explicar o “funcionamento” de um ‘stack’. As seme-
lhangas sdo imediatas e o contraste é dbvio: o desenho obtém-se do diagrama
substituindo cada simbolo qqg, g1, ... etc. por um desenho de um ‘stack’, e.g.

Qo =

1 Aqui, o ‘string’ vazio € é omitido, e.g. i/€ simplifica-se em i.
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etc
PUSH(25) POP/25

INIT | | PUSH(30) PUSH(20)

POP/30 POP/20

etc

POP/10| | PUSH(10)

PUSH(5) PUSH(15)
W

POP/5 POP/15

POP/20| | PUSH(20)

PUSH(10)
B,

POP/10

Figura 5.2: Desenho descrevendo um ‘stack’ de inteiros.

q1 —_ﬁ
= R
q2 _a
etc.

Como cada desenho pode, por sua vez, ser representado abstractamente por
uma sequéncia de inteiros que regista a ordem de visita do correspondente ‘stack’,

e.g.

Q@ = <>
aq = <10>
¢ = <20,10>

etc., chegamos a conclusio que o conjunto de estados () “tem estrutura”, pois
Q=N

para este caso. Quer dizer, o estado ndo € mais que uma estrutura de dados que
— na linha da hoje muito substancial tradicdo em linguagens de programacdo —

13

“armazena” a informacio “(til” sobre o passado do autémato até ao momento 2.

2Vale a pena reflectir sobre este ponto. Primeiro, reparemos que a capacidade expressiva de Q =
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O estado de um objecto pode, assim, ser modelado por uma expressdo em
Sets que designe um conjunto finito. Vejamos agora uma maneira simples de
caracterizar matematicamente a semantica de uma transaccdo que altera o valor
desse mesmo estado. Basear-se-4 em relacdes que, em lugar de descreverem (ex-
plicitamente) tabelas de transi¢do de estados, registam observacdes sobre o efeito
da transacc¢do, relacionando argumentos e estado antes da transacgdo, com o re-
sultado e novo valor do estado apds a transacgdo se realizar.

Reparemos que o conjunto I de ‘inputs’ em (5.3) pode ser discriminado em

I=ExA

onde F é um conjunto de nomes de eventos e A um conjunto argumentos possiveis.
Podemos entdo escrever

d C Qx(ExAx0)xQ
T

5§ € 2Q><(E><A><O)><Q
o~ (QQXAXOXQ)E
> (2Q@xA)x(Qx0))F

Quer dizer, § desdobra-se em tantas relacdes quantos os simbolos de enventos em
E, pois, paracadae € F,

ée) S (@xA)x(@x0)

Temos que prever casos particulares de eventos e € E sem argumentos e/ou re-
sultados. No primeiro caso, é como se A = 1; auséncia de ‘outputs’ corresponde
a0 2 1. Porexemplo, parae = POP, () = Stack definido por

Stack = X* (5.4)

IN* é ainda a de um AEF. S6 que é mais “sugestiva” enquanto expressdo da “memoria” do autémato.
Ha, pois, uma nitida relac@o entre estado e comportamento no passado de um autémato.

Na pritica, a programagio por transi¢éio entre estados numéricos — que € uma heranga do ‘hard-
ware’, onde o estado é uma combinacdo de ‘bits’ (cf. a 16gica sequencial, ‘flip-flops’ efc.) que tem,
naturalmente, expressao numérica — foi sendo abandonada & medida que os autématos se foram com-
plicando, o nimero de estados foi aumentando e, concorrentemente, as linguagens de programagio
passaram a permitir a modelagdo do estado por estruturas de dados. Permaneceram apenas como ‘tar-
get language’ de solugdes eficientes geradas automaticamente. Um exemplo eloquente é, sem divida,
o da geragdo de autématos de reconhecimento-LR feita, por exemplo, por geradores como LEX/YACC:
cada estado do autémato é um item numérico que, afinal, codifica uma estrutura de informag¢éo com-
plexa, representdvel por um conjunto de LR-items sujeito a um invariante ndo-trivial (cf. e-closure).
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e A =0 = X, teremos que a semantica de POP,

6(POP) C Stack x (Stack x X)
N—— ~

entrada saida

€ uma relagdo de entrada/saida e ndo uma fungdo, como foi habitual nos capitulos
anteriores. Ora esta relacdo pode ser definida por compreensdo. Seja ¢ € Stack
o estado corrente de uma dada pilha, ¢’ € Stack o estado da mesma pilha apds
a ocorréncia do evento POP e r' € X o presumivel resultado. Entio podemos
observar o efeito seguinte:

q# <>P—OI>3q' = tail(q) A
,’,.I

head(q)

quer dizer, a relacao que descreve a semantica de POP ¢ constituida por pares da
forma

(¢, (tail(q), head(q)))
paratodoo g # <>, i.é

0(POP) = {{q,(tail(q), head(q))) | q € Stack N q # <>}

Em suma, para os eventos habituais de uma autémato de ‘stack’, teremos qualquer
coisa como:

PUSH(n)
g — ¢ =<n>~¢q

TOP/head(q)
g#<> ———— d'=¢

POP/head(q)
g#<> —————— ¢ =tail(q)

EMPTY/(qg=<>)
q q=q

INIT
— =<>

Veremos agora, com mais detalhe, algumas das implicacdes tedricas deste tipo
de especificacdo, nomeadamente no que diz respeito as necessdrias extensdes dos
conceitos de interface e modelo.
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5.3 Modelos com Estado Interno

O estilo de especificaciio que se esbocou na secc¢do anterior tem uma larga tradi-
¢do em ciéncia da especificagdo formal de sistemas. Na base dessa tradicao estd
a constatacdo de que um sistema, uma mdquina, um fragmento de programa, um
objecto qualquer em geral, sdo entidades com propriedades persistentes e varidveis
no tempo, cujo valor num dado instante define o seu estado interno.

Quando esse objecto interage com outros, € sujeito a estimulos aos quais pode
reagir alterando o seu estado interno e/ou respondendo com a emissdo de out-
ros estimulos, e assim por diante. Cada etapa deste processo de interac¢do pode
ser encarado como a ocorréncia de um evento, cujo efeito é observdvel compara-
ndo a situacdo em que o objecto se encontrava, antes de aquele acontecer, com
a situagdo consequente. O objecto reserva-se no direito de néo aceitar todos os
estimulos possiveis, dependendo da sua configuracao corrente, emitindo possiveis
mensagens de erro.

Como vimos, a “semantica” de um evento pode ser estabelecida por uma rela-
¢do0 da forma

p C (Estado x Argumentos) x (Estado x Resultado) (5.5)

Definiremos o dominio de p como a projecgdo habitual, i.é

dom(p) = {a| (a,d) € p}
Sempre que dom(p) C Estado x Argumentos, temos uma relagdo parcial i.é,
o evento ndo estd definido para determinadas situagdes “a entrada”. E vulgar
caracterizar essas situagdes escrevendo um predicado — chamado a pré-condicdo
do evento,
pre : Estado x Argumentos — 2

— que mais ndo é que a fungdo caracteristica de dom(p) em Estadox Argumentos
3

Quanto a relagéio (5.5) propriamente dita, é vulgar caracteriza-la também pela
sua funcéo caracteristica,

post : (Estado x Argumentos) x (Estado X Resultado) — 2

a que € vulgar dar o nome de pds-condi¢cdo, ou condi¢io de entradal/saida.

Vejamos o exemplo do evento POP, ja considerado atrds. Aqui, Estado =
Stack = X*, ndo hd argumentos ¢ Resultado = X, para qualquer X (conjunto
de elementos a “empilhar”). Teremos entdo, neste caso,

prepop : Stack — 2
postpop : Stack x (Stack x X) — 2

3Chamamos fungio caracteristica de um dado S C A a imagem de S dada pelo isomorfismo
P(A) = 24,
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Em face do que foi atrds exposto, ¢ imediato definirmos

prepop(s) def 5 #* <>

def . (56)
postpop(s, (s',7)) = r = head(s) A s' = tail(s)

Fica assim completa a defini¢do relacional da semantica do evento POP.

Quais as implica¢des formais de aceitarmos que um modelo tenha eventos?
Quando tal acontece € porque o modelo em causa ndo € puramente funcional e
tem estado interno. As defini¢des de interface e de modelo que temos vindo a
adoptar (cf. respectivamente as defini¢des 3.10 e 1.7) terdo que ser revistas. No
primeiro caso, ndo ¢ dificil imaginar como uma interface “funcional” possa ser
aumentada com eventos — bastard dizer quais e qual a sua operacionalidade,
i.¢ as espécies que determinam os seus argumentos e resultados. Podemos assim
passar a definicdo que se segue.

Definicdo 5.1 (Interface com Eventos) Seja I = (X, X, E) uma interface ax-
iomdtica, para ¥ : 8 — S* x S. Seja Il um conjunto de simbolos que sdo nomes
de eventos, disjunto de S, sobre os quais se constréi uma aplica¢@o

I''II—S5"%xS5*

caracterizando a “funcionalidade” de cada stimbolo de evento.
Ao par I' = (I,T) daremos o nome de interface com eventos, ou interface
procedimental. O

Esta definicdo exige algumas explicagdes. Em primeiro lugar, eventos e fun-
¢des podem coexistir num mesmo modelo. Na nossa “meta-linguagem”, uma in-
terface com eventos escrever-se-d como a seguir se ilustra para o caso de STACK S:

inter face STACKS < ITEM
sorts Stack, Bool
ops isEmpty : Stack — Bool

events INIT :— 57
PUSH : Item —
POP :— Item
que enriquece
inter face ITEM (5.8)

sorts Item

A parte funcional ¥ da interface (5.7) €, assim,

5 = 1sEmpty
- (<Stack>, Bool)
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enquanto que I' envolve trés eventos,
I ={INIT,PUSH,POP}

Reparemos que, enquanto uma fungéo como ¢s Empty estd condicionada a produ-
¢30 de um e um s6 resultado, um evento poderd produzir vdrios ou mesmo ne-
nhum. Por exemplo, INIT é um evento de inicializacdo, sem argumentos nem
resultados, i.é T(INIT) = (<>, <>). Genericamente, todo o evento 7 tal que
(1) = (<>, <>), sem argumentos nem resultados, limita-se a ler e a afectar o
estado.

Em segundo lugar, uma interface como ST AC K S pressupde a existéncia de
um estado interno que, contudo, néo é af explicitado e s6 o vird a ser no modelo
semantico respectivo. Por exemplo, vejamos o seguinte modelo para STACKS,
parametrizado em ITEM e baseado em sequéncias, como € habitual. Come-
caremos por escrevé-lo na nossa linguagem, deixando para depois as explicagdes
devidas e a correspondente formalizacao:

STACKLIST : ITEM — STACKS
( sorts Item = E.Item
Stack = I'tem*

ops isEmpty(s) def 5 = <>

def state  Stack
STACKLIST(E) = events INIT % o/ = <>
PUSH() % o' = cons(i, o)

POP(") ¥ {6 #£ <> = j' = head(c) A
o' = tail(o)

(5.9)

Comentadrios a (5.9):

- Os modelos para Item, Stack e is Empty definem-se como habitualmente,
cf. Capitulo 4.

- A cldusula state ... especifica o estado interno de STACK LIST, neste
caso uma sequéncia de Items. E uma convencio habitual reservar as varidveis
o e ¢’ para denotar os valores do estado, respectivamente antes e depois da
ocorréncia de um evento.

- INIT ndo tem argumentos nem resultados; a sua semantica serd pois uma
relagdo
postrnrT C Stack x Stack

Neste caso, optou-se por postrnN T tal que

o postINIT oo =<>
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- PUSH tem um argumento do tipo Item; a sua semantica serd entdo uma
relacdo
postpusg C Stack x Item x Stack

tendo-se definido
postpusu(0,i,0') & o' = cons(i, o)

- POP nio tem argumentos e dd um resultado em Item, desde que a sua
pré-condigio se verifique, cf. (5.6). Para eventos com pré-condicdo (eventos
parciais) adopta-se uma notagdo semelhante a notagdo para funcdes parci-
ais, da forma

EVENTO(...) def { pregvento(o,...) = postevento(o,...,d',...)
¢f. POP em (5.9).

- Para simplificar a leitura, usa-se a convencdo de associar varidveis simples
(e.g. i, 0) para argumentos ou estado a entrada, e varidveis decoradas (e.g.
o', j") para estado ou resultado a saida.

Quer dizer, se 7 é um evento tal que II(7) = (<s1,...,8,>,<s>) entdo,
num modelo de 7, esperamos qualquer coisa como:

pre. : QX8 X...X8, =2
post. : QX SL X...X8p X8 XS§—>2

onde @) designa a classe de estados do modelo.

Note-se que a designagdo interface procedimental acima pretende reflectir o
facto de um procedimento (e.g. em PASCAL) poder ser sempre considerado como
uma codificacio da semantica de um evento. Por exemplo, quando escrevemos

procedure P (var s: Estado; a: Argumento);

ou ainda
var s: Estado;

procedure P (a: Argumento);

estamos a pensar no evento P tal que

prep : Estado x Argumento — 2
postp : Estado x Argumento x Estado — 2

Estamos agora em condicdes de formalizar o conceito de modelo de uma in-
terface com eventos.
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Defini¢éio 5.2 (Modelo com Eventos) Seja J = (I,T') uma interface com even-
tos tal como foi definida atrds (Defini¢do 5.1). Um J-modelo A é um triplo
(A1, Q, Ar) tal que:

1. Ay é um I-modelo, .6 uma X-dlgebra que satisfaz todos os axiomas em E,
cf. Defini¢do 5.1.

2. Q é uma designagdo do conjunto finito (ou infinito numerdvel) de estados
internos de A.

3. Ar define a tabela de transi¢do de estados do modelo da forma seguinte:
para cada simbolo de evento T € 1I tal que T'(1) = (w,w') e w =
<S1y.--, 8>, W = <si,...,s0,>, Ar(T) é uma relagdo bindria em

2(Q><Sl><...><Sn)><(Q><S’1x...xS;n)

onde S; abrevia A (s;) e S} abrevia Ar(s}).

Abreviaremos ainda Ar(7) em A(1) e Ar(z) em A(z). A fungdo caracteristica
de A(1) designa-se p6s-condigdo de T (em A). Dd-se ainda a designacdo de pré-
condigdo de T em A a fungdo caracteristica do dominio da relagdo A(T).

O

O facto de o modelo de cada evento ser uma relagdo e ndo uma func¢@o justifica,
sO por si, o titulo “semantica relacional” que se deu a este capitulo. Como relacdes
sdo mais gerais que funcdes, temos que qualquer especificacdo funcional pode ser
convertida numa especifica¢@o relacional. Em muitos casos, ¢ mesmo desejdvel
essa conversio, nio sendo dificil encontrar um critério pritico para se decidir se
uma especificacdo € “naturalmente” relacional ou ndo.

Veja-se, a titulo de exemplo, o problema SGI B que foi usado extensivamente
para ilustrar o Capitulo 1. Repara-se imediatamente que todos os operadores
de ¥sgrp contém a espécie Sistema como espécie-argumento. Mais do que
isso, apenas um (balanco) ndo tem essa espécie como espécie-resultado. Esta
“omnipresenga” de Sistema faz-nos pensar em omitir esta espécie de X sqrp,
convertendo os operadores que a manipulam em eventos que a assumam como
estado interno. Por exemplo, ao operador

levantamento : IdConta x Quantia x Sistema — Sistema
far-se-ia corresponder o evento
LEVANTAMENTO : IdConta x Quantia —

Note-se que levantamento pode co-existir com LEVANTAMENTO. E até é
desejavel que isso acontega, pois fica assim documentada a sua esséncia funcional
e a sua origem no processo de desenvolvimento. Assim, se

A(levantamento) def A(id, g, s) . ..



5.3. MODELOS COM ESTADO INTERNO 227

jé tiver sido definida num modelo .4, entdo ¢ imediato definirmos

A(LEVANTAMENTO)(id, q) def o = A(levantamento)(id, g, o)

e assim para todos os outros operadores.

Exercicio 5.1 Complete a especificacdo dos seguintes eventos genéricos, vélidos sobre qualquer mo-
delo com estado interno @:

NOP : —
def
NOP = { = [*evento que nada faz */
NOISE : —
NOISE def { > [*evento que altera indeterministicamente o estado */
ABORT : —
ABORT def { > [*evento que nada mais deixa acontecer */
SET : Q—
£
SET(q) de { e = [*evento que altera deterministicamente o estado */

Exercicio 5.2 Pretende-se especificar a unidade de recepgdo de mensagens de um sistema de correio
electrénico, a basear em duas partes estruturais: o descodificador de enderecos e a mailbox. Entende-
se por enderegco uma sequéncia de dominios,

Endereco = Dominio*
normalmente listada por ordem inversa. Por exemplo,
jno@di.uminho.pt

¢é a representacdo habitual do endereco <pt, uminho, di, jno>.

A mailbox regista, para cada caixa de correio, a fila de mensagens que ainda ndo foram lidas. O
descodificador de endereg¢os é uma hierarquia de dominios que representa o processo de ‘routing’ de
mensagens, e.g.

uminho jno —
pt
[z
inescb alex —

Assim, as folhas desta hierarquia serdo identificadores de caixas de correio da mailbox:
Descodificador = Dominio — SubDominio
SubDominio = Descodificador + Caiza

Especifique a unidade pretendida, ndo omitindo os eventos seguintes:
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- INI: — . Operagio de inicializagao da unidade.

- REC : Endereco x Mensagem — . Operagdo correspondente a chegada de uma men-
sagem a unidade. O endereco comeca por ser descodificado e, sendo existente e suficiente, a
mensagem ¢ transmitida a caixa correspondente na mailbox.

- LER : Endereco — Mensagem. O utente da caixa de correio enderegada 1€ a sua préxima
mensagem, que € entdo retirada da mailbox.

Exercicio 5.3 Relembre o Exercicio 2.19 sobre a especificagdo funcional de drvores de decisao.
Suponha que se propds o seguinte modelo como especificacdo ndo funcional de um gestor de
arvores de decisao:

DECQTREE : ITEM X ITEM — DTREE
( sorts What = W.Item
Answer =  A.ltem
Menu o 2Answer
DecTree = What x (Answer — DecT'ree)

£
ops menu(dt) de dom(ma(dt))
state Decl'ree
def

DECQTREE(A,W) % { events LOAD(dt) ' o' =adt
MENU(') % o =on
r" = menu(o)
ASK({) et o =oA
¢ =mi(o)
ANSW ER(a) def {a € menu(o) =

o' =m2(0)(a)

1. Apds uma andlise cuidadosa deste modelo com eventos, faga a inferéncia da interface DT REE
que ele satisfaz.

2. Suponha que se pretende enriquecer essa interface com mais um evento,
HISTORY :---— ---

que devera responder a sua activagao dando o “rol” de todas as respostas dadas até ao momento.
Aumente DT RE E nesse sentido e estude o impacto da sua modelagio em DECQT REE.

3. Repita a alinea anterior para mais um evento,

BACKTRACK : -+ — -

que deverd recuperar de uma resposta mal dada.
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5.3.1 Invariantes de Estado

Na Seccdo 2.4 foi introduzido o conceito de predicado invariante sobre uma dada
espécie s € S de uma assinatura X : Q — S* x S, num dado X-modelo A. Tal
predicado, que designamos por inv-s, diz-se um invariante por se entender que ele
se deve verificar para todos os valores de \A(s), conjunto portador da espécie s
em A. Nessa sec¢@o foram apresentadas técnicas de prova para a verificagdo de
invariantes.

Num modelo 4 com eventos (Defini¢do 5.2) é perfeitamente natural que a
definic¢do da classe () de estados internos do modelo exija também um invariante
inv-). Tem entdo interesse considerar o problema da preservagdo “temporal”
desse invariante pelos eventos que alteram o estado, ou seja, cuja pds-condigio
ndo implica a condi¢do o = ¢’. Seja

T:S81 X...X8, =S

um evento dessa classe de eventos que alteram o estado. Antecipemos que o
argumento da preservagdo do invariante por 7 terd o aspecto de um predicado
em Ldgica Dindmica, relacionando condicoes 16gicas vdlidas sobre um estado o
anterior a ocorréncia de 7 com outras condigdes que se pretendem validas sobre
qualquer estado ¢’ para que o modelo possa vir a transitar apds a ocorréncia de 7.
Assim, a desejdvel extensdo da férmula (2.131) a eventos serd

inv-Q (o)A
pre-(o,t1, ..., ta)A inv-Q(o")A (5.10)
post (o,t1,... tn, o, t")A inv-s(t') ’

V1 <i<n:inv-si(t;)

Note-se que, da mesma maneira que o estado de um modelo normalmente
“pde em evidéncia” uma espécie que estaria omnipresente nos argumentos dos op-
eradores funcionais do correspondente modelo sem estado, também o invariante
de estado “pde em evidéncia” condi¢des sobre essa espécie que podem ser reti-
radas das pré-condigdes dos eventos do modelo. Quer dizer, para maior economia
e melhor inteligibilidade do texto de uma especificacdo, retiram-se das pré-condi-
¢oes as cldusulas logicas jd garantidas pelo invariante. Tal procedimento pratico é
inofensivo desde que as conjungdes logicas do antecedente da implicagdo (5.10)
sejam encaradas como ndo estritas, c¢f. equacdo (3.44). Alids, esta ndo é Unica
situacdo em que € preciso entender as conectivas logicas ndo-estritamente: no
fundo, todo o encadeamento légico entre pré e pds-condi¢des pressupde logica
ndo estrita, ja que a avalia¢dao de uma pds-condicdo sé pode ser feita em contextos
onde a pré-condig¢do seja verdadeira.
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5.4 Exercicios

Exercicio 5.4 Na aplicago prdtica da especificacdo formal a problemas concretos usam-se muitas
vezes “regras de algibeira” para simplificar argumentos de preservagdo de invariantes. E esse o caso
em modelos cujo estado interno estd sujeito a um invariante da forma

iv-Q ¥ A g

onde ¢ : B — 2 ¢ um dado predicado e os eventos a tratar sdo deterministicos e tais que as suas
pos-condigdes sdo da forma:

E(S) = 0”:0’\5
Es(a,b) def 0':0]‘( (Z)

1. Com os dados disponiveis, complete da forma mais geral possivel (justifique) as seguintes
defini¢des relativas a esse modelo:

Ey T e
Ey T e
Q = i

2. Recorra a propriedades conhecidas da constru¢io A — ¢ para justificar as seguintes duas
“regras de algibeira”:

— E1(S) preserva sempre inv-Q, qualquer que seja S. (5.11)
— Para demonstrar que E2(a, b) preserva inv-Q, basta provar ¢(b). (5.12)

Exercicio 5.5 No contexto do Exercicio 5.4, suponha que o evento em causa é deterministico e tal que
a sua pés-condi¢do ¢ da forma:

BE) £ o == f)0) AV = g(0)

1. Tipifique, de forma mais geral possivel, as fungdes f e g.

2. Recorra a definicdo formal do predicado A — ¢ para justificar ou refutar a seguinte “regra de
algibeira”™:

— Para demonstrar que E' preserva inv-@, basta provar que f preserva (5.13)

.

Exercicio 5.6 O diagrama seguinte representa a estrutura bi-funcional de uma dada ac¢do (evento)
deterministica E/, com apenas um argumento e uma saida, num modelo com estado interno Q:
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|
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o
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|
|
|
|
|
|

Dadas as seguintes defini¢des de f e g,
f = Xo,a). let n=H(a)

. n € dom(oc) = a € o(n)
m { n ¢ dom(oc) = F

g = Xo,a). let n=H(a)
"t @ NG 3 8

onde H : A — IN é uma funcdo pré-definida,
1. complete a seguinte defini¢do da assinatura do evento,

e do modelo formal de Q:

Q..

2. descreva por palavras suas o significado deste evento, relacionando-o com um modelo de
gestdo da informagdo bem conhecido na literatura algoritmica;

3. mostre que E satisfaz o seguinte invariante:
inv-Q(o) % vn € dom(c) : (0 # o(n) AVi € o(n) : H(i) = n)
i.é, prove o facto seguinte, para a e o universalmente quantificadas:
inv-Q(o) Ao’ =g(o,a) = iv-Q(o’)

Sugestao: desdobre o facto a provar em duas quantificacdes separadas e prove-as independen-
temente.

Exercicio 5.7 No contexto do Exercicio 1.41, Apés uma breve andlise dos requisitos e com base no
fragmento de modelo sugerido (1.105), construa a especificacdo das seguintes operagdes sobre um
modelo cujo estado interno é System:
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VI : — VIQINT
( sorts Teuxt >~ Line*
Line =~ Char*
Nr >~ N
Cursor =~ L:NrxC:IN
Bool ~2
Char >~ {0,...,9,a,...,2,A,...,Z,...}
State > C: Cursor x T : Text
state  State
events G(n) ©f et o= C(o)
t="T(o0)
in  { n<length(t) = T(o')=tAC(o") =(n,1)
vi) L ¢ def
r(c) = let  =C(o)
t="T(o)
in {t#<>= let z=C(d)
y=L(c)
linha = t(y)
linha' = linha 1 ( i
in Cd')=cA
A Y
T(o') =1 ( linha' )
\
Figura 5.3: Esbogo de modelo VI para VIQINT.
1. Operagao

NULL_INV : IdI, — 2'"vN7
que deverd indicar os nimeros de todas as facturas anuladas numa dada loja.
2. Operagdo
SALES_BY _DATE : Date —» (IdA — IN)

que deverd totalizar as vendas de um dado dia (em todas as lojas).

Exercicio 5.8 Pretende-se neste exercicio esbogar uma especificagao do editor VI, o editor “cldssico”
do ambiente UNIX. Suponha que se comega por a construir a interface

inter face VIQINT
sorts Text, Line, Nr, Char,Cursor, Bool, State
events G:Nr —
r: Char —
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seguindo-se a construgéio de um modelo VI para VIQINT, cujo esbogo se representa na Figura 5.3
4

1.

A que comandos de edi¢éio do VI correspodem os eventos presentes na interface e no modelo
acima?

. Da anilise do que estd ja especificado decerto conclui que é necessario acrescentar a interface

um predicado
inv : State — Bool

que seja invariante sobre State. Apresente a defini¢do desse predicado no modelo V'I.

. Escreva a defini¢do no modelo V' I da semantica dos eventos

hyj,k,l: Nr —

que deverdo corresponder aos 4 comandos de navegagio que conhece (o argumento numérico
corresponde ao indice de repeti¢do, e.g. a0 comando 3h corresponde no modelo o evento

h(3)).

. Escreva a defini¢do em VI da semantica de mais um evento

dd: Nr —

cuja consequéncia ¢ apagar tantas linhas a partir do cursor quantas as especificadas no seu
argumento.

. Seja agora VIQINT enriquecida com uma nova espécie, String, e mais dois eventos de

edicdo:
D: — /* apaga todos os caracteres desde a posicdao
corrente do cursor até ao fim da linha */
/: String —  /* procura a primeira ocorréncia do
“string” argumento e leva para ai o cursor
*/
Seja VI(String) = Char*. Apresente defini¢des para VI(D) e VI(/).

Exercicio 5.9 Considere a seguinte interface e modelo para especificar um sistema de gestdo de base
de dados relacional (deliberadamente simplificado e incompleto):

inter face RDBMS
sorts Dbs, Bool, Id,Table, Tuple, Atrib, Schema, V alue, Query
ops join : Table x T'able — Table
project : T'able X Schema — Table
select : T'able X Query — Table
inv-T'able : T'able — Bool
inv-Dbs : Dbs — Bool
events INIT :—

SCHEMA : Id — Schema
JOIN : Id x Id x Id —
SELECT :Id x Query X Id —
PROJECT : Id x Schema x Id —

4Neste modelo ocorrem produtos cartesianos prefixados por selectores (relembrar Secgdo 1.3.1), o
que se usa muito em especificagdo por modelos para melhorar a sua legibilidade.

(5.14)
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DBMS : ITEM x ITEM x ITEM — RDBMS

def

( sorts Bool ~2

Atrib =2 A.Item
Schema = 24trib
Value = V.Item
Tuple = Atrib — Value
Query = Atrib — Value
Table = 2Tuple
Id = I.Item
Dbs = Id — Table
ops join(r,s) def {tut'| ternt esntAt'}
select(r,q) def {t e r| (¢|dom(t)) C t}
project(r,S) & {(t]8)| t € r}
inv-T'able(r) def Vi, t' € r: dom(t) = dom(t")

inv-Dbs(o) 4ef vi € dom(o) : inv-T'able(o (1))
state  Dbs

events INIT def o = ( )
SCHEMA() % {i € dom(c) = let t € o(3) in dom(t)

JOIN(i,j,k) % {i,§ € dom(o) Ak & dom(c) = o' = o U ( k

join(a (), o(5))
k

; def (. r_
SELECT(i,q,k) = {i € dom(o) Nk & dom(o) = o' =c U ( select(a(i), q)
k

PROJECT(i, S,k) ' {i € dom(c) A k & dom(c) = o’ = o U (

project(o(i

\
. Interprete cuidadosamente este modelo e tente descrever por palavras suas a semantica infor-
mal de cada operagéo.

. Prove que todos os eventos que alteram o estado preservam o invariante inv-Dbs.

. Seja X rpBMms aassinatura da componente funcional da interface RD BM S. Verifique se a
seguinte igualdade

select(project(r,s),q) = project(select(r,q),s)

r s q

éum X g p pms (X)-axioma vélido no modelo DBM S, paraa X = ( Table Schema Query

. Pretende-se agora enriquecer o modelo por forma a ser possivel registar e verificar dependén-
cias funcionais associadas a tabelas da base de dados subjacente. Para isso, a estrutura de
tabelas

Dbs =~ Id— Table

é acrescentada a informacdo de quais tabelas estdo (ou poderdo vir a estar) sujeitas a dependén-
cias funcionais (F'Deps),

Dbs = (Id— Table) x (Id — FDeps)
introduzindo as seguintes novas espécies no modelo e sua interface:
FDeps =~ 2FDer
FDep = Attribs x Attribs

Reforce o invariante inv-Dbs por forma a garantir a salvaguarda das seguintes condi¢des adi-
cionais:

(5.15)

)
), 4) )

)
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- Todas as dependéncias funcionais estdo bem definidas i.¢, ndo envolvem atributos inex-
istentes;

- Se uma tabela estd sujeita a uma dependéncia funcional, entdo todos os tuplos dessa
tabela satisfazem essa dependéncia.

Exercicio 5.10 Na sequéncia do exercicio anterior, suponha que se pretende remover desse modelo o
seu invariante de estado, i.¢, qualquer tabela pode ter atributos omissos, por exemplo:

A|B|C
ay Cc1

b2 | c2
a3

que corresponde a seguinte tabela t € T'able:

=aa)(n a) (o)

Mega o impacto desta generalizagdo do modelo re-especificando os eventos SCHEM Ae JOIN.
(]

Exercicio 5.11 Na sequéncia do exercicio anterior, pretende-se enriquecer RDBM S com um evento
SORT : Id x AtribList x Id —

tal que SORT(3, 1, k) signifique que se guarda em k o resultado de se ordenar a tabela 4 lexicografi-
camente segundo a lista de atributos [.

Nio especifique SORT', mas estude o impacto em D BM SQM O D do enriquecimentode RDBM S
com esse evento (e.g. o que terd de ser adicionado? o que terd de ser alterado?).
O

Exercicio 5.12 Neste capitulo foi estudada um técnica para especificacio da seméntica formal de
eventos (=“fungdes + estado”).

Relacione essa técnica com a notacd@o 16gica temporal que foi assunto do Exercicio 3.21.
O

Exercicio 5.13 Considere um modelo cujo estado interno @ corresponde a semantica em SETS do

diagrama ERA seguinte:
Departamento ——— Nome)

1

< ()

M
[ ]

Disciplina  |——— Nome)
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1. Especifique formalmente o evento N DISC sobre @ que regista uma nova disciplina, co-
nhecidos o seu nome, regente e departamento.

2. Prove que a sua especificacdo de N DISC satisfaz o invariante implicito em Q.

5.5 Notas Bibliograficas

No capitulo que aqui termina pretendeu-se fazer a sintese entre trés vertentes
bésicas da ciéncia da especifica¢do formal de ‘software’, a saber:

1. Especificacdo construtiva com varidveis globais, com operagdes (eventos)
cuja semantica estdtica € definida por pares de pré e pds-condicdes, seguindo
o estilo de [Hoa69] e tal como vem sendo proposta em metodologias de
larga aceitagdo como o ‘Vienna Development Method’ (VDM) [Jon80, Jon86].

2. Modularizacgio de especifica¢des formais, ampliando o que foi proposto no
Capitulo 4 (ver as referéncias bibliogréficas deste capitulo).

O conceito de modelo com estado e eventos, satisfazendo uma dada interface
aproxima-se da nocdo de objecto (pertencente a uma dada classe) proposta pela
programagdo por objectos [GR83] e especificagdo orientada a objectos [SFSE87].
Pode aind ser visto como um ‘labelled transition system’, cf. [Hen88].



Capitulo 6

Semantica Dinamica

No capitulo anterior encontraram-se boas razdes para deixar de especificar “por
fungdes” e passar a especificar “por relagdes”, i.é por eventos. A Definig¢do 5.2
apresentou uma formalizacdo do conceito de modelo com eventos, que foi pre-
viamente motivado com exemplos como STACKLIST, cf. (5.9). Assim ficou
registada alguma da nossa intuicdo do que “é” um evento, formalizdvel por rela-
¢cOes matemdticas.

Este tipo de semantica para eventos diz-se estdtica por ser “atemporal” e igno-
rar os aspectos dindmicos de um sistema baseado em eventos (nomeadamente, o
“acontecimento” temporal dos eventos, a sua sincronizacdo, efc.). Abordar agora
esta componente dindmica de um sistema de software € o principal objectivo deste
capitulo.

6.1 ...“0 que é um Evento”?

Esta questdo pode ser posta em paralelo com a questdo (ja respondida) “o que é um
operador?”. Relembremos que a semantica de um operador adquiriu “significado”
a partir da altura em que se mostrou que ele, em conjunto com todos os outros da
sua assinatura X, actuava como “gerador”, ou “construtor” de uma linguagem Wy,
cujas frases ganhavam semantica a partir da altura em que se definia um modelo
denotacional A : ¥ — Sets que permitia “calcular” o significado de cada frase.

Fomos ainda mais longe ao permitir que se criasse uma “versao simplificada”
de A especificdvel a custa de um conjunto E de axiomas presente na inter face
de A. Formalmente, como vimos também, o (meta) significado destas constru-
¢des constrédi-se no reticulado de todas as ¥.-congruéncias. O diagrama seguinte
resume todo esse raciocinio:

237
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IR

6.1)

b)) Ws =4

Com a introdugdo de eventos, “emparelhamos” ¥ com uma “assinatura” de
eventos I'. Como raciocinar sobre I'? Somos tentados a construir algo semelhante
a (6.1). Em primeiro lugar, fard sentido construir Wr, o conjunto de todas as
frases com I'-eventos?

Um qualquer termo ¢ € Wy é uma “expressdo bem tipificada” sobre X-
operadores. O que € uma “expressdo bem tipificada” de I'-eventos? Reparemos
que, se 71, T2 sdo dois eventos e T € um terceiro evento, qualquer “termo” da forma

7(71,72)

ndo faz muito sentido, a ndo ser que o seu significado fosse qualquer coisa como
“71 ocorre primeiro, 75 ocorre a seguir e 7 ocorre de seguida com argumentos
debitados por 71 e 75”. E mais natural representarmos esse significado por uma
ordem linear de ocorréncia de eventos,

T1 T2 T

ou mesmo nao-linear, e.g.

(6.2)

Neste caso, dirfamos que 7, ocorre primeiro, € depois ou ocorre 7 ou 0corre Ty.

Concluimos que qualquer forma de I'-linguagem € mais “rica” em situagdes
que a simples construciio de termos. Por isso mesmo, qualquer frase gerada por
I" ndo sera designada um termo, mas sim uma expressao de comportamento (‘be-
haviour’). Vejamos como construir expressdes de comportamento.

6.1.1 Expressoes de Comportamento

Comecemos por designar por Br (c¢f. Wx, por analogia) o conjunto de todas as
expressdes de comportamento “gerdveis” a partir de

:IT— 8" xS8*



6.1. ...“O QUE E UM EVENTO”? 239

Arrisquemos agora uma defini¢do indutiva para Br, baseada nas cldusulas seguintes:

- se b é um I'-comportamento, e 7 € um I'-evento (i.¢é 7 € II), entdo des-
ignaremos por 7.b 0 comportamento seguinte: 7 ocorre primeiro e depois o
modelo comporta-se segundo b;

- se be b sdo dois I'-comportamentos, entéio b+ b’ € o I'-comportamento que
representa a possibilidade de o modelo se comportar segundo b ou segundo
bl .

- 0 é um I'-comportamento especial que significa inacgdo ou “paragem” .

- ndo hd mais I'-comportamentos do que os resultantes das cldusulas anteri-
ores.

Matematicamente, escreveremos a defini¢do recursiva:

Br ¥ {0}
U {rb| TeT Abe Br} (6.3)
U {b+b| b €Br}

Falta-nos agora, apenas, sermos mais precisos quanto a condi¢do 7 € I' que
ocorre em (6.3). Seja 7 € II um evento tal que

!

T(T) = (<81, --38n>,<81,..,8,>)

0 que se escreve abreviadamente da forma

T:slx...xsn—>s'1><...xs'm (6.4)

(1941

Sejat; € Wy, et € Wg)sg,para 1<i<nel<j < m. Entdo 7 ndo “¢é
apenas um evento, mas uma colecgdo deles,

T(ooitinnyo ty.)

indexada pelos possiveis valores t;,t dos seus argumentos ou resultados. Quer
dizer, PUSH(10) nio &, por exemplo, o mesmo evento que PUSH (11). Se

definirmos
[T] = {T(tl,,t“,tn,tll,,t;,t;n)| t, € WE,S{ /\t; € WE,S}}

podemos caracterizar o conjunto de todos os eventos “atémicos” gerados por I'
como sendo

LEste T'-comportamento toma por vezes a designagio NIL ou STOP, cf. notagdes como EPL,
CCS ou CsP referidas na Secgdo 5.5.
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Eve(l) = J

e corrigir, em (6.3), a condi¢do 7 € T para 7 € Eve(T'). Em resumo, temos a
defini¢do seguinte.

[7] (6.5)

T€I

Definicdo 6.1 (I'-comportamento) Seja dada uma assinatura de eventosT" : II —
S* x S*, cf. Defini¢do 5.1. O conjunto de todos os “T'-comportamentos” é o
menor conjunto que satisfaz as seguintes cldusulas:

1. Prefixagdo — se oo € Eve(T") é um evento e b é um I'-comportamento, entdo
a.b é também um T'-comportamento;

2. Alternativa — se b e b' sdo T-comportamentos, entdo b + b' também o é;

3. Inacgdo — existe um I'-comportamento particular 0 que tem a propriedade
de, em nenhuma circunstdncia, fazer o que quer que seja.

O conjunto de todos os T'-comportamentos designa-se por Br. O

A definicdo anterior introduziu o conceito “sintdtico” de I'-comportamento.
Esse conceito carece de interpretacio semantica, e esta fundamentalmente de-
pende da nossa intui¢do sobre o que “é” um comportamento. Na verdade, hd mais
do que uma interpretaciio possivel. Comecemos por aquela que designaremos por

interpretacdo PS.

6.1.2 A Interpretacao PS

Nesta interpretacéio, vamos estar apenas interessados nas sequéncias de eventos
— acgdes — que um agente pode fazer de acordo com uma expressdo de compor-
tamento b € Br. Assim, a interpretagéio associada a cada uma dessas expressoes é
o conjunto daquelas sequéncias, i.¢ subconjunto de Eve(T')*, ¢f. (6.5). Cada uma
dessas sequéncias, e.g.

<a,fB,...,w> (6.6)

serd designada um I'-trago (cf. ‘trace’) ou I'-histdria, para evidenciar o seu cardcter
temporal, e poder-se-4 também escrever:

a; B . w (6.7)

lendo-se “a aconteceu primeiro, seguido de 3, seguido de ..., seguido de w”.
Portanto, um trago ou histdria representa um instante concreto da vida de um
agente, de acordo com o seu comportamento. Mas se o agente jd “viveu” até w em
(6.6), isso significa que existiram instantes anteriores em que ele viveu “menos”,

e.g. o instante em que ainda s6 aconteceu o trago <a, 3>. Na verdade, o traco
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(6.6) pressupde todos os tragos que sdo prefixos seus, incluindo <>, o trago que
corresponde ao instante em que “ainda ndo aconteceu nada”:

tn = <a,fB,...,T,w>

th-1 = <Cl,,8,...,7'>

t; = <a,f,...> (6.8)
to = <a,fB>

t1 = <a>

to = <>

Temos, portanto, cada instante ¢ caracterizado pelo trago ¢;, verificando-se
1 < ] =1 < tj

onde a ordem s < s’ (“prefixo de”) sobre sequéncias arbitrdrias s,s’ € X* se
pode definir por
s<sdeIFreX*:s=s5~r

e tem <> como minimo, i.é
Vse X*:<><s (6.9)

Compreende-se agora que a interpretacdo de um comportamento nao pode ser
qualquer subconjunto de tragcos — s6 faz sentido que seja um subconjunto de tra-
¢cos fechado por prefixos. Genericamente, um subconjunto S C X* estd nessas
condicdes se

sESAT<s=>res (6.10)

Definicao 6.2 (Dominio PS) Designaremos por dominio PS (de ‘Prefix-closed
Subsets’) o conjunto de todos os subconjuntos ndo vazios de Eve(T)* fechados
por prefixos, 1.é

PS={0cSC Evel)*| S satisfaz (6.10)}
Constata-se imediatamente que <> € S paratodoo S € PS, cf. (6.9). O

A interpretacdo de Br em PS define-se facilmente através de um homomor-
fismo

hps: Br - PS (6.11)
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com as cldusulas seguintes (abreviando hpg para P.S, como habitualmente):

PS(b+¥) = PS®)UPSH) 6.12)
PSO0) = {<>} (6.13)
PS(ab) = {<>}U{cons(a,s)| s € PS(b)} (6.14)

A titulo de exemplo, calculemos a interpretagdo do comportamento c.(0 +
3.0). Teremos:

PS(a.(0+ 8.0)) = {<>}U{cons(a,s) | s € PS(0+ 3.0)} (6.15)

Ora

PS(0+4.0) PS(0)UPS(B.0)
{<>}U{cons(B,s)| s € PS(0)}
{<>}U{cons(B,s)| s =<>}

{<>,<08>} (6.16)

Substituindo (6.16) em (6.15) obtemos

PS(a.(0+ 8.0)) = {<>}U{cons(a,s)| s € {<>,<0>}}
{<>}u{<a>,<a, B>}
= {<>,<a>,<a,p>}

cf. o diagrama

Por comodidade, muitas vezes abreviam-se expressdes de comportamento da forma

@ 9

“a.0” para “a”. E o que acontece nas igualdades seguintes:

PS(a.(B+7)) = PS(ap+ay) (6.17)
PS(a.f+ a.(8 + ) (6.18)
= {<>,<a>,<a, 0>, <a,7>}
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que podem ser verificadas usando as cldusulas (6.12) e (6.14), c¢f. o diagrama

B

Exercicio 6.1 Sejam x,y,z € Br expressdes de comportamento, e @ € Eve(I') um evento. Para
cada uma das igualdades

=y
que se seguem, verifique que P.S(¢) = PS(j):
r+xr = x (6.19)
Tty = y+=z (6.20)
z+@y+z) = (z+y) +z (6.21)
z+0 = =z (6.22)
a(z+y) = az+ay (6.23)

Resolvido o exercicio anterior, ficamos com a possibilidade de, na interpreta-
cdo PS transformar expressdes de comportamento de acordo com as equacdes
(6.19) a (6.23), uma vez que se mostrou que estas sio validas nessa interpretagao.
Por exemplo, (6.17) decorre imediatamente de (6.23), (6.18) decorre de (6.19) e
de (6.23) etc.

Ora é também possivel mostrar que se PS(i) = PS(j), entdo ¢ = j de acordo
com as equacdes(6.19) a (6.23) 2 o que significa que esse conjunto de equacdes
& completo em relagdo a PS e pode ser usado seguramente para raciocinar sobre
comportamentos sem haver necessidade de recorrer a interpretagio fixada pelas
cldusulas (6.12) a (6.14) do homomorfismo (6.11). Tipicamente, o operador de
alternativa + e a constante 0 formam um mondide abeliano idempotente, sendo a
prefixagdo uma operagdo distributiva em relagéo a alternativa.

Exercicio 6.2 Suponha que se introduz, no modelo P.S, uma conectiva de sequenciagio b; b’ com a
seguinte definigdo:

PS(b;0) & {z~y) | z€ PS(b) Ay € PSEH)}

onde conc designa concatenagio de sequéncias (cf. Exercicio 2.9).

2¢f. Secgdo 5.5.
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Verifique quais dos axiomas seguintes sao validos para esta conectiva:

a. (b)) = (ab)d (6.24)
b0 +0") = (b0 + (b;b") (6.25)
b; (b';8") = (bb');0" (6.26)
b0 = b 6.27)

06 = b (6.28)

O +0")50 = (¥'50)+(b"50) (6.29)

Exercicio 6.3 Considere a extensdo ao modelo PS para semantica de comportamentos, na qual é

.

acrescentado um novo operador de prefixagdo, dito de prefixagdo activa e designado por “:”, com o
significado informal que se segue: A prefixacdo o : b difere de a.b por ser mais activa que esta, na
medida em que o acontece imediatamente e ndo chega a ser observdvel a historia vazia <>.

Nesta extensdo, designada PS’, teremos entdo:

PS'(a:b) = {cons(a,t)| t € PS'(b)}
sendo igual a P.S quanto aos restantes operadores comportamentais.
1. Mostre que o dominio da interpretagdo P S’ ndo é fechado por prefixos.

2. Mostre que 0 axioma
Voe Br:b+0=b

nido se verificaem PS’.

3. Mostre que, para todo o comportamento b € evento a, se verificaem PS’ o axioma

(a:b)+0=ab

Exercicio 6.4 Considere os seguintes operadores sobre B onde, para simplificar a notagéo, se escreve
II em lugar de Eve(T):

bl¢] : Br x (I - II) — Br /* cujo efeito é renomear os eventos em b de acordo com a substituicdo
¢ *
b\ E: Br X ol Br /* cujo efeito € truncar o comportamento b a partir da ocorréncia de

qualquer dos eventos em E */

Defina a interpretagdo P.S dos dois operadores acima introduzidos e verifique se sdo vélidas, em P.S,
as igualdades seguintes:

(b+8)g] = ble]+b'[¢] (6.30)
(b+V)\E b\E+V\E 6.31)
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6.1.3 A Interpretacao RT

H4, € claro, muitas outras interpretagdes semanticas para expressdes de comporta-
mento, para além de PS. E provavel que se tenha sentido, alids, que a interpreta-
cdo PS identifica comportamentos que intuitivamente parecem diferentes, por
exemplo os dois membros da equagdo (6.23). A “diferenga” é que no membro es-
querdo a possibilidade de escolha (alternativa) aparece num estadio da computa-
¢do posterior a0 do membro direito, onde essa escolha é feita logo no inicio.

A interpretagdo RT — acrénimo de ‘Rooted Trees’ — que se segue, faz essa
distincdo e baseia-se nos diagramas de comportamento que se desenharam na se-
ccdo anterior. Seja RT' o conjunto de todas as drvores de comportamento finitas
cujos ramos estdo etiquetados por eventos de Eve(T'). Seja

h RT - Br - RT
0 novo homomorfismo, alternativo a (6.11), tal que

1. RT(0) (i.é hrr(0)) é a &rvore trivial sem ramos, que se representa pela sua
raiz e;

2. Se RT'(b) é a drvore de comportamento

entdo RT (a.b) é a drvore

3. Sendo RT'(b) e RT'(b') as drvores de comportamento

entdo RT'(b+ b') serd a drvore
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que se obtém identificando as raizes das arvores de comportamento de b e
.

Por exemplo, RT' (o) = RT'(.0) serd a drvore

(6.32)
Ja RT(a + o) = RT (.0 + a.0) é a drvore

Q
Q
Q

(6.33)

Logo, temos ja um contra-exemplo, nesta interpretacdo, da equagdo (6.19), con-
siderando que as arvores (6.32) e (6.33) sdo “diferentes”. A mesma coisa acontece
com a equagdo (6.23), ja que, por exemplo, a interpretacio RT de a..(3 + ) é

B v (634)

enquanto que ade .3 + .y é

B v (6.35)

D,

Assim, a interpretacdo RT parece satisfazer apenas as equagdes (6.20), (6.21)
e (6.22), isto desde que se ache que, com respeito a (6.20), as drvores

@ B

p;

(6.36)

por exemplo, “sejam” a mesma drvore. Carecemos, pois, de um modelo matema-
tico para o dominio RT, ja que o uso de diagramas de drvores de comportamento
¢ demasiado informal.

Uma primeira aproximagao pode ser considerar uma drvore de comportamento
semelhante a uma arvore de decisdo (relembrar Exercicio 6.1) sem nés etiquetados
e com ramos etiquetados com eventos de Eve(T'):
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RT = Eve(T) = RT (6.37)

Contudo, nesta aproximagio, drvores como (6.33) ndo sdo representdveis, pois a
ndo pode ocorrer duas vezes no dominio de uma funcdo ¢ € RT' de acordo com
(6.37).

Relaxando entdo a funcionalidade implicita em (6.37), teremos uma nova
aproximagao,

RT =2 Bve)xRT (6.38)

de natureza relacional que ja nos permite repetir o mesmo evento ao mesmo nivel,
mas ainda sem o efeito desejado de multi-ocorréncia, pois as relacdes

{(a,9), (a, 9)}

— formalizac@o da drvore (6.33) — e

{(a.0)}

— formalizac@o da drvore (6.32) — sdo a mesma relagdo!
A evolugdo mais natural de (6.38) no sentido de registar a repeticdo de sub-
arvores € converter conjuntos em sequéncias, e.g.

RT = (Eve(T) x RT)* (6.39)

interpretando a alternativa de comportamentos pela concatenagdo de sequéncias
(cf. Exercicio 2.9),
RT(b+b') = RT(b) ~ RT(V)

mas agora temos ordem entre as sub-drvores, o que ndo querfamos pois vai-nos
distinguir as duas drvores de (6.36).

A nocio “intermédia” entre conjuntos (24) e sequéncias (A*) que nos inter-
essa é a de multi-conjunto, i.é um conjunto em que qualquer elemento pode ocor-
rer mais do que uma vez (relembrar o Exercicio 1.38). Precisamos pois de uma
extensdo a 24. Reparemos que

24 > (141)4 (6.40)

pois 141 = 2, relembrando (2.48) no Exercicio 2.6. Na sequéncia desse exercicio,
vimos ainda que, para A ¢ B em Sets,

A-B = (B+1A (6.41)

cf. (2.108). Combinando agora (6.40) com (6.41), teremos
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242411 (6.42)

quer dizer, um conjunto s € 24 pode ser encarado como uma funcio finita que
indica, para cada um dos elementos do seu dominio, que este ocorre uma vez
no conjunto. Ora, se queremos conjuntos onde a ocorréncia possa ser multipla,
basta-nos estender (6.42) a

e teremos aqui o desejado modelo de multiconjunto, tal como o especificamos no
exercicio 1.38. Assim, o multiconjunto vazio é representado pela fung¢io finita
vazia ( ), e a unido de multiconjuntos, designada = @ y, corresponde a adi¢do
de multiciplidades tal como vem definida em (1.102).

Voltando a (6.38), teremos para o dominio de RT" o modelo seguinte,

RT = (Eve(T') x RT) =~ IN (6.44)

sobre o qual se define a interpretacdo seguinte:

RT(0) = ()
RT(b+b) = RT(b)® RT()
(6.45)
RT(ab) = | (a,RT())
1

Reparemos agora que, para qualquer b € Br

RT(b+b)

RT(b) ® RT(b)
2RT((lb)(a)
# RT(b)

a€dom(RT (b))

Logo + ndo € idempotente (6.19) no modelo RT', como querfamos. Nao sendo
dificil provar que @ € associativa e comutativa — cf. (A.24) e (A.25) no Exercicio
4.7 — teremos verificadas as equagdes (6.20) e (6.21). Como RT'(0) = (), cf.
(6.45) e () é elemento neutro de @, temos também verificada a equacdo (6.22).
Falta apenas verificar a (6.23). Pegando no contra-exemplo a.(8 + ) (6.34),
teremos

RT(e.(8+7) = | (a,RT(B+7)) | =| (a,RT(8)® RT(y))
1 1
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enquanto que

RT (. + a.y)

(@) wmon
| 1

ou seja,
RT(a.(8+ 7)) # RT(a.f + a.y)

o que significa que (6.23) também néo se verifica.

Em resumo, na interpretacdo RT', + e 0 formam apenas um mondide abeliano
e a prefixacdo ndo distribui em relaciio a +. Assim, a congruéncia equacional
= pr tem griao semantico mais fino que Zpg.

Note-se que as interpretacdes P.S e RT ndo sdo as tnicas possiveis. Na ver-
dade, elas representam dois “limites” matemadticamente simples entre os quais
outras interpretacdes, mais proximas da realidade mas formalmente muito mais
elaboradas, se podem definir. A sua discussdo que sai fora do ambito do presente
estudo, € referida na Sec¢do 5.5.

Exercicio 6.5 No estudo da interpretagdo R1" deu-se, como primeira aproximagdo, o modelo RT" =
Eve(I') = RT — ¢f. (6.37) — que, na verdade, é ainda semelhante ao modelo PS. Mostre que, de
facto, € possivel definir uma fungio

tragcos : RIT  — PS

tragos(a) def

(onde RT ¢ dado por (6.37)) que dé, para cada drvore a € RT', o conjunto-PS de todas as suas
trajectorias — tracos — desde a raiz até cada folha.

Como definiria, nesta versdo de RT", os operadores comportamentais 0, + e prefixacdo?
m}

6.2 Comportamentos Recursivos

Todas as expressdes de comportamento que foram referidas nas seccdes anteriores
sdo demasiadamente simples para captar a realidade comportamental que muitas
vezes se pretende formalizar. Por exemplo, pensemos num cronémetro que faz
contagem de tempo entre o accionamento de um evento ST ART até ao acciona-
mento de um evento STOP. A contagem € feita em termos da ocorréncia de
sucessiva do evento TIC' K. Teremos qualquer coisa como

b= START. (TICK.(TICK.(--- (TICK .(STOP.)))))

~

~
n
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ou, abreviadamente,

b=START.TICK.TICK.---TICK .STOP.0 (6.46)

n

Reparemos que a expressdo (6.46) se encontra “parametrizada” pelo valor n
de cada contagem de tempo. De facto, para cada contagem concreta, o valor de
n serd diferente. Serd que ndo podemos encontrar uma expressdo genérica para o
comportamento do nosso cronémetro qualquer que seja a sua contagem? Vejamos
como.

O cronémetro estard completamente inactivo a ndo ser que seja accionado o
“botdo” START,i.é

b=0+START.x 6.47)

onde x é o comportamento, para ja ainda ndo especificado, correspondente ao que
acontece depois de ST ART ser accionado. E razodvel, a luz das interpretagdes
semanticas que atrds se viram, reduzir (6.47) a

b= START x (6.48)

Passemos agora a especificar , o comportamento associado ao processo de
contagem. Se ST OP for accionado, a contagem péra imediatamente:

z=STOP+...

Caso contrdrio, o evento 7IC K marcard uma unidade de tempo e a contagem
prosseguira:
x=STOP+TICK.x (6.49)

Bom, (6.48) e (6.49) especificam um comportamento para cronémetros do tipo
“use e deite fora”, pois ap6s ST O P o crondmetro ficard inactivo para sempre. Um
cronémetro “reutilizdvel” terd, entdo, o comportamento

{ b = START.x

x STOPb + TICK .z (6.50)

Reparemos agora que tanto a equagdo (6.49) como as duas equagdes de (6.50)
sdo defini¢des (mutuamente) recursivas. O que nos faz perguntar, de imediato,
se estaremos num contexto algébrico em que equacdes recursivas tenham signifi-
cado.

Naio trataremos este problema com a profundidade que ele merece, mas antes
mostraremos que o tratamento semantico da linguagem de eventos Br € crucial
para a sua resolugdo. Peguemos na equagio recursiva (6.49), e generalizemos os
eventos concretos STOP e TICK por simbolos de eventos abstractos « e 3:

r=a+ .z (6.51)
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Consideremos a interpretagdo- P.S, por exemplo, segundo a qual teremos a seguinte
traducdo semantica de (6.51):

z = PS(a+p.x)

{<>,<a>} U {cons(B,b) | be x} (6.52)

I

Nao ¢ dificil conjecturar uma c.p.o. sobre o dominio-P.S na qual (6.52) pode vir a
ser resolvida pelo Teorema de Kleene: L serd o menor conjunto de tragos fechados
por prefixos, {<>}, e < a inclusio de conjuntos fechados por prefixos.

Exercicio 6.6 Mostre que a simples unido de conjuntos fechados por prefixos é um conjunto fechado
por prefixos.
[m]

Contudo, relembremos que a axiomatizacdo que consta do Exercicio 5.3 é
completa para a interpretacdo-PS. Logo, essa axiomatizagdo devera ser sufi-
ciente para resolvermos (6.51) sem nos preocuparmos com os célculos de (6.52).
O comportamento 0 corresponde a base de iteragdo de Kleene (relembrar que
PS(0) = {<>}) e a ordem serd caracterizdvel pelas cldusulas

b
bl

b+ b
b+ v

ININ

para todo o b, b’ € Br.

Na seguinte construgdo da cadeia de Kleene correspondente a equagdo (6.51),
para f(z) = a + .z, usaremos a seguinte convencio de notacéo, para qualquer
evento o € Eve(T), b € Bren € INy:

o™y = aa’b

b = b

abreviando-se ainda a”.0 para a™. Teremos entdo:

(0) 0

©0) = f(f°0)=f0)=a+p0=a+p

f20) = a+p(a+p)=a+pa+p?

0 = a+B(a+Ba+p?)=a+pBa+Ba+s?

Fi0) = B+Yi o
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ou seja, no limite ¢ = oo,

uf =B+ .a (6.53)

designando por 3* o comportamento cuja interpretagio-PS é {3}*. Como " <
B™.a, teremos que 8™ + B".a = ™.« ou seja, obtemos 0 menor dos pontos fixos

uf =p6%«a (6.54)

O resultado (6.54) confirma a nossa intuicdo: no comportamento especificado
por (6.51) pode indefinidamente acontecer o evento 3, atingindo-se a inactividade
apds acontecer a.

Exercicio 6.7 Mostre que PS(8"™) C PS(8"™.).
O

Voltando ao cronémetro especificado recursivamente por (6.49), teremos que
0 seu comportamento vem a ser, de acordo com (6.54),

TICK*.STOP

ou melhor,
START.TICK*.STOP

combinando este resultado com (6.48).

6.3 Interfaces e Modelos com Comportamento

A nocio de interface com eventos (Definicdo 5.1) pode agora ser enriquecida com
a inclusdo de uma expressdo de comportamento (recursiva, em geral) que pre-
screva o comportamento de qualquer modelo seu, ou que, se quizermos, indique
qual a actividade possivel (e esperdvel) de um tal modelo.

Definiciio 6.3 (Interface Comportamental) Seja J = (I,s0,T") uma interface
com eventos tal como foi formalizada pela Defini¢do 5.1. Sejab € Br um I'-
comportamento.

Entdo ao quddruplo (I, s0,T,b) daremos o nome de interface comportamen-
tal. O

Note-se desde jd que, uma expressdo comportamental b € Br apresentada
numa interface com esse comportamento pode ser apresentada recursivamente por
um sistema de equagdes de comportamento, entendendo-se por b o menor dos
pontos-fixos da equagdo que é apresentada em primeiro lugar. E o que acontece
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com a seguinte interface CRON O de um cronémetro, cujo comportamento se vai
buscar a (6.50):

inter face CRONO
sorts Tempo
ops 0:— Tempo
suc : Tempo — Tempo
state X : Tempo
events START :—
STOP :— Tempo
TICK :—
behaviour b= START.x
z=STOP({").b+TICK.x

(6.55)

Em (6.55) aparece, assim, uma cldusula adicional de comportamento referenciada
pela palavra-chave behaviour.

Vejamos agora um dos possiveis modelos de CRONQO — um cronémetro
capaz de contar tempo médulo 232:

CRONO32BITS : —CRONO
( sorts Tempo={t—1| te€ 2%}
def
ops 0=0
def t+1

def suc(t) = rem(5hz)

CRONO32BITS =
events START % o' =0

STOP(t") Ly —oro' =0
L TICK ¥ o' = suc(o)

(6.56)
Falta apenas discutir a nogéo de satisfagdo, por parte de um modelo, com rela-
¢do a uma interface com comportamento. Se o modelo der semantica total a todos
os eventos (é o que acontece em (6.56)) ele satisfaz trivialmente a sua interface,
ja que, estando semanticamente definida qualquer combinac@o de eventos, estard
também o comportamento oferecido pela interface. Se tal ndo acontecer, porém,
ndo pode a interface oferecer tragos que vém a ser impossiveis de “correr” no
modelo, por haver desajuste entre as pré/pds-condigdes dos eventos envolvidos.
Sejat € PS(b) um trago de eventos admissivel pelo comportamento b pre-
sente numa interface J. Seja A um (pretenso) modelo de J. Definiremos A(t) —
a avaliacdo de t em A — como se segue:

A(<>) = 14(s,) (identidade sobre o estado so)  (6.57)
AlKar,...,ap,>) = Alag)o...oAlan) (6.58)
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onde “o” designa a composicao de relacdes, i.¢ para A um conjunto e R,S C
Ax A,

RoS={(a,a')e Ax A| 3a" € A:aRa" Na"Sa'}

¢f. (1.52). Note-se ainda que cada A(«;) em (6.58) designa a projecgéo a A(sq) da
relagdo especificada em .4 como semantica de «;, cf. Defini¢do 5.2. Por exemplo,
considere-se o traco

t=<START,TICK,STOP(t')>
admissivel em CRONO (6.55). A avaliagdo de t em CRONQ32BIT'S seré a
composig¢do de relacdes

CRONO32BITS(START) o
CRONO32BITS(TICK) o
CRONO32BITS(STOP(t'))

i.é, apds conveniente renomeacgao de varidveis,
(U_II — O) o (O_III — o_ll + 1) ° (O_I — U_III)

ou seja, simplificando,

qualquer que seja o estado inicial o.
Podemos finalmente estabelecer que A satisfaz uma interface

J = (I,So,r,b)

desde que, para todo o t € PS(b), A(t) D 0, ou seja nenhum trago oferecido
na interface € impraticdvel no modelo. Veja-se o seguinte contra-exemplo: supo-
nhamos que a interface STACK S, satisfeita pelo modelo STACKLIST (5.9),
¢ adicionada uma expressdo de comportamento que oferece o traco

t = <INIT,POP(j')>

Ora € facil de ver que a avaliagio de t em STACK LIST conduz a uma relagio
bindria sobre a espécie Stack que é descrita pela condigdo

" =<>N0" #<> Ao’ =tail(o)

(em que o segundo A € ndo estrito) que, ao ser universalmente falsa, descreve a
relagdo vazia. Logo, SACKLIST passa a ndo satisfazer esse enriquecimento
comportamental da interface STACKS.
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6.4 Exercicios

Exercicio 6.8 Suponha que se enriquece a interface ST AC' K S com o comportamento:

b INIT.PUSH(i).x
z = PUSH(j).xz+ POP(j).x

Verifique se SAC K LIST satisfaz essa interface comportamental.
(]

Exercicio 6.9 E muito popular um modelo de relégio digital com um visor de quatro digitos e dois
botdes, S1 e S2 — por vezes designados Mode e Set, respectivamente — que obedece as seguintes
instrucdes:

Operation of Your Watch

- RUNIMODE

Hours & Minutes : Normal display shows hours and minutes.
Month & Date : Press S1 once and release.
Seconds : Assuming normal display, press S1 and release.

Normal Display : Press S1 once and release.

RUNII MODE

Hours & Minutes/Month & Date : Assuming normal display, press S2 once,
the date and time will begin flashing back and forth for 2 seconds each.

Seconds : Press S1 once and release.

SETTING YOUR WATCH

Month : Press S2 once if at RUN IT MODE, or press S2 twice if at RUN I
MODE. Advance by pressing S1.

Date : Press S2 once and release. Advance by pressing S1.

Hours : Press S2 once and release. Advance by pressing S1.

Minutes : Press S2 once and release. Advance by pressing S1. The seconds
are reset to zero and placed on hold.

Normal Display : Press S2 once to change to hold time display. Then, press
S1 once to change to normal display.
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Suponha que alguém pretende especificar formalmente a interface deste tipo de relégio, tendo chegado
a0 seguinte esbogo:

inter face WATCH

sorts
ops
state ...
events S1,52:—
behaviour b = S1.h&d+ S2.flash
h&d = Sl.seconds
seconds = S1..-.
flash = S1.---+4 S2.month
month = S1.---+8S2....
date = S1.---+8S2.---
hours = ---
minutes =

Complete a cldusula de comportamento (behaviour) da interface W AT'C H de acordo com as instru-
¢Oes acima.
O

Exercicio 6.10 Um assunto que ficou por abordar neste capitulo foi a composi¢do modular de modelos
cuja interface exibe comportamento. Uma forma de exprimir o comportamento do modelo resultante
passa pela introducdo de mais um operador sobre Br,

b‘bI:BrXBF—)BF

cujo efeito € colocar em paralelo os comportamentos b e &', emulando a sua “execugfo em partilha de
tempo” tipica de qualquer sistema operativo. Assim, b | b' pode realizar todos os eventos em b ou ',
intercalando-os de forma arbitrdria, mas respeitando sempre a ordem da sua ocorréncia em cada uma
das parcelas.

Defina a interpretac@o PS do operador | e verifique se sdo vélidas, em P S, as igualdades seguintes:

blb = b (6.59)
bjo = 0 (6.60)

Exercicio 6.11 No exercicio anterior definiu-se a interpretacdo-P.S da constru¢do b = by | b2, de
forma simplificada.

De facto, sempre que, em by | b2, um evento « ocorre tanto em by como em ba, dizemos que a é
uma comunicagdo entre by e ba. Assim, a correspondente interpretacdo P.S deverd possibilitar quer a
ocorréncia separada de & em by e em by (comunicagdo ndo realizada) quer a ocorréncia simultinea de
a em b e em bz (comunicagdo realizada), que se representa por um evento especial 7. Por exemplo,
no comportamento

b=a.p.0]|v.0.0

a ocorréncia simultinea de o traduzir-se-d na adi¢do dos tragos <y, 7> e <7, T, 3> e seus prefixos.
Redefina PS(by | b2) para o caso geral, tendo em conta esta sofisticagdo.
[m]
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Exercicio 6.12 Nos exercicios anteriores foi abordada a interpretagdo P.S de um operador sobre Br,
by | b2 : Br x Br — Br

cujo efeito é colocar em paralelo os comportamentos by e b2, emulando a sua “execu¢io em parti-
lha de tempo” tipica de qualquer sistema operativo. Em b1 | b2, se um evento v ocorre tanto em by
como em bz, dizemos que o € uma comunicagdo entre by e ba. Assim, a correspondente interpretagdo
PS possibilita quer a ocorréncia separada de & em b1 e em by (comunicacdo ndo realizada) quer a
ocorréncia simultanea de & em b1 e em b2 (comunicagio realizada), que se representa por um evento
especial 7. Por exemplo, no comportamento

b=0a.p.0]v.00

a ocorréncia simultinea de « traduzir-se-d na adi¢@o dos tragos <7y, 7> e <7, T, 3> e seus prefixos.
Suponha agora um outro conectivo de composicao paralela,

b1 || b2 : Br x Br — Br

idéntico ao anterior mas que impede a realizagdo de qualquer comunicagdo ndo realizada. No exemplo
anterior, os tragos <a,y> ou <7, «, 3, @>, entre outros, ndo sdo mais possiveis.
Complete a seguinte defini¢do de by || b2 em termos de outros conectivos ji estudados:

def
b1 ||b2 < bl|b2...

Justifique a sua resposta.
[m]

6.5 Notas Bibliograficas

O objectivo este capitulo foi apresentar ao leitor a técnica de especificagdo da
semantica dindmica de modelos com eventos (operagdes) através de expressdes
de comportamento (possivelmente recursivas) ‘a la’ Hennessy [Hen88], que de-
screvem a articulacdo e encadeamento previsivel dos eventos oferecidos na sua
interface (visiveis), num contexto modular.

E de referir que, neste estudo da vertente comportamental da especificagdao
formal, as abordagens aqui estudadas apenas “tocam a ponta do ‘iceberg”’ que € a
teoria algébrica de processos, como o leitor poderd ver continuando a ler [Hen88],
de onde se foram buscar apenas as interpretagdes P.S e RT 3. A completude da
axiomatizacdo proposta para o modelo PSS (cf. Exercicio 6.1) é demonstrada a
pp.-41-43 de [Hen88].

O estudo da linguagem EPL de [Hen88] para descri¢do de processos pode ser
encarado como motivagdo para a andlise de outras notagdes mais elaboradas para
processos, como CCS [Mil89] e csP [Hoa85]. A linguagem comercial OCCAM
[JG86] anima especificagdes CSP e a sua concepgdo tem muito a ver com o desen-
volvimento, na dltima década, de um novo componente electrénico, o ‘transputer’.

30 Exercicio 6.3 inspirou-se em [Cos89].
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Finalmente, refira-se o trabalho pioneiro de Park [Par80] na defini¢do de uma
semantica relacional dindmica para o nido-determinismo computacional, numa
abordagem por pontos-fixos. Note-se que o estudo de processos conduz a extensido
dos dominios denotacionais convencionais, por exemplo, de tracos finitos para tra-
¢os infinitos, e de pontos-fixos minimos para pontos-fixos maximos. Por exemplo,
[Par80] # mostra que o maior dos pontos-fixos da equacio (6.51) é 3 + B*.a,
onde 3¢ designa o trago infinito de eventos 3. Este ponto-fixo condiz, afinal, com
a nossa intui¢do quanto a possibilidade de um processo, que se comporta segundo
essa equagdo, optar para sempre pelo ramo .z da alternativa a + 3.z e, portanto,
ndo terminar nunca.

4Ver também pp.248-252 de [MAS6]
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Capitulo 7

Introducao

7.1 Sobre o Binomio Especificacao-Reificacao

A investigacdo em tecnologia da programagao de computadores tem evidenciado,
ao longo dos udltimos anos, a necessidade de se separar qualquer projecto de ‘soft-
ware’ em duas fases complementares: primeiro a sua especificacdo formal — em
que se escreve um texto matematico que prescreve sem ambiguidade “o que” o
‘software’ em causa deve vir a fazer — seguida da sua implementagdo — em que
se acabard por produzir cédigo maquina instruindo o ‘hardware’ sobre “como”
fazer o que se preescreveu na especificacdo de que se partiu.

Nos capitulos anteriores preocupdmo-nos em estudar técnicas de especifica-
¢do formal. E agora a altura de abordarmos técnicas para a implementagdo de
especificacdes.

Comecgaremos por notar que, uma vez construida uma especificacio, hd em
geral mais do que uma maneira de instruir uma dada maquina para que esta realize
“o que” o especificador desenhou (pense-se, por exemplo, na liberdade de escolha
de algoritmos, de estruturas de dados, da linguagens de programagdo, do sistema
operativo, do compilador para essa linguagem etc. efc.). Portanto, a relacio entre
especificacéio e implementacdo € de uma para muitas, quer dizer, especificacdes
sdo mais abstractas que implementacdes.

De facto, por detrds da escrita de uma especificacio estd a ideia que ela vai ser
lida, entendida e sujeita a raciocinios por seres humanos, que s6 querem pensar
no problema em causa abstraindo de todos os pormenores do foro computacional.
J4 uma implementac@o se destina apenas a ser executada por uma maquina, tdo
eficientemente quanto possivel. Assim, todos os “truques” de programagio in-
troduzidos numa implementacdo para aumentar a sua eficiéncia sdo, por inerén-
cia, detalhes irrelevantes e sem significado ao nivel da especificacdo de que se

261
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partiu 1. Em suma, o salto “epistemol6gico” entre especificagdes e implementa-
¢oes estd longe de ser “suave” e € a principal preocupagdo da chamada tecnologia
da reificacdo (ou refinamento), um ramo relativamente recente da engenharia da
programacdo de computadores baseada em métodos formais.

E claro que pretendemos sempre que o comportamento de uma implemen-
tacdo seja exactamente aquele que ficou prescrito na sua especificagdo formal,
requisito sem o qual a tecnologia do refinamento perderd toda a sua relevancia.
Assim, o principio da verificacdo matemdtica da correc¢do de uma implementa-
¢do face a sua especificacdo é central a qualquer metodologia de reificacdo e,
na verdade, aquilo que hd de mais essencial no método formal adoptado. Trata-
se, antes de mais, de caracterizar matematicamente a palavra “exactamente” que
acima se escreveu. Depois, hd que viabilizar tecnologicamente o processo de
verifica¢do formal, esta sendo historicamente a dificuldade mais dificil de superar,
como se discute em seguida.

7.2 Analise do “Estado da Arte”

O problema da verificacdo de correc¢do de um programa insere-se num contexto
mais lato que € o da chamada validacdo de programas, ou, se quisermos, no do
controlo de qualidade do ‘software’ enquanto produto industrial.

A primeira forma de controlo da qualidade de um programa que se conhece
designa-se por feste — ‘debug’ em jargdo informadtico anglo-saxénico — e é,
ainda hoje e em larga medida, a mais utilizada. Consiste em corrigir um pro-
grama por execugdes sucessivas, num processo de “erro e nova tentativa” préprio
da actuag@o dos seres irracionais. Os seus inconvenientes sdo bem conhecidos:

- € assumidamente um método anti-cientifico;

- ¢ um método ineficaz pois, como ficou registado na frase histérica de E.W.
Dijkstra,

...0 teste de um programa apenas demonstra a existéncia de
erros, nunca a sua auséncia.

Assim 2,

teste revela erros =>  programa tem erros p=9q
teste ndo revela erros 7 programa ndo tem erros  (—p 7 —q)

g precisamente por criar uma confusio entre esses detalhes e a esséncia do problema em causa
que, um programa que o resolva — mesmo profusamente equipado com comentdrios adequados —
nio pode ser considerado a documentac@o de si proprio.

2Faga-se a analogia com a verificagio de uma soma aritmética via “prova dos 9”...
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- € um método de aplicacdo restrita, pois muitas aplicagdes em “tempo real”
sdo virtualmente intestdveis, e.g. em areas como a aquisi¢do de dados ‘on
line’, o controlo anti-missil ezc. 3;

- € um método que implica custos elevados, pois “errando e tentando de
novo” o programador necessitard de mais tempo para o desenvolvimento
e o seu empregador terd maiores encargos financeiros (saldrios etc.);

- € um método que conduz a excessiva utiliza¢do de recursos computacionais,
agravando os encargos financeiros do desenvolvimento pela compra de mais
madquinas do que necessario;

- € um método irresponsdvel, pois a impossibilidade humana de testar até
a exaustdo um programa “iliba” qualquer programador das suas respons-
abilidades profissionais, o que € contrario ao espirito da moderna produgéo
tecnolégica;

- € um método de “cura” deficiente, ja que a experiéncia mostra que muitos
erros detectados na fase de teste de um programa foram originados muito
cedo no seu processo de desenvolvimento; remover tais erros no fim de tudo
(em vez da sua deteccdo no inicio) € obviamente mais dificil e trabalhoso
— e.g. recuperar de uma md escolha de uma estrutura de dados pode forcar
a substitui¢do de todos os algoritmos a ela associados;

- finalmente, ¢ um método que agrava o processo de manutengdo pois, com
os inconvenientes acima referidos, a manutenc¢do do c6digo ocupard inevi-
tavelmente um lugar predominante na contabilizacdo total dos custos de
producdo de ‘software’.

Uma forma alternativa para controlo da qualidade dos programas — a chamada
verificagdo — demarca-se em relag@o ao teste ao pretender verificar a correcgio
de um programa sem que se precise de o executar. Esta ideia para controlo de
qualidade em ‘software’ surgiu nos anos 60 a partir de trabalhos de investigagao
que mostraram ser possivel “calcular” o significado matemdtico de um programa
de computador 4. Passava assim a poder ser equacionada uma especificacio F de
um problema a resolver, com um programa P candidato a solu¢fo. Surgiu entdo o
principio bdsico da verificagdo: dada a especificagdo E, constrdi-se um programa
P que suposta e assumidamente satisfaz essa especificacdo; o passo de verificagido
consiste em provar que

[P] sat E (7.1)

3Faca-se aqui a analogia com a impossibilidade de simular em laboratério a carga de um gerador
de energia da ordem de GWatts de poténcia.

4Cf. trabalhos pioneiros como os de McCarthy [McC63] e Floyd [Flo67] que estio na origem das
técnicas de semdntica denotacional das linguagens de programagao.
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onde [P] designa a semantica formal, ou denotacional de P (cf. secc¢do 7.7) e sat
€ uma relagdo légica de satisfacdo adequada ao formalismo de especificagio.

O processo de controlo de qualidade transformava-se assim num exercicio
de matematica. Mas € de suspeitar que, para especificagdes E de programas
“reais” P, com alguns milhares de linhas de cddigo, tanto o cdlculo de [P]
como a demonstracdo de (7.1) sejam incomportdveis na prética. Daf o “falhan-
¢o histdrico” do método, hoje designado por verificacdo estdtica ou a posteriori.
O termo a posteriori retém o facto de, neste método de verificagio, s6 ser iniciado
o argumento de correccdo apds todo o programa P se encontrar realizado. Ora o
“bom senso” aponta para a necessidade de se fazerem argumentos de correcgido
comportdveis, 0 que, para programas “reais”, sé é possivel se o argumento se ini-
ciar, de alguma forma, antes da sintese final do programa a desenvolver. A ideia
foi entlo a de reduzir a complexidade do argumento de correc¢io estruturando-o
em sub-argumentos, da mesma forma que um matematico, perante a necessidade
de provar um teorema elaborado, estrategicamente o decompde em teoremas aux-
iliares (lemas), ‘mind sized’, que prova isoladamente.

Suponhamos que a especificagdo E, de onde se parte para a construgio de
P, é — por muito complicada que seja — uma expressdo matematica da forma
abstracta

E =p(E,...,E,)
Serd estratégico ver em cada F; uma “sub-especificagdo” do problema em causa,
sub-especificagdo no sentido de especificar “uma parte” do problema original.
Salta a ideia pensar-se que talvez exista um programa P;, com toda a probabil-
idade mais “pequeno” que P, que implementa cada E;. Que cada F; satisfaz E;
pode verificar-se demonstrando n-lemas da forma

[P;] sat E;

Faltara agora, apenas, descobrir como combinar os n-subprogramas P; entre si,
por exemplo, construindo
E(Py,...,P,)

onde £ designa uma construgéo sintdtica adequada disponivel na linguagem de
programacdo que estd a ser usada (e.g. if P, then P, else Ps), porforma
a que o teorema “final”,
[Pi]sat By A ... A[P] sat E,
[[f,’(Pl, 5P s_atip(El, .. "E”,)
P E

(7.2)

possa ser de complexidade aceitdvel. E claro que a estratégia seguida pode ser
repetida estruturalmente: se demonstrar um dos lemas

[P;] sat E;
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¢ ainda um processo complicado, nada nos impede de pensar em decompor

P, =&(PB; F;..)

12

tendo inspeccionado entretanto que
Ei = pi(Eiy, ..., Ei,,)

e assim sucessivamente. Constréi-se assim um processo de verificagdo estruturado
em drvore, por lemas aninhados, tipica dos raciocinios matemdticos extensos, que
acaba por gerar, ao fim e ao cabo, um programa P cuja estrutura sintdtica reflecte
essa drvore de prova.

Designa-se por construtiva esta variante da verificacdo de programas que su-
plantou a verificacdo estdtica, cf. 0 esquema

Teste

Validagao Verificagdo {

Estatica (‘a posteriori’) (7.3)
Construtiva

E claro que nem todas as linguagens de programacfo sio “igualmente boas” para
se fazer verificagio construtiva. E preciso que aos seus combinadores sintéticos
(cf. £ acima) se possam associar combinadores matemadticos (cf. e.g. ;, ¢ acima).
Data de entdo a hoje bem conhecida técnica da Programagdo Estruturada, inici-
ada com linguagens como o ALGOL 60 mas sobretudo divulgada pelo PASCAL,
embora a maior parte da comunidade informadtica que a adoptou tenham sido a-
lheias as razdes (do foro tedrico) que motivaram a mudanca de tecnologia 5. Na
nova ordem das coisas salvaram-se as primitivas de estruturacdo sintdtica “bem
comportadas” como, porexemplo,if ...then ...else ...,while ...do
..., repeat ...until ... efc., e baniram-se aquelas que, como goto
. . ., tornavam muito complexos — senfo impossiveis — raciocinios estruturais
como (7.2) 8.

7.3 Refinamento (Reificacao) por Fases
A “férmula” de Niklaus Wirth,

Algorithms + Data Structures = Programs

5 Ainda hoje muita gente ignora esta origem de facto da Programagdo Estruturada (que fez furor
nos anos 70), que ndo foi apenas uma simples mudanca de “sensibilidade” conducente a um “novo”
estilo de programagdo baseado numa sintaxe (aparentemente!) mais “rica” para a programacdo de
computadores.

6De facto, ndo se trata de banir fodos os gotos da programagio, mas apenas o seu uso indiscrimi-
nado, cf. o titulo “provocatério” do conhecido artigo de D. Knuth: Structured Programming with Goto
Statements [Knu74].
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que ficou conhecida pelo titulo do seu livro de texto [Wir76], hoje um “cldssico”
da literatura em Programac@o Estruturada dos anos 70, pode talvez ser encarada
como a primeira mensagem ao “grande piblico” de que programas “sdo” estru-
turas algébricas — cf.

Operadores + Conjuntos = Algebras

— de facto o ‘moto’ de uma vasta quantidade de investigag¢do levada a cabo
nas duas ltimas décadas sobre a aplicacio da Algebra Universal 2s ciéncias da
programacao.

Uma das escolas do pensamento em especificagiio algébrica designa-se orien-
tada a modelos, ou construtiva porque, segundo ela, as especificacdes escrevem-se
explicitamente como modelos, i.¢ dlgebras, em vez de serem definidas (implicita-
mente) por conjuntos de axiomas ou propriedades. As linguagens de especificacio
construtiva (e.g. VDM [Jon86] ou Z [Spi89]) permitem operacdes ndo-deterministicas
sobre um estado local, que dizer, trabalham com dlgebras relacionais 7. Neste
contexto, a “formula” acima re-escrever-se-a em

Relacées + Conjuntos = Algebras Relacionais

A visdo algébrica da programacio tem o beneficio de nos permitir decompdr
0s nossos raciocinios sobre os programas segundo dois eixos ortogonais (cf. a
Figura 7.1): as entidades manipuladas pelos programas (i.¢ estruturas de dados) e
as operagdes que as manipulam (e.g. procedimentos, fungdes efc.).

O refinamento ndo € excepcdo a este respeito. A maneira como em VDM se
procede de especificagdes abstractas em direccdo a modelos cada vez mais con-
cretos (cada vez mais préximos da maquina destino, disponivel por ‘hardware’ ou
sob a forma de uma linguagem de programagio) designa-se por “refinamento de
modelos”. Em VDM recomenda-se que um dos eixos acima — o das estruturas
de dados — seja considerado em primeiro lugar, possivelmente envolvendo varias
iteracdes. Logo que os modelos para as estruturas de dados assim encontrados se
consideram satisfatérios (no sentido de se encontrarem ja disponiveis na maquina
destino), as decisdes de refinamento sdo tomadas na direc¢@o ortogonal do refi-
namento algoritmico, por forma a, eventualmente, atingir cédigo executavel (e.g.
codificado em C, PL/1, PASCAL etc.), cf. a Figura 7.2. E esta a estratégia que
adoptaremos aqui e que passaremos a detalhar de seguida.

7.4 Eixos de Refinamento

Tradicionalmente, a estratégia acima esbocada para, gradualmente, atingir a com-
plexidade de uma implementagdo, ndo € dedutiva. Como se mostrou na secgdo

7Relembrar a Parte II.
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Algoritmos (y)

y+z=P

N

Estruturas de Dados (x)

Figura 7.1: ‘Algorithms + Data Structures = Programs’ [Wi76]

Operagdes codigo executdvel

5n+m

(refinamento algoritmico)

Sn+41

050—»51—> ————— Sn—1,{5n

(refinamento dos dados)

Estruturas de Dados

Figura 7.2: Refinamento dos Dados / das Operagdes
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7.1, cada decisdo toma-se indutivamente, conjecturando passos de refinamento
baseados na intui¢do e na experiéncia (deveras arbitrdria...) do programador.
Assim, a qualidade das implementacdes ficard dependente da “boa” ou “m4d” ex-
periéncia dos respectivos programadores. Contudo, o método acaba por funcionar
globalmente ao exigir, em cada passo, a prova formal da sua correc¢do em face do

anterior.

7.4.1 O Eixo das Estruturas de Dados

No que diz respeito as estruturas de dados, a justificacdo formal da correcgdo
de uma estrutura em relacdo a uma outra baseia-se nas no¢oes de representacdo,
redunddncia e abstracgdo.

Representacao

Comecemos por ver um exemplo cldssico, que € o da implementagdo em computa-
dor de subconjuntos de um dado dominio de dados A, isto é, o da implementa-
¢do de 24. Algumas linguagens (e.g. PASCAL) disponibilizam operadores para
manipulac@o de subconjuntos de um tipo enumerado, desde que este ndo exceda
determinado nimero de elementos. Este nimero €, normalmente, 0 comprimento
(ou um seu multiplo) da palavra-base da maquina sobre a qual a linguagem estd
implementada, j4 que a técnica de representacio subjacente se baseia na ideia de
atribuir uma posigéo da palavra (‘bit’) a cada elemento do tipo enumerado A em
questdo e assinalar a sua presenga num dado subconjunto de A for¢ando esse ‘bit’
al.

Por exemplo, seja a maquina subjacente baseada em palavras de 16-bits & e
seja card(A) < 16. Pretendemos que uma palavra represente um dado subcon-
junto S € 24, isto é, S C A. Antes de mais, o compilador dever ser responsavel
por atribuir a cada elemento de A uma e uma s6 posigdo ¢ entre 0 e 15. Podemos
assim designar por a; o elemento de A cuja posigdo (‘bit’) é 7. Serd agora facil de
deduzir qual o subconjunto de A que uma dada palavra representa— bastard colec-
tar os elementos associados as posi¢des cujo ‘bit’ toma o valor 1. Por exemplo, a
palavra

[0]J1]JoJ1J1]o]o]oJoJoJoJoJoJo[O0]O] (7.4)

representa o Conjunto
{al , a3, 04}

enquanto que a palavra

[0[o]oJofofofoJoofofofo[ofof0]0]

8Como é 6bvio, a estratégia para palavras de mais de 16-bits serd em tudo aniloga 2 que se
apresenta.
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representa o conjunto vazio §, efc.

Este exemplo € suficiente para motivar a nogao de representagcdo — a ideia de
que todo o valor do tipo de dados da especificacdo (neste caso um dado subcon-
junto S de A) tenha pelo menos um “representante” ao nivel da implementagio
(neste caso uma dada palavra de 16-bits).

Redundéancia

Reparemos que escrevemos, no pardgrafo acima, “pelo menos um” e ndo “exac-
tamente um”. De facto, pode haver mais do que um representante ao nivel da
implementac@o para um dado valor da especificacdo. Por exemplo, suponhamos
acima que card(A) = 14. Qual a diferenca entre os conjuntos representados pela
palavra (7.4) e pela que se segue?

[0f1]of1]t]oJofoJoofofof0f0f0[1]

Nenhuma, jd que a representacio de qualquer subconjunto de A, por este ter ape-
nas 14 elementos, “consome” apenas os ‘bits’ 0 a 13 e ignora os ‘bits’ 14 e 15;
portanto, estes podem considerar-se redundantes para a representacdo em causa,
i.¢ sdo “desperdigados”.

A existéncia de redunddncia em representagdes fica ainda melhor caracter-
izada se pensarmos, agora, numa estratégia para representar 24 quando A tem
cardinal arbitrariamente grande (ainda que finito). Este é um problema que se
poe inevitavelmente ao recém-iniciado em programacdo que, confrontado com a
limitacdo da estratégia anterior, acaba por sentir a conveniéncia de representar
subconjuntos de A por listas de A (A*), eventualmente ligadas por apontadores.
A redundancia desta representacdo € mais que evidente, pois qualquer subcon-
junto de A é representdvel por qualquer lista que o enumere por qualquer ordem,
com ou sem repeticdo de elementos. Por exemplo, o conjunto

{(11 ,a3,04 }
serd representdvel tanto pela lista
<ai,as,a4>

cOmo por
<asz,aq4,a;>

Ccomo por
<as,a4,01,a3>

etc.
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Abstrac¢iao

Em sintese, como caracterizar formalmente as nocdes acima descritas, i.é como
formalizar a relagdo que existe entre um dominio de dados e qualquer outro que o
implemente?

Para garantirmos, a baixo nivel, a representacdo de qualquer valor da especifica-
¢do, precisamos de fixar a correspondéncia entre cada elemento a representar e 0s
seus representantes. No exercicio em curso (implementar 24 por A*), essa corre-
spondéncia poder4 ser:

S~ {l e A*| elems(l) = S} (7.5)

para todo 0o S € 24. Ora reparemos que a relacio pretendida surge mais sim-
ples se se inverter a correspondéncia acima, fixando, para cada sequéncial € A*
o conjunto elems(l) € 24 que [ “abstractamente” representa. Afinal, basta ver
em elems a esséncia do processo de representacio: elems é a funcdo de abstra-
c¢do que indica, para cada valor concreto qual o valor abstracto que aquele repre-
senta ?. Genericamente, se A é um dominio de dados a implementar, B serd uma
implementacao de A se for possivel definir uma fung@o de abstracgao

f:B— A

que seja sobrejectiva (exigéncia imposta para garantir representantes para qual-
quer valor abstracto).

Exercicio 7.1 Mostre, por indugio sobre 24 (para A finito) que

elems : A* —24

lems(z) def z=<> = 0

elemsiz) = z#<> = {head(zx)} Uelems(tail(x))

¢ uma fungéo sobrejectiva, i.€ que conjuntos podem ser adequadamente representadas por sequéncias.
[m]

7.4.2 O Eixo das Operacoes

No eixo ortogonal das operacdes, pretendemos agora caracterizar, também formal-
mente, a relagdo que deve existir entre um processo algoritmico e qualquer outro
que o implemente. A justificagdo formal da correc¢éio de um dado algoritmo em
relagdo a um outro baseia-se nas nocdes de simulagcdo e concretizagdo.

9Formalmente, se se relembrar o Teorema Fundamental do Homomorfismo, poderemos ver em
(7.5) a fungdo natural que estabelece o isomorfismo entre 24 ¢ o quociente A*/Kejems- Logo 246
mais abstracto que A*.
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Simulac¢io

Em especificacdo algébrica, um processo algoritmico pode ser especificado por
uma fun¢do matemdtica, possivelmente recursiva, da forma

c:A— B

Suponhamos que, no eixo de refinamento das espécies dos dados se tomaram,
entretanto, as seguintes decisdes de refinamento:

g

A

B

Ay B

onde f e g sdo fungdes de abstraccdo (sobrejectivas). Antes de mais, vamos pre-
tender encontrar uma fungéo oy que, ao nivel de A; e de By, “simule” o compor-
tamento de o:

o
A B
f g
Al o1 B1
isto €, que verifique
Vai € A1 @ g(o1(a1)) = o(f(a1)) (7.6)

numa espécie de “efeito ‘pullback’ ” 10, Note-se desde ja que pode existir mais
do que um o3 que simule o, i.¢ temos de novo a rela¢do de um para muitos tipica
do refinemento. O efeito de “simulagdo” corresponde a ideia de que o7 pode ser
invocada em lugar de o para obter o mesmo efeito que esta tdltima:

o(a)  let ay€{a €A f(a')=a}
in  g(o1(a1))

10 Analogia com a construgio da teoria das categorias com 0 mesmo nome.



272 CAPITULO 7. INTRODUCAO

Comega-se por selecionar um qualquer representante valido do argumento de o,
que se submete, a baixo nivel, a simulag@o o7y ; o resultado assim obtido € abstraido
por g dando o mesmo resultado que o daria, a alto nivel.

Exercicio 7.2 Considere o seguinte diagrama de refinamento do operador de pertenca (€) de conjuntos
para sequéncias:

A x oo —& + 9
1a elems 12
e ——
A x A belongs 2 1.7)

Mostre por indugdo sobre A* que a fun¢do

belongs(z,y) ef

y=<> = F
y#<> = let h= head(y)

. {h:z = T a8
in

h#z = belongs(z,tail(y))

satisfaz esse diagrama.
[m]

Note-se que a garantia de simulagdo “fiel” afecta apenas a funcionalidade dos
operadores. Nao fica garantida uma boa eficiéncia, como pode ser avaliado pelo
exercicio que se segue.

Exercicio 7.3 Mostre que a concatenagdo de sequéncias implementa correctamente a unifio de con-
juntos, i.€ que
elems(l ~r) = elems(l) U elems(r)
Qual o problema desta implementacdo do ponto de vista de eficiéncia?
O

Como o nivel da implementacdo € mais rico em pormenores concretos, nao
admira que haja processos algoritmicos a baixo nivel que nao se manifestam a
alto nivel. E o que se pode sentir no problema que se segue.

Exercicio 7.4 Mostre que, quando uma sequéncia implementa um conjunto, a operagio que lhe filtra
elementos repetidos (‘garbage collection’) ¢ um mero pormenor de implementacdo. (Sugestiao: mostre
que essa operagdo refina a fun¢do identidade entre conjuntos.)

O
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Concretizacio Algoritmica

Uma vez fixado o nivel de simulacdo a que uma implementagio vai ser con-
cretizada, importa agora investir no eixo algoritmico no sentido de obter funcdes
computdveis e eficientes. O processo é sempre estrutural, factorizando a constru-
¢do de fungdes complexas em termos de funcdes mais simples, até que estas sejam
executdveis sob a forma de um algoritmo.

Vejamos, a titulo de exemplo, um processo de concretizagdo da fungdo de
multiplicagdo de nimeros inteiros:

mult : ZAXZ—7Z
mult(z,y) def Xy

A principal conjectura do desenvovimento é explorar o sinal do primeiro argu-
mento z de mult e, com base na conhecida propriedade da multiplicacdo de in-
teiros,

zxy = —((-z)xy)
re-escrever a definicéio de mult em

def x>0 = multp(z,y)
mult(z,y) = {$<0 = —multp(—z,y)

deferindo o esforco de desenvolvimento para multp, uma nova fungdo que re-
stringe mult com a garantia de que o primeiro argumento é positivo, i.é um
ntimero natural:

multp : INgxXZ —Z
multp(z,y) e 2 x Yy

Sendo um natural,  poderd ser usado como contador no passo seguinte, em que
se desenvolve multp algoritmicamente:

multp @ INoXZ—7Z
def z2=0 = 0 (7.9)
multp(z,y) = { z>0 = y+multp(z—1,y)

sendo necessdrio mostrar, antes de mais, que multp (7.9) satisfaz
multp(z,y) = xXy

o que se fard sem dificuldade (e.g. por indugdo em INy).
Se assumirmos mecanicamente disponivel a operagdo +, temos ji em (7.9)
uma funcdo executdvel (recursiva). Mas prossigamos, ja que a ideia ¢ ilustrar a
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pormenorizagdo algoritmica até a geracdo de cédigo. O passo seguinte é procurar
uma versao ndo-recursiva de multp,
nrmultp @ INgoXZ —Z
nrmultp(z,y) def ciclo(z,y,0)
introduzindo a fungdo auxiliar

ciclo : INgXZXZ— 7

ciclo(i,y,r) def =0 =
Y - i>0 = cicdo(i—1,y,y+r)

sendo aqui necessario justificar, que

multp(z,y) = nrmultp(z,y)

= ciclo(z,y,0)

Serd facil a um razodvel programador codificar as fun¢des acima desenvolvi-
das numa linguagem estruturada, e.g. PASCAL,

function nrmultp(x:integer,y:integer):integer;
(* rely on x >= 0 *)
var r: integer;
i: integer;
begin i := x; r := 0;
while i > 0 do

begin r :=r + y;
i:=1i-1
end;
nrmultp := r

end;

function mult(x:integer,y:integer):integer;
var r: integer;

begin

if x >= 0 then r := nrmultp(x,y)
else r := -nrmultp(-x,y);

mult :=r

end;

embora um “purista” o pudesse obrigar, entretanto — e para a implementacao ficar
imaculadamente garantida — a ir substituindo, estruturalmente, as expressoes fun-
cionais por expressdes denotacionais equivalentes da linguagem PASCAL, até os
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paréntesis de significado, [...], desaparecerem do meio do cédigo, relembrar
(7.1) e (7.2). E, de facto, a codificagdo apresentada sé funciona se a seman-
tica matemadtica das estruturas if ...then ...else ...,while ...do
. . ., etc. condisser com as expressdes matematicas que se escreveram em mult e
nrmultp. ..

7.5 Alternativa Transformacional

Apesar dos seus méritos, a verificacdo construtiva ndo € isenta de inconvenientes.
Cada nivel intermédio € primeiro proposto e depois prova-se que estd correcto em
face do anterior. Embora melhore muito a primitiva verificac@o estdtica — relem-
brar (7.3) — este estilo tipo “inventa-e-verifica” ainda é, muitas vezes, pouco efi-
caz, ao assumir que o engenheiro de ‘software’ tem intui¢@o suficiente para “advi-
nhar” implementacdes eficientes, o que € improvavel, na generalidade dos casos.
O 6nus das provas de correcgdo € teoricamente reduzido mas a complexidade do
raciocinio matemadtico exigido em provar passos intermédios de desenvolvimento
de solugdes para os problemas de ‘software’ da vida real continua a nédo ser de-
sprezdvel. Mais ainda, é sempre frustante ver ser considerdvel o esfor¢o de provar
factos que sdo intuitivamente 6bvios.
Por exemplo, considere-se uma especificacdo simples de um sistema-*“brinquedo”

para gesto de contas bancdrias!!:

BAMS = AccNr — Status
Status = H :2AccHolder o
A Amount
Amount = INg

onde deve verificar-se a seguinte propriedade invariante:
inv-BAMS(0) % Wn € dom(o) : H(o(n)) # 0

obrigando a que cada conta tenha, pelo menos, um titular.

A um praticante de especificacdo formal poderd custar algum tempo discutir
a correccdo formal da seguinte (e 6bvia!) implementacdo de BAM S no modelo
relational, constando de duas rela¢des bindrias (vulg. “tabelas’):

BAMSR = HT: 28wl x  [*table of account-holders */
AT . 2Row2 [¥table of amounts */
Rowl K : AccNr x H : AccHolder

o~
o~

Row?2 K : AceNr x A : Amount

M Trata-se do mesmo sistema que serviu de exemplo base no inicio do capitulo 1.
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sujeita ao seguinte invariante:

inv-BAMSR((ht,at)) ¥ mat] = m[ht] A
depK A(at) (7.10)

onde

mlp] € {m(t) | t € p} (7.11)
¢é a projeccdo pelo primeiro atributo (o dominio) de uma relacio bindria p, e onde
o predicado

depKA . 2Row2_4 9
depK A(p) ©f vy se p:(K(r)=K(s) = A(r) = A(s)) (7.12)

exprime a dependéncia funcional K — A.

Quando exemplos “de brinquedo” como estes sdo escalados a exemplos reais,
as demonstra¢des formais ou sdo ignoradas (e o método deixa de ser aceitdvel
como “formal”...), ou transformam-se num pesado fardo que estrangula o desen-
volvimento. E hd questdes que se levantam: ji que todo o processo se baseia,
indutivamente, na conjectura e na inven¢do, que garantia temos que sdo inven-
tadas as “melhores” implementagdes? Nio serd possivel derivar equacionalmente
(deduzir) implementacdes a partir das respectivas especificacdes?

A investigacdo mais recente tem sugerido estilos alternativos para conduzir a
reificacdo. A ideia € desenvolver um calculus que permita que os programas pos-
sam ser de facto “calculados” dedutivamente a partir da sua propria especificagio.
Nesta aproximagdo, um passo intermédio de um projecto deduzir-se-a do anterior
de acordo com alguma(s) lei(s) do célculo, que por principio serd estrutural ao
permitir que os componentes de uma expressdo possam ser calculados isolada-
mente (i.€ resultados de refinamento pré-existentes podem ser “re-utilizados”). A
redugdo do 6nus da prova matemadtica obtem-se fazendo calculo estrutural em lu-
gar de demonstracdes a partir de principios basicos. Alids, esta € que € a ideia de
um calculus, como o passado tem testemunhado noutros contextos (cf. o cdlculo
diferencial e integral, a dlgebra linear, efc.).

E assim que, ap6s uma década de intensiva investigacio nos fundamentos dos
métodos formais para projecto de ‘software’, é tentador antecipar que os anos 90
venham a assitir a fase de maturacdo da tecnologia do ‘software’, desenvolvendo e
usando ferramentas a nivel industrial baseadas em processos de calculo. Teremos
assim, finalmente, completo o esquema da evolucdo das técnicas de controlo de
qualidade em ‘software’:

Teste

N . - Estatica (‘a posteriori’)
Validagdo ¢ Verificacio { Construtiva (7.13)

Calculo
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sendo o objectivo dos capitulos que se seguem ensinar a deduzir, ou calcular,
programas a partir de especificagdes.

7.6 “Especificacio Reversa”

Refira-se, para terminar, um tépico que naturalmente surge quando equacionamos
especificacdes com implementagdes — o da especificacdo reversa. Que fazer
da imensidade de programas desenvolvidos no passado sem recurso a métodos
fidveis? Serd que tais programas estdo condenados aos métodos deficientes com
que nasceram? Ou € possivel “recuperd-los” de alguma forma?

A chamada especificagdo reversa € uma disciplina nascente que pretende, por
uma inversdo do processo de cdlculo de um programa, partir do seu cédigo para
a sua (provavel!) especificagdo formal. Nao € dificil ver na analogia da Figura
1.5 — entre as construgdes primitivas da nota¢do que neste texto se utiliza (Sets)
e estruturas de dados de linguagens de programagao estruturada — um ponto de
partida para exercicios de inversdo de programas escritos nessas linguagens.

Veremos que o célculo de programas que estudaremos pode ser usado nas duas
“direcgdes”, directa e reversa. Mas, para jd, ficaremos com o seguinte exercicio
de motivacdo.

Exercicio 7.5 Considere o seguinte (pequeno) programa numa linguagem tipo PASCAL:

program Exemplo;

cons max = 2048;

type Elem = String;

var top:0..max; stack:array[l..max] of Elem;

function TOP: Elem; begin TOP := stack[top]
end;
procedure INIT; begin top := 0 end;
function POP: Elem; begin
POP := stack[top];
top:= top-1
end;
procedure PUSH (e: Elem); begin
top:= top+l;
stack [top]:= e
end;
function EMPTY: Bool; begin EMPTY:= (top=0)
end;
begin (* main: not yet implemented ¥*)
end.

cujo “significado” lhe deve ser intuitivamente 6bvio.
Conjecture uma especificagdo formal que possa ter sido ponto de partida para este programa.
O
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7.7 Notas Bibliograficas

A tecnologia da verificacdo de correccdo de programas teve origem, nos anos 60,
nos trabalhos de McCarthy [McC63]. A sua estratégia consistia em descrever
o significado de programas sob a forma de funcdes recursivas, dedutiveis dos
‘flowcharts’ respectivos, manipulando um vector de varidveis (estado da maquina).
O seu trabalho pode ser considerado pioneiro do estudo da seméantica denotacional
de linguagens de programagdo, posteriormente desenvolvido e aprofundado em
Oxford por Scott & Strachey.

O uso alternativo de assergdes, i.é férmulas do célculo de predicados de 12
ordem sobre o espaco de estados de ‘flowcharts’ ou programas em linguagens
tipo ALGOL, foi iniciado por Floyd [Flo67]. Sobre a aplicacdo desta técnica a
‘flowcharts’ escreveu Manna um capitulo do seu conhecido livro [Man74]. Para
programas estruturados, desenvolveu-se uma importante técnica de raciocinio so-
bre asser¢des sob a forma de ‘proof rules’ associadas as estruturas algoritmicas
mais habituais, cf. e.g. [Hoa69, Dij76].

As referéncias [Sto81, Gor79] sdo textos recomendados sobre seméntica de-
notacional de linguagens de programacao.

As recentes técnicas de cdlculo de programas tém origem na importante es-
cola de transformagdo de programas que se desenvolveu dentro da comunidade
da programacio funcional, em particular o chamado método ‘fold/unfold’ [BD77,
Dar82, Dar84, Bp82]. Os items ‘Automatic Implementation of Abstract Data
Types’ e ‘Synthesis from Unrunnable Specifications’, da referéncia [Dar82], sdo
contribuigdes particularmente sugestivas.



Capitulo 8

Reificacao dos Dados em
SETS

Dentro do espirito e estratégia delineada no capitulo anterior, comega-se neste
capitulo o estudo de técnicas de cdlculo de programas a partir das suas especifica-
¢oes. Tal como vem sugerido na Figura 7.2, aborda-se em primeiro lugar o
eixo das estruturas de dados. Sempre que é necessario manipular/simplificar ex-
pressodes funcionais recorre-se ao calculo funcional que € dado no apéndice B.

8.1 Ordens de Redundancia

O cdilculo de estruturas de dados que aqui se comega a estudar baseia-se em pro-
priedades da notagdo dos Sets !. Numa primeira aproximagio, comega-se por
ordenar as estruturas (conjuntos) segundo a ordem simples de cardinalidade entre
conjuntos.

8.1.1 Redundincia Simples

Definicao 8.1 (Ordem de Redundancia em Sets) A < B (ler “A é menos re-
dundante que B” ou “B é mais redundante que A”) é a ordem de cardinalidade
sobre Sets, 1.6 a ordem definida por:

def

A<BY¥ 3B L, 4. fésobrejectiva. 8.1)

A fungdo f (que ndo é tinica, em geral) serd referida como a fungio de abstraccio
de B para A. O

LCf. Capitulo 1.

279
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Escreveremos A <; B sempre que pretendemos explicitar fungdes de abstrac¢do
em =-raciocinios. Por exemplo,

24 <etems A (8.2)

para A finito. A ordem = ¢ reflexiva e transitiva, e a <-antissimetria induz o
isomorfismo de conjuntos.

Exercicio 8.1 Mostre que

A <1, A (8.3)
A=y BAB=,C = A<, C 84)
A<;BAB=4A = A=B (8.5)

[m]

A transitividade significa que podemos encadear <-passos e sintetizar funcdes de
abstracgdo para n <-saltos. A correspondente versdo finitaria de (8.4) &, entdo,

A =i A Sfe 2 An

F=Fr0m-0fn

8.1.2 Sobre-Redundancia

Vejamos como é necessdria uma elaboracdo do que acima se expds, a partir do
seguinte exemplo de motivac¢do: pretende-se representar fun¢ées em A — B por
relagdes (tabelas) em 245 i.¢ em direcgio ao modelo relacional da informago.

E sabido que toda a funcdo finita “é” uma relagcdo. Mas nem todas as relacdes
sdo fungdes! S6 as que tiverem uma dependéncia funcional de A para B 2. Logo,

A — B=<24%B
ndo esta correcto, mas sim o raciocinio:

A—B =,y {pCAxB| Ya,b),(a,bYep:(a=ad =b=0")} (8.6)

= {pe2™P| fdp(p)}
= S

onde S = {p € 24%B | fdp(p)} é um conjunto cuja fungdo caracteristica em
24%B g o predicado

fdp(p) X V{(a,b),(d V) €p:(a=a =b=1) (8.7)

2Relembre-se dep K A (7.12), a titulo de exemplo.




8.1. ORDENS DE REDUNDANCIA 281

e mk f é afuncao de abstrac¢do que converte cada relagdo de S na correspondente
fungdo 3,

def a
mkf(p) = ( the({b € B| apb}) )aGm[P] o

que s6 esté definida para relagdes p satisfazendo (8.7). A condic@o fdp funciona
como um invariante induzido pelo refinamento, sendo preciso escrever

A—=B I 24P (8.9)
de acordo com a defini¢do que se segue.

Definicao 8.2 (Ordem de Sobre-redundéncia em Sets) E aordem definida como
se segue:

AdB ¥ 35CB:Ax,S (8.10)

Seja ¢ a funcdo caracteristica de S em B. Designd-la-emos por invariante de
refinamento, e escreveremos
ALYB (8.11)

para registar esse invariante e a funcdo de abstracgdo f. O
Sempre que A 51? B, o predicadoem A x B
Aa,b).(a = f(b)) A ¢(b) (8.12)
designa-se por invariante de abstracgdo.

Exercicio 8.2 Os seguintes quatro exemplos de representacdo da sequéncia <a, b, >,

B 1 2 3
mo= \a b ¢

{a7 b! C}
_ 7 10 99
s = a b c

_ (a b ¢
o= 1 2 3

sugerem outros tantos refinamentos possiveis para sequéncias. Defina o modelo de dados sugerido

T2

por cada exemplo e discuta a sua adequac@o (em cada caso, ou indica um contra-exemplo, i.¢ uma
sequéncia ndo representdvel, ou apresenta o <l-raciocinio correspondente).
O

30 operador the é o que vem definido em (1.49).
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Propriedades da Relacao de Sobre-redundancia

A relagdo de sobre-redundéincia é uma pré-ordem, i.¢ satisfaz as propriedades que
se seguem:

- Reflexividade:
A <]i\a.TRUE A
—1a

- Fecho antissimétrico:

AYBABQ]A= A=B

- Transitividade (notar sintese de invariantes de refinamento):

¢ P
AQYBABQIC= AL, C

para

ple) = v(c) A plg(c)) (8.13)

onde a conjunc¢do légica ( A ) deve ser encarada como uma conectiva nio-
estrita no seu segundo argumento (e.g. F A L = F).

Para uma cadeia de n <-saltos,
< fi
bi

o invariante e fun¢io de abstrac¢io globais sdo dados por:

def ~Nn
4{ IO (8.14)

def

¢ = Ao Aisy, 6i((Ofipa £i) (@)

Observacio sobre a Relaciao de Sobre-redundancia
A seguinte defini¢do é mais forte do que (8.10):

A 51? BY f : By — A existe e é sobrejectiva (8.15)

onde By designa o subconjunto {b € B | ¢(b)}. Esta defini¢do ¢é a de facto
utilizada até a seccdo 8.8.1 e protege-nos da sobre-especificacdo de invariantes,
pois

#(b) € b € dom(f)
€ o “menor” invariante induzivel sobre B — menor no sentido em que qualquer
enfraquecimento seu conduz a indefini¢io da fungdo de abstracgio f.
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Exercicio 8.3 O multiconjunto é uma nogdo intermédia entre o conjunto e a lista. E “mais do que um
conjunto” na medida em que dd lugar a repeti¢cdo de elementos, mas € “menos do que uma lista” na
medida em que nao regista qualquer ordem entre os seus elementos.

Verifique que a ordem < reflecte estas constatagdes, i.¢ que

24 <, A=IN < . A*
—aom —mREms
onde mkms (=“make multiset”) é a funcio
l=<> =
def l#<> = let h=head(l)
mkms(l) = t = taal(l)
in ( ’11 ) @ mkms(t)

e onde @ ¢ a unido de multiconjuntos que adiciona multiciplidades, cf. (1.102).
[m]

Exercicio 8.4 Discuta a validade da seguinte hierarquia de relagdes em Sets:

A ——

RN

IR

N

8.2 Calculo de Redundancia

8.2.1 A Estrutura dos Sets
Relembrar os construtores primitivos de Sets:
- produto cartesiano: A X B
- unido disjunta: A+ B

- exponenciacdo: AB para B finito *

4Cf. XD = Rg paran = |B|.
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a custa dos quais se definem os seguintes construtores derivados:
- subconjuntos: 2* para A finito,

2A><B

- relacées bindrias: para A, B finitos,

- fungdes parciais finitas:

A—B = UBK (8.16)

para A finito,
- sequéncias finitas sobre A:

A*:UAW

n>0

- alternativa “nula”:
A+1 8.17)

onde, tipicamente, 1 = { NIL}, mas se tem
{0} =2{1}=...=2 {2} (8.18)
para qualquer x;
- defini¢oes recursivas:

X = F(X) (8.19)

onde F € uma expressido em Sets (“functor”) envolvendo os construtores

acima ®.

Um dos nossos ‘running examples’ serd o seguinte modelo para drvores de de-
cisdo:
DecTree = What x (Answer — DecT'ree) (8.20)

cujo functor €, esquematicamente:

F(X) = Ax(B-X) (8.21)

5Notar que nem todos os F serdo permitidos. Mais a frente serdo estudadas restrigoes a F por
forma a (8.19) ter solugdo em Sets.
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8.3 O Subcalculo de Isomorfismo

Relembram-se nesta sec¢io as propriedades da relagdo de isomorfismo em Sets
ja referidas nas secgdes 2.3 e 2.3.7. Af se viu formarem x e + em Sets um
semi-anel comutativo ©, a menos de isomorfismo (22) 7:

AxB = BxA (8.22)
Ax(BxC) =2 (AxB)x(C (8.23)
Ax1 = A (8.24)
A+B = B+ A (8.25)
A+(B+C) =2 (A+B)+C (8.26)
A+0 = A (8.27)
Ax0 =2 0 (8.28)
Ax(B+C) =2 (AxB)+(AxC(C) (8.29)

Assim, fard sentido escrevermos produtos finitos,
Ay x .. ox Ay ié I Ay (8.30)

assim como unides disjuntas finitas,
n
Al +---+ A4, ié E A;
=1

€ tem-se que

Ax...xA = A" (8.31)
—_——
A+...+A4 = nxA (8.32)
[ —

n

6Semi-anel e ndo anel porque nio h4 inversos aditivos, isto &, -+, 0 ndo formam um grupo (formam
um mondide abeliano). Alids, X, 1 também formam um mondide abeliano.

"Recomenda-se ao leitor que acompanhe o estudo destas leis com uma andlise informal do seu
significado pratico a luz da correspondéncia da figura 1.5. Por exemplo, a associatividade do produto
(8.23) converte-se na seguinte equivaléncia 6bvia entre estruturas de dados record:

record record
F: A; F: record
S: record F: A;
F: B; equivalente a S: B
S: C; end;
end S: C;
end; end;

em PASCAL.
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COmo Se esperava.

Quanto a exponenciagdo, serd ttil relembrarmos os factos seguintes,

40
A(B+O)
Al

1A
(BxC)A
CAXB

R 1R IR

12

A—B

IR

bem como

A*

IR

N
L
&
IR

pois

1

AP x AC
A

1

BAxcA

5"
(B+1)4

A#B = X4nxB=9
AnB=0 = AUB~A+B

e, finalmente,
AB = gX 5 gB—X
A’FL
n#m

R

=

XCB
Ax A"
X"NnX™=0

(8.33)
(8.34)
(8.35)
(8.36)
(8.37)

(8.38)
(8.39)

(8.40)

(8.41)

(8.42)
(8.43)

(8.44)
(8.45)
(8.46)

onde as leis (8.45,8.46) podem ser encaradas como instancias de (8.44,8.42), re-

spectivamente.

Exercicio 8.5 Na sequéncia do Exercicio 2.6, defina os isomorfismos correspondentes as leis (8.24)

a(8.29) e (8.33) a (8.37), da direita para a esquerda.
[m}

Exercicio 8.6 Com respeito ao isomorfismo implicito na lei (8.38),

uncurry : (CBYA - CAXB
o~  Xa,b).(a(a))(b)
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mostre que
curry : CAXB 5 (CB)4A
o ~  Aa.(Ab.o(a,b))
é a respectiva aplicagdo inversa, i.¢ que curry = uncurry L.
m}

8.3.1 Exemplos de Aplicacao
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A primeira vista, a relacio de isomorfismo entre dominios de dados ndo parece
ser de grande utilidade para o refinamento, uma vez que ndo hd introducio de
redundancia. Na priética, acontece o contrdrio: os resultados que se derivam dentro
deste subcdlculo sdo altamente relevantes, como se pode ver por alguns exemplos

que se desenvolvem a seguir.

Calculo da Implementacio de A* em Lista Recursiva

Neste exemplo desenvolver-se-4 o processo de cdlculo de listas ligadas como
implementagéo de sequéncias em A*. Comecemos por alguns passos bvios,

A = D A
=0

= )oAn
n=0
~ 14+A4+A4%+. ..

cf. respectivamente (8.40), (8.33) e (8.35).
Introduzindo agora duas varidveis auxiliares L e NV,

N = A+A%+. ...
L = 1+N
teremos, por substituigao,
A =2 [
e
N = A+A%+...

IR

IR

Ax(1+A+A%+..)
AXL

IR

AX1+AxA+Ax A% +...

(8.47)

(8.48)

(8.49)

(8.50)
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em que se recorreu as leis (8.35), (8.45) e (8.33), a versdo finitdria de (8.29), e
onde o passo (8.50) se obteve por ‘folding’ sobre o passo (8.47). Em suma,

A* =2 [ (8.51)
onde L 1+N
N AxL

IR

A luz da correspondéncia da figura 1.5, L (8.51) vem a ser codificdvel em, por
exemplo,

L = °N;
N = record
P: A;
S: L
end;

na linguagem PASCAL 8. Se em (8.51) se removerem as varidveis L e N, teremos
A* =214+ Ax AF

cf. passos (8.48) e (8.50). O processo acima €, pois, uma versdo construtiva da
demonstragio de que A* é ponto fixo da equagdo

L=1+AXxL (8.52)
que se realizou na seccdo 2.3 — cf. equacdo (2.29) e seguintes.

Exercicio 8.7 O seguinte encadeamento de refinamentos,

24 Selems A* g.‘] L

onde
L1+ AXL
[
def <> <« z=(1,NIL)
9@ =\ cons(ag(l) <« z=1(2aD)

permite-nos refinar conjuntos directamente em listas ligadas. Componha as duas fun¢des globais de
abstraccdo,
f=elemsog

e simplifique, usando leis bésicas do célculo funcional (apéndice B), a fun¢do f que assim documenta
esse refinamento.
O

8Mas veja-se oportunamente a secgio 8.7.1 sobre este este tipo de codificagio.



8.3. O SUBCALCULO DE ISOMORFISMO 289

Factorizaciao de Relacoes

Este exemplo mostra como transformar relagcdes bindrias em fungdes parciais, €
vice-versa. E um de virios resultados tteis para refinamentos cujo objectivo seja
a implementac@o no modelo relacional da informagao, hoje tdo difundido como
suporte de base de dados em sistemas de informagéo.

O nosso ponto de partida é o dominio de relagdes
ato:

24%B Teremos, de imedi-

24xB =~ (9B)4 (8.53)

cf. (8.38). Seja 2 = 28 — {\b.F}, onde \b.F designa o predicado sempre falso
em B, i.¢é o predicado que induz o conjunto vazio ) em B. Portanto,

27 = P(B) - {0}
sabendo que
24 = P(A) (8.54)
Dos factos (8.43) e (8.18) deriva-se:

28 = 28U {wF}
2V +1

IR

a custa do que a equagdo (8.53) — combinada com a lei (8.39) — re-escreve em:

2A><B

IR

@8 + 14
A—28 (8.55)

IR

Em suma, toda a familia A-indexada de subconjuntos de B ndo-vazios “é”
uma relacéio e como tal pode ser representada em suporte tabular.

Exercicio 8.8 Mostre que a fungdo de abstracgao:

collect : 24%B 4, A4 2?
def a
collect = ( ) (8.56)
(e) {r € B| apz} aen1lp]
estabelece o isomorfismo (8.55) e defina
discollect = collect™?! (8.57)
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Exercicio 8.9 Demonstre ou refute a seguinte igualdade, onde letras maitisculas designam espécies
de dados e minusculas designam fungdes,

2(fom2) o discollect = 272 o discollect o (A — 2f)

Exercicio 8.10 Demonstre o facto seguinte, em Sets:

(A=~B° =~ (CxA) —B (8.58)

Exercicio 8.11 Estard correcta a dedug@o seguinte, em Sets?
C+1)A=B)

C + 1)(E+HY)
C+ 1)(A><(B+1))

(A=B)—=~C (
(
(
(C+ 1)(A><B+A)
(
(

IR

IR

IR

IR

C+1)AXB x(c+1)4
AXB—-C)x(A—=C)

1R

Justifique devidamente a sua resposta.
O

Exercicio 8.12 Verifique se o seguinte isomorfismo é vélido no cdlculo SETS:

(AnB)x(A—=C) % A—=(B+C+BxC)

8.4 O <-Subcalculo

A equacdo (8.2) acima registou um <-resultado bdsico acerca da implementa-
¢d0 de conjuntos finitos. Dois outros <-resultados elementares t€ém a ver com
a introdugdo explicita de redundancia via construtores primitivos do cdlculo, por
exemplo

Ad, AxB (8.59)
B<, AxB (8.60)
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que permite emparelhar uma estrutura de dados com qualquer outra, e

A ﬂ;?i-:iil’a) A+ B (8.61)
B A+ B (©62

que permite injectar uma estrutura num ‘record’ variante — recordar a analogia
da figura 1.5.

A maior parte dos resultados elaborados do <-sub-cédlculo t€m a ver com o
refinamento de funcdes parciais finitas. Comecemos por relembrar as leis (8.33)
a (8.38) sobre a exponenciacgdo, quer dizer, sobre conjuntos de fungdes totais.
Serd que tais leis se continuam a verificar para fungdes parciais, quer dizer, para
expressoes da forma A — B em lugar de B4 ?

Pode facilmente verificar-se que, de facto, apenas (8.34) e (8.33) sdo preser-
vadas, cf. respectivamente,

(B+C)—A = (A+1)B+¢
= (A+1)BxA+1)°
>~ (B—A)x(C— A) (8.63)
&
0—A = (A+1)°
~ ]

No que diz respeito a (8.35) e (8.36), obteem-se resultados tangencialmente difer-
entes: quanto a (8.36), ¢ facil mostrar que

A=1 = 1+1D)4
~ 94 (8.64)

— aplicar (8.39) e ¢f. 2 22 141 (8.32). Quer dizer, obtemos uma forma de modelar
conjuntos finitos por funcdes finitas; quanto a (8.35) tem-se que

1—~A

1%

(A+1)!
~ A41

o~

resultado que permanece no =-subcdlculo, c¢f. (8.39) e a prépria (8.35).
Ver-se-a de seguida que as duas leis que faltam — (8.37) e (8.38) — conduzem
a J-inequacoes. Antes disso, porém, faga-se o seguinte exercicio.

Exercicio 8.13 Mostre que, para B 22 0 e C % 0, se tem
A= (B—=C)+2AxB—~C
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onde o invariante + se define por
def
+Ho) = o# ()

(sugestao: faca um estudo de cardinalidades).

Que lei do célculo estudou que € desta um caso particular?
O

A lei distributiva (8.37) “verifica-se” a nivel de — desde que < substitua =,
A—-BxCd(A—-B)x(A—0C) (8.65)

como se pode ver pelo raciocinio seguinte:

R

A= (BxC) = |JBxO)X

KCA

U (B¥) x (%)

KCA

{{o,7)| c€e BEAT € CENK C A}

{{o,7)| o€ A=~ BATEA—C ANdom(c) =dom(r)}

IR

IR

¢f. (8.16) e a propria lei (8.37). Assim, existe um S C (A — B) x (A — (C) tal
que:
A= (BxC)=S
induzindo o invariante ¢ = eqd para:
eqd({o,T)) def dom(o) = dom(T) (8.66)
A funcdo de abstraccdo correspondente é

f{o,7)) = oNX7T (8.67)

onde X designa o seguinte operador de “emparelhamento” sobre fungdes parciais
finitas que satisfazem (8.66):

def a
X = 8.68
oHT ( (0(a), 7(a)) )agdomm (8.68)
Em suma, temos que
A=~ (BxC)9U1 (A= B)x(A=0) (8.69)

que nos indica como — “distribui” pelo produto x .
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Exercicio 8.14 Serd X uma fungio de abstrac¢do injectiva (sobre eqd)? Justifique.
[m]

Exercicio 8.15 Serd verdadeiro o s cguinte facto,
AXx B < r A* X B

em SETS, para quaisquer A e B?

Na negativa, apresente um contra-exemplo. Na afirmativa, proponha f e ¢.
O

A —-versdo da lei de “currying” da exponenciagio (8.38) € outro <-resultado,
(AxB)~CdA—~(B=0C) (8.70)
e nado o pretendido,
(AxB)=~C=2A—~(B—=0)
porque as fungdes de abstrac¢io curry e uncurry (cf. Exercicio 8.6) sdo aqui,
respectivamente, néo sobrejectiva e parcial — pense-se nos valoresde A — (B —

C) contendo () no contra-dominio.
O invariante induzido por (8.70) €, assim,

$(0) () ¢ rng(o)

para a funcdo de abstraccdo

uncurry(o) def ( {a,b) )
(O’((l))(b) a€dom(o)AbEdom(a(a))

A “simétrica” da lei (8.70),
A=~ (B—-C)d(AxB)—~C
vem a ser, portanto, invdlida, embora se verifique um facto algo mais complicado,
A= (B—=0C)<d2x ((Ax B) = 0) (8.71)

cujo factor extra (em 24) vem a ser o conjunto dos a € A que tém como imagem
a funcdo vazia. Mas € preferivel encarar (8.71) como um caso particular de

A—Dx(B—C)<(A—D)x((AxB) = C) (8.72)
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— faga-se D = 1 e apliquem-se propriedades elementares de x e (8.64). O
invariante induzido por (8.72) é ¢ = dpi °

dpi(o,T) P [dom(T)] C dom(o) (8.73)

onde 71 [dom(7)] designa, como habitualmente, {71 (p) | p € dom(7)}, para o
que se relembram os selectores 77, o associados ao produto cartesiano:

m1(a,b) =a

T2 (a, b) =b
Recomenda este invariante que todos os a € A, que aparecem no dominio de o €
A — D mas nio aparecem no dominiode 7 € A x B — (), sejam exactamente

as entradas, a nivel abstracto, a aplicar na funcdo vazia (em B — C). A fung¢io
de abstracg¢do correspondente serd, entdo, uma espécie de ‘nested join’:

a

def
LACE I < 2(p) ) (8.74)

T(p) > pEdom(t)An1(p)=a

ac€dom(o)

Refira-se, para terminar, que o <-subcdlculo inclui —-leis que ndo podem ser
adaptadas de resultados semelhantes sobre a exponenciacdo. Por exemplo,

(B+C)* £ BAx CA
e, no entanto, € vdlida a seguinte lei para decomposi¢io de fungdes finitas:
A= (B+0) ggd (A= B)x (A—=C) (8.75)
para
djid((o,7)) ¥ dom(c) Ndom(r) =0

% (o, 1)) oo Uiyor
(A= i1)(0) U (A —iz)(r)

onde djd (=‘disjoint domains’) impde dominios disjuntos e 41,4, sdo as “inje-
c¢des” implicitas no co-produto, recordar (1.28).

Exercicio 8.16 Repare que o dominio A — 2? da lei (8.55) é menos geral que A — 2B, a0 nio
permitir conjuntos vazios nos contradominios das fungdes finitas; essa situacio € contemplada por

ZAXB jdiacollect A— 2B (8.76)

9 dpi=*domain projection inclusion’.



8.5. CALCULO ESTRUTURAL 295

onde, contudo, discollect deixa de ser injectiva. Identifique a classe de fungdes finitas em A — 28
que discollect abstrai na relagio vazia. Mostre ainda que collect, estendidaa A — 2B deixa de ser
sobrejectiva.

O

As leis (8.65,8.71,8.72) e (8.75) desempenham um papel importante na reifica-
c¢do de fungdes finitas. Podem ser usadas para “decompor” fun¢des complexas ou
aninhadas em tuplos de fun¢des mais simples. Se as combinarmos com (8.76) e
(8.55), estamos em condicdes de afirmar que o fragmento que até aqui se estudou
do d-subcdlculo é adequado ao refinamento de modelos de dados elaborados,
baseados em fungdes finitas, para esquemas de bases de dados relacionais.

Mas, antes disso, precisamos de estudar um resultado essencial a todo o pro-
cesso de célculo.

8.5 Calculo Estrutural

O nosso exemplo motivador serd, agora, o seguinte: temos A — 2B (familias de
conjuntos) e sabemos que 28 < B*. Em que medida podemos deduzir que

A28 g ApBr ?

S6 se AX.A — X for “monétono” em relagdo a <, i.é,se X Y = (A —
X) 9 (A = Y) se verificar. De facto, para raciocinios estruturais como este
precisamos do teorema que se segue.

Teorema 8.1 (<-monotonicidade dos construtores de Sets) Os construtores de
Sets x e + sdo crescentes (mondtonos) com respeito a < (8.10); a exponenciagdo
requer expoentes isomorfos.

Quer dizer, dados os objectos de Sets A, B, X, Y, M, N tais que A 4 X,
B Y e M =2 N, entdo verificam-se os factos

AxB 4 XxY (8.77)
A+B 4 X+Y (8.78)
AM g XN (8.79)
Esquema de Prova: Seja
Ad$X, BQEY, M=, N (8.80)

Entdo
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1. Equacao (8.77):

AxBAYY X xY

onde o produto de duas fungdes f e g é a sua aplicacdo “em paralelo”1°:

(f x 9)(a,b) = (f(a), g(b)) (8.81)
e o produto de dois predicados ¢ e o € a sua conjuncdo “em paralelo”:
(¢ x ¢){a,b) = ¢(a) A p(b)

2. Equagdo (8.78):
A+B X 1Y

—f+g
onde a soma de duas fungédes f e g é
(f+9)(La) = (L)
{ (f+9)(2,0) = (2,9(b)) (8.82)

— recordar (1.29) — e a soma de dois predicados ¢ e p é

{ (¢ +¢)(1,a) #(a)
(@ +9)(2,0) = (b)

3. Equagdo (8.79): Como M e N tém a mesma cardinalidade, seja ela m,

entdao
AM = gm
>~ Ax...xA
————
m
e
XN o= X™
= X x...xX
————
m

cf. (8.31). Quer dizer, (8.79) pode reduzir-se a uma versdo finitdria de
(8.77) em que

m

A™ Fm xm
onde

fM™aa,-.-,am) = (f(a1),---, flam)) (8.83)
It ) = VL < i < ()

10Recordar (1.19). Para melhor leitura, a aplicacio funcional envolvendo argumentos que sio tuplos,
eg. f({z1,...,%n)), abreviar-se-d para f(z1,...,Zn) ou f(z1,...,Zn).
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Alternativamente, podemos definir a funcdo de abstracgdo global t e o cor-
respondente invariante T em

como se segue, para o € XN e sendo h o isomorfismo entre M e N (8.80):
tlo) = foooh !
7(o) = Vn €dom(o) : ¢(c(n))

Fica por provar que as trés fungdes de abstraccdo compostas sdo sobrejectivas e
totais sobre os respectivos invariantes, o que ndo é muito dificil. O

Exercicio 8.17 Faca as demonstracdes que ficaram por fazer na prova do teorema anterior.
(]

A relevancia do Teorema 8.1 é permitir-nos refinar isoladamente os componentes
estruturais de uma expressdo que designe, em Sets, um dominio de dados ar-
bitrariamente complexo. Torna assim possivel o cdlculo progressivo das estru-
turas de dados de um dado programa a partir da sua especificacdo, por introdugéo
gradual de redundancia, sintetizando automaticamente funcdes de abstrac¢do e
os invariantes induzidos pelas sucessivas decisdes de refinamento. Veremos de
imediato um exemplo de aplicacdo deste teorema.

8.5.1 Exemplo de Aplicacao

Estamos ja em condicdes de calcular a implementagio BAM SR referida na se-
ccdo 7.5:
BAMS = AccNr— (QfCCH"ld” x Amount)
i (AceNr — 2dfecHoldery s (AceNr — Amount)

5 (2Achr><AccHolder) x (ACCNT N Amount)
<5 (2Achr)<AccHolder) x (2Achr)<Amount)

= BAMSR

onde
a {(J;ll zbiqd of. (8.69)
ay {gzzc/\";_l‘eftxx)\zdv of. Teorema 8.1  (8.56)
s { 3;33 ifp}"ﬁ(’“; i Teorema8.le (89)
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Assim,
f = fiofaofs
X o(collect x id) o (id x mkf)
X o(collect x mkf)
= Xp,7). let =z = collect(p) (8.84)

n (z(a),mkf()(a)) >a€7l'1[P]

Quanto ao invariante, teremos:

dUps) = ¢1(fa(f3(p, 7)) A

$2(f3(p, 7)) A
¢3(ps)

= ¢1(f2(p,mkf(7))) A
TN
fdp(v)

= ¢1(collect(p), mkf (7)) A
fdp(v)

= (dom(collect(p)) = dom(mkf(7))) A
fdp(v)

= mlp] =m]A fdp(y) (8.85)

cuja andlise condiz com a nossa intuig¢do:

- qualquer nimero de conta de que se conhecem titulares tem sempre uma
quantia associada (1 [p] C m1[7]) e vice-versa (m1[p] 2 m1[7]);

- héd uma dependéncia funcional de nimeros de conta para quantias (fdp(7)).

Exercicio 8.18 Suponha que, no exemplo de cdlculo acima, BAM S ndo exige contas com pelo
menos um titular, i.¢ temos 24¢cHolder em lugar de 2/tccHolder,

Que alteragdo se verifica no invariante global ¢ a imp6r ao nivel relacional? (Sugestdo: faca C' = 1
em (8.72) e aplique aqui o resultado.)
[m]

Exercicio 8.19 Suponha que, a partir da especificacdo que se fez de um sistema para planeamento da
producdo (relembrar o Exercicio 2.59):

DPP = Stock x Pricelist X Equip
Stock = #Unid ~IN

Pricelist = #Comp — IN
Equip = $#Equip — (#Unid —~ IN)4

#Unid #Comp + #Equip
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se calculou a seguinte implementag?o relacional:

DPP1 = CC: 2Rowl [*tabela de custo/ ‘stock’ dos componentes */
SE: 2Row2 [*tabela de ‘stock’ de equipamentos */
EC: 2Rowd [*tabela de decomposicdo de */
[*equipamentos em seus componentes */
EE: 2Rowd [*tabela de decomposicdo de */
[*equipamentos em sub-equipamentos */
Rowl = Co: #Comp X
QC: IN X /*quantidade ou custo */
T: 2 X [*etiqueta */
Row2 = Eq: #FEquip X
St: IN
Row3 = Eq: #FEquip X
Co: #Comp X
Nr: IN
Row4 = Eq: #Equip X

Se: #Equip X

Nr: IN
Sintetize a fungdo de abstraccdo correspondente e o invariante induzido ao nivel relacional.
O

Exercicio 8.20 Uma maneira habitual de representar sequéncias de A* em sistemas relacionais é sob

a forma de tabelas
21N XA

em que cada linha da tabela representa um elemento de uma sequéncia e a sua posi¢do na sequéncia.
Verifique entéio que
A* < N — A < 2INXA

e sintetize o invariante induzido ao nivel relacional.
m}

Exercicio 8.21 Suponha que se perdeu toda a informagdo de um <-raciocinio, exceptuando a fungdo
de abstracg¢do global f, que ¢ a seguinte:

F = (A—{domomy,m))o b o(mkf x g)

onde

g(r) = (NI}L )pET

Serd possivel reconstituir o processo de cédlculo que se perdeu? Na afirmativa, faga-o, indicando a
estrutura original, a implementagdo que se obteve, e as leis do cdlculo SETS que foram utilizadas. Na
negativa, explique a sua resposta.

O
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8.6 Aproximacao Functorial

Recorreremos agora a nogéo categorial de functor (em Sets) com o objectivo de
sistematizar e estender o processo de célculo.

8.6.1 Nocao de Functor

Definicao 8.3 Sejam C,D duas categorias. Diz-se que F é um functor de C para

D, escrevendo-se
F:C—D

se F é um par de aplicagoes (ambas designadas por F), uma que aplica objectos
de C em objectos de D e outra uma que aplica morfismos de C' em morfismos de
D, tal que

Fx) 29 7 v)

é um morfismo em D sempre que X L) Y é morfismo de C, e se tem:

F(le) = lxe
F(fog) F(f) o F(g)

O

8.6.2 Functores Polinomiais

Sejam A, B, C objectos em Sets. Seja f : A — B um morfismo em Sets e seja
1¢ : C — C adesignagdo do morfismo identidade sobre C'. Entdo C pode ser
encarado como o functor constante

C : Sets — Sets (8.86)

tal que C(A) = Ce C(f) = 1c.
Sejam F, G : Sets — Sets functores. Define-se o seu produto

F x G: Sets — Sets

por (F x G)(A) = F(A) x G(A) e por (F x G)(f) = F(f) x G(f). ¢f- (8.81).
Por exemplo, F(X) = X x C define o functor produto do functor identidade
AX.X com o functor constante C (8.86), e tem-se F(f){a,c) = (f x1¢){a,c) =
(f(a),c).

Podemos ter produtos n-drios de functores, dos quais F(X) = X™ é um caso
particular. Sendo f o morfismo acima, teremos neste caso

F(f) = fm: A" - B"
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cf. (8.83).
A nogdo de functor produto tem uma dual — a de functor co-produto (ou
soma de dois functores) — que se baseia em (8.82):

F+G : Sets — Sets
(F+9)(4) = FA)+G(4)
(F+0)(f) = F()+6(f)

Functores co-produto podem também ser iterados a n-argumentos. Finalmente,
temos a defini¢do:

Definicao 8.4 Diz-se polinomial todo o functor F : Sets — Sets que é
- um functor constante, ou
- o functor identidade, ou

- a composigcdo ou produto finitdrio de functores polinomiais.

(Relembre (2.116.)) O

Por exemplo,
FX)=1+4AxX (8.87)

—cf. (8.52) — é um functor polinomial, assim como F(X) = X*, ¢f. (8.40). J4
o functor F(X) = C — X serd polinomial apenas se C for finito !, tendo-se

(C=Nlo) = foo

_ ( ¢ ) (8.88)
F(0(€)) ] ccdom(o)
O resultado que se segue é vdlido em Sets:
Teorema 8.2 Todo o functor polinomial
F : Sets — Sets
pode ser reduzido a forma candnica:
F(X) = Co+(Cr x X)+(Ca x X?) +---+ (Cp x X7) (8.89)

= E?:OC,' x X?

Demonstracao: Ver [MA86]. O

et
c—X (X +1)¢

(X +1)™  paran = card(C)

IR 1R
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Por exemplo, para F(X) = X* tem-se C; = 1 para todo o 4, pois

X = Y x

i>0

ElxXi

i>0

IR

— relembrar (8.40) e o facto de 1 ser o elemento neutro de x 12,

Um resultado sugestivo para converter functores polinomiais na forma canénica
¢é a féormula do préprio bindmio de Newton,

(A+B)" =) "C, x A" P x B? (8.90)

p=0

como se ilustra no seguinte tratamento do functor ‘pedigree’:
F(X) = Ix(X+1)?

ja atrds referido (2.156,2.118). Ter-se-4,

F(X) Ix(X+1)?

Ix(X?24+2xX+1)
IxX?24+2xIxX+1

R

IR

que, literalmente, significa: “sobre um individuo I ou ambos o pai e a mde sdo
conhecidos (X?), ou um de ou o pai ou a mde é conhecido (2 x X), ou tanto o pai
como a mde sdo desconhecidos (1)”.

Combinando (8.89,8.90) com a lei (8.75) para decomposi¢do de fungdes, obte-
mos uma regra geral para decompor uma fungéo da forma

A= F(X)
num produto cartesiano de funcdes, i.é
7 (A = C; x X (8.91)
cada uma das quais pode, por sua vez, ser refinada para a forma tabular (24%5),

regra geral essa que serd de muita utilidade em projecto de bases de dados rela-
cionais.

12Estamos a encarar somas numerdveis de functores polinomiais como sendo functores polinomiais.
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8.6.3 Calculo Functorial

E agora a altura de, com a ajuda da nocéo de functor polinomial, estendermos o
Teorema 8.1 como se segue:

Teorema 8.3 Seja F um (endo)functor polinomial em Sets. Sempre que

A 51? B (8.92)
entdo -
F(4) <59 F(B) (8.93)

Demonstracao: Pode fazer-se por indugdo sobre a estructura do functor polinomial F. A
soma e o produto (e a exponenciagdo) ja se trataram no Teorema 8.1.

Um dos casos base consiste no functor identidade F(X) = X, que é trivial, pois
F(f) = feF(¢p) = ¢, i.é (8.93) reduz-se a (8.92). O outro caso de base é o do func-
tor constante F(X) = C. Tem-se F(f) = 1lc e F(¢) = Ab.V, verificando-se (8.93)
trivialmente. O

Este teorema fornece-nos uma estratégia elegante, functorial, para célculo de
invariantes de abstrac¢cdo complexos ao longo de processos de reificacdo. Embora
F(X) = 2% nio seja polinomial, (8.93) verifica-se para este functor também,
para A finito.

A Figura 8.2 apresenta um sumdrio deste “cdlculo functorial” para as constru-
¢des mais habituais (primitivas e derivadas) em Sets. Reconhecem-se, aqui de-
vidamente tratadas, as “construgdes” (1.19), (1.29), (1.83) etc. apresentadas no
Capitulo 1.

8.6.4 Exemplo

Estamos agora em condigdes de tratar o exemplo que motivou a sec¢@o 8.5. Partindo
de
B AT px
2 S]elems B
inferimos directamente

A—2B 51? A — B*

deduzindo

f = A—elems

Ao.(elems o o)

= Ao ( y )
"\ elems(o(a)) a€dom(o)
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Figura 8.1: Summary of Functorial Calculus.

F(OO) F(f) | Fo)
X f [
c e Ac.V
2% 2f = As.{f(z)| = € s} 2% = As.Vb € s : $(b)
x* =A< f(z) |7« 1> ¢* = ALV1 < i < length(l) : ¢(1(i))
¢ = Aofoo
x¢ _ c ¢€ = Ao.Ve € C : ¢(a(c))
= A ( F(o(e)) )CGC
C—~f = Xo.foo
C—-X _ . c C — ¢ = Aa.Vz € rng(o) : ¢(z)
= 3 soten )Cedm(,) !
G(X) x H(X) | G(f) x H(f) Mz, 9)-(G(9)z A (H(9))y
G(X) +H(X) | 6(7) +H(p) o frznl 2 G
z=1is(NIL) = =« z=1i(NIL) = V
G(X) +1 M—{ z = ir(a) = 1((G(f)a) ”'{ 2= ir(a) = (6(9))a

Figura 8.2: Sumadrio do Célculo Functorial

A—= AT
AoV € rng(o) : T
Ao.T

<
o

Exercicio 8.22 Considere o seguinte modelo para filas com prioridade,
T2 A~ B*

sujeito ao invariante
def
¢(o) = <> & rng(o)
onde B é o dominio de objectos a enfileirar e A é um dominio de prioridades sobre o qual se supde
definida uma ordem total.
Suponha que alguém chegou a seguinte implementagdo relacional de X:

5 2A><1N><B

sujeito ao invariante

' (t) def Vryr' € t:mwi(r) = mi(r') = ma(r) # ma(r')

Mostre (aplicando o célculo functorial) que este invariante €, desnecessariamente, forte demais.
[m}
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Exercicio 8.23 Uma fébrica de cabos condutores eléctricos pretende uma aplicagéo para controlo dos
seus ‘stocks’. H4 vidrios tipos de cabos condutores, cada um identificado por um cddigo de artigo.
Cada segmento de cabo constitui uma ponta, ¢ de um determinado tipo, tem um dado comprimento
(muiltiplo de 1m) e estd armazenado algures numa bobine. Cada bobine tem uma matricula que a
identifica e estd num determinado estado, a saber: armazenada num dado armazém, em manutengao,
em produgdo, em controlo de qualidade, no cliente, abatida ou morta. Na mesma bobine s podem
estar armazenadas pontas do mesmo tipo. Todas as bobines do mesmo tipo estdo armazenadas no
mesmo armazém.

1. Complete a especificagiio seguinte da estrutura de base para gestao deste ‘stock’,

DBase = #Art — #Arm X Bobines
Bobines 2= #Bob — Ponta* x Estado
Ponta =
Estado =

onde #Art (codigo de artigo), #Arm (referéncia de armazém) e #Bob (matricula de bobine) sdao
tipos primitivos.

2. Calcule (usando Sets) uma implementacdo relacional de D Base.

3. Escreva um invariante sobre D Base que garanta que a mesma matricula de bobine néo é usada
para artigos diferentes.

4. Projecte esse invariante segundo o refinamento relacional que calculou.

Exercicio 8.24 A informagio constante dos registos prediais duma Conservatdria de Registo Pre-
dial (C RP) reparte-se por vdrias séries de livros de acordo com os objectos registados e as relagdes
juridicas entre eles. S6 nos vamos aqui preocupar com as séries “B” e “C”. Na primeira, cada entrada
descreve um prédio, e.g. um edificio, um terreno, efc. No chamado regime de propriedade horizon-
tal a informagdo de cada prédio consta sobretudo da descri¢io das suas fracgdes, hipotecas e prédio
origem. A situagdo tipica € a seguinte: um empreiteiro hipoteca um terreno (prédio origem) para poder
suportar financeiramente a constru¢do de um prédio de n-andares (fracgdes). Os andares acabam por
ser comprados por particulares que normalmente recorrem a empréstimos que lhes sao facultados me-
diante novas hipotecas, agora sobre as frac¢des em causa. Todas as hipotecas sdo registadas em livros
da série “C”.
1. Complete a especificacdo seguinte da estrutura de base para gestdo de uma C RP, onde #Pre
(codigo de prédio), Text (texto sumdrio), #Fra (identificador de frac¢ao) e #Hip (referéncia a
uma hipoteca) sdo tipos primitivos.

CRP =~ BxC
B = #Pre— Descx 2#H x Fraccées x Origem x Valor
C = #Hip — Credor X Valor
Fraccbes = #Fra — Desc x 2#H x % x Valor x Rend
Desc = Text
Origem 2= ...
Credor =~ Text  /[*deuma hipoteca */
Valor = ...
% =~ 99 [*percentagem da fraccdo */
Rend =2 /*rendimento colectdvel */

2. Calcule (usando Sets) uma implementagdo relacional de CRP.
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3. Escreva um invariante sobre CRP que garanta que uma frac¢do nunca é¢ 0% do valor total do
prédio e que todas as frac¢des do mesmo prédio prefazem 100%.

4. Escreva um invariante sobre C RP que garanta que nunhum prédio vem a ser origem de si
proprio.

5. Projecte esses invariantes segundo o refinamento relacional que calculou.

8.7 Refinamento de Modelos Recursivos

8.7.1 Motivaciao

Equagdes como (8.20) e (2.156) atrds s3o exemplos de modelos de dados definidos
recursivamente em Sets. Muitos outros podiam ter sido apresentados como ex-
emplo, jd que a recursividade ¢ uma técnica “elegante” para especificar muitos
construtores de dados néo primitivos em Sets, por exemplo:

14+ Ax X [*lstas finitas sobre A, cf. (8.52) */ (8.94)
14+ A x X2 [*drvores bindrias sobre A */ (8.95)
14+ Ax X* [*drvores generalizadas sobre A */

V+Ax X* [*“frases” sobre V e A */

1

IR

e e

1

etc.

Que fazer quando, num processo de refinamento, encontramos um modelo
recursivo?

Algumas linguagens suportam directamente a recursividade (e.g. LISP, ML)
mas muitas outras ndo (e.g. ‘assemblers’ e o primitivo FORTRAN). Linguagens
como 0 PASCAL ou o C ficam “a meio caminho” entre estas situacdes extremas
— arecursividade é implementdvel de forma indirecta, com recurso a apontadores
que enderecam segmentos de memoria dindmica (‘heaps’). A programacdo com
apontadores é uma actividade sujeita a erros (cf. problemas como a indefini¢cio
de apontadores, a ndo-terminagéio causada por referéncias ciclicas efc.) e tende a
produzir cédigo “manhoso”, i.¢é dificil de entender por quem ndo o escreveu 3.
Uma maneira de ultrapassar estes problemas € pensar em regras genéricas que
refinem estruturas de dados recursivas em equivalentes ndo-recursivas que sejam
seguras, eliminando toda a manipulaciio nio-sistemdtica de apontadores 14.

13Como bem observou Wirth [Wir76], os apontadores sdo equivalentes, no eixo das estruturas de
dados, aos ‘gotos’ algoritmicos que a programacdo estruturada tanto se preocupou em abolir.
14Da mesma forma que se pode fazer “Structured Programming with Goto Statements” cf. [Knu74].
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Olhando para a analogia entre as construgdes primitivas de Sets e algumas
estruturas de dados do PASCAL, apresentada na Figura 1.5, € tentador arriscarmos
uma “codificacdo” de definicdes como, por exemplo, (8.94) acima. Obtemos,
introduzindo uma varidvel auxiliar Node para facilitar a codificacao,

X = “Node;
Node = record
P: A; (8.96)
S: X
end;

De facto, seria concerteza esta a estrutura de dados que um programador de PAS-
CAL escreveria, em primeira mio, para poder representar sequéncias do tipo A.
Contudo, qual o significado real da constru¢do "Node ? Qual é o “valor” de
um apontador? Onde estd a prevencdo contra apontadores indefinidos e ciclos
de apontadores? Estas sdo limita¢des da “analogia” invocada que, como todas as
analogias, carece de rigor formal.

Um dos primeiros trabalhos que abordaram formalmente este problema foi
o de Fielding [Fie80]. Entre vérias estruturas estudadas, é considerado o refina-

mento de drvores bindrias de procura 13,

X = 1+ Key x Data x X2 (8.97)

que corresponde a defini¢éo (8.95) em Sets fazendo A = Key x Data.
Um dos refinamentos propostos para esta estrutura em [Fie80] ‘maps a binary
tree onto linear storage’:

52 = (K+1)x ARRAY

ARRAY = K — Key x Data x (K + 1) (8.98)

onde K = IN ¢ um conjunto infinito numerdvel de apontadores. Este refina-
mento € proposto em [Fie80] sob um pesado invariante induzido, que impede
apontadores indefinidos e ciclos de apontadores. Ora um invariante semelhante é
também requerido para justificarmos a representacdo em “lista-ligada” de sequén-
cias finitas, que se apresentou acima em (8.96) e que, por analogia com (8.98),
escreveriamos formalmente como se segue:

X, 2 (K+1)x(K—~Ax(K+1))

Poderdo estes dois saltos de refinamento que “removem recursividade” ser
generalizados?

15Estamos a transliterar para Sets a notagio VDM usada em [Fie80].
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8.7.2 Leis de Des-recursivacao

No caso geral, suponhamos que nos ¢ dada uma defini¢ao recursiva em Sets da
forma
X =14+G(X), (8.99)

onde G € um (endo)functor em Sets (relembrar a Definicdo 8.3).
Podemos conjecturar que, se X; é um ponto fixo em Sets de (8.99), entdo

X1 99 (K +1) x (K = G(K +1)) (8.100)

para K 22 IN. Para justificarmos esta conjectura serd preciso encontrar o par f, ¢
af referido, para qualquer G.
O primeiro resultado que desenvolveremos serd aplicdvel a definicdes mais
gerais que (8.99), da forma
X 2 F(X) (8.101)

da qual (8.99) se obtém fazendo F(X) = 1 + G(X).

Seja (Xo,d : F(Xo) — Xo) um ponto fixo do functor F (8.101) em Sets. A
existéncia do menor dos pontos fixos de (8.101) estd garantida sempre que F € co-
continuo. Ignoraremos aqui alguns detalhes técnicos, sendo suficiente sabermos
que todo o functor polinomial é co-continuo 6.

Queremos agora discutir o seguinte salto de refinamento:

Xo 4 K x (K = F(K)) (8.102)

onde K € um dominio de “apontadores” tal que K = IN. Ora (8.102) serd garan-
tido pela existéncia de uma sobrejec¢ado

fiK x (K = F(K)) — Xo

total sobre {(k,0) € K x (K — F(K))| ¢(k,0)}. Para simplificarmos inicial-
mente o problema, assumiremos temporariamente que 0 € K — F(K) é uma
fung@o total e desenharemos o diagrama seguinte:

K
lo (8.103)
F(K)

Fixado um dado 0 — que intuitivamente veremos como um segmento de ‘heap’
enderecado por K, ou como uma “base de dados” com chave K — f,, designard a
fun¢@o que, para cada “apontador” k € K, abstrai o valor de X que corresponde

16Ver [MAS6], p.262,270.
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auma “navegacdo” sobre ¢ tomando k& como endereco de partida. Podemos acres-
centar f, a(8.103), ou seja desenhar

lo
F(K)

Como (X, §) é ponto-fixo de F, podemos adicionar § ao diagrama e obter

X, <= K
54 lo
F(Xo) F(K)

Finalmente, o diagrama pode ser fechado por F(f,),

X, <& K
51 lo (8.104)
F(Xo) 7D F(K)

jd que F € um functor.
A equagdo implicita no diagrama comutativo (8.104) é

fo(k) = 6(F(f5)(a(k)))

Escreveremos agora f(k,o) em lugar de f,(k), obtendo a seguinte fungio de
abstraccdo para (8.102)
f : Kx(K—-FK))— Xo
def (8.105)
f(k,0) = 0(F(f5)(o(k)))
Podemos exemplificar este raciocinio com o préprio functor polinomial (8.87).
(A*, 8) é um ponto-fixo bem-conhecido deste functor 17 onde

§ ¢ 1+AxA— A*
sy [ <> & z=(1,NIL) (8.106)
- cons(a,l) < z=1(2,{a,l))

Neste caso, para F(f,) obteremos

F(fo)(z) (1+Ax fo)(z)
(11 + 14 X fg)(:L')

{w < z={1
(2,(a, (D)) < z=1(2,(a1))

7 Consultar as secgdes 2.3 ¢ 8.3.1.
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Compondo (8.107) com (8.106) obteremos, segundo (8.105),

def [ <> < o(k)=(1,NIL)
1k, )_{COHS(a,fa(k’)) < olk) = (2 (a, k')

Deixando agora de assumir que o € total, teremos de encarar o problema da
indefini¢do de apontadores — o (k) em (8.105) serd indefinido sempre que k ¢
dom(o) e outros apontadores k' no contra-dominio de o, acessiveis por k, poderdo
estar na mesma situagdo.

Esta nogdo de acessibilidade entre apontadores podera caracterizar-se pelo
fecho transitivo <; da seguinte ordem sobre K, induzida por F e o:

b <rk 2 kedom(o) Ak €5 o(k) (8.108)
onde a conjungio légica é de novo assumida como uma conectiva ndo estrita —
¢f. (8.13) — e € se define por inducdo sobre a estrutura polinomial de F, como
se segue:

kece ¥ F (8.109)
ké€x.xx déf k=x
kerxg (,y) € kerzVkegy

def kery <« z=(1,y)
kerpgae = {kegz & z=(2,2)

O seguinte invariante para (8.102) impede qualquer apontador acessivel de k de
ser indefinido:

dk,o) & let P={k}U{K e K|k <t k}
in P Cdom(o)

Contudo, este invariante € insuficiente se pretendermos restringir a nossa interpreta-
¢do ao menor dos pontos fixos, quer dizer, se pretendemos garantir que f(k, o)
ndo da resultados infinitos. Falta assim forcar que P seja um conjunto bem-
fundado 18 com respeito a < :

d(k,o) ¥ let P={k}U{K e K| K <fk} (8.110)

in P Cdom(c) A
VOCcCCP:3meC:Vk'<rm: k' &C

Por exemplo, seja F(X) = C — G(X). Nio serd dificil obter € para este
caso,
kecogx 3¢ dom(z) : k €g z(c) (8.111)

18 Relembrar o exercicio 1.22.
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A condigdo (8.111) ird ser 1til para entendermos a ilustragdo do célculo de desrecursiva-
¢do que se apresentard na secc¢do 8.7.4.

Finalmente, entdo, apresenta-se o teorema que corporiza tudo o que acima se
descreveu:

Teorema 8.4 (Primeira Lei de Desrecursivaciao)
Seja F um endofunctor polinomial em Sets e seja {Xo,d) um ponto fixo de F tal
que o conjunto Xq € finito ou infinito numerdvel e tal que os elementos de Xy,
considerados como estruturas arborescentes, sao finitos.

Seja K um conjunto infinito numerdvel. Seja ¢ : K x (K — F(K)) = 2 um
predicado definido por

d(ko,0) ko € dom(o) A (K <7k =k € dom(0))
A (BkEK:k<tk)
A dom(o) é finito

Seja enfim f : (K x (K — F(K))), — Xo uma aplicagdo definida por f(ko,0) =
fo(ko) onde f, : dom(o) — Xo é uma aplicagdo auxiliar definida, recursiva-
mente e a custa de o, por

fo(k) = 6(F(fo)(o(k)))

Tem-se entdo

Xo 9F (K x (K = F(K)))

Demonstracgiao: Ver [Jou92]. O

Até agora temos interpretado o dominio K como um conjunto qualquer, in-
finito numerdvel, cujos elementos sdo, de certo modo, referéncias para os objectos
a implementar. Dissemos que um elemento de K podia ser considerado como um
nome, uma chave ou um apontador. E de notar que existe uma diferenca funda-
mental entre um apontador numa linguagem de programagao (como e.g. PASCAL)
e, por exemplo, um nome ou uma chave num sistema relacional. E que um apon-
tador ndo € apenas o endereco de uma célula de memoéria. Um apontador pode
também “ndo ser nada”, isto é, pode ter o valor NIL. Por isso uma operacio sobre
uma estrutura arborescente, implementada a custa de apontadores p, tem geral-
mente a forma

p=NIL =
{ -(p=NIL) =
Assim, um dominio de apontadores € sempre da forma 1 + K (ou K + 1, obvia-

mente), em que 1 = {NIL} e K é um conjunto (infinito numerdvel, pelo menos
teoricamente) de enderecos de células de memdria.
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J4 atrds nos apareceram, mais do que uma vez, dominios da forma 1 + K,
ver e.g. (8.100). Vamos agora enunciar um segundo teorema, a que chamaremos
segunda lei de desrecursivacdo, que permite obter esse tipo de representacdo e
cuja demonstragdo (aqui omitida por razdes de economia de espaco) mostra que se
pode usar a representagdo fornecida pelo teorema 8.4 para obter a nova representa-
¢do 19,

Teorema 8.5 (Segunda Lei de Desrecursivacao)
Seja G um functor polinomial em Sets da forma

GL)=Ci XxL+CyxLxL+...4Cy,xLXxLx...xL
—_—
n

em que pelo menos um dos conjuntos C; é ndo vazio.
Seja (X, 6) um ponto fixo da equacdo

L=1+G(L)

em que 1 representa o conjunto singular {NIL}, tal que todos os elementos de
X, considerados como estruturas arborescentes, sdo finitos e tal que o proprio
conjunto X ¢ infinito numerdvel.

Seja K um conjunto infinito numerdvel, com NIL ¢ K. Seja

I':(1+K)x(K—=G(1+K))— Bool
um predicado definido por

I'((e,po),0") ¥

((po # mil = pg € dom(c’)) A (k' <, k= k' € dom(c"))
A (BkeK: k<l k)
A

dom(c") é finito)

Seja enfim
i (I+K)x (K= GA+K)r = X

uma aplicacdo definida por
T’((e,pg),o') =77 (e,pg)

sendo
IU

r ’:1+dom(0')—>X

19Essencialmente, junta-se a K um elemento NTL e substitui-se por esse elemento todos os ele-
mentos de K que representam estruturas vazias.
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uma aplica¢do auxiliar definida, recursivamente e a custa de o', por

P (e,p) = 8((idy + G('" ) ((ids + ") (e, )

Tem-se entdo
X<, (1+K)x (K —=~G(l+K))r

Demonstracgiao: Ver [Jou92]. O

Exercicio 8.25 Aplique as leis de desrecursivagio estudadas neste curso a cada uma das seguintes
defini¢cdes recursivas,

1+X

1+Ax X

1+ AxX?

1+AxX*

V+AxX*

Ix(X+1)?

I+1x2%

(A+X)—~IN

el R R R

IR MR 1R IR IR R 1R 1R

definindo f(k, o) e aordem <.
O

8.7.3 Casos Particulares com Interesse
E interessante analisar o significado de (8.102) para alguns functores F simples:

— Functor constante 7 (X) = C. (C, 1¢) é, obviamente, um ponto-fixo de F. De
(8.105) e (8.86) obtém-se a funcdo de abstrac¢do

f : Kx(K—=0C)—C
fko) & S(F(f)(a(k))
= 10(C(f,)(o(k)))
= 1o(lo(a(k))
= o(k)

De (8.108) e (8.109) obtém-se a ordem vazia <}"_- sobre apontadores (K),
pelo que o invariante (8.110) se reduz a

¢(k,0)

como se esperava. De notar que este caso particular corresponde & popu-
lar técnica de programacio 20 pela qual, em vez de manipular directamente
dados do tipo C (estaticamente armazenados), o programa manipula identi-
ficadores seus, ou referéncias dindmicas para eles.

def

k € dom(o) (8.112)

20T1pica de C ou PASCAL, ou ainda da programagio por objectos.
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— C = 0 no caso acima. Este caso trivializa (8.101) a defini¢do X = 0 de um
dominio vazio; notar que K x (K — F(K)) simplificaem K x (K — 0),
que se reduz a

Kx(K—=0) = Kx [J 0¥
XCK
>~ Kx0°

Quer dizer, o : 0 — 0 s6 pode ser completamente indefinida, e dom (o) =
(0; entdo k € dom(o) = F e (8.112) reduz-se a

b(k,0) = F
Como se esperava, chegou-se a reificagdo vazia (onde todo o dado € invélido).

— Functor identidade F(X) = X. Neste caso (8.101) reduz-se a X = X, que
aceita qualquer ponto fixo (Xo,d : Xg — Xo) onde § é uma bijeccdo.
Vejamos como o menor dos pontos fixos implicitos em (8.110) reduz este
caso ao anterior (X = 0), mostrando que defini¢do e a propriedade bem-
fundada ndo podem ser verificadas ao mesmo tempo.

Assumir que P é bem-fundado com respeito a k1 < x.x k (que se abre-
viard para k1 < k e é logicamente equivalente a k € dom(o) A k1 = o(k))
implica
ImeP:o(m)gP (8.113)
Mas se m € P entdo m € acessivel de k (m <t k), m € dom(o) e
o(m) < m. Logo
olm)<m<tk

i.6a(m) <t k, que implica o(m) € P e contradiz (8.113). Logo a conjun-
¢do da definicdo de apontadores e a auséncia de ciclos em (8.112) € im-
possivel, e obtemos

def

¢(k,0) = F

Um sabor mais algoritmico pode ser emprestado a (8.110) introduzindo uma
funcdo auxiliar

def

reach(k,0) = {k}U{k' € K| k' <t k}

(quer dizer, P = reach(k, o)) sujeita as transformacdes que se seguem 2!:

reach(k, o) def

21Cf. as leis do apéndice B.
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{K}U{K e K| K <t k}
0 < kgdom(o)
{k} U { Uk’<;k{kl} U {k" I= K| k! <} k.l} & ke dom(a)

0 < k¢ dom(o)
{k}U{ Uk < reach(k',o) <« kEdZZ(o)

O teste de defini¢do pode ser encapsulado num predicado
. def
defined(k,o) = P C dom(o)

Como P = reach(k,o) obtemos, depois das substituicdes e transformagdes
necessarias:

. aot [ F < k& dom(o)
defined(k,o) = { VE' <x k :defined(k',0) < k€ dom(o)

Notar que reach e defined ndo calculam o pretendido ponto-fixo implicito no
fecho transitivo de <z no caso de esta relacdo ser ciclica. Um ciclo-<r é
detectado sempre que se revisita o mesmo k£ € K. Como a deteccdo de ciclos
se ajusta ao teste de definicdo de apontadores, podemos agregar os dois testes e
escrever

o(k,0) = aus(k,0,0) (8.114)
onde
¢auz(ka a, C) d:ef
F < ké&dom(o)VkeC 3115
{ VE <5k : daua(k,0,CU{K})) <« ke dom(o) ®.113)

8.7.4 Exemplo de Calculo de Des-recursivacao

O modelo DecT'ree para drvores de decisdo atrds apresentado (8.20) serd explo-
rado nesta secc¢do e submetido a uma série de célculos, no sentido de ilustrar os
principais resultados deste capitulo. Os saltos de refinamento serdo indexados por
ndmeros naturais, de forma a facilitar a aplicac@o da regra (8.14) para inferéncia
de funcdes de abstracc¢do e invariantes.

Reificacdo dos Dominios dos Dados

A remocdo de recursividade de acordo com (8.102) serd a primeira transformagéo
aplicdvel a (8.20). Obtém-se

DecTree <i DecTree;
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onde
DecTree; = K x (K — What x (Answer — K))  (8.116)

Antes de prosseguirmos, pensemos um pouco sobre o que ji conseguimos em
DecTree; (8.116). Sao admissiveis duas interpretacoes (pelo menos):

1. Olhando para K como um dominio de apontadores,
K — What x (Answer — K) (8.117)

modela um segmento de ‘heap’, i.é de memoria dindmica. Em PASCAL

(onde o ‘heap’ estd “escondido” no ‘run-time system’) escreveriamos qual-
quer coisa como 22

type DecTreel = “DecTree;
DecTree = record
Q: What;
R: array [Answer] of “DecTree
end;

(8.118)

2. Olhando para K como um dominio de nomes de objectos, (8.117) modela
a base de objectos
nome — objecto
implicita em qualquer ambiente de programagao orientada aos objectos [Wol88].
Re-escrevendo (8.116) mais sugestivamente:

DecTreey =  ObjName: K X
Archive : QObjBase
ObjBase = K — Attributes
Attributes = Q: What X
SubObjs: Answer 3 K

Prosseguiremos agora via (8.72):
DecTreey = K x (K — What X (Answer — K))
2 K X ((K — What) x ((K x Answer) — K)) (8.119)

DecTrees

Agora, olhando para K como um dominio de estados, DecT'reey aceita a
interpretacdo seguinte:

22Estritmente falando, (8.118) é ja um refinamento de (8.117) porque, como j4 se viu, os apontadores
em PASCAL implementam K + 1 em lugar de K (a alternativa 1 corresponde ao valor nil). Portanto,
um invariante sobre (8.118) serd necessario, impedindo a alternativa nil em DecTreel.
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- (K x Answer) — K = diagrama estados-transi¢des de um autémato de
estados finitos (deterministico) onde Answer = estimulos de entrada;

- o primeiro factor k£ € K em (8.119) = estado corrente do autémato;
- K — W hat = tabela semantica associando um significado a cada estado.

Assim, o salto 2 acaba de nos conduzir a um nivel mais baixo onde, ape-
sar de tudo, encontramos “velhos amigos™: autématos de estados finitos podem
implementar-se com ‘arrays’ e ‘jumps’! Continuando com o raciocinio teremos,
sucessivamente,

DecTrees = K x (K — What) x (K x Answer) — K))
43 K x (2K><Wha.t x Q(KXAnswer)xK)

= DecTrees
K x (2K><Wha.t x 2K><Answer><K)

1R

4
DecTreey

cf. (8.9) and (8.30). O modelo final,

DecTrees = K x (2K*What 5 gl Answerx ) (8.120)

nio é nem mais nem menos do que um esquema relacional para implementar
DecT'ree sob a forma de dois ficheiros de base de dados (tabelas) onde K assume

agora o papel de um dominio de chaves.
Em resumo, 0 nosso raciocinio pode esquematizar-se como se segue:

DecTree <1 Decl'reer <z Decl'rees <3 Decl'rees 24 Decl'reea (8.121)

Inferéncia do Invariante de Abstrac¢io
A fung@o de abstrac¢do global para (8.121) pode inferir-se via (8.14), i.é
fll, (1)) = fi(fo(f3(falk, (1))

onde f se obtém por composicdo functorial das funcdes de abstrac¢do fi a fy,
como se segue: fy é dada por

f4 =1g X (12K><What X 29)
onde g € o isomorfismo

(AxB)xC=2 AxBxC
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definido por
9((a,b,0)) = ({a,b),c)
isto &,
fa((k, (8 t) = (b (L {((Kk,a), k) | (k,a, k) €1'}))

De forma semelhante, f3 baseia-se na abstrac¢do mk f (8.9) de relagdes para fun-
coes,

f3 = 1g x (mkf x mkf)
enquanto que fo é, simplesmente,
fa=1kx N
onde b é dada por (8.74). Finalmente,

filk,o) = fo(k)
() % let o(k) = (w,0")
a

in (w,( fo(0'(a)) )aedom(a’))

of. (8.105,8.81) e (8.88). Entdo
fa(fa((k, (8,1)))) = (k, (mkf(t), mkf({((k,a), k') | (k,a,K') € t'})))

k (k,a)
wi(B) (%) )
w (k,w)€Et k (k,a,k")et!

fa(fs(Fa((k, (t,2))))) =

x
(lc,( <w’( 1?’ ) ) ) ) (8.123)
(k' ,a,k")EL' AE = (z,w) €L

Combinando (8.123) com (8.122) obtemos, depois de algumas simplifica¢des,

(8.122)

e NS tet w=the({ma(r) | r € t Ami(r) = k}) (8.124)

. a
m w
@ (g0, oy AR b
Passemos agora a inferéncia do invariante global, que € dado por:

o(k, (t,t)) = ¢a(fa(k, (t,t)) A d2(f3(fa(k, (t,)) A d1(F2(fs(fa(k, (t,1')))))
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ja que ¢4 é sempre verdadeiro. ¢3 recorre a fdp (8.7),

¢3 = (Ak.V) x fdp x fdp
e ¢9 é o predicado dpi (8.73). Pode verificar-se que ¢2 (f3(fa(k, (t,t')))) se reduz
am[t'] C m[t]. Entdo

da(fak, (t,1))) VA fdp(t) A fap({((k,a), k') | (k,a, k') €1'}) (8.125)

fdp(t) A fdp({{{k,a), k") | (k,a,k') € 1'})
Continuando a calcular fdp({{{k,a), k') | (k,a,k") € t'}) em (8.125) teremos

V{k1,a, ki), (ko,b kb)) €t : (ky =kaAa=0b) = ki = k)
Finalmente, ¢ (8.110) baseia-se na ordem

k<k Y kedom(o)A

(F V Ja € dom(ma(o(k))) : k1 = m2(o(k))(a))

& kedom(o)N let o =m(o(k))
in  Ja € dom(o') : k1 = o'(a)

¢f. (8.111). Relembrando (8.114,8.115) acima, podemos reduzir

o1 (fo(fa(falk, (t,1')))))
aauzx(k,t,t',0) onde

auz(k,t,t',C) def
F < k¢mltlVv
keC (8126
vr € {mi(s) = k| s € t'} : aux(m3(r),t,t',CU{k}) <« kemlt]

Combinando os resultados anteriores, obtemos finalmente o seguinte invariante
(ndo-trivial!) sobre (8.120):

B(k, (t7t’)) =
(V(k,w), (K, w')Yet: k=kK =>w=u")A
(V(k1,a, k1), (ko,b,k3) €t : (k1 =kaAa=0b) =k = ki) A
T [t’] Cm [t] A
auz(k,t,t',0)

(8.127)

onde aux € o predicado recursivo auxiliar dado por (8.126).
Por muito complicado que o leitor ache o invariante (8.127), deverd reflectir
sobre o seguinte:
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- € 0 “menor” invariante que garante, segundo o processo de calculo seguido,
a correcta implementagdo relacional de DecT'ree;

- € uma medida eloquente para se avaliar a “inseguranca” e o risco que se
corre ao utilizar essa implementagio completamente desapoiada.

Exercicio 8.26 Relembre do Exercicio 2.38 o seguinte modelo recursivo, em Sets, para drvores-B
BT =1+ BT x (A x BT)*

onde, sobre o tipo de elementos A se considera definida uma ordem total < . No contexto da des-
recursivagdo deste modelo, caracterize a ordem <z correspondente, i.¢ onde

FX)21+ X x (AxX)*

Exercicio 8.27 Considere o seguinte modelo recursivo, em Sets, para drvores de expressao
E =~ V+OxE* (8.128)

onde V' designa um conjunto de varidveis e O um conjunto de operadores.

1. Escreva um invariante sobre E que garanta que em todas as ocorréncias de um operador
o € O numa expressdo o o seu niimero de argumentos é o mesmo.

2. No contexto da des-recursivagdo deste modelo, caracterize a ordem < x correspondente, onde
F(X)2V+4+0xX*

3. Complete as reticéncias no seguinte processo de refinamento de E:
Como E* é ponto fixo de

obteremos de (8.128), por substitui¢do,

E (8.129)
=] (8.130)
Substituindo agora E' (8.129) em (8.130), teremos
Em suma, (8.128) implementa-se por
E =~ V4+0OXxL
{ L & 1+VxL+0xL? @.13)

4. Aos olhos da analogia que foi dada nas aulas entre as construcdes primitivas de Sets e constru-
¢oes semelhantes nas linguagens de programagao estruturada, como codificaria (8.131) em C
ou PASCAL? (escolha uma das linguagens).
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8.8 Ainda Sobre a Manipulacao de Invariantes

Vimos atrds como o processo de refinamento acarreta a indug@o de invariantes
sobre os dados requeridos para garantir a representacdo fiel da informagdo da
especificacdo. Esses invariantes sdo sintetizados em cada passo e sdo, de certa
forma, “os menores” possiveis, cf. seccio 8.1.2.

Esta estratégia tem a vantagem de impedir implementacdes “mais fortes” do
que efectivamente necessdrio — como se pode apreciar ao resolver o Exercicio
8.22, por exemplo — mas ignora outros aspectos da reificacdo dos dados que sdo
relevantes na prética, nomeadamente,

- a prépria especificagio inicial de um projecto estd, ela propria, sujeita a
invariantes ‘ad hoc’, i.¢ abritrarios; por exemplo, mesmo um tipo primitivo
como

Date =2 31 x 12 x IN

requer um invariante ndo-trivial:

dateOk : Date — 2
m € {1,3,5,7,8,10,12} = d<31A
(—(a = 1582 A m = 10)

def v(d < 5) V(14 < d))
dateOk(d,m,a) = m e {4,6,9,11} = d<30
m = 2 A leap(a) = d<29
m = 2 A —leap(a) = d<28
onde
leap : IN — 2
leap(a) def ( 1700 < a Arem(a,100) =0 = 400 ) =0
eapa) = TG 1700 > a vV rem(a,100) #0 = 4 =

- algumas regras do cdlculo sdo “sensiveis ao contexto” no sentido em que
s6 podem ser aplicadas a um tipo de dados se este estiver afectado por um
dado invariante 23;

- pode ser desejdvel introduzir invariantes ‘ad hoc’ ao longo do refinamento
que nada tém a ver com fidelidade de representacdo (representatividade),
mas sim com outras facetas do refinamento como a procura de eficiéncia.

Por exemplo, sabemos que
24 4

—elems

A* (8.132)

Contudo, podemos estar interessados em implementar 24 por listas de A* orde-
nadas por uma ordem total sobre A, ordem essa que é irrelevante para a fungio de
abstracc¢do elems.

23Veja-se [01i90] para mais detalhes.
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Em geral, se A, B forem conjuntos finitos tais que A <, B, pode acontecer
que A glm) By se verifique, onde ¢ : B — 2 ¢ um invariante sobre B e By

designa o conjunto {b € B| ¢(b)}. ¢ pode ser tdo forte quanto desejarmos, desde
que a cardinalidade By seja maior que a de A. No “limite”, A = By. Tal serd o
caso em

A *
2 gelems\linear (A )linear

onde [inear for¢a que cada sequéncia s € A* esteja totalmente ordenada por uma
dada ordem linear — € A x A:

linear(s) ©f vi<i < j <length(s) : s(i) C s(j)

O objectivo desta seccdo € o de analisar o impacto de tais invariantes ‘ad hoc’
nos resultados anteriormente estudados.

8.8.1 Invariantes ‘Ad Hoc’

Antes de mais, serd a partir de agora necessario decorar cada dominio de dados A
com o “seu” invariante ¢,

Ay
uma vez que ¢ pode, num dado estado do refinamento, ser mais forte do que o
implicado pelas regras-< até af aplicadas. De facto, um ou mais invariantes extra
(‘ad hoc’) podem ter sido entretanto introduzidos ao arbitrio do implementador.
Assim, passaremos a escrever
L4
Ad 7 Bs

em lugar de
Ag?B

sendo ¢ omitido apenas se for o predicado sempre verdadeiro (Ab.T").
O teorema que segue permite-nos introduzir invariantes ‘ad hoc’ em qualquer
passo de um refinamento.

Teorema 8.6 Se A ﬂ? By se verifica e se a : A — 2 é um invariante extra sobre
A, entdo a pode ser “empurrado” de A para B como se segue:

Aa S](z; de/\aof

em que ¢ A\ ao f abrevia o predicado \b.¢(b) A a(f(b)).
Demonstracao: Ver [Jou92]. O

Precisaremos ainda de mais alguns resultados.
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Teorema 8.7 Sendo F um (endo)functor polinomial em Sets ou o functor 2%, A
finito e ¢ : A — 2 um invariante sobre A, tem-se que

f(A¢) =] f(A)}-(¢) (8.133)
Demonstracao: Ver [Oli94]. O

Teorema 8.8 Seja A < 7 B verdadeiro e ¢ : B — 2 um predicado tal que a
restri¢do de f por ¢,
flp:By — A

é ainda sobrejectiva. Entdo
A g5 By
Demonstragio: Obvia, a partir da defini¢do 8.10. O
No que diz respeito a funcionalidade de um modelo, temos o seguinte teorema

garantindo que, se uma operacio preserva um invariante ‘ad hoc’, entdo qualquer
uma sua implementacéo vélida o faz, a baixo nivel.

Teorema 8.9 Seja o : A — A a especificacdo de uma funcdo transformando

elementos de A e preservando um dado invariante ‘ad hoc’ « definido sobre A,

isto é %4,

Va € A: ala) = a(o(a)) (8.134)

Entédo, o refinamento o' de o implicado pelo salto (8.11),

A—Z >4

T

By —> By
o
preservard a ao nivel de B.
Demonstracgdo: ¢’ é qualquer fungo que satisfaca
Vb € By : f(a' (b)) = a(f(b)) (8.135)
« serd preservado por ¢’, ao nivel de B, sse

Vb € By : a(f(b) = a(f(a' (b))

240 facto de o ser undrio ndo corresponde a falta de generalidade: o teorema permanece valido para
aridades arbitrdrias de o

... XxXAX...—> A
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Por redugio ao absurdo, o ndo serd preservado se

3 € By : alf(b)) A —a(f(o' (5)))

isto €,
3b € By : a(f(b)) A ~a(a(f(b)))
via (8.135). Porque f é sobrejectiva, f(b) = a para algum a € A. Logo, teremos

Jda € A: a(a) A ~a(o(a))
assim contradizendo a hipdtese (8.134). O

Passaremos de imediato ao estudo de um exemplo de aplicacdo destes resulta-
dos.

8.8.2 Exemplo: Tabelas de ‘Hashing’

As tabelas de ‘hashing’ sdo estruturas de dados bem conhecidas [Wir76, HS78]
cujo objectivo é combinar eficientemente as vantagens tanto da memoria estdtica
como da dindmica. Estruturas estdticas como os ‘arrays’ sdo de acesso aleatério
mas t€m a desvantagem de ocupar demasiada memdria primdria. As estruturas
dinamicas, baseadas em apontadores (e.g. listas lineares, drvores de procura efc.)
sdo mais versdteis com respeito a requisitos de memdria mas o acesso a informa-
¢d0 ndo ¢ tdo imediato.

A ideia do ‘hashing’ ¢ sugerida pelo significado da prépria palavra: uma
grande base de dados € “hashed” em tantos “pedagos” quanto possivel. A procura
dentro de cada “pedaco” ndo é imediata, mas cada pedago é acedido aleatoria-
mente. Como cada uma dessas sub-bases de dados € mais pequena que a original,
o tempo gasto na procura € encurtado por um dado factor dependente do niimero
de sub-bases. O acesso aleatério obtem-se normalmente pela chamada funcgio de
‘hashing’,

H : Data — Location

que calcula, para cada item, a sua localizag@o na tabela de ‘hashing’. A terminolo-
gia ‘standard’ encara como sindnimos todos os items que colidem, i.é competem
para o mesmo local, ou endereco. Um conjunto de sinénimos chama-se bucket.

Ha varias maneiras de tratar colisdes, como e.g. ‘linear probing’ [Wir76] ou
‘overflow handling’ [HS78]. Apenas nos dedicaremos a esta tltima.

Processo de Calculo

Sejan € IN o nimero de entradas previstas para a nossa tabela de ‘hashing’ e

H:A—n
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uma dada fungéo de ‘hashing’. Normalmente, n € muito menor que o cardinal de
A, isto é, H é claramente ndo-injectiva.
O objectivo € usar J-resultados para converter

244 ...

em algo que possamos identificar como um modelo aceitdvel de uma tabela de
‘hashing’. O ponto de partida € o resuldado bdsico (8.60):

AL, ,BxA
Instanciando (8.60) para B = n,
AL, nxA (8.136)

imporemos de imediato a n x A um invariante ‘ad hoc’:

#(i,a) < i = H(a) (8.137)

por forma a que cada item a € A sé seja emparelhdvel com o seu indice de
‘hashing” H (a). Ora a restri¢do de 72 a (n x A)4 € sobrejectiva sobre A, pois

mo[{(i,a) enx A| i=H(a)}]=A

e teremos
Ad s (nx Ay (8.138)
pelo Teorema 8.8. Aplicando a (8.138) o functor “partes de X, AX.2%X, obtemos
24 <, (27 e, (8.139)
onde
d, = 29
= As.(Vz € s5: ¢(z))
= As.(V(i,a) € s:i = H(a))
e
fi = 2(ml9
= As{m(z)| z € s}
= Xsfa€A| (i,a) € s} (8.140)

Relembremos agora a lei de ‘currying’ da exponenciagdo (8.38),

B
ABXC Euncurry (AC)
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onde
uncurry(t) def A(b, ¢).t(b)(c)

Para A = 2 obtem-se a seguinte versdo de uncurry,
uncurry(t) def {{(b,c)| be BAcet()}
A instancia de (8.38) que nos interessa €¢ — cf. o lado direito de (8.139) —
gnxA o (9Ayn

Se manipularmos os invariantes de acordo com o Teorema 8.6 obteremos

2 Ng 24, (2™ e, (8.141)
de onde se deduz:
fo = Atauncurry(t)
= MA{(,a)| iennacet(i)} (8.142)
e
®y = ®ouncurry (8.143)

A ®({(i,a)| i €nAnaet(i)})
= AVien: (Va€t():i=H(a))

E facil mostrar que ((24)™)g, acima — i.¢ 0 ‘array’ (n — 24)g, — é de facto
um modelo para tabelas de ‘hashing’. De acordo com (8.144), todo o conjunto no
codominio de tais ‘arrays’ conterd sindnimos [HS78]. E todos esses conjuntos sdo
mutuamente disjuntos, cf. o seguinte lema:

Lema 8.1 Puara cada tabela de ‘hashing’ t € (n — 24)s, verifica-se
ViZjen:ti)nty) =0
Demonstracio: Por redugio ao absurdo, supor que, para alguns ¢ # j e a € A, se tem
a € t(i) Na € t(j)
Entéo, por @, (8.144) tem-se
i=H(a)\j=H(a)
i.é,1 = j, logo contradizendo a hipétese inicial de que ¢ # j. O

Em suma, cada db € 24 é partida em n segmentos de colisdo, disjuntos,
cada um enderecado pelo correspondente indice de ‘hashing’ calculado por H.
Contudo, a tarefa de refinar 24 “recorre” no codominio de n — 24, um problema
conhecido pela designacdo de overflow handling ou collision handling [HS78].
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Manipulaciao de Colisoes

Conhecida a propriedade composicional dos refinamentos em Sets, salta a ideia
tentar refinar os préprios conjuntos de colisdes em (sub)tabelas de ‘hashing’. Esta
solucdo tem o nome de ‘rehashing’ e conduz a qualquer coisa como

n — (m — 24) (8.144)

sob um invariante elaborado envolvendo n (possivelmente diferentes) fungdes de
‘sub-hashing’ H; (¢t =1,...,n):

®3 = MVien:(VjeEm:(Va€t(i)(j):i=H(a)Aj= H;(a))) (8.145)

Mas, estritamente falando, rehashing nao é mais do que multiplicar o espaco de
enderecamento de uma dada tabela de ‘hashing” por um dado factor (m), pois

((ZA)m)n ~ (2A)n><m
— cf. alei (8.38) — onde a fungdo de ‘hashing’ é
H'(a) = (H(a), Hpr(a) (a))

Tipicamente m < n, e os conjuntos de colisdes tornam-se mais pequenos. Mas
24 ainda recorre no co-dominio de (8.144)!

Uma melhor solucio serd analisar a teoria de refinamento de 24 que ji co-
nhecemos, e af muitas opgdes estdo disponiveis, por exemplo A* — cf. (8.2).
Teremos entdo tabelas de ‘hashing’ convertidas em ‘arrays’ de sequéncias de co-
lisoes,

(n— A%, (8.146)

onde ®3 se obtem via o Teorema 8.3,
A A
2 S]elems A* = (2 )n S]elems" (A*)n

onde
elems™(t) = Xi.elems(t(7)) (8.147)

e pelo Teorema 8.6,
2N)" Detemen (A" = (2" 2s Detemsn (A1) @s0ctemsn
ou seja,

d; = Pyo0elems”

At.Vi € n: (Va € elems(t(i)) : i = H(a)) (8.148)
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A fung@o de abstraccdo global serd, cf. (8.147), (8.142) e (8.140),

ft) = filf2(f3(8))

fi(fa2(elems(t(i))))

{a€ A| (i,a) € {(i,a) | i € nAa € elems(t(i))}}
{a€e A| i€nAaceelems(t(i))}

= {a€A| Jien:acelems(t(i))}

= U{a € A| a€elems(t(i))}

= U elems(t(i)) (8.149)

i€En

confirmando a intuicio de que a base abstracta é a reunido de todos os seus “peda-
¢os” guardados numa tabela de ‘hashing’.

Exercicio 8.28 Prossiga com o processo de cdlculo que se apresentou ao longo desta sec¢do, refinando
A* em lista ligada por apontadores e termine com uma codificagdo na linguagem C.
[m]

Exercicio 8.29 Relembre o esquema relacional derivado no Exercicio 8.19. Calcule o impacto de lhe
associar, agora, o invariante (‘ad hoc’) que se segue e que deverd garantir, sobre D PP, as condi¢des
elaboradas que se seguem:

- que nenhum equipamento € feito de sub-equipamentos desconhecidos;
- que nenhum equipamento vem a incluir-se a si préprio como sub-equipamento;
- que se conhece o preco de todo o componente que é usado pelo menos num equipamento;

- que se ndo podem ter em ‘stock’ equipamentos que se ndo fabricam.

8.9 Invariantes ‘Ad Hoc’ Implicitos em Diagramas
ERA

Antes de terminarmos, apresentaremos, a titulo ilustrativo, vdrios esquemas de in-
versao de Diagramas ERA (‘Entity-Relationship-Attribute’) para expressoes Sets
em que ocorrem variados invariantes ‘ad hoc’.

Nos diagramas ERA que se seguem, E, F' sdo simbolos que designam enti-
dades, #E, #F designam os respectivos atributos chavee A, B,C, D, G, ---, Z
designam atributos. Cada regra de inversdo ¢ da forma

d=c¢e
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onde d ¢ um diagrama ERA e e é a correspondente “traducdo seméntica” em Sets.

Entidades

= #E 2 AxBx---xZ (8.150)

Relacionamentos

Genericamente, vamos supdr um atributo abstracto A associado a cada relaciona-
mento, desdobrdvel em tantos quantos necessdrios em cada caso.

Relacionamentos 1:1 Virias situagdes a considerar conforme as entidades en-
volvidas (E ou F) sdo opcionais ou obrigatdrias:

1. E e F sdo ambas opcionais:

= ((##F = #E x A)x (8.151)
(#E = )
(#F = ))g

Invariante associado:

$(p,0,0') =

Vz,z' € dom(p) : z # 2’ = w1 (p(x)) # m1(p(z"))A
dom(p) C dom(a")A
mi[rng(p)] € dom(o)

Se atributo A ausente (A = 1):

R

#F —~#FE x A F—~#Ex1

#E = #E

1%

cf. lei (8.24).
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2. E obrigatdria e F' opcional:

= ((#F — #E x A)x (8.152)
(#HF =)

Invariante associado:

$(p.0,0") =
Va,a' € dom(p) : © # o' = m(p(x)) # m(p(z"))A
dom(p) C dom(a')A
m[rng(p)] = dom(o)

3. F obrigatéria e E opcional:

= ((#F — #E x A)x (8.153)
(#E = --)x
#HF =)y

Invariante associado:

$(p,0,0') &
Va,z' € dom(p) : @ # 3’ = mi(p(x)) # m(p(z'))A
dom(p) = dom(o')A
mi[rng(p)] € dom(o)

4. E e F ambas obrigatdrias:

= ((#F = #E x A)x (8.154)
(#HF —-)g
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Invariante associado:

$(p,0,0') &
Vz,z' € dom(p) : z # 2’ = m(p(z)) # mi(p(a))A
dom(p) = dom(a")A
mi[rng(p)] = dom(o)

Relacionamentos M:1 Novamente 4 regras, pela mesma ordem:

= ((##F — #E x A)x (8.155)
(#EF = --1))y

Invariante associado:

def
v(p,0,0") =

dom(p) C dom(c')A
m[rng(p)] € dom(o)

= ((#F = #E x A)x (8.156)
(#EF =)y

Invariante associado:

1(p,0,0") &

dom(p) C dom(c')A
m[rng(p)] = dom (o)

= ((#F = #E x A)x (8.157)
(#F = --1))y
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Invariante associado:

def
v(p,0,0") =

dom(p) = dom(o")A
m1[rng(p)] C dom(o)

—  ((#F — #E x A)x (8.158)
(#E — )

Invariante associado:

def
v(p,0,0") =

dom(p) = dom(a")A
m[rng(p)] = dom(o)

— NB: Os relacionamentos 1 : 1 sdo casos particulares dos relacionamentos
M : 1, apenas impondo um requisito de injectividade.

Relacionamentos M:M (pela mesma ordem):

= ((#E x #F > A)x (8.159)
(#EF =)

Invariante associado:

o(p,0,0") € mldom(p)] C dom(o)A
ma[dom(p)] C dom(o”)

De notar que, quando A = 1 (i.¢ relacionamento sem atributos) se tem

(1+1)#E><#F
o~ o#HEXHF

#E x #F — 1

IR
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=  ((#E x #F — A)x (8.160)
(#E — - )x
(#F = --2),

Invariante associado:

o(p,0,0") & m[dom(p)}

= ((#E X #F = A)X (8.161)
(#F =)y

Invariante associado:
lp,0,0') = mi[dom(p)] C dom (o)A
ma[dom(p)] = dom(c")
(observe-se que o diagrama desta regra é simétrico em relagdo ao dia-
grama da regra anterior)

= (##E x #F — A)x (8.162)
(#F =)y

Invariante associado:

o(p,0,0") E  m[dom(p)] = dom(o)A
ma[dom(p)] = dom(c")
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Alarm Cost

Component

Description part of Quantity

Equipment

sub-block-of

Figura 8.3: Exemplo de um diagrama ERA
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8.9.1 Exemplo de Aplicacao

Na figura 8.3 mostra-se um diagram-ERA que pretende registar a estrutura da
base de dados de produgdo de uma fébrica de determinado tipo de equipamentos
(relembrar os exercicios 1.3, 2.59 e 8.19). Este diagrama pretende registar as
seguintes intuicdes sobre o problema:

- a fabrica constréi um determinado tipo de equipmento cuja produgio en-
volve componentes individuais obtidos externamente (e.g. comprados a um
fornecedor);

- cada componente individual tem um custo e estd armazenado em determi-
nada quantidade, verificada em relagdo a um dado valor minimo de alarme;

- cada componente €, segundo uma quantidade determinada, parte de pelo
menos um equipmento (e.g. o circuito ref. X tem n circuitos integrados de
ref. Y);

- os equipmentos podem conter, segundo uma quantidade determinada, out-
ros equipmentos como sub-blocos (e.g. o computador pessoal ref. z tem m
‘PC boards’ de ref. T).

Em resumo, € possivel reconstituir a drvore de producio de cada equipmento,
arvore essa que pode envolver componentes individuais e/ou outras (sub-)arvores
de produgao.

A traducdo deste diagrama para SETS pode ser obtida de acordo com as re-
gras acima descritas. O diagrama envolve apenas duas entidades, Component e
Equipment. A partir da regra (8.150) obtém-se:

Alarm Cost

Component

Quantity

— i.é,em SETS:

#Component — Alarm x Cost X Quantity
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—e
Description Quantity
Equipment
— 1.é,em SETS:

# Equipment — Description X Quantity
O relacionamento parte de (‘part of’) pode ser tido em conta adicionando, via
regra (8.160), uma fung@o parcial finita extra:
(#Component x #Equipment — Quantity) x
(#Component — Alarm x Cost X Quantity) x
(#Equipment — Description X Quantity)

Finalmente, o relacionamento sub-bloco-de (‘sub-block-of’) é incorporado se-
gundo a regra (8.162):

( (#Equipment x #Equipment — Quantity)x
(#Component x #Equipment — Quantity) x
(#Component — Alarm x Cost X Quantity)x (8.163)
(#Equipment — Description X Quantity)

)o

cujo invariante ¢ é induzido pelas regras acima empregues:

®(r1,72,€1,€2) def m1[dom(r1)] C dom(er)

A
mo[dom(r1)] C dom(eq)
A
m1[dom(rs)] = dom(e)
A

ma[dom(r2)] C dom(ey)

Independentemente deste invariante, pelas leis (8.63), (8.29) e (8.22) a ex-
pressdo (8.163) pode ser transformada em

((##Equipment x (#Equipment + #Component)) — Quantity) X
(#Equipment — Description X Quantity)x
(#Component — Alarm x Cost x Quantity)
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O mesmo invariante pode ser parcialmente aliviado via lei (8.72), finalmente con-
duzindo a

( (#Equipment — Description X Quantityx ) x
((#£Equipment + #Component) — Quantity)
(#Component — Alarm x Cost x Quantity)

)e

O invariante que resta é

(8.164)

p(er,ez) ECI X = Ukedom(e,) dom(ms(e1(k))) (8.165)

1
E = {z € #Equipment| (1,z) € X}
C = {z € #Component | (2,z) € X}
in  dom(ez) = C A E C dom(e;)

Note-se que o “significado” assim obtido para o diagrama — vertido em SETS
por (8.164) e (8.165) — é, em termos de especificacio, relativamente pobre com-
parado com aquilo que o especificador provavelmente tinha na sua mente mas nao
teve meios para registar no diagrama. Por exemplo, onde é que em (8.165) ve-
mos a garantia de que nenhum equipmento pode recursivamente ser um sub-bloco
de si proprio? Serd necessdrio fixar um invariante para o efeito, invariante esse
que a notacdo ERA € incapaz s6 por si de explicitar. Em suma, um diagrama-
ERA poderd ser sem divida um bom ponto de partida para arrancar com uma
especificaciio formal de um dominio de dados. Mas na maioria dos casos serd
necessdrio acrescentar informagao extra que o diagrama foi incapaz de registar.

Exercicio 8.30 Perante o seguinte fragmento da formulagio dos requisitos de uma aplicagdo de gestdo
pedagégica,
No sistema académico de uma dada universidade toda a disciplina é fornecida por
um e um so departamento, que a entrega a um seu docente responsdvel (regente).
Departamentos e disciplinas sdo entidades caracterizadas, entre outros atributos, pelo
seu nome.

dois programadores discutem sobre qual dos seguintes diagramas de Entidades-Relagdes (a) e (b), que

se seguem, devem adoptar:
Departamento 4<Nome Departamento —(Nome)
1
M

1
‘ Regente
M
[ ] [}
Disciplina Nome @@7 Disciplina —@

() (b)

—/

ok
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1. Dé-lhes a sua ajuda, comparando (a) e (b) com base na seméantica em SETS que estudou para

diagramas deste tipo.

2. Escreva a fungdo que, em notagdo SETS, converte a informagao relacional de um dos formatos
(a) ou (b) para o outro, se € que tal funcdo pode ser definida.

8.10 Exercicios

Exercicio 8.31 Demonstre ou refute os seguintes factos,
Ax A 4

A—(Bx2B) <«

(AxB—C) =

(A*)B =

(A=B)x(B—C)
para A, B e C quaisquer e onde
def
A+ & U Am

n>0

IR

designa o conjunto de todas as sequéncias ndo-vazias de
[m]

Exercicio 8.32 A lei
dpod
A= (BxC) gftrodem

generaliza uma das leis bdsicas do cdlculo Sets que estudou nesta disciplina.
1. Identifique essa lei e mostre que ela € de facto uma particularizacdo de (8.172).

2. Defina a fungdo de abstrac¢io f(8_172).

em Sets:
A*
9AX2XB
A—(BxC)
B— AT
A—~C

elementos de A.

(AxB)—~C

(8.166)
(8.167)
(8.168)
(8.169)
(8.170)

(8.171)

(8.172)

Exercicio 8.33 Indique 4 leis A SW; B do célculo SETS tais que a fungdo de abstracgdo f, apesar de

parcial, é injectiva. Para cada uma delas, escreva a defini¢do da func@o de representagdo correspon-

dente, i.é, da inversa f—1.
[m}

Exercicio 8.34 No contexto do Exercicio 2.50, repare que o facto

(A*)z ﬂ? o*

x A*



8.10. EXERCICIOS 339

se verifica, em SETS, para mais do que uma possibilidade de f e ¢.

Proponha-os por forma a que f({x,y)) funcione da seguinte forma, ilustrada pelo diagrama abaixo:
cada booleano em z actua como filtro, separando a sequéncia y nas duas sub-sequéncias que sdo dadas
como resultado.

Exemplo, parax = <0,1,1,0> ey = <a,b,c,a>:

r=<0,1,1,0> y = <a,b,c,a>

<b,c> <a,a>

Serd a fungdo de abstrac¢do que acaba de propdr injectiva? Justifique.
O

Exercicio 8.35 Serd que o seguinte facto
A*x (A= B) <} (Ax B)

se verifica em SETS? Na afirmativa proponha f e ¢. Na negativa, apresente um contra-exemplo.
[m]

Exercicio 8.36 Numa clinica trabalham vérios médicos (Doctor). As consultas sdo marcadas anteci-
padamente, registando-se, por ordem de chegada, qual o doente (Patient) e qual o médico que o vai
ver.

Pretendendo a clinica um sistema de informagdo para a gestdo de e consultas e suas marcagdes,
duas empresas de ‘software’ diferentes concorreram ao projecto, propondo dois modelos alternativos
que diferem logo na estrutura da base de dados de suporte:

DBasel 2 (Patient X Doctor)*
DBase2 = Doctor — Patient™

NB: interprete Patient™ de acordo com (8.171) acima.

1. Explique por palavras suas qual lhe parece ser a principal diferenga de ‘design’ entre D Basel
e DBase2.

2. Serdo estes modelos igualmente representativos? Na negativa, qual deles implementa o outro?
Justifique a sua resposta.
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3. Especifique a operagdo seguinte:

consulta : Doctor x DBase — DBase

def PN .
consulta(d,o) = ...... /* 0 médico d consulta a base o e, caso ainda tenha doentes seus para

ver, vé o que estd hd mais tempo a espera, devolvendo a base jd sem
esse doente registado */

para as duas situagdes DBase = DBasel e DBase = D Base2.

Exercicio 8.37 Relembre do exercicio 8.22 o seguinte modelo para filas com prioridade,
PQueue(A,B) = A— B*
sujeito ao invariante
def
¢(o) = <> ¢ rng(o)
onde B ¢ o dominio de objectos a enfileirar e A é um dominio de prioridades sobre o qual se supde
definida uma ordem total.

1. Calcule uma codificacdo na linguagem C da estrutura PQueue. Justifique o seu cdlculo indi-
cando as leis do cdlculo SETS a que recorreu.

2. Calcule a respectiva fungio de abstracg¢do.

Sugestao: relembre o exercicio 8.7.
O

Exercicio 8.38 Seja A um qualquer tipo de dados ndo vazio. A ideia comum em programagio de que
qualquer objecto a € A ¢é representdvel por um apontador para esse objecto é transmitida pelo facto
seguinte:

A<91+A

Caracterize formalmente f e ¢.
[m]

Exercicio 8.39 Considere o seguinte diagrama E-R-A (“Entidades-Relacionamentos & Atributos”)
referente a um sistema de informagdo académico:

Area Cientifica Departamento

Disciplina T Docente
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Calcule a semantica formal em Sets deste diagrama, incluindo o respectivo invariante implicito.
De acordo o modelo obtido, sugira um nome ou uma interpretacdo informal para o relacionamento x.
m}

Exercicio 8.40 Pretende-se especificar e depois implementar um sistema de informag@o tipo “World
Wide Web’ que relacione paginas de informagdo (Page) entre si sob a forma de uma rede seméantica,
isto €, capaz de exprimir ligacoes (LnkId) arbitrdrias entre os enderecos dessas paginas (Id).
Uma das seguintes duas estruturas em SETS especifica esse sistema e a outra € uma sua implementa-
cao.
X = (Id— Page) x 21dxLnkldxId (8.173)
Y = Id— (Pagex 2lnkldxId) (8.174)

Qual? Justifique e calcule o invariante que afecta a que ¢ implementagéo.
(]

8.11 Notas Bibliograficas

A maior parte deste capitulo € a tradugdo e fusdo de partes dos artigos [Oli90],
[O1i92] e relatdrios técnicos [01i94] e [OC93]. A “inversdo” ERA-Sets foi pela
primeira vez apresentada em [Oli93] e posteriormente investigada em [Rod93] e
[OC93].
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Capitulo 9

Reificacao das Operacoes

Uma vez obtidas, segundo o processo de cdlculo que se estudou no capitulo an-
terior, as fungdes de abstrac¢do envovidas no refinamento dos dominios de dados
manipulados por uma dada operac@o de uma especificacdo, e.g. 0 : A — B, é
altura de nos procuparmos com o refinamento algoritmico da operacdo propria-
mente dita.

Relembremos da introduc@o que fizemos no capitulo 7 os ingredientes do re-
finamento no eixo algoritmico:

simulacdo (= obten¢do de computabilidade)
concretizacdo algoritmica (= obtencdo de eficiéncia)

Quanto a simulagdes, relembremos o diagrama comutativo

o
A

B

A1 B]_

o1

de acordo com o qual se pretende calcular uma simulagdo o4 de o:

g(o1(ar)) = o(f(a1)) ©.1)

Como entdo dissemos, a técnica cldssica consiste em, indutivamente, conjecturar
o1 e depois provar matematicamente que o satisfaz (9.1).

343
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Alternativamente, a ideia que estd subjacente ao cdlculo de simulagdes que
aqui desenvolveremos € encarar (9.1) como uma equagio que tentaremos “resolver
em ordem a 0. Na verdade, qualquer o que satisfaga (9.1) serd aceitdvel como
simulagdo. Se g for injectiva, existe g~! e teremos que

97 (glor(a))) = g7 (o(f(ar)))

o1(ar) = g (o(f(ar)))

Neste caso hd uma tnica solugéo para a equagdo de simulacdo, bastando calcular
e simplificar g~ (o(f(a1))):

o1(ar)) = g7 (o(f(am)))

..e... [*expressdo livre de f e de g */

Se g ndo for injectiva, pode haver mais do que uma solugéo, conforme processo
de calculo,

9(or(a)) = o(f(a))

= g(...e..))
obtida “eliminando g” de ambos os lados da equacio final:
0'1((11) = ...€...

Isto significa que nada impede que, se existir um processo de cdlculo alternativo
tal que se chegue a

I
<
—

™
Nl

g(o1(a1))
entdo
0'1(&1) = ...€e ...

serd outra solugd@o possivel para refinamento de o.
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Quanto a concretizacdo algoritmica, trata-se de prolongar o processo de cdlculo
até se obter a semantica de um fragmento de cédigo executavel:

O’l(al) = ...€...

[P]

sendo P o executdvel final.

Que célculo utilizaremos agora nestes raciocinios? Das alternativas possiveis
! escolhemos o chamado cdlculo ‘Fold/Unfold’ dos anos 70/80, por ser (talvez) o
mais simples. Esse cdlculo é sumariamente exposto no apéndice B.

Apresentar-se-30 neste capitulo alguns célculos de simulag¢des de operagcdes
sobre dominios de dados ja refinados anteriormente. Apresenta-se depois, ainda
que sem a suficiente introducgio, um breve estudo de uma classe de processos
de refinamento tipicos da concretizag¢@o no eixo algoritmico — a eliminag@o da
“falsa” recursividade, i.€ a geragdo de ciclos while ou for a partir de simula-
¢cOes (aparentamente) recursivas. O apéndice B deverd ser consultado a medida
que se for progredindo na exemplificacdo.

9.1 Calculo de Simulacoes Simples

Entendemos por simulag@o simples aquela em que a funcéo de abstraccio g da
equagdo de refinamento (9.1) é uma bijeccdo, o que garante, como vimos, a uni-
cidade da solucdo. A situacdo mais simples € a de g ser a prépria indentidade.

Est4 nesta situacdo o cdlculo da simulacdo do teste de pertenca sobre sequén-
cias. Relembremos o Exercicio 7.2 em que foi conjecturada uma defini¢io re-
cursiva para o operador belongs, que depois se provou que simulava o teste de
pertenca (€) de conjuntos ao nivel de sequéncias.

Pretendemos agora fazer o cdlculo desse operador sem recurso a quaisquer
demonstragdes, através de transformacdes da equag@o definicional implicita no
diagrama comutativo (7.7),

belongs(z,y) = x € elems(y) 9.2)
e da defini¢@o da correspondente func@o de abstrac¢io:

def{w:<> = 0 ©9.3)

elems(z) = z#<> = {head(z)} U elems(tail(z))

IVer secgio final deste capitulo.



346 CAPITULO 9. REIFICACAO DAS OPERACOES

cf. Exercicio 7.1.
Teremos, por substitui¢io 2:

B y=<> = 0
belongs(z,y) =z € { y#<> = {head(y)} U elems(tail(y))

de onde, aplicando (B.1), obtemos

fy=<> = z€l
belongs(w,y) = { y£<> =z ({head(y)}U elems(tail(y)))

o que vem a dar, feitas algumas simplifica¢des bdsicas,

y=<> = F

belongs(z,y) = { y#<> = z=head(y)V z € elems(tail(y)) 4

Falta-nos apenas “eliminar” elems na definicao acima. Ora, se
belongs(z,y) = x € elems(y)
entdo, substituindo y por tail(y),
z € elems(tail(y)) = belongs(z, tail(y))
que se pode por sua vez substituir em (9.4) obtendo-se

belongs(z,y) = y=<> = F
g8\ y) = y#<> = x=head(y)V belongs(z,tail(y))

Finalmente, por (B.6), teremos
belongs(z,y) = 9.5)

y=<> = F
z=head(y) = T (9.6)
yA<> = { T # head(y) = belongs(x,tail(y))

que € exactamente (7.8).

9.2 Calculo de Simulacoes com mais do que uma
Solucao
9.2.1 Simulacio da Interseccao sobre Sequéncias

Ap6s os exemplos anteriores fica a ideia de que qualquer operador sobre conjuntos
pode, via elems, ser simulado por operagdes sobre sequéncias (listas). Em boa

2Quer dizer, ‘unfold’ de (9.3) em (9.2).
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verdade, uma boa parte das fungdes sobre listas que qualquer programador acaba
por escrever para seu uso pessoal acaba por ser afinal, uma biblioteca de fungdes
de conjuntos implementados por listas.

Vejamos mais um exemplo que é aparentemente simples: pretendemos calcu-
lar a simulac@o ¢nt sobre listas da intersec¢do de conjuntos:

n

2X¥ x 2X ———— oX

elems elems elems

X* x X* - X*
int

Teremos, sucessivamente,

elems(int(ly,12)) = elems(ly) N elems(l2)

_ Lh=<> = {}
= ({ (h=<>) = {head(l)} U elems(tail(ly)) ) 7 etems)

_ h=<> = {}

- { (i =<>) = ({head(ly)} Uelems(tail(l1))) Nelems(l)
Lh=<> = {}

_ 2l =<>) = :{head(ll)} n elems(ZQZUelems(int(tail(ll), 1))

= -~

A

-

-~

B

Para se trabalharem agora as sub-expressdes A e B convem anotar as seguintes
propriedades bdsicas da teoria dos conjuntos:

{a}nx = { ﬁ(s EG ))(() z éa} ©.7)
elems(z ~y) = elems(z)U elems(y) 9.8)

E imediato aproveitar (9.7) ¢ (9.2) em A:

4 = { head(ly) € elems(lz) = {head(l1)}
—(head(ly) € elems(ls)) = {}
_ { belongs(head(l1),l2) = {head(l1)}
- —(belongs(head(l1),l2)) = {}
Substituicdo de A em B:

7 ({ elomguitendin sy = O U lema(nt tail(), 1)
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belongs(head(l1),l2) = {head(l1)} U elems(int(tail(l1),l2))

~~

c
—(belongs(head(l1),12)) = elems(int(tail(l1),12))
onde, por (9.8):

C = elems(<head(ly)> ~ int(tail(ly),l2))

Substituindo agora C' em B:

B

belongs(head(ly),ls) = elems(<head(ly)> ~ int(tail(ly),l2))
—(belongs(head(ly),l2)) = elems(int(tail(l1),12))

= elems( belongs(head(l1),l2) = <head(l1)>r\int(tail(ll),lg))
CHEMSNY —(belongs(head(ly),l2)) = int(tail(ly),l2)

podemos finalmente substituir B na expressdo de onde partimos, obtendo:

elems(int(ly,l2)) =
h=<> = {}
{ belongs(head(l1),l2) = <head(l1)> —~int(tail(l1),l2) )
)

~h=<>) = elems({ —(belongs(head(l1),12)) = int(tail(l1),l2)

h=<> = <>
= elems( A =<>) = belongs(head(l1),l2) = <head(l1)> ~int(tail(l1),l2) )
1= —(belongs(head(l1),12)) = int(tail(l1),l2)

~ v

Chegamos assim a uma igualdade da forma
elems(int(l1,12)) = elems(D)

sendo indistingiveis, quando abstraidas por elems, as expressdes int(l1,l2) e D.
Podemos pois “eliminar elems” de ambos os lados da equag@o e obter

int(ly, 12) =

h=<> = <>

(h=<> = belongs(head(l1),ls) = <head(l1)> ~ int(tail(l1),ls)
= —(belongs(head(l),15)) = int(tail(l),l2)))

ou ainda,

int(ly, la) &

h=<> = <>

=<>) > et x—{ belongs(head(l1),l2) = <head(l1)>
= =1 =

belongs(head(l1),l2)) = <>
in  x~int(tail(ly),l2)

9.9)
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Como elems ndo € um operador injectivo, a solucdo que obtivemos ndo &
dnica. De facto, nada impede que outra variante do processo de calculo conduza
a outra solugdo, por exemplo uma mais sofisticada que filtre ocorréncias repetidas
do mesmo elemento de ;. Finalmente, é 6bvio que a decisdo de fazer o ‘unfold’
inicial de elems(l1) em lugar do de elems(ls) foi arbitraria.

Exercicio 9.1 Acaba de ser estudado um processo de cdlculo da simulagéo, sobre listas, da operagdo
de intersecg¢do de dois conjuntos.
Adapte esse raciocinio ao cdlculo de uma simulagdo da reunido de conjuntos representados por
listas, U
2X  x 2X —— 99X

elems elems elems

X* X X* — X*
T

que garanta a propriedade de néo repeticdo de elementos.
O

Exercicio 9.2 No contexto do refinamento “cldssico” de conjuntos para sequéncias (listas),
24 < A*

que ¢ estabelecido pela fungdo elems, construa o processo de célculo do seguinte operador sobre listas
que implementa o cdlculo do cardinal de um conjunto:
=<> = 0
#FL<> = let h = head(l)
comp(l) = t = tail(l)

belongs(h,t) = 0

in  comp(t) + { —belongs(h,t) = 1
(9.10)

onde belongs é o operador que implementa € a0 mesmo nivel.
O

Exercicio 9.3 No mesmo contexto que o exercicio anterior, suponha agora que se pretende calcular
o operador sobre sequéncias que implementa a diferenca de conjuntos, a designar por dif, partindo da
equacio

elems(dif(l,r))) = elems(l) — elems(r)
que resulta do respectivo diagrama de refinamento. Suponha ainda que alguém deu ji os seguintes
quatro passos desse cdlculo:

elems(dif(l,r)))
= elems(l) — elems(r)

l=<> = 0
({ l#£<> = {head(l)} Uelems(tail(l)) ) — elems(r)
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- l=<> = 0

- { l#<> = ({head(l)} Uelems(tail(l))) — elems(r)

-~ l=<> = 0

- { l#<> = ({head(l)} — elems(r)) U (elems(tail(l)) — elems(r))
_ l=<> = 0

- { l#<> = ({head(l)} — elems(r)) U elems(dif(tail(l),r))

1. Justifique (ou refute) os passos que ja foram dados.

2. Complete o processo de célculo.

Exercicio 9.4 Calcule as simulagdes dos operadores sobre listas — elems, length, tail, head —
induzidas pelos refinamentos estudados no Exercicio 8.20.
[m]

9.2.2 Simulacoes sobre 0 Modelo Relacional da Informacao

Vejamos agora dois exemplos de simulagdo de operagdes sobre o modelo rela-
cional da informagio, referentes a dois problemas cuja reificacio dos dados ja foi
feita anteriormente.

Simulacao de uma Operacao de Insercao Relacional

Relembremos o modelo BAM S da sec¢do 7.5 cujo refinamento em BAM SR
(relacional) foi calculado na sec¢do 8.5.1. Considere-se a seguinte operagdo que
acrescenta um titular a uma conta:

addAccHolder : AccNr x AccHolder x BAMS — BAMS

addAccHolder(k,t,0) def

kedom(oc) = let z=o(k)

tk:ﬂl((m))

= To\X

i qJ:< n ) 9.11)
OO (e U {t) an)

-(k € dom(o)) = o

Pretendemos calcular a sua simula¢do sobre BAM SR, o que corresponde a re-
solver em ordem a x a seguinte equacio de reificacdo:

fz(k,t,{p,7))) = addAccHolder(k,t,f({p,7))) 9.12)
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onde f é a funcdo de abstrac¢do dada por (8.84).

Comecaremos por desenvolver o lado direito desta equagdo, substituindo o na
defini¢do de addAccH older por f({p,~)) e tentando simplificar depois. Note-se
que essa substituicdo corresponde a re-escrever, no corpo de addAccHolder, as
seguintes sub-expressdes:

o — fllp,7)
k € dom(o) — ke mlp
o(k) — (collect(p)(k), mkf(7)(k))
tr U{t} — collect(p)(k)U {t}
@ — mkf(y)(k)

Ora reparemos que
collect(p)(k) U{t} = -collect(pU {{k,t)})(k)

€, consequentemente, que

JT( (tkat},qk) )
k

= flet < (collect(p U {{k, 1)) (), mkf () (1)) ) ©.13)
= F(pU{(k B} (0.14)

Assim, a equagdo (9.12) converte-se em,

kem FUpU{(k,t),
satenton) = { gentd 2 ot

ou, removendo os fs de ambos os seus lados e simplificando, em:

kemlp] = pU{(kt)}
. )

z(k,t,(p,7)) = kemlp) = »

Quer dizer, numa codificagdo em, por exemplo, SQL, teremos que, apds testar se
k se encontra na tabela obtida executando

SELECT ALL AccNr FROM p;

fazer executar
INSERT INTO p VALUES (k,t) ;

Note-se que — como seria de esperar — a execugdo desta dltima instrug¢@o apenas
ndo € segura, pois violara o invariante (8.85) caso k ndo seja chave de uma conta
j4 aberta e com saldo conhecido.



352 CAPITULO 9. REIFICACAO DAS OPERACOES

Simulacio de uma Operacio sobre Arvores de Decisiao

De todas as operagdes sobre o tipo DecT'ree (cf. seccio 8.7.4) vamos seleccionar
a seguinte,

decide : DecTree x Answer — DecT'ree
decide(o,a) ©f Jet m= dom(ma(0)) (9.15)
. o < adm ’
in
(ma(0))(a) < a€em
que especifica a ac¢do de escolher uma dada resposta a disponivel no menu da
raiz de uma arvore de decisdo o e selecicionar a sub-arvore correspondente (se a
for uma resposta vélida).

Vamos querer calcular a simulagido de decide ao nivel 4 da reificagdo cal-
culada na sec¢do 8.7.4, isto é, DecT'rees (8.120). Comecamos por construir o
correspondente diagrama (comutativo) de reificacio:

decide
DecTree x Answer ——— DecT'ree

fXIAnswerT Tf

DecTrees x Answer —— DecT'reey
decidey

que conduz 2 equacio
f(decides(k, (t,t'),a)) = decide(f(k, (t,t')),a) 9.16)

onde decidey é encarada como uma “incégnita” e f € a fungio de abstracgdo
(8.124). Substituindo (9.15) em (9.16) obtemos
f(deCide4(k7 (ta tl)a a)) dGCide(f(ka <ta t’))a a)
let m = dom(my(f(k,(t,t'))))
n { £k, (1, ) = agm

(ma(f(k, (£, E))))(a) < aem

No processo de calculo que se segue, assumiremos as defini¢des (1.54) e (1.55)
dos habituais operadores relacionais de projeccdo/ selecgcdo. Ora é facil mostrar
que

dom(mz(f (k,(t,1')))) = proj(2, sel((1,k),t))
e que
(mo (f(k, (t, ') (a) = let t" =sel((1,k),t)
t" = sel((2,a),t")
k' = the(proj(3,t"))
in f(K', (1))
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Entao,
f(decidea(k, (t,t'),a)) =
let m = proj(2,sel((1,k),t")) 9.17)
(k, (t,1')) < agm
i f( let k' = the(proj(3, sel((2,a), sel({1,k),t")))) < a€Em )
in (K, (1))

A remogdo de f de ambos os membros da equagdo (9.17) conduz-nos a

decides(k, (t,t'), a) =

let m = proj(2,sel({1,k),t))

K= k <= a€m
T 1 the(proj(3,sel({2,a),sel({1,k),t")))) <« a€m
in (K, {tt))

que implementa a esperada operacdo de “manipulacdo de apontadores” no con-
texto da programagdo em ambiente relacional. Notar que decides ndo € solugdo
tnica de (9.16) porque f (8.124) ndo € injectiva. Outras solugdes validas podiam
aproveitar a operacdo para fazer ‘garbage collection’ sobre ¢ e ¢’ por remogdo de
todas as entradas directamente acessiveis de k, que ndo serdo mais revisitadas, cf.
o invariante (8.127).

Exercicio 9.5 O conjunto dos nimeros inteiros (Zg) é refindvel em INg + INp (onde a etiqueta do
co-produto “representa” o sinal, positivo ou negativo) sob a fungdo de abstrac¢do f = [1id, sym ],
onde se usa a construcdo funcional

[f,9] : A+B—C

def z=1t1(a) = f(a)
[f9lx) = { z=1i2(b) = g(b)
e onde sym(n) e

Considere, neste contexto, o diagrama de refinamento de fungdo que calcula o quadrado de um

inteiro, sq(z) def 22, onde « é a varidvel:
Zo —2 s 7,
lid,sym ]T T[ id,sym ]
INo + INo ——= INo + INo

1. Justifique os seguintes passos do célculo:

([id,sym])oa = sqo ([id,sym]) (9.18)
= [sq,(sqosym)] 9.19)
= [sq,5q] 9.20)
= ido[sq,sq] 9.21)
= [id,sym]oiio[sq,sq] 9.22)

Nota: baseie-se, entre outros, nos factos (1.36), (1.31) e (1.32).
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2. Complete o processo de cdlculo por forma a obter, finalmente

ef z=i1(a) = i1(a®
az) = {x:z;((b; = iigbz))

Exercicio 9.6 Especifique ao nivel de DecT'ree as operagdes de inicializacdo de uma édrvore de de-
cisdo, interrogacdo de qual a pergunta corrente e interrogagio de qual o menu de respostas disponiveis
para essa pergunta.

Calcule as respectivas simulagdes ao nivel de DecT'rees.
[m]

9.3 Calculo de Simulacoes Envolvendo Invariantes
‘Ad Hoc’

Vimos na seccio 8.8 como se podem adicionar invariantes ‘ad hoc’ a uma espécie
de dados com o intuito de obter eficiéncia algoritmica. E agora a altura de ver tais
invariantes a participar no processo de cdlculo de simula¢des nessas condicdes.

O nosso exemplo serd o das tabelas de ‘hashing’, j iniciado na secgéo 8.8.2.
O conjunto de operagdes que pretendemos simular € o seguinte:

initial Db : — Database
initial Db < 9
insert : A x Database — Database
insert(a, o)  su {a}
find : A X Database — 2
find(a,0) < (a€o0) (9.23)
remove : A X Database — Database

remove(a, o) def o—{a}
para
Database = 24 (9.24)

A funcdo de abstrac¢do € — relembra-se — dada por (8.149).
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A Operacao find
O diagrama de refinamento para find é:

AXQA%Q

lAXflosz Th

Ax (@Y™

— 92
P2 rind,
tendo-se a seguinte equacdo a resolver em ordem a finds:

findz(a,t) = find(a, f1(f2(t)))
Teremos, sucessivamente,
findz(a,t) = find(a, f1(f2(1)))
= a€ fi(f2(t))

= ac|Jt0)

iEN
= V a € t(i)
1€EN
= Jdien:a€t(i)
Entrando agora em considerag¢do com o invariante ®3 (8.148), teremos:

Vaeti) = actH@)v \/ aecti)

i€En iEnAi£H (a)
= (a€t(H(a))V v F
i€EnNi£H(a)
= ac€ t(H(a))

find(a, t(H (a)))
Em suma:
finds(a,t) = find(a,t(H(a)))

i.é find corresponde a belongs sobre o ‘bucket’ a que a pertence, indexado pelo
indice H(a), como esperdvamos. Como a cardinalidade de t(H (a)) é menor do

que a de [J;¢,, t(i) 3, o ganho em eficiéncia ¢ Gbvio.

30 que s6 ndo acontece se H for uma fungio constante, uma 6bvia “m4” escolha para funcio de
‘hashing’.
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A Operacao insert
Diagrama de refinamento:

A x 2A insert 2A

1A><f10f2T Tf10f2
Ax (2 s = (2" e,

inserta

Equagdo de refinamento:

fi(falinserts(a,t))) = insert(a, fi(f2(t)))

Raciocinio:

fi(fa(insertz(a,t))) = insert(a, fi(f2(t)))
= {a} U fi(f2(1))
= {atuJt@
i€n
= {ajutH@)U |J t6)
i€En—{H(a)}
= tH@)u |J )
ien—{H(a)}

onde t' é a fungdo “singular”:

Entio,

{H@) U L{J()}t(z’) - U{ e 7
i€dom(t) = ()
= LGJH{ (i € dom(t')) = t(i)
= Ui

= fi(fa(tTt")

Em suma,

fi(fa(insertz(a,t))) = fl(f2(t1'( {a} LIJIt(((QI(a)) )))
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ou, removendo f; o fo de ambos os lados da igualdade,

. _ H(a)
insertz(a,t) = t1 ( insert(a,t(H(a)) )
Pode observar-se que inserts ndo é nada mais que ¢nsert confinada ao ‘collision
bucket’ que € relevante, obtendo eficiéncia dada a sua menor cardinalidade.
A Operacao initial Db
Diagrama de refinamento:

initial Db 2A

L e

(G lrS

—_—
initial Dbs
Equacdo de refinamento:
f1(f2(initial Dby)) = initial Db
Raciocinio: uma vez que
|J initialDby(i) = 0
i€EN

¢é imediato derivar

initial Dby = (é)
1€EN

Obtém-se assim a convencional inicializa¢do da tabela, tipo “ciclo for” (¢ = 1,n)
prefixando cada ‘bucket’ no conjunto vazio.

A Operacao remove

Diagrama de refinamento:

A x 2A remove 2A
1A><f10f2T Tfﬂfz

A (2N 2 oz, () ™)e.
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Equacio de refinamento:
fi(fo(removes(a,t))) = remove(a, f1(f2(1)))
Raciocinio:

fi(fa(removes(a,t))) = remove(a, f1(f2(t)))
= fi(fa(t)) — {a}

= Ut(i)—{a}
= ;it(i))ﬂﬂT}
= Gzt(i)ﬂm)
= iLJTL(t(i)—{a})
= zt;H(a))—{a})U U @6 -{a})

ien—{H(a)}

= t'(H(a))U U t(i) — {a}
iEn—{H(a)}T/

onde t' é a fungdo “singular’:

t =

(i 2o )

E altura de tirar partido do invariante ®, (8.144), do qual inferimos

Vien: (Ya€t(i):i=H(a))

!

Vien,a€ A:a€t(i)=i=H(a)
!
Vien,a€ A:i# H(a) = a ¢ t(i)
!

Vi €n,a € A:i# H(a) = t(i) — {a} = t(i)

que ¢ suficiente para reduzir (x) acima a t(z). A raciocinio subsequente é similar
ao de insert, conduzindo a

fi(fa(removes(a,t))) = fi(fe(t ( t(H(a)) _I:EE;}{)U t(H(a)) )))
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i.¢ (removendo f; o fo de ambos os lados da igualdade):

removes(a,t) = ti < removgft)(H (a) )

Tal como em inserts, mais uma vez se observa que removes € nada mais do
que remove confinada ao relevante ‘collision bucket’. Mas, ao invés de inserts,
removes foi obtida recorrendo explicitamente ao invariante ‘ad hoc’. Fica assim
patente o papel de tal invariante no processo de obtencdo de eficiéncia algoritmica.

9.4 Desrecursivacao Algoritmica

Quando atrds se parou na expressdo (9.6) como resultado de um processo de
cdlculo de uma simulag@o (belongs) estdvamos apenas preocupados em obter uma
versdo “computdvel” da referida simulago.

E possivel prosseguir no eixo algoritmico no sentido de se vir a obter uma
codificacdo ndo-recursiva de belongs. Seja beloop uma fungio que satisfaga

beloop(z,y,b) = bV belongs(z,y) (9.25)
Antes de mais, € imediato que
beloop(z,y, F) = belongs(z,y) (9.26)
pois a estrutura ({V, F'}; V, F') forma um mondide. Mais ainda, paray = <>,

beloop(z,< >,b) = bV belongs(z,< >)
= bVF 9.27)
= b

assim como, paray # < >,
beloop(z,y,b) = bV (z = head(y) V belongs(z,tail(y)))
= (bV (z = head(y)) V belongs(z, tail(y)) (9.28)
= beloop(z,tail(y), (bV (z = head(y))))
cf. (9.26). Juntando (9.27) com (9.28), teremos

beloop(z,y,b) def

{y=<> = b

y#<> = beloop(z,tail(y),bV (x = head(y))) 9.29)

Repare-se agora que o mesmo mondide tem a constante booleana 7' como
elemento absorvente, i.¢ que

bvT =TVvb=T
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Logo, por (9.25),
beloop(z,y,T) =T

(b=T) = beloop(z,y,b) =b

Podemos tirar partido desta condi¢@o na seguinte elaboracdo de (9.29) por (B.2):

beloop(x,y,b) def
_ b = b
y=<> = 1 g = b
b =
yFE<> = =(b) = beloop(z,tail(y),bV (z = head(y)))
o que simplifica em
beloop(z,y,b) def
y=<>Ab = Db
y=<>A-b = b
Yy£#<>Ab = b
y#<>A-b = beloop(z,tail(y),bV (z = head(y)))
ou, finalmente
def

beloop(z,y,b) =

{ y=<>Vb = b

y#<>A-b = beloop(s,tail(y), (x = head(y)) "

aplicando (B.3). Ora, juntando (9.26) com (9.30), obtemos a “seméintica denota-
cional” de, respectivamente, a inicializacdo e o corpo do seguinte ciclo-while,

{ bool found = 0;

list p;
{ p=vy;
while ((p != <>) && = found)
{ found = (x == head(p)); (9.31)
p = tail(p)
}i
}

}

codificado aqui numa nota¢do procedimental ad hoc, “tipo C”. A varidvel auxiliar
p destina-se a poupar o parametro y. Usa-se ainda found em lugar de b por ser
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mais sugestivo. Fica assim bem evidente que varidveis como found, que parecem
resultar de “toques de intui¢do” na programagio ‘ad hoc’, afinal decorrem cien-
tificamente, na programacdo formal, a partir das propriedades matemadticas dos
operadores envolvidos. Veremos a seguir como este raciocinio é generalizdvel a
ponto de abarcar uma grande classe de algoritmos.

9.4.1 Generalizacio

O processo de desrecursivagdo que foi apresentado na sec¢io anterior ndo é nem
mais nem menos do que uma instancia de uma regra genérica para remogao de
(“falsa”) recursividade, que agora se discutird na generalidade.

Nesse sentido, seja dada a fungdo abstracta

f+ ..xYx...—M
def p(y,-) = wu 9.32)
fow) = { G0 > oy )0f (e,

cujos parametros algoritmicamente irrelevantes sdo omitidos, sendo os respectivos

argumentos substituidos por “_”, e onde ocorrem os seguintes operadores auxil-
iares,

p XY xLo..—2

e Y —>Y

d XY x...— M

0 MxM-—M

u — M

onde (M6, ) formam um mondide.
Nio ¢ dificil ver belongs como caso particular de (9.32), para as substituicdes

f(5y,-) | belongs(z,y)
p(Ly,) |y=<>

U F

d(-,y,-) | d = head(y)
] v

e(y) tail(y)

Na prética, existe um sem niimero de defini¢des recursivas que caem, tal como
belongs, no esquema (9.32), por exemplo o factorial de y,

y'—{ y=0 = 1
) —(y=0 = yx(@y-1!
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multp (7.9), comp (9.10), etc. etc.Assim, se deduzirmos uma regra para desrecur-
sivar (9.32), poderemos aplicd-la a uma vasta gama de simulagdes recursivas 4.

Generalizando entdo o que acima se fez em relagdo a belongs, comegaremos
por introduzir a fun¢io

def
floop(y, ) = 10f(,y,.) (9.33)
que, pelas propriedades do mondide (M; 8, u), obedecerd a propriedade:
f(oy,-) = floop(-y,-,u) (9.34)

De (9.33) obtém-se sucessivamente, por substitui¢do, pela regra (B.1) e pelas pro-
priedades do monéide (M; 0, u):

floop(L,y,-,m) = r0f(5y,-)
_ Te{ p(-y,) = wu
_'(p(—,y’—)) = d(—aya—)ef(—ae(y)a—)
_ { p(Ly,-) = rbu
-p(-y,-) = r0(d(-y,)0f(-e(y),-))
p(-y,-) = r
= -p(y,-) = (r8d(,y,))0f(e(y),-)

v

-~

A

Mas, por instanciagdo de (9.33), tem-se

A = floop(-,e(y), -, r0d(-,y,-))
Em suma, teremos
loop(oy, 1) = p(-y,-) = T
floop(- 4, - 7) {ﬂp<-,y,-) = floop(-,e(y),  8d(-,y,))

que, conjuntamente com a “inicializacdo” (9.34), condiz com a semantica do
seguinte ciclo-while:

{ M r =u;

Y y' =vy;
while (= p(-,¥'/-))

}

40 padrio algoritmico (9.32) é conhecido na literatura pela designagio de esquema de recursivi-
dade linear monddica. Trata-se apenas de um entre os varios esquemas falsamente recursivos que se
conhecem.
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No caso de § admitir um valor absorvente em M, i.é um a € M tal que
abm = mba = a
¢ ainda possivel especializar mais floop,

p(Ly,-) = r
o(5y,-) = rLe =
r#a = floop(-e(y),-rod(-y,-))

{ p(Ly,)Vr=a = r
_'p(—7 Y, —) AT 7é a = floop(_, e(y), - Ted(—7 Y, —))

floop(’7 y! -3 r)

conduzindo ao ciclo-while:

{ M r
Y y
while (- p(-,¥',-) && rl= a)

{ r=r# d(-,y',-);

y' = e(y’)

}

do qual belongs (9.31) é uma instincia.

Exercicio 9.7 A luz do exposto nesta secgo, calcule versdes ndo recursivas de y! e de cornp (9.10) e
codifique-as em “pseudo”-C.
O

Exercicio 9.8 Considere a seguinte fungio

g : Y — M
def p(y) = v
w2 {0 D desew

onde 6 ¢ associativa e v é um qualquer elemento de M.
1. Mostre que, para todo oy € Y, aigualdade
9y) = fl)ov (9.35)
se verifica, onde

f Y —M

def p(y) = w
o 2 { g 2w esew)

e u é elemento neutro de 6.
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2. Mostre que, desde que § seja também comutativa, entdo g € concretizdvel algoritmicamente
no seguinte ciclo-while:
{ Mr=yv;
Y yy =vi
while (= p(yy))
{ r©=rédyy);
! Yy = e(yy)i

}

registado na notagdo “pseudo-C” usada nesta disciplina. Sugestdo: parta da defini¢do da
fungdo floop (9.33).

3. No caso de v ser o elemento absorvente de #, que pode dizer do comportamento do ciclo-
while acima? Justifique formalmente.

Exercicio 9.9 Qual o operador sobre sequéncias que simula o filtro
def

filter(S) = {f(z)| z € S}

no refinamento

filter

24 ——— 2B
elems elems

A ____ , B*
?

onde f : A — B ? Deduza esse operador, ou conjecture-o e prove a respectiva simulag@o.
m]

9.4.2 Calculo Avancado sobre Esquema Linear Monadico

Veremos, para terminarmos este capitulo, dois exemplos de concretizacdo al-
goritmica orientados ao esquema linear monddico e que nos mostram duas per-
spctivas complementares do célculo de programas.

No primeiro, trata-se da concretizac¢@o algoritmica do fecho transitivo de um
grafo aciclico. Pretende-se com este exemplo mostrar como o célculo de uma
desrecursivagio pode e deve basear-se em propriedades da prépria funcdo que es-
tamos a desrecursivar. No segundo, mostra-se néo s6 como ¢ possivel reduzir o
“grau de recursividade” (polinomialidade) de uma fungao (algoritmo), mas também
como a pré-condi¢ao de uma funcio pode participar no processo transformacional,
acabando por se fundir com o corpo da prépria fungdo.
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Concretizacio Algoritmica do Fecho Transitivo de um Grafo Aciclico
Seja g € 24%4 um grafo aciclico (e.g. uma hierarquia de classes), sobre o qual

faz sentido calcular os antecessores de um né xz:

ants(g, ) def {m(p)| p € gAm(p) =z}

O fecho por antecessores imediatos e transitivos € especificado por

antst (g, ) def U {z} Uants™(g,ants(g,z)) (9.36)
z€S

Comecemos por desenvolver | J em (9.36):

0
let z2z€S
in g{x} Uantst(g,ants(g,z))) Uants™(g,S — {z})

-~

A

ants*t(g,8) =

S=0 =
s=0 =

Reparemos na seguinte propriedade distributiva do fecho ants™ em relagdo 2
operacdo de acumulag@o (U), cuja dedugdo por (9.36) é imediata:

antst(g,SUR) = antsT(g,9)Uantst(g,R) (9.37)
Aplicando esta propriedade logo apds a associatividade de U:

A = ({z}Uantst(g,ants(g,z))) Uantst(g,S — {z})
{z} U (ants* (g, ants(g,2)) Uants™ (g, S — {z}))
= {2} Uants* (g, ants(g,2) U (S — {}))

Obtemos assim a versdo linear monddica para ants™, de onde ja podemos re-
mover a recursividade conforme exemplos anteriores:

ants* (g, S) of antsTloop(g, S, D)

onde

antsTloop(g, S, R) def
S=0 = R
-(S=0) = let z€S
in antsTloop(g, ants(g,z) U (S — {z}),RU {z})

B
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Como o grafo € aciclico, tem-se
z & ants(g, x) (9.38)
Logo:
B ants(g,z) U (S — {z})
= (ants(g,z) US) — {z}
Em suma: obtemos o cldssico ciclo em que S contém os nds ainda por visitar, R

contém os noés ja visitados (e, no fim do ciclo, o resultado de toda as visitas) e « é
o elemento que € “marcado” como acabado de visitar:

I

R = vazio;
while S != vazio
{ x = next(S);
R = addElem(R,Xx);
S = union(S,ants(g,x));
S = remElem(S,x)
}i
output(R);

NB: (sobre o termo “marcar” acima) — o par (R, S) é do tipo 24 % 2‘4, i.é,

24)°
~ 2A><2

11

24 % 24

i.é, podemos ter um tnico S onde os elementos estdo emparelhados com uma
marca booleana (2) a indicar visitado = 0 ou 1.

Desrecursivacao Bi-linear

Para terminarmos este capitulo, vamos fazer ainda mais um exercicio de desrecursiva-
¢do, este de uma fungdo com pré-condi¢do sobre uma estrutura algoritmica bi-
linear afectada de um invariante. Em particular, veremos como este participa no
processo transformacional, que acaba por fundir o corpo da fungdo com a sua
pré-condicdo.

Na secgdio 8.7.1 foi referida a estrutura drvore bindria de procura, que se en-
tende normalmente como a defini¢do que se segue (relembrar (8.97), aqui apenas
enriquecida com selectores):

BinTree = 1+ BinNode

BinNode = LT :BinTree x
K : Key X
D : Data X
RT : BinTree
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sujeita ao seguinte invariante de (bi-)ordenagao:

invnd : BinTree — Bool
invnd(t) def
t=NIL = V
~(t=NIL) = let t=(it,k,d,rt)
in  (Vlk € collkeys(It).lk < k)A (9.39)
(Vrk € collkeys(rt).k < rk)A
inond(lt) A invnd(rt)

para

collkeys : BinTree — 25

collkeys(t) Lef

t=NIL = {}
-(t =NIL) = collkeys(LT(t)) U

9.40
(K1) v O
collkeys(RT(t))
A operagdo a ser realizada € a seguinte:
findb : BinTree x Key — Data
Ffindb(t, k) <
{ k€ collkeys(t) =
let It=LT(t)
mk = K(t)
md = D(t)
rt = RT(t) @40

k<mk = findb(lt, k)
-(k <mk) = findb(rt, k)

in

A funcdo findb é, pois, parcial. Reparemos como a sua pré-condigio (k €
collkeys(t)) elimina a necessidade de testar se t = NIL. Como estamos in-
teressados em realizar e codificar a fun¢do na sua totalidade, comecaremos por
“totalizar” findb embebendo a pré-condi¢do na sua defini¢do e escolhendo um
valor error (mensagem de erro) tal que error ¢ Data. Cria-se assim a sua
versdo findbt, total:

findbt : BinTree x Key — Data U {error}

def { k € collkeys(t) = findb(t)
=(

Findbt(t, k) = k € collkeys(t)) = error ©42)
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Prosseguiremos “desenrolando” a expresséo de teste k € collkeys(t) via (9.40):

t=NIL = ke{}
k€ collkeys(t) = {4 "¢=NIL) = ’]: € igl(lgegs(LT(t)) v
k € collkeys(RT (t))

Como k € {} & F, re-escrevemos (9.42) em:

findbt(t, k) =
( t=NIL = F
({ S NID = R Aus BTN V) o findse. by
k € collkeys(RT (t))
< t=NIL = F
-(t=NIL) = k€ collkeys(LT(t)) V
=(( k= K(t)V v )) = error

k € collkeys(RT (t))

e, aplicando (B.4),

findbt(t, k) =
t=NIL = error

k € collkeys(LT(t)) V = findb(t, k)
k=K(@)V \
-~ k € collkeys(RT(t)) (9.43)
~(t=NIL) = —( k € collkeys(LT(t)) V ) = error
k=K()V \

k € collkeys(RT(t))

Usando a associatividade e comutatividade da disjungdo e aplicando a regra (B.6),
o predicado (9.43) re-escreve-se em

k=K()V
k € collkeys(LT(t))V <
k € collkeys(RT (t)))

{ k=K@t = V
k € collkeys(LT (t))

v
-(k=K() = { = (k € collkeys(LT(t))) k

=
= k€ collkeys(RT(t))
Substituindo e simplificando, obtemos

findbt(t, k) =
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k=K() = findb(tk)

t=NIL = error
-(k=K(t) = A

-(t=NIL) = {
A=

{ k € collkeys(LT(t)) = findb(t, k)

k € collkeys(RT(t)) =  findb(t,k9.44)
~(k € collkeys(LT (1)) = { —(k € collkeys(RT(t))) = error

Ora o invariante sobre BinT'ree (9.39) e a defini¢do de findb (9.41) garantem
os factos seguintes, para quaisquer t € BinNode e k € Key:
k=K({t) = findb(t,k) = D(t)
k € collkeys(LT(t)) = k< K(t)
= findb(t,k) = findb(LT(t),k)  (9.45)

que, por sua vez, tornam possiveis trés substituicdes em (9.44), conduzindo a:

t=NIL = error
findbt(t, k) =

B k=K({t) = D(t)
-(t=NIL) = {ﬂ(sz(t)) o4

A = k € collkeys(LT(t)) = findb(LT(t),k)
- —(k € collkeys(LT(t))) = B
. k € collkeys(RT(t)) = findb(RT(t),k)
B = { —(k € collkeys(RT(t))) = error (946)

‘Folding’ B (9.46) de acordo com (9.42),

{ k € collkeys(RT'(t)) = findb(RT(t),k)

—(k € collkeys(RT(t))) = error = findbt(RT (t), k)

somos conduzidos a

Findbt(t, k) k=K() = D(t)

~(k=K({t) = A

A = { k € collkeys(LT(t)) = findb(LT(t),k)
a =(k € collkeys(LT(t))) = findbt(RT(t),k)

t=NIL = error
-(t=NIL) = {

9.47)
O passo final consiste em remover a ocorréncia que resta de collkeys em (9.46).
A estratégia para esse passo consiste em “enfraquecer” a condig¢do

k € collkeys(LT(t))

em (9.47) para
k< K(t)
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cf. (9.45) . Aumenta assim o conjunto de valores para os quais a condi¢io de
teste de (9.47) vale V, que assim incluird os elementos de

X ={k€Key| k< K(t)} — collkeys(LT(t))
Como, para qualquer k € X,
k # K(t) ANk & collkeys(LT(t)) ANk & collkeys(RT (t))

teremos
findbt(RT (t),k) = error

cf. (9.44). Portanto, (9.47) pode ser substituida por

k € collkeys(LT(t)) = findb(LT(t),k)

k<K@®) = —(k € collkeys(LT(t))) = error (9.48)

-(k < K(t)) = findbt(RT(t),k)
Fazendo ‘folding’ de (9.48) via (9.42), (9.47) sera finalmente re-escrita em
Findbt(t, k) =
t=NIL = error
k=K(t) = D(t)
-(t=NIL) = _ k< K(t) = findbt(LT(t),k)

~(k=K() = { (k< K(t) = findbt(RT(t),k)

ou, aplicando a regra (B.1),
findbt(t, k) =

t=NIL = error
k=K(t) = D()

(9.49)
~(k=K(t) = findbt({

~(t=NIL) = ®

k<K(@®) = LT()
-(k < K(t)) = RT(t)

comecando a por em evidéncia a falsa recursividade.
Para se obter a solugdo puramente iterativa (‘tail-recursion’) usa-se um resul-
tado auxiliar dado em apéndice (B.11) que permite converter (9.49) em

Findbt(t, k) <
t=NIL = error
-(t=NIL) = D(loop(t,k))

loop(t, k) = (9.50)

k=K(it) = t
t=NIL = error

9.51)
-(t=NIL) = loop({

~(k=K(t) = s

k<K({t) = LT(t)
~(k < K() = RT(t)

5Dado um predicado p, por “enfraquecer p” designa-se a substituigiio de p por um ¢ tal que p = q.
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Em suma, obteve-se (por transformagdes) uma definicdo de findbt que é di-
rectamente codificavel num ciclo-while. E imediato codificar (9.51) sob a forma
de instrugdes de uma linguagem imperativa. Por exemplo, o seguinte fragmento
de programa PASCAL, derivado de (9.51):

TYPE Key = ....;

Data = ...;

BinTree = “BinNode

BinNode = RECORD
K: Key;
D: Data;
LT,RT: BinTree

END;

VAR tree: BinTree;

PROCEDURE findbin (k: Key; VAR d: Data);
VAR p: BinTree; q: Key;
BEGIN p := tree;
IF p = nil THEN terminate-error
ELSE g := p.K;
WHILE q <> k DO
BEGIN IF k < g THEN p := p~.LT
ELSE p := p .RT;
IF p = nil THEN terminate-error
ELSE q := p.K
END;
d := D(q)
END (* findbin *);

¢ exactamente a codificacéo proposta por Fielding [Fie80] (ressalvadas leves diferen-
cas na escolha dos identificadores) que ¢é af trabalhada em estilo ‘invent-and-
verify’ usando regras de prova da metodologia VDM.

9.4.3 Sintese

A sintese de algoritmos a partir das suas especificacdes recorre quase sempre
a técnicas de desrecursivacdo. De facto, muitas expressdes matemadticas usadas
em especificacdo formal “encerram em si” processos algoritmicos que, uma vez
chegados a fase de implementacdo, importa explicitar.
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Um dos casos mais interessantes neste aspecto tem a ver com as seguintes
expressoes que definem conjuntos por compreensao,

{f(@)| z € X Ap(z)}

(a conhecida férmula de “abstrac¢do de Zermelo-Frankl”) dada uma fungdo f :
A — B, um subconjunto finito X C Aep : A = {V,F} um predicado de
“filtragem” sobre A; e sequéncias por compreensio,

<f(z)|z + LAp(z)>

para os mesmos f e pe L € A*. Expressdes como estas sdo extremamente vul-
gares em especificacdo formal, a primeira por especificar filtragem de informagao
(e.g. X pode ser uma tabela relacional, f pode exprimir a projec¢do de alguns dos
seus atributos e p pode exprimir um predicado de selec¢do, cf. SQL) e a segundo
por especificar processamento de ‘streams’.

Como refinamos construcdes tdo bdsicas como estas?

E sabido que {f(z) | = € X A p(z)} designa exactamente o resultado da
aplicagdo da seguinte fungdo ¢ a X:

90:2‘4 - 2B

oly) &

-ple) = 0
in  aUp(y —{e})

az{ ple) = {f()}

0 mesmo acontecendo entre < f(z) | z < L A p(z)> e ¢(L) para

y=<> = <>
y#<> = let =z = head(y)
dy) = y' = tail(y)
w {2 amaue. )
—(p(@) = ¢)

Reparemos que

{ p(x) = cons(f(z),d(y")
“(p(=) = ¢y")

¢é equivalente a

{ (p(x) = <f(z)>

pa) > <> PO
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Assim, tanto ¢ como ¢ sdo instincias do esquema linear monddico (9.32) e ndo
sera dificil mostrar que estdo nas condi¢des de serem desrecursivadas pelo resul-
tado genérico da secgdo 9.4.1. A titulo de exemplo, para ¢ teremos:

{ B* r = <>;
A* y' = y;
A x;
while (y’' != <>)
{ x = head(y’');
y'= tail(y');
if p(x) r = conc(r,f(x));

}

ou, cada vez mais em concreto, codificando a fungdo em termos de stdin e
stdout e assumindo as fungdes de ‘i/o” dedicadas getA e putB,

{
A x;
while ((x = getA(stdin)) != EOF)
{ if p(x) putB(f(x)); }
}

etc.

Exercicio 9.10 Desenvolva o raciocinio anterior para a construgdo ¢.
O

Como nota final, é de referir que o problema da desrecursivacdo, que dissemos
pertencer ao eixo do refinamento algoritmico (cf. Figura 7.2) se pode reduzir um
caso particular de simulagdo em que todas as fungdes de abstrac¢do sdo identi-
dades.

9.5 Exercicios

Exercicio 9.11 No contexto do conhecido refinamento de conjuntos por sequéncias (24 < ctems A7)
calcule a simulagdo do cdlculo do segmento inicial de um nimero natural, isto €, resolva em ordem a
T o seguinte diagrama de refinamento:

An.n
INg ——— oIV

idT Telems

INOT>W*
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Serd o resultado do seu cdlculo tinico? Justifique.
[m]

Exercicio 9.12 Justifique cuidadosamente o raciocinio que nos permitiu passar de (9.13) para (9.14).
[m]

Exercicio 9.13 A funcio
f(TL, 7,) déf 2id)< (Az.zxn) (T‘)

implementa, a nivel relacional, uma opera¢do que conhece sobre multiconjuntos. Identifique-a e re-
constitua o respectivo processo de célculo.

[m]

Exercicio 9.14 O seguinte ciclo-while,

{ Mr=u;
Yy =y
while (- p(y’))
r=r6 dy');
y' =e(y’);:
}i
r=rfv;

}

registado na notagio “pseudo-C” usada neste texto, foi proposto como concretizac@o algoritmica da
seguinte fungdo
f Y — M
(@) def { p(y) = v
YOI U e > dw) 0 few)
onde @ ¢ associativa e tem « como elemento neutro.
Discuta a correcgéio dessa concretizagdo algoritmica, justificando formalmente.
O

Exercicio 9.15 Relembre o modelo BAM S da secgdo 7.5 cujo refinamento em BAM SR (rela-
cional) foi calculado na sec¢do 8.5.1.

Calcule a implementagdo relacional, ao nivel BAM SR, do operador de fecho de uma conta, i.é,
resolva em ordem a w o seguinte diagrama de refinamento:

AceNr X BAMS —TemACC | pays

id f f

AceNr X BAMSR4w> BAMSR
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onde

remAcc(k, o) ©, \ {k} 9.52)

Sugestao: Poder-lhe-4 ser uitil recorrer ao seguinte operador relacional de eliminagdo de tuplos,

del((i,a),t)  {r e t| a # mi(r)}

que &, afinal, o oposto de sel (1.55).
O

Exercicio 9.16 No contexto do exercicio anterior, suponha que o banco, que ja tem o relacional a
funcionar, pretende uma nova operagdo que faga imprimir automaticamente uma carta a enviar a todos
os titulares cujas contas tém saldo inferior a um dado valor q.

1. Especifique um novo operador sobre BAM S que selecione o conjunto desses titulares para
uma qualquer ¢ € Amount.

2. Calcule a implementagio relacional desse operador ao nivel BAMSR.

Exercicio 9.17 No contexto dos exercicios anteriores, suponha que o Gabinete de Relagdes Piiblicas
(GRP) de uma universidade pretende um sistema de informag@o para catalogagdo de recortes de jornais
(noticias que referem a Universidade) que permanentemente estdo a ser selecionados dos jornais pelo
GRP e arquivados em pastas.

Suponha que, ap6s ter chegado ao seguinte modelo de dados para a base:

GRP = #Cota — (24554110 x Dados)
Dados = T :Texto X [*titulo da noticia */
J : Jornal X /*jornal em que apareceu a noticia */
D : Data X /*data do jornal ¥/
P:IN X [*pdgina do jornal */
D : #Doss X *dossier onde foi arquivado o recorte */

(onde T'exto, Jornal, etc.sdo tipos a definir apropriadamente) vocé tem ainda que especificar e im-
plementar operagdes para os seguintes propdsitos:

- Obter os assuntos por que estd catalogado um dado recorte (9.53)

- Recatalogar um recorte acrescentando-lhe mais um assunto (9.54)

- Inserir um novo recorte (ainda sem classificacao) sabidos os seus dados (9.55)
e a respectiva cota

- Obter as cotas de todos os recortes que versam um dado assunto (9.56)

- Obter os dados de um recorte dada a sua cota (9.57)

- Eliminar um dado recorte (9.58)

1. Faga a analogia formal entre GRP e BAM S, identificando um modelo mais abstracto do
qual tanto BAM S como G RP sio especializagdes.
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2. Suponha que ja tem BAM S implementado em ambiente relacional (BAM SR). Pretende-
se agora implementar G RP re-utilizando, a0 méaximo, as implementagdes ja disponiveis de
operagdes sobre BAM S, nomeadamente remAcc (9.52), add AccHolder (9.11) e algumas
outras cuja semantica se especifica a seguir:

nitBAMS : — BAMS

initBAMs < ()
newAcc : AccNr x AccHolder x BAMS — BAMS
newAce Ak, t, o).

k € dom(s) = o

~(k € dom(0)) = UU( <{tlf,o>)

depIntoAcc :  AcecNr x Amount X BAMS — BAMS
depIntoAcc def Ak, q,0).
k €dom(oc) = let z=o(k)
ty, = m1(x)
qr = m2(x)

. k
" JT( (te,ar +q) )
—(k €dom(o)) = o

drawFromAcc :  AcecNr x Amount X BAMS — BAMS
drawFromAce Ak, q,0).
k €dom(oc) = let z=o(k)
ty, = m1(x)
qr = m2(w)

k
=a = ”(<tk,qk—q>)
—(¢<a) = o
—(k €dom(o)) = o

getAccHols : AccNr x BAMS — 2AccHolder

getAccHols = A(k,o0).

k € dom(c) = wi(o(k))
{ —(k € dom(c)) = 0

allAccOf :  AccHolder x BAMS — 24¢eNT

allAccOf % A(t,0).{k € dom(c) | t € m(o(k))}
getAccBal :  AccNr x BAMS — Amount
getAccBal % A(k,0).{ k €dom(c) = m(o(k))

Na 2.2 coluna da tabela seguinte indique operagdes de (9.53) a (9.58) sobre GRP que se
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podem implementar por simples reutilizagdo das correspondentes operacdes sobre BAM S
(na 1.2 coluna):

BAMS | GRP |
initBAMS
newAcc
depIntoAcc
drawFromAcc
getAccHols
allAccOf
getAccBal

(NB: para cada operagdo nao-reutilizdvel indique a razdo.)

3. Selecione uma das operagdes (9.53) a (9.58) que ficaram de fora da tabela acima. Especifique-a
e calcule a respectiva implementag@o relacional.

Exercicio 9.18 Numa determinada implementacdo de SQL as tabelas relacionais (241X X An)
encontram-se implementadas sobre ficheiros simples, i.é como sequéncias em (A1 X ... x Ap)*.
Calcule a simulagdo sobre ficheiros (sequéncias) do operador relacional de selecc@o:

sel: (30| Ag) x 241X An _y 9AIX. X An

sel((i,a),t)  {ret| a=m(r)}

Exercicio 9.19 Uma estrutura de informagio da classe das listas é a chamada lista de interesse.
Trata-se de uma lista em que o tltimo elemento sobre o qual se manifestou interesse (por consulta ou
inser¢do) “salta” automaticamente para cabega da lista. A lista pode assim considerar-se ordenada pela
ordem decrescente de “interesse” manifestada até ao momento pelos seus elementos, o que lhe confere
um cardcter adaptativo.

Teremos entdo, para um dado dominio de dados ndo-vazio A:

IList = A*

1. Calcule uma concretizagdo algoritmica ndo recursiva da seguinte operagdo de inser¢do em
IList,

ilInsert : IList x A — IList
ilInsert(l,a) def cons(a, filter(l, a))
em que se recorre a seguinte fungdo auxiliar:
£
filter(l,a) de
l=<> = 1

“l=<>) = { a=head(l) = filter(tail(l), a)

—(a = head(l)) = cons(head(l), filter(tail(l), a))
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2. Estard a seguinte especificagio da operagao de consulta
iWlFind: IList X A — 2
ilFind(l, a) P elems(l)
coerente com a descri¢do de lista de interesse que acima se deu? Justifique informalmente.

3. Decorre das operagdes que manipulam I List que esta estrutura possui um invariante asso-
ciado. Formule-o. Serd que esse invariante pode ser explorado na optimizacdo da funcdo
ilInsert? Justifique.

Exercicio 9.20 Na interface com o utilizador de servigos sobre bases de dados torna-se inimeras
vezes necessdrio fazer passar para a camada de apresentagdo resultados estruturados de operagdes da
camada computacional. Um caso tipico € a visualizagio de resultados que sdo fungdes parciais finitas,

A—~B

e que se podem mostrar no écran sob a forma de tabelas, mapas, folhas de cdlculo efc. Linguagens
como o Visual C/C++ sido particularmente adequadas para o efeito, recebendo essas fungdes da camada
computacional sob a forma de listas ligadas de pares:

typedef struct L {
A key;
B data;
struct L *next;

}:
o que faz sentido tendo em conta um refinamento bem conhecido:
N fdp AxB
A—=B i 2
S]elems (A x B )*

ﬂ.«1(3.7) L

para
L>1+4(AXB)XL

e onde g(g.7) ¢ a fungdo g do exercicio 8.7.
Interessa pois ter ao dispdr uma pequena biblioteca de fun¢des C/C++ que implementem a dlgebra das
fungdes finitas.

1. Complete o seguinte diagrama de refinamento referente a um operador dessa dlgebra:

dom
A—~B —— 7

mkf o elems o 9(8.7) elems o g(g.7

dom/
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2. Calcule uma versio ndo recursiva de dom/'.

3. Indique, justificando, qual é a operagdo dessa dlgebra que é simulada, a0 mesmo nivel de
refinamento, pela fun¢io que se segue:

oot XL — ..

¢(a,l) def {a € dom'(l) = let z = ma(l)
p=mi(x)
z’ = ma(x)

in { a=mi(p) = m2(p)
“(a=m(p) = ¢(a,2)

Exercicio 9.21 Recorde do Exercicio 2.53 a defini¢do da fungéo seguinte:

subl : A* x IN x INg — A*

subl(l,i,n) &

n=0Vi=<> = <>
n>0Al#<> = let t=tail(l)
in i=1 = <head(l)> ~ subl(t,i,n —1)
i>1 = subl(t,i—1,n)
que extrai, de uma sequéncia [, a sua subsequéncia de n elementos (ou de tantos quantos for possivel
extrair) que comega na 4-ésima posigdo.
Calcule uma implementago iterativa de subl e escreva-a sob a forma de um ciclo-while na nota-

¢do “pseudo-C” usada neste texto.
(Sugestao: comece por transformar subl numa instincia do esquema linear monddico.)
m}

Exercicio 9.22 O seguinte modelo de dados,

DPP = #FEquipment — Structure
Structure = #Unit — Quantity
#Unit = #Component + #Equipment
Quantity = IN
Parts = $#Component — Quantity

(onde # Equipment e #Component sdo espécies atomicas) é uma versdo simplificada daquele
que foi assunto da secc@o 8.9.1, suposto sujeito a um invariante que, como se viu, garante a correcta
defini¢@o de drvores de produg@o finitas.

Uma das operagdes mais interessantes que se definiram sobre D P P é aquela que calcula a explosdo
de um equipamento no seu total de pecas envolvidas,

explode : # FEquipment x DPP — Parts
explode(#e, o) E f = apply(o, #e)
k
. z=(L,k) =
m ®m€d0m(f) ’ f(]))

z=(2,k) = f(z)Q explode(k,o)
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onde @ e ® designam operagdes sobre multiconjuntos que deve conhecer e apply € a seguinte funcdo
auxiliar:

apply : DPP x #FEquipment — Structure

def k € dom(o) = o(k)
apply(o,k) = k & dom(o) = ( )

1. Mostre que o facto seguinte se verifica,
explode(k,0) = auz(apply(o,k),o)
onde aux ¢ a seguinte funcdo:

auz : Structure Xx DPP — Parts

auz(f,0)
=) = ()
f;’:( ) = let z € dom(f)

_ k
w de=om = (46) )® aus(f \ {z},0)
s=(2k) = [(2)®aus(apply(o, k),0)

2. Assuma como verdadeiros os factos seguintes sobre aux,
n®auz(f,0) = aur(n® f,o) (9.59)
auz(f1,0) ® auz(f2,0) = aux(fi @ fa2,0) (9.60)

e mostre que eles sdo suficientes para obter a seguinte concretizagdo nio-recursiva de auz(f, o),
expressa aqui em notacdo “pseudo-C”:

{ Parts r = ();
Structure ff = £f;
Quantity n ;

Unit x;
while (ff != ())
{ =x = choice(dom(ff)) ;
n = ff(x);

ff = ££\{x};
if x == (1,k) r =1r & (E) ;
if x == (2,k) £ff = £f ® (n ® apply(o,k));

Exercicio 9.23 Recorde o modelo de dados ActPlan que ¢ assunto do Exercicio 2.70 e do qual se
pode deduzir a seguinte implementac@o relacional,

ACtPlaTLe — Q#ActxDescriptionxSpan % Q#Actx#Rest % 2#Act><#Act
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calculada apés os 6 passos de refinamento que se seguem:
ActPlan =  #Act — STR x IN x (#Res — IN) x 2#A¢t
> #Act — ((STR x IN) x (#Res — IN)) x (#Act — 1)
<y, (F#Act = ((STR x IN) x (#Res — IN))) x (#Act x #Act — 1)
<, ((#Act = STR x IN) x (#Act X #Res — IN)) x 2#Actx#Act

oy (#Act — STR x IN) x (#Act X #Res — IN) x 2#Actx#Act
Q#ActX(STRXlN) X 2(#Act><#Res)><W X 2#Act><#Act

Q#ActXSTRXW X Q#ActX#ResXW x 2#Act><#Act

isto €, tal que:

= { fi = #Act = (m1om omy, mp 0w omy, w2 0 w1, domo ) cf (8.64) e (8.23)
<, { f;zz z%(]ipi of (8.72)
f3 =M xg .
% { ¢3 = dpi x Ar.V of (8.72)
=y { fa={{m,m2),73) of (8.23)
fs =mkf x mkf x id
s { b5 = fdp X fdp X M.V o (8.9)
=N { fo = 2(m1:(m2,73)) 5 o((m1,72),73) 5 4 of. (8.23)
onde
— p
per
1. Simplifique a expressdo
def
fE Ok

que exprime a fungio de abstraccdo global.
2. Calcule a simulagdo de bestStart sobre ActPlang, onde bestStart é a funcdo:
bestStart : F#Act X ActPlan — INg

bestStart(a, db) def

let D = my(db(a))
D={} = 0
in D#{} = MAX bestStart(aa, db) + m2(db(aa))
aa € D N dom(db)

3. Suponha que alguém propds o seguinte diagrama ERA como especificagdo de Actplan:

Description

M
M
Act
M
M

Res
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Com base na seméntica em SETS que estudou para diagramas deste tipo, compare (formal-
mente) o modelo implicito neste diagrama com o modelo ActPlan acima proposto.

9.6 Notas Bibliograficas

O célculo ‘fold/unfold’ foi um tdpico de intensa actividade de investigacdo nos
anos 70. Ver [BD77, Dar82, Bp82] para as principais omissdes da sua apresenta-
¢do neste capitulo.

A aplicagdo explicita do cédlculo ‘fold/unfold’ a um problema de refinamento
algoritmico aparece pela primeira vez bem caracterizado no trabalho pioneiro de
Darlington [Dar82, Dar84]. A estratégia af proposta é desenvolvida em [Oli85] (a
principal fonte para as sec¢des 9.1, 9.2 e 9.4.2) com vista a converter em calculo
o tradicional desenvolvimento por ‘invent and verify’. Por exemplo, a solugio
(9.9) € curiosamente semelhante a uma funco intersect que é primeiro proposta
e depois verificada por inducdo sobre conjuntos na p.145 de [Jon80].

Ver [Oli85, Oli94] para mais informacao sobre a aplicagdo das técnicas cldssi-
cas da “transformacdo de programas” ao refinamento algoritmico. Na referéncia
[Oli82] € apresentado um “catdlogo” de regras de desrecursivacédo do tipo das que
foram estudadas neste capitulo.

Mas a principal omissdo €, sem divida, a do chamado Cdlculo de Oxford,
recentemente desenvolvido por Caroll Morgan (a partir do chamado célculo de
transformadores de predicados de Dijkstra [Dij76]) e que o leitor interessado en-
contrard descrito num conhecido livro de texto [Mor90]. Como se mostra em
[Ol1i92], este calculo € ortogonal em relagdo a SETS. De facto, uma vez calculado
o invariante de abstrac¢do em em SETS, poderemos usar o Célculo de Oxford para
completar o refinamento algoritmico.
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Apéndice A

Tabua de Propriedades
Basicas

Este anexo apresenta um repertdrio de propriedades elementares da teoria dos
conjuntos invocadas no presente texto. O anexo ndo se pretende ser nem exaustivo
nem minimal. As propriedades apresentam-se organizadas segundo as classes dos
operadores basicos que suportam a especificacdo formal construtiva proposta ao
longo do texto.

Usa-se a simbologia tradicional. Supoem-se universalmente quantificadas to-
das as varidveis livres.

A.1 Calculo Basico de Condicoes

T T — A.l
PANGg=Dp A
_p=q (A2)
—|q:>—|q
V=p
_— A3
7 (A.3)
F=p
= (A.4)
Vo € A:p(x) A\Vz € A: q(z) (AS5)

Vz € A:p(z) Ag(z)
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VzeA:p(x),SCA

APENDICE A. TABUA DE PROPRIEDADES BASICAS

Vz € S : p(x) (A6)
“(p=q) & pPA—q (A.7)
p=>q ¢ —pVg (A.8)
(Ve e A:p(x)) & 3FzeAd:-p) (A.9)
A.1.1 Condicoes sobre Conjuntos
ACB & VzeA:z€eB (A.10)
a€e AUB & a€AVa€eB (A.11)
a€ ANB < a€AANa€B (A.12)
ac{zeA| plx)} & aecAAp(a) (A.13)
agA & {ajnA=90 (A.14)
ANB=0 & ACB (A.15)
ACBANACC & ACBNnC (A.16)
A.2 Igualdades Elementares de Conjuntos

A-B = ANnB (A.17)
A = {a] a€ A} (A.18)
A = U {a} (A.19)

a€A
U{the(40)} = |J 4 (A.20)

i€l i€l
@ = 0 (A21)
|AxB| = |A|x|B| (A.22)
[AUB| < |A|U|B| (A.23)
ANA=A , AUA=A (A24)
ANB=BNA , AUB=BUA (A.25)
AN(BNC)=(ANnB)NnC , AU(BUC)=(AUB)UC (A26)
AnNn(BUuC) = (ANnB)U(ANC) (A.27)
Au(BNnC) = (AuB)N(AUC) (A.28)
A-A = 0 (A.29)
A-(B-C) = A—(BUO) (A.30)
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A.3 Funcoes Parciais Finitas

Para quaisquer fungdes parciais finitas f, g e h, tem-se 1:

fug
Fuf
fif
fulguh)
ftlgth)
f

f

f

f
dom(f U g)
dom(f 1 g)
rng(ftg)
rng(f U g)
(fug\s
(ft9\S
(FAS\R
fol(g\9)
fI(SUR)
(fIR)|S
(fIR\R
fASUSfIS
(F\R)|S
SnNdom(f) =0
dom(f\ S)
dom(f | S)
fldom(f)]
f1g

f I dom(f)
(ft9)lS

guf

f

f
(fug)Uh
(ftg)th
fu()
(urs
fi()
()if

dom(f) Udom(g)
dom(f) U dom(g)
rng(f) Urng(g)
rng(f) Urng(g)
(F\SHU(g\9)
(F\S)1(g\9)
f\(SUR)
(fog)\S
(fI1SU(fIR)
(fIS) IR

f10

f

fI(S—R)
f\NS=f
dom(f) — S
dom(f)NS
rng(f)
f\dom(g)Ug
f
(f18)1(g19)
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(A.31)
(A.32)
(A.33)
(A.34)
(A.35)
(A.36)
(A37)
(A.38)
(A.39)
(A.40)
(A.41)
(A.42)
(A.43)
(A.44)
(A.45)
(A.46)
(A.47)
(A.48)
(A.49)
(A.50)
(A.51)
(A.52)
(A.53)
(A.54)
(A.55)
(A.56)
(A.57)
(A.58)
(A.59)

LSempre que ocorre o operador de unido de fungdes (U) supde-se, adicionalmente, que os respec-
tivos operandos sdo fung¢des coerentes, cf. Definigdo 1.5.
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f
f \ dom(f)
F\(SNR)
(NS =
()Is

A4 Sequéncias

fASUFIS

()

f\SUF\R

()
()

(A.60)
(A.61)
(A.62)
(A.63)
(A.64)

Sejam s, r,t sequéncias em A*, f : A — Beg: B — C aplicagdes, ¢ a um

qualquer elemento de A. Tem-se:

head(cons(a, s))

tail(cons(a, s))

§~ <>

<>~ s

s~ (r—~t)

g of”

fis~r)

<a>—~s

length(<>)

length(cons(a, s))

length(s ~ )

lengtho f*

elems(<>)

elems(cons(a, s))

elems(s ~r)

elemso f*

elems(<f(a)|a <+ s A p(a)>)
Para s # <> e 1 <i < length(s), tem-se

tail(s) (i)

tail(s ~r)

head(s ~ )

tail o f*

elems(tail(s))

| | | B [ |

Nl

N

a

s
s
s
(s~r)~t

(9o f)”

[ (s) ~ f*(r)
cons(a, s)

0

1 + length(s)
length(s) + length(r)
length

0

{a} Uelems(s)
elems(s) U elems(r)

2% o elems

flelems(s)]

s(i+1)
tail(s) ~r
head(s)
f* otail

elems(s)

(A.65)
(A.66)
(A.67)
(A.68)
(A.69)
(A.70)
(A.71)
(A.72)
(A.73)
(A.74)
(A.75)
(A.76)
(A.77)
(A.78)
(A.79)
(A.80)
(A.81)

(A.82)
(A.83)
(A.84)
(A.85)
(A.86)
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length(tail(s)) = length(s) —1 (A.87)
cons(head(s), tail(s)) s (A.88)
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Apéndice B

Algumas Leis do Calculo
Funcional

A nota¢do funcional que é usada neste texto para exprimir fungdes — definidas
por expressdes funcionais condicionais, eventualmente recursivas — goza de pro-
priedades bdsicas que sdo conhecidas, no seu conjunto, pela designacéo de cdlculo
‘Fold/Unfold’ (designacgio que se explicard mais a frente).

Esse cdlculo, estudado extensivamente nas duas tltimas décadas, serd aqui
apenas brevemente exposto, partindo de alguns conceitos basicos que a seguir se
apresentam. Sem perda de generalidade, exprimir-nos-emos em termos de fun-
¢des undrias. A extensdo coerente dessas fungdes com argumentos extra nio pde
problemas especiais.

Como se estudou na secgdo 3.4.2, o valor de uma expressdo matematicamente
indefinida serd representado por um simbolo especial, L, que define matematica-
mente a nog¢do de “célculo abortado” ou de “computagdo que ndo termina”. L
é, portanto, “o pior” valor que uma fun¢@o pode debitar como resultado. Como
entdo vimos, esta ideia pode ser formalizada por uma ordem parcial < tal que:

1<z

para qualquer valor z (¢ claro que L < ). Tem-se ainda que, para quaisquer
valores a, b e qualquer funcéo f,
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F = 1
-(F) = b

Na base do cdlculo funcional estdo algumas leis que se passam a enunciar.

B.1 Distributividade Aplicacao/Condicao

f(%{ poZ o4y { p = f(z.q9) B.1)

-p = -p = flz,r)

B.2 Manipulaciao de Condicoes

_ p = q
. = {ﬁp - (B.2)
P = q
{r = q = {(pvri 3 Z B
t = s
p = gq q = S
({ ) = T) = s _ p = {ﬁ(q) = éB4)
» = g r =
ﬁ(({ Sp) > ) =t -(p = {ﬁ(r) - ¢
qg = a (pANg) = a
{ p = {"(q) = = {(p/\—m]) = b (B.5)
—|(p) = T -p = T

B.3 Aumento de Definicao
Sempre que uma fungéio g é mais definida que uma outra f, isto é, que
f@)=g(x)V f(z) = L

— relembrar (3.48) — entdo g pode sempre substituir f em qualquer expressido ¢
em que f participe, i.é

P(f(z)) < ¢(g(x))
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A ilustragdo mais tipica deste tipo de substituicdo tem a ver com as seguintes
leis, que permitirdo substituir as conectivas logicas V e A por expressdes condi-

cionais “mais latas™:
p =
=

p

habitualmente designadas “V preguicoso” e “A preguicoso”.

IA

pVyq (B.6)

SIS

IN

PAgq

B.4 ‘Fold/Unfold’
Dada a defini¢ao de uma funcao recursiva f, com padrao genérico

def p(x) = g(z)
fa {2 T e

sempre que f é aplicada a um dado argumento a numa dada expressao ¢, i.é

¢(f(a))

chama-se fazer o ‘unfold’ (=desenrolar) de f o processo de substituigdo de f pela
sua regra de definigo, i.¢, ¢(f(a)) pode ser transformado em

p(a) = gla)
“{ﬂ@m» = h(fela)

0 que normalmente permite ainda obter a expressao

pla) = ¢(g(a)
{ﬂ(p(a)) = ¢(h(f(e(a)))) B.7)

por aplicagdo da lei distributiva (B.1).
Reparemos que a transformagio por ‘unfold’ corresponde a ler a regra genérica

_ p(x) = g(=)
¢”“”‘“{ﬂ@w» = (i) )

da esquerda para a direita. A leitura no sentido inverso, da direita para a esquerda,
que permitird simplificar (B.7) para ¢(f(a)), é de extrema utilidade no célculo
e designa-se por ‘fold’ (=enrolar) de uma expressio através de uma defini¢do

recursiva .

1De facto, deve escrever-se < onde, na igualdade acima, se escreveu =, indicando que o ‘fold’ de
uma expressao pode ser inseguro, isto €, converter a expressiao em valor indefinido. Teremos o cuidado
de evitar essas situagdes, alids muito pouco frequentes.
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B.5 Outros Resultados

Considere-se o seguinte esquema abstracto,

p(x) = e(@)
f(z) = -(p(z)) = {_‘Q(w) = d(z) (B.83)

onde r é da forma (@) (@)
. c(r) = alx
r(z) = { (@) = ba)

e onde e € uma fungdo de erro com propriedades de “funcéio absorvente” com
respeito a composi¢ao, i.é
w(e(x)) = e(x) (B.9)

verifica-se. Teremos entdo, introduzindo uma fung¢fo auxiliar w em (B.8):

0 = {29 3@

-(p(z) = w(z)
_ qlz) = dz)
v = {ﬁ(q(w)) = f(r(z)) (B.10)
onde, ‘unfolding’ f em (B.10),
g(z) = d(x)

w(z) =4 —~(g(z)) = ()\.’L'{ ﬁ(g(x)))

~

Considerando agora (B.9), teremos

_ pe) = wle()
A= oe{ gy 2 0E” e

= Oaal{ 202 8 e
= woaf MO T e

i.¢ otemos uma solugdo para w (B.10) que ¢ iterativa e directamente convertivel
em ciclo-while:

@) > dw)
@) = woa{ K0T e

w(z) = (B.11)



Apéndice C

Tabua de Funcoes e
Invariantes em SETS

Apresenta-se neste anexo uma relagio de fungdes de abstracc@o e invariantes as-
sociados as leis do cdlculo SETS. O anexo ndo pretende de forma nenhuma ser
exaustivo. Cada funcdo ou invariante indica, em indice, a lei a que se refere. Por
exemplo, f(s.31) € P(s.31) s80, respectivamente, a fungdo de abstracgdo e o in-
variante referentes a lei (8.31). Segue-se a ordem pela qual essas leis ocorrem no
texto. Definem-se também as inversas de algumas funcdes de abstrac¢do bijecti-
vas. As fungdes e predicados basicos empregues sdo listados no fim do apéndice

(secgdo C.3).

C.1 Funcoes de Abstraccao

fiso)y =
f(8.24) =

f(8.31) =
f(s.32) =
feany =

fg3s)y =

mkf

1

Ao{o(1),...,0(n))

AL.x

N, y>-< <x(a)?y(a)> )aeA

uncurry

397

(C.1)
(C2)
(C.3)
(C.4)
(C.5)

(C.6)
(C7
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fs.58)

f(s.:assf1

f(s.59)
f(s.60)
f8.64)
f(s.69)

fs.70)

f(8.72)

fs.75)
fs.132)

fs.172)

-1
f(8.172)

c
Ao. ( a )
o(a, ) {ascyedom(a) / cec

C.2 Invariantes Induzidos

_ (c.a)
= Jo. cg( o(c)(a) )aGdom(a)(c)
1
=
= dom
X
_ (a,b)
=N ( (o(a)) (D) )aedom(a)z\bedom(u(a))
= N
%
elems
a
=N ( (b, ((a, 1)) )<a,b>€dom(,)
~ o mlen))
2(0(a)) a€dom(o)
¢(8.9) = fdp
<Z5(8.69) = eqd
b0y = )\U-( )¢rng(o)
$@r2) = dpi
¢(8.75) = djd
<Z5(8.172) = fdpodom

C.3 Funcoes e Predicados Basicos

N def

M(o1) =

djd(o,7)

tpo00UizoT

dom(o) Ndom(r) =0

APENDICE C. TABUA DE FUNCOES E INVARIANTES EM SETS

(C.8)

(C9

(C.10)
(C.11)
(C.12)
(C.13)

(C.14)

(C.15)
(C.16)
(C.17)

(C.18)

(C.19)

(C.20)
(c21)
(C.22)
(C.23)
(C.24)
(C.25)

(C.26)
(C.27)
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dpi(o,T)
eqd((o, 7))
elems(b)
fap(r)
i1(a)

iz (a)

210

o X T
mkf(p)
W (o,7)

sel(a,T)

uncurry(t)

m1[dom(7)] C dom(o)

dom(a) = dom(1)

{b(i) | i € length(b)}

Vit €r:mi(t) = m(t) = m(t) = ma(t)
(1,a)

(2,0)

( (a(a)?T(a)) >aed0m<o>

( the({b e% | apb}) )aefn[p]

a

399

(C.28)
(C.29)
(C.30)
(C.31)
(C.32)
(C.33)

(C.34)

(C.35)

b ) ) (C.36)
a),
( <U( ) < T(a, b) <a,b)esel(a,‘r)) acedom(c)

{{d',t) € dom(r) | d' = a}
A(b, ¢).t(b)(c)

(C.37)
(C.38)
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Apéndice D
Solucoes de Alguns Exercicios

Apresentam-se neste anexo resolucdes de exercicios deste texto. Chama-se a aten-
¢do para o facto de muitos exercicios terem resolugdes alternativas. Procurou-se
documentar os vdrios estilos de resolugdo possiveis, desde a indugdo estrutural
2 dedugiio sistematica suportada por métodos como o ‘fold/unfold’. A medida
que os exercicios se tornam rotineiros relaxa-se um pouco a justificagdo exaustiva
dos passos dados (leitor deverd identificar em cada caso as leis cuja referéncia se
omite).

D.1 Exercicios do Capitulo 1

Resolucao 1.4: Para a gramatica dada propde-se a seguinte assinatura:

pop : (pilha) — (pilha)
push : (elem) x (pilha) — (pilha)
empty : — (pilha)
Yo = top : (pilha) — (elem)
true : — (bool)
false :  — {(bool)
empty? :  (pilha)y — (bool)

Resolucao 1.6: A gramdtica proposta € equivalente a:

(4)
()

a(B)| b(4)a(C)
€| (BXC)

401
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(By == ab|a(D)c
Dy = (A)|(AXD)
(relembre-se (1.7) e (1.8) e o Exercicio 1.5 da pag. 13) o que conduz a assinatura:
( o1 (B) — (A)
o3 (A) x {C) — (A)
o3 — (C)
se_d ot Bx(O=(0)
g5 — (B)
0 (D) — (B)
a7 (A) — (D)
\ o8 (4) x (D) = (D)

Resolucao 1.12: Ter-se-4, sucessivamente

- O facto (1.37) verifica-se:

((f o h) x (g04))((a, b))

((f o h)(a), (g0 )(b))

(£(h(a)), 9(i(b)))

(£(h(a)), g(i(b)))

- O facto (1.38) verifica-se:

Laxs({a,b))

(a,b)

(a,b)

1.

AR N [ N I B |

AR [ (|

((f x g)o (h x i))({a, b))

por (1.14) e (1.19)

(f x 9)((h x )({a,b)))
por (1.14) e (1.19)

(f x g)({h(a),i(b)})
por (1.19)

(£(h(a)), g(i(b)))

propriedade reflexiva da igualdade

(1a x 15)({a, b))
def. de 1x e (1.19)
(La(a), 1(b))

def. de 1x

(a,b)

prop. refl. da igualdade

I Deixa-se ao leitor a tarefa de justificar os passos nio documentados.
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- O facto (1.39) verifica-se:

(frgreh)(x) = ((foh,goh))(z)
1 por(l.14)e (1.20)
(f,9) (@) = ((foh)(=),(g0h)(z))
1 por(1.20)e(1.14)
(f(h(2)), g(h(z))y = (f(h(z)),g(h(z)))
i prop. refl. da igualdade
v
- O facto (1.40) verifica-se:
(mo{figh(z) = f(=z)
i por (1.14)
m((f,g)z)) = f(=z)
i por (1.20)
m({f(z),9(x))) = f(z)
1 def. de 71
flx) = f(=)
i prop. refl. da igualdade
v

- O facto (1.41) verifica-se, sendo a prova andloga a anterior.
- O facto (1.42) verifica-se:

(foh)+(god))(x) = ((f+g)o(h+i))(z)
1 por(1.14)

(feh)+(god))(x) = (f+9)((h+1i)(z))
i por (1.29)

e=1i2(b) = i2((go)(b)) z=12(b) = i2(i(0))
por (1.14) e (B.1)
{ e=i(a) = i(f(h(a))) { e=i(a) = (f+9)(i1(h(a)))
z=1i2(b) = 12(g(i(b))) z=1i2(b) = (f+9)(E2(i(b)))
por (1.29)
{w=i1(a) = i(f(h(a)))
z =12(b) = d2(g(i(b)))
prop. refl. da igualdade

{$=i1(a) = u((foh)(a)) (f+g)({ z=ii(a) = i(h(a)) )

<>

<>

{w:h(a) = i1(f(h(a)))
=12 = i2(9 )

<
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- O facto (1.43) verifica-se:

APENDICE D. SOLUCOES DE ALGUNS EXERCiCIOS

latp(z) = (la+18)(z)
1 def.de1x epor(1.29)
. { r=ii(a) = i1(la())
r = Zz(b) = Zz(lB(b))
1 defdelx
. = { r=ii(a) = i(a)
T =13 (b) E Y (b)
1 subst. de iguais por iguais
s = { z=i1(a) = =«
x=1i2(b) = =z
1 variante de (B.2)
r = =z
1 prop. refl. da igualdade
v
- O facto (1.44) verifica-se e decorre de
m o (j xi)o(f,h) jof (D.1)
mo(jxi)o(f,hy = ioh (D.2)

Aplicando a constru¢io de fun¢des a ambos os membros de (D.1) e (D.2) ter-se-4:

mo(jxi)o(f,h) = jof

mo(jxi)o(f,h) = ioh
(ﬂlo(jXi)°<f7h)17r2°(jXi)°<f7h>) ; <j°f7i°h)
<77177T2)°(j><i)°<f7h) ; <j°f7i°h)
ido (j x4)o(f h) ; (jofioh)
(jxi)o(f,h) = (jof,ioh)

(deixa-se ao leitor a tarefa de justificar cada passo do raciocinio acima).
Alternativamente, bastaria recorrer a (1.19) e (1.20):

(4 x8)((f, h)(a))

(4 x9)((f(a), h(a)))
(3(f(a)), i(h(a)))

((G o f)(a), (ioh)(a))

((G x9) o (f, h))(a)

= (jof,ioh)(a)

como queriamos demonstrar. (Deixa-se ao leitor a tarefa de justificar cada passo do

raciocinio acima).
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[}

Resolucao 1.13: Ter-se-4, sucessivamente 2.
- O facto (1.56) verifica-se:

2%(2) = (27 02%)(x)
1 por(1.50)
{(fog)@)| aea} = (2/02)(a)
T por(l.14)
{f(9(@)| aca} = 2/(2°(x))
3 por(1.50)
{f(g(a))| acz} = 2/({g(a)| a €x})
1 por (1.50)
{f(g@))| acx} = {f(b)] be{g(a)| aca}}
i subst. de iguais por iguais
{fg@))| acz} = {f)| be{yl aczAy=yg(a)}}
i por (A.13)
{fg(@))| aex} = {f(b)]| a€xAb=g(a)}
i subst. de iguais por iguais
{f(g(a))| acz} = {f(g(a))] a€x}
1 prop. refl. da igualdade
v
- O facto (1.57) verifica-se:
20) = {f@)|ach}
por (1.50)
{f(a)| F}
= 0
- O facto (1.58) verifica-se:
2?@uy) = {fa)|aczuy}
por (1.50)
= {fl@)laczVvaecy}
por (A.11)

= {fl@lacz}u{fa)] acy}

por {z | p(z) V q(z)} = {z | p(z)} U{=z| g(x)}

2Deixa-se ao leitor a tarefa de justificar os passos nao documentados.

405
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= 22@u(y)
por (1.50)

- O facto (1.59) verifica-se:

2(@ny) = {fe)l aczny}
por (1.50)

= {f(a)| a€ezhacy}
por (A.12)

= {fl@)| acz}n{f(a)] acy}
dual de passo equivalente acima
= 22@n2(y
por (1.50)
- O facto (1.60) verifica-se:

(ros)™ = {(m(a),m(()| pErAgEsAm(p) =m(q)}
por (1.52) e (1.51)

= {(m(@)m@)| P eriAd esTIAmM®E) = m(d)}
por def. proj. e (1.51)

= {m@.m@)| ger " ApesT Am(p)=m(a)}
por mudanga de varidveis

-1 -1
= S or

por(_1.52)
- O facto (1.61) verifica-se:
ro(sut) = {(m(q),m(p))| pETAgE (sUt)Am(p) =m(q)}
por (1.52)
=  {{m(q),m@) | pErAge€sAm(p)=m(q)VpETAgEtAm(p)=m(q)}

por (A.11) e célculo de predicados elementar

=  {{m@,m@)| perAgesAm(p)=m(g)}VU{{m(q), ()| pErAgetAm(p) =m(q}
por (A.11)

= (ros)U(rot)
por (1.52)

- O facto (1.62) verifica-se:

rod = {(m(q),m(p))| pETAGEDAT(P)=m(a)}
por (1.52)
= {(m(q), m(p)}| p€rAF Am(p) =m(q)}
poisz € ) =F

= {(m(g), )| F}

poispAF =F
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0
pois{z | F} =0

Resolucao 1.17: Ter-se-4, sucessivamente:

- O facto (1.72) verifica-se:

(A= (fog)(o) =
I
( f(g(o(a))) )aedom(a)
I
( f(g(a(a))) )aedom(a)
I
( f(g(a(a))) )aedom(a) B
I
v
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(A= f)o(A—=g)(o)

por (1.14)
(A= (A= 9)a))

por (1.14)edef.de A — f

(AAM(MQW) )

a€dom(o)
pordef.de A — f
a

< f(g(o(a))) )aedom(a)

prop. refl. da igualdade

- O facto (1.73) verifica-se, para f injectiva:

(domo (f — A))(0)

dom((f = A)(o))

@M(ﬂ@) )
a€dom(o)

o(a)
{f(a)| a € dom(o)}

2f (dom(o))

- O facto (1.74) verifica-se:
(rngo (A = f))(o)

2% o dom) (o)
por (1.14)

2f (dom(a))
por (1.70)

<~ Il <

2f (dom(c))

por defini¢do de dominio
2f (dom(a))

por (1.50)

2f (dom(a))

prop. refl. da igualdade

(2f orng)(a)
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rng((A = £)(o))

’""g(( f(o(a)) ) )

a€dom(o)

{f(o(a)) | a € dom(a)}

{f(e(a)) | a € dom(c)}

- O facto (1.75) verifica-se:

(dom o (A= f))(o)

dom((A = f)(o))

dOm(( f(o(a)) )

{a| a € dom(o)}

- O facto (1.76) verifica-se:

(rngo (i — B))(0)

i(a)

rng((

- O facto (1.77) verifica-se:

(A= fel9)

<o | | &

D))
a€dom(o)

{o(a)| a € dom(o)}

APENDICE D. SOLUCOES DE ALGUNS EXERCiCIOS

por (1.14)
2! (rng(o))
por (1.50) e def.de A — f

{f(@) | = € rng(o)}

por def. de rng

{f(2)| z € {o(a)| a € dom(a)}}

prop. teoria de conjuntos

{f(e(a)) | a € dom(c)}

prop. refl. da igualdade

dom(a)
por (1.14)
dom(a)
pordef.de A — f

R (I ||

) dom(a)

a€dom(o)

por def. de dom
dom(o)
por (A.18)

< < Il +—

rng(o)
por (1.70)

<~ |l

I

rng(o)

por def. de rng
rng(o)
por def. de rng

< < Il

= (A=00)Is
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) a€dom(o)NS

) a€dom(o)NS

- O facto (1.78) verifica-se:

(A= fPlo1Uo) = ( v
7 gordef. deA—\ff(

a

por (A40) ( F(o1 Uos(a))

a
- U(
por prop. da def. de cogprgeg%]iou 72(a)) ) a€dom(oy)

u N )
)aedum(o-l) ( f(U2(a)) a€dom(oa)

= ( a
pela Def. 1.6 f(o1(a))

) =

o1 Uoa(a))
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por def. de A — f e (1.66)

(( f(o(a) )aem(,))'s

por def. de A — f e (1.66)

( f((](a)) )aEdom(o’)ﬂS

prop. refl. da igualdade

) a€dom(oc1Uc2)

) a€dom(o1)Udom (o)

a
f(o1 U o2(a)) )aedom(@)

= (A=) U(A = f)(o2)

pordef.de A — f
- O facto (1.79) verifica-se:
((f ~1p)o(1a — g))(0)

(f = 1p)((1a = g)(9))

(f RN 1D)(< g(g'(a)) )aedom("))

( f(a) ) )
90@) ), csomior

= (f—9)o)

3 por(l.14)e (1.68)

_ ( f(a) )
g(a(a)) a€dom(o)

por (1.68)

_ ( f(a) )
9(0(@) /. ciomeo

i por (1.68)

_ ( f(a) )
9(0() /e iomio

I

v

- O facto (1.80) verifica-se, como se demonstra a seguir.
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O lado esquerdo de (1.80) re-escreve em

A=HE)tA=NH) = (A= f)lo) \dom((A—= f)(r))U (A= f)(7)

por (A.57)
= (A= f)e)) \dom(r)U (A — f)(r)
por (1.75)
= (A= file\dom(r))U (A= f)(r)
(estude o passo injustificado).
O lado direito de (1.80) re-escreve em

(A= filotr) = (A= f)(o\dom(r)UT)
por (A.57)

= (A= f)lo\dom(r)) U (A= f)(T)

por (1.78)

Logo, os lados de (1.80) coincidem, como queriamos mostrar.

- O facto (1.81) verifica-se:

A= (p)0) = la=p(0)
3 por(1.69) e (1.13)
(1o ) =
].B(O'((l)) acdom(o)
por (1.13)
(o )i =
U(a) a€dom(o)
I
g = o
I
Vv
O
Resolucao 1.20:
A : X — Sets
A(Tabela) 4t gATupio)
A(Tuplo) & A(AtrId) — A(Valor)

A(AtrIds) & oAArId
A(Histogama) < A(Valor) = IN
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A(Valores) def gA(Valor)

A(Nat) = INg
A(valores)(a,r) ef {t(a)| t € r ANa € dom(t)}
A(atributos)(r) e U dom(t)
ter
A(contagem)(a,v,r) £ card({t| t € Aa € dom(t) At(a) =v})

. def v
A(histograma)(a,r) = (A(contagem)(a,v,r) )HEA(MIOMS)(GT)

NB: Nio é necessdrio especificar modelos para as espécies Valor e AtrId, pois o modelo
nada presume sobre elas (¢f. parametrizagdo). O

Resolugao 1.32: Propde-se:

refsTo : WWW x Ref — 27¢f

refsTo(o,r) o {r' € dom(o)| (2,7) € elems(a(r'))}

Resolucao 1.34:

1. Propde-se:

nomes : PlanoEstudos — 2"°™*
nomes(pe) ' let  ob= {d| d € pe A is-Obrigat(d)}
op = pe — ob
. N N
in 27 (0b) UUye,, 2" (D(d))
2. Propoe-se:
areas : PlanoEstudos — 29"
areas(pe) e let  ob= {d| d € pe A is-Obrigat(d)}
op = pe — ob
in (Ugeop 2" (D(d))) — 29 (0b)
O

Resolucdio 1.35: Ter-se-4 3

3Deixa-se ao leitor a tarefa de justificar passos por documentar.
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(A.70) — estaigualdade converte-se em

(g70 f)s) = ((gof))(s)
1 (114
g (f(s) = ((gof))(s)
1 (1.84)
9 (f7(5)) = <(goflla)]a s>
1 (1.84)
9 (<f(a)|a+s>) = <g(f(a))|a+ s>
T (1.84)
<g(®) | b+ <f(a) |a+s>> = <g(f(a))|a+ s>
!
14
(A.76) — estaigualdade converte-se em
(lengtho f*)(s) = length(s)
1 (1.14)
length(f*(s)) = length(s)
1 (1.84)
length(<f(a)|a<+s>) = length(s)
!
v

(A.80) — esta igualdade converte-se em

elems(<f(a)|a ¢+ s>) {f(a)| a € elems(s)}

(elemso f*)(s) = (2f oelems)(s)
!
elems(f*(s)) = (27 oelems)(s)
1 (1.84)
elems(<f(a)|a+s>) = 2f(elems(s))
1 (150)
!
v

(A.85) — estaigualdade converte-se em

(tailo f*)(s) = (f" otail)(s)
1 (1.14)
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tail(f"(s)) £ (tail(s))

(1.84)

<f(a)|a ¢ tail(s)>

I <+

tail(<f(a) | a + s>)

<

Resolugio 1.37:  Tem-se G(X) = 2¥ e F(X) = X — C, no diagrama da esquerda
(para f injectiva) e x = rng no da direita. Logo os factos sao:

domo(f=C) = 2fodom
rmgo(C—f) = 2forng

que coincidem com (1.73) e (1.75), respectivamente. O

Resolucao 1.38:

1. Basta-nos mostrar que a expressao

““( 2(a) +y(a) )

~~

a€dom(z|(dom(y)))

z

designa exactamente o mesmo que o lado direito de (1.102). Repare-se em primeiro
lugar que
dom(z | (dom(y))) = dom(z) N dom(y)

Recorrendo ao facto (A.57), ter-se-4 a sub-expressdo z equivalente a

¥\ (dom(x)) U ( #(2) % 3(a) )

(O leitor reparara facilmente que o facto

a€dom(z)Ndom (y)

X-(YnX) = X-Y (D.3)

foi também dtil neste raciocinio). Apliquemos agora (A.57) a z T z e obteremos
z \ dom(z) U z. Falta apenas desenvolver dom(z):

dom(z) = (dom(y)— dom(z)) U (dom(z) N dom(y))
por (A.40) e (A.54)

= (dom(y) Ndom(x)) U (dom(z) N dom(y))
por (A.17)
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= dom(y) N (dom(z) U dom(x))
por (A.27)

= _ dom(y)
def. de A

Juntando tudo ter-se-4, de facto

d Uy \d U a
(m \ Om(y)) (y \ om(w)) ( w(a) + y(a) >a€dom(m)ﬁd0m(y)
tal como em (1.102).
2. Propde-se:
® : IN x MSet(A) —» MSet(A)

n®ao &of < Xa())
nxoala a€dom(o)

Prova da propriedade proposta (deixa-se ao leitor a tarefa de justificar os passos
dados, que sdo elementares):

n®meo) = n®(<mxaa(a)> )
a€dom(o)

= ( n x (m x o(a)) >aed0m(‘7)

( (n xm) x o(a)) )aedom(a>

(nxm)®ao

Resolucao 1.39: Propde-se
MSet(A) x MSet(A) — MSet(A)

00 ¥ (e )
@ Y a mf(a:(a),y(a)) a€dom(z)Ndom(y)

onde
inf + INxIN—IN
. def r<y = =T
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Resolugao 1.43: Veja-se o Exercicio 1.45. O

Resolucao 1.50: Propde-se a seguinte especificagio:

(k¢ dom(c) = o
k €dom(oc) = let z=o(k)
w= W(x)
w ( n )
1=
C(w(n)) nedom(w)AD(w(n))<d
clear(sigma,k,d) = 5)2_201(1;; dom(wy)
co ={z €c| D(x) <d}
c2=c—cl
b= B(z) + Ekedem(wl) wi (k) — Zzecl C(z)
in ot k
\ (H(:c),b, w2, 02)

D.2 Exercicios do Capitulo 2

Resolucio 2.6:

1. Vamos definir os isomorfismos pedidos da direita para a esquerda. Ter-se-a:
237) AxB=2Bx A
(m2,m1)
(238) Ax(BxC)=2(AxB)xC
(m1 0 71, {2 0 1, W2))

239 Ax1=2A
Aa - {a, NIL)
(240) A+ BB+ A
[d2,1]
cf. (1.30). Repare-se como esta lei é a “dual” de (2.37), substituindo proje-
ccdes por injecgdes e a construgio pela alternativa.
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241) A+(B+C) = (A+B)+C
[[41,42 041 ],d2 042 ]
itso é:
y=i(z) = ()

y=12(2) = i2(61(2))
r=1dy) = i20i2(y))

. Tl =

Repare-se que esta lei € a “dual” de (2.38).
(242) A+0=A
Aa - (1, a)
(243) Ax0=0
A fung@o identidade no conjunto vazio.
(Repare-se que A x 0 =0.)
244) Ax (B+C)=2(AxB)+(Ax(C)

[(La xi1), (La x42) ]

isto é:
Jr=i(y) = (my),i(m(y))
xe {a;:iz(y) = (m(),ia(m () 4

(246) Ax...x A= A"
| —

n

Ao.{a(1),...,0(n))
Q47) A+...+A>nx A
—_——

n
A\z.x

2. Trata-se de (2.47) seguida de (2.39):

141 = 2x1
[

2

1R
o

Resolucao 2.15: As primeiras reticéncias completam-se com:

{ fiy=( ) = fs\{i}
~(fs)=( ) = fs
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As segundas reticéncias completam-se com:

= let 1= head(p)
t = tail(p)
i ¢ dom(fs) = fs
is-File(fs(3)) = fs

is-Dir(fs(i)) = fst ( rmdir(?fs(i),t) )

n i € dom(fs) =

Resolugao 2.22: Ter-se-4:

X = YxB
I
X =2 (1+AxY)xB
I
X = 1xB+AxYxB
I
X &2 B+AxYxB
——
X
I
X & B+AxX

(Cada passo deve ser justificado com as respectivas leis de SETS.) O

Resolucao 2.24: Da inversao do PASCAL dado resulta:

Exp = (14 Node) x Zo
Node = (14 BinOps) x (1+ Node)
BinOps = BinOp x Exp
BinOp = 4
isto é,
Ezp = (14 Node) x Zy
Node = (144 x Ezp)x (1+ Node)

Ora da gramatica dada obtem-se

Exp Zo + Ezp + 4 x Exp’

R« IR

Ezxp Zo + Ezxp x (1 4+ 4 x Exp)
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que se converte em

Exp = Y XZ
Y 2 14(14+4xEzp) XY (D.5)
—_——

Node

de acordo com o resultado do Exercicio 2.22. Introduzindo Node teremos, ainda:

Exp =2 Y xZ
Node = (1+4xEzxp)xY
Y =2 1+ Node

Removendo Y teremos, finalmente,

Ezp = (14 Node) x Zo
Node = (1+4x Ezp) x (1+ Node)

que coincide com (D.5), como queriamos. O

Resolucao 2.26: Prova por indugéo sobre INy:

1. Caso de Base: (k = 0). Tem-se, neste caso

fo) = 0
i expansdo de f parak = 0
0 =0

prop. refl. da igualdade

2. Salto indutivo: (k > 0)

(a) Hipotese de indugdo:

(b) Passo: Ter-se-a:

fk) = ¥
i expansdo de f parak > 0
impar(k) + f(k—1) = k*
1 expansio de impar
2%k -1+ fk—1) = &
i hipétese de indugao
2%k-1+(k-1)7° = §
i expansdo do binénio
2%-1+k —2k+1 = K
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cancelamento de simétricos
k2
prop. refl. da igualdade

<>

k2

Resolucao 2.27: Prova por indugdo sobre 2% :

1. Caso de Base: (x = ()). Tem-se, neste caso

elems(list(@)) = 0
1 expansio de list paraz = 0
elems(<>) = 0
3 por (A7)
0 =0
1 prop. refl. da igualdade
v

2. Salto indutivo: (z D 0)
(a) Hipotese de indugdo:
Ve € z : elems(list(z — {e})) =z — {e}
(b) Passo: Ter-se-a:

elems(list(z)) x

~— |l

expansdo de list parax #

elems(cons(e, list(z — {e}))) = =z
1 por(A78)
{e} Uelems(list(x — {e}))) = =

hipétese de indugao
T
por (A.17), (A.28), etc.

T

feu(z —{e})

prop. refl. da igualdade

8]
< || & || &

Resolucao 2.32:
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1. O facto a demonstrar ou refutar é
Vie IN*,a € IN : $(1) = ¢(ins(l,a))

O seu significado informal € o de garantir que uma lista / ndo tem elementos repeti-
dos. Vamos tentar provar que ¢ns preserva ¢.
Prova por indugio sobre A*:

(a) Caso de Base: (I = < >). Tem-se, neste caso

o(<>) = ¢ins(< >,a))
0
length(< >) = card(elems(< >)) = length(ins(< >,a)) = card(elems(ins(< >, a)))
!
0=card(®) = length(<a>) = card(elems(<a>))
!
0=0 = 1=card({a})
0
V = 1=1
!
Vv = V
!
\4

(b) Salto indutivo: (I # <>)
i. Hipdtese de inducdo:
o(tail(l)) = ¢(ins(tail(l),a))
ii. Passo: A demonstragio a fazer é uma implicacio de implicagdes,
(¢(tail(l)) = p(ins(tail(l),a))) = (6(1) = ¢(ins(l,a)))
que se reduz a
o(ins(tail(l),a)) ANp(l) = ¢P(ins(l,a)) (D.6)

uma vez que ¢(1) é mais forte que ¢(tail(l)) *. Mas repare-se que (D.6)
¢ falso, isto é, que existem [ e a tais que @(ins(tail(l),a)) A (1) A
—¢(ins(l,a)) — faca-se, por exemplo, I = <2,1>ea = 1. Logo a
prova fracassa e assim se mostra que ¢n.s nio preserva o invariante ¢.

4Veja-se o porqué desta simplificagiio, que é normalmente ttil em demonstragiio de invariantes:
(a=b)=>(c=>d)
!
((a=b)Ac)=d

?
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2. A prova anterior s6 fracassou porque ! pode ndo estar estritamente ordendada. Por
outro lado, ¢ns parece inserir ordenadamente um elemento numa lista. Isto sugere
que uma propriedade que ins preserva como invariante é

o(1) €' Vi, j < length(l) : i < j = 1(i) < I(§)

Repare-se que ¢ ¢, alids, logicamente mais forte que ¢.

Resolucdio 2.42: Vamos aplicar o Teorema de Kleene, para f(z) = R Uz~ . Estando
garantida a continuidade de f (porqué?), ter-se-4 (justifique os passos dados):

£o(0) 0

i@ = R

20 = RUR™!

20 = RUMRUR Y™
= RUR‘'u®™MH™
= RUR'UR
= RUR™

Logo uf = RUR™! (i.é, o fecho simétrico de R).
Coincidirdi R U R™! com o maior dos pontos-fixos de f? Em geral, ndo: é facil ver
que qualquer relagdo simétrica que contenha R € ponto fixo de f:
f(SUS™') talque SincliR = RU(SUS H)!

= RUST'U(SH!
= RUS'US
= RuUSuUS™!
= Sus™!

A maior de todas essas relagdes S é, obviamente, o supremo P x P. O

Resoluciio 2.44: Para R = () a equacdo

z=1pURUz 'URoz

((mraVvb)Ac)=d

7

(raAcVbACc)=>d

)
(bAc)=d

O tltimo passo s6 € vélido quando a € logicamente mais fraco que c.
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simplifica-se em
z=1pUz "

Estamos, pois, na situacdo do Exercicio 2.42, para o caso R = 1p. Ter-se-4, de imediato
(justifique os passos dados):

pf = IPU(IP)_1
1P u {<q7p>| (P:Q) € 1P}

1P U {(pvp)| (pap) € 1P}
1pUlp

= 1p

Logo, para R = 0, uf = 1p.

Para mostrar que, para qualquer R, P x P é o maior de todos os pontos-fixos de f basta
mostar que é ponto fixo (pois P x P é o limite universal superior do recticulado 27> %)
Ter-se-4 (justifique os passos dados):

f(PxP) = 1pURU(PxP) 'URo(P x P)
1pURU(PxP)URo (P x P)
= PxP

Logo, é ponto fixo. O

Resolucao 2.45:
1. f é continua pelo facto de U e Az.x o x serem fun¢des mondtonas (Teorema 2.3).

2. Continuando:

f*(® = RU(RUR*UR*UR*Y?
8
= URj
j=1
. 2i_1 .
fioy = J#®
j=1
o = R

Logo uf = R*, i.é, o fecho transitivo de R.
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[}

Resolucao 2.48: Antes de mais, vamos simplificar a equagio dada:

X =2 AxX4+(X—-0+BxX
1 por(2.108)

X =2 AxX+0+1) +BxX
1 por(242)e(2.107)

X =2 AxX+1+BxX
1 por(240)e(2.41)

X 2 1+4AxX+BxX
1 por (2.44)

X =2 1+4(A+B)xX

E facil de ver que, afinal, estamos perante uma instincia de (2.29). Logo a menor solugo
da equagio dada é (A + B)*. O

Resolucao 2.49: Este exercicio resolve-se mostrando que pack é injectiva mas nao é
sobrejectiva, logo ndo é uma bijecgdo. O

Resoluciao 2.50: Faca-se, por exemplo, A = 0. Ter-se-4, entdo,

0*)? = 2*x0*
!
(1)? = 2x1
!
1 = 2
!
F

onde cada passo deve ser justificado com as respectivas leis de SETS. O

Resolucao 2.52: Aplicando o método proposto, ter-se-a:

Ezp = Sinal X Termo x (AdiOp x Termo)*
Sinal = 1+1+1
Termo = Factor X (MulOp x Factor)™
Factor =2 141+ Exp
AdiOp = 1+1
MulOp = 141
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i por (2.46) e trés substitui¢cdes

Exp 3 x Termo x (2 x Termo)*
Termo Factor x (2 x Factor)*
Factor 2+ Exp

i por substitui¢do de Factor e (2.44)

Ezp = 3% Termo x (2 x Termo)*
Termo = (2+ Exzp)x (4+2x Ezp))*

1 por substituigio de Termo
{ Ezp = 3x((2+Ezp)x (4+2x Ezp))*)x (2% ((2+ Ezp) X (4+2 x Ezp))*))*

RIR 1R

Resolucao 2.53:

1. Tem-se: parat =mn = 2:

subl(<2,3,1,1,2>,2,2) subl(<3,1,1,2>,1,2)

<3> ~subl(<1,1,2>,1,1)

<3> ~<1> ~ subl(<1,2>,1,0)
<B>~<LI>~<>

= <3,1>

parai =n = 3:

subl(<2,3,1,1,2>,3,3) subl(<3,1,1,2>,2,3)

= subl(<1,1,2>,1,3)
<1> ~ subl(<1,2>,1,2)
<1,1> ~ subl(<2>,1,1)
<1,1,2> ~ subl(<>,1,0)
<1,1,2> ~ <>
= <1,1,2>

parai =4,n = 3:

subl(<2,3,1,1,2>,4,3) = subl(<3,1,1,2>,3,3)
subl(<1,1,2>,2,3)
subl(<1,2>,1,3)
= <1>~subl(<2>,1,2)
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<1,2> ~subl(<>,1,1)
<1,2> ~ <>
= <1,2>

A intuigdo diz-nos que subl extrai de uma sequéncia ! a sua subsequéncia de n
elementos (ou os que for possivel extrair) que comega na ¢-esima posicéo.

2. O facto a provar é
Vo € A* : subl(z,1,length(z)) =

(= x é idéntica a sua propria sub-sequéncia de igual comprimento a comegar na 1.2
posicio).
Prova por indugio sobre A*:

(a) Caso de Base: (x = <>). Tem-se, neste caso, trivialmente:
subl(<>,1,length(<>)) = <> & <>=<>
oV
(b) Salto indutivo: (x # <>)
i. Hipdtese de indugdo:
Vo € A : subl(tail(z), 1, length(tail(z))) = tail(x)
ii. Passo: Teremos, sucessivamente:
subl(z, 1, length(z)) = let  h = head(z)

pois length(z) >0  t = tail(z)
in  <h>~—~ subl(t,1,length(z) — 1)

= <head(z)> ~ subl(tail(z), 1, length(tail(z)))
por (A.87)

= <head(z)> ~ tail(x)
pela H.indugdo
= =z

como se pretendia demonstrar.

Resolucio 2.55:

1. Basta fazer | = <>. Ter-se-a entdo

|
3

length(subl(<>,i,n)) =

| <>

length(<>)
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pois n > 0 em geral.

SR T

2. S6 a situagdo em que = > 0 e m > 0 é que nos deve preocupar. De facto, para

n = ( ter-se-4, simplesmente,

subl(l,4,0 + m)

!
subl(l,i,m) =

!
subl(l,i,m) =

!
v

e, para m = 0, simplesmente,

subl(l,i,n+0) =

!
subl(l,i,n) =

!
|4

Na situagioem que n > 0em >

subl(< >,4,n+ m)

<>

<>

TR [ S [ = |

subl(l,,0) ~ subl(l,i + 0, m)

< >~ subl(l,i,m)

subl(l, i, m)

subl(l,i,n) ~ subl(l,i + n,0)

subl(l,i,n) ~ <>

0, o caso de base (I = < >) é imediato:

subl(< >,4,n) ~ subl(< >,i+n,m)

<>~ >

<>

No passo indutivo temos (I # < >) e a seguinte hipdtese de indugio,

subl(t,i,n+m) =

subl(t,i,n) —~ subl(t,i + n,m)

para t = tasl(l). Temos que prever dois casos, 7 = 1 e ¢ > 1. No primeiro, teremos

(para h = head(l)):
<h> ~ subl(t,i,n +m — 1)

<h> ~ subl(t,i,n +m — 1)

I+ 1

<h> ~ subl(t,i,n — 1) ~ subl(l,i + n,m)

<h> ~ subl(t,i,n — 1) ~ subl(t,i +n —1,m)
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pois ¢ + m > 1. Pela hipétese de indugdo, paran — 1 em lugar de n:

<h> ~ subl(t,i,n +m — 1)

<h> ~ subl(t,i,n — 1) ~ subl(t,i +n —1,m)

<>

<h> ~ subl(t,i,n+m —1)

<h> ~ subl(t,i,n — 1+ m)

< <

Falta apenas tratar o caso ¢ > 1 em que, também, se terd ¢ +n > 1:

subl(l,i,n+m) = subl(l,i,n) ~ subl(l,i+n,m)
!
subl(t,i—1,n+m) = subl(t,i—1,n) ~subl(t,s+n—1,m)
!
14

pela prépria hipétese de indugdo, para ¢ — 1 em lugar de 3.

Resolucao 2.56:

1. Propde-se

msetTot(o) et Z o(a)

a€dom(o)

mas repare-se que, por + ndo ser idempotente, Zaedom(a) a(a) # > rng(o).

2. Propde-se

tAgl(p,0) b
msetagip,a) = msetTot(p| {a € dom(o) | b=0(@)}) ), _

— mas é preciso tomar consciéncia do comportmento desta fun¢do quando dom(a) C
dom(p). ..

3. Faga-se 0 = p acima (o que implica que o codominio B tera que ser IV) e ter-se-a:
msetTot(p|{a € dom(p)| b= p(a)}) berng(p)
Zaedom(p)/\b:p(a) p(a) berng(p)

b )
( Eaedom(p)/\b:p(a)b berng(p)
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E facil de ver que, se p for injectiva, se terd

- (+)
b bErng(p)

obtendo-se de facto a fungéo identidade em rng(p). Mas tal ndo acontecerd se p ndo
for injectiva: em lugar da imagem b teremos b x card({a € dom(p)| b = p(a)}).

O facto proposto &, pois, falso em geral.

Resolucao 2.57:
1. Tem-se, simplificando total:
def

total(e) = Y {m(o(k))| k € dom(o)}

No exemplo sugerido, tem-se total(c) = Y {10} = 10. O problema surge do
facto de + ndo ser, em IV, idempotente: n + n # n. Logo a repeticdo de quantias
é relevante. Assim, sugere-se:

total(e) = Y <m(o(k)) | k ¢ list(dom(c))>

onde list € a fun¢@o que “lista um conjunto” referida na disciplina. A fungéo pro-
posta vem a ser, finalmente, a seguinte fungfo recursiva:

o {dom(a):{} = 0

total(c) = dom(c) #{} = let k€ dom(o)

in  m(o(k)) + total(o \ {k})
2. Propde-se:
todosTit(c) < | J{m(o(k))| k € dom(o)}

(Repare-se que U € idempotente. . . )

Resolucao 2.58:
1. Nao hé “buracos” no plano de estudos:

¢1(p) d:ef HREWO:Q[A’A](]))ZW

onde se emprega a construgo (1.30) sobre operadores de selec¢do 5.

5 A expressdo 20 44 1(p) — isto ¢ 2L 1414 ](p) — abrevia, pois, a expressio

z=11(a) = Ala
{{ z:i;((bg = Agb)) | a€p}
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2. O ndmero de disciplinas por semestre ndo pode exceder 5:

o2(p) L vie 5,a € 2 : card(auz(p,i,s)) <5

onde
auz(p,i,s) € {dep|[A,A]d) =iA[R R]d) € {s3}}

(onde 3 € o regime de uma disciplina anual).

[m]
Resolucao 2.59:
1. Arelagdo de decomposicdo de equipamentos em sub-equipamentos devera ser aciclica
(de outra forma teremos equipamentos “infinitos”).
Formalmente:
o(o) © let z= (#Equip — dom)(o)
- ! !
€1 ) es@} )i
in  acyclic(discollect(y))
onde discollect e acyclice sdo as fungdes que vém nos Exercicios 2.75 e 2.28,
respectivamente.
2. Propde-se aqui uma versao total e ndo a parcial sugerida no ‘template’ dado:
explode : #Equip X Equip — Comps
ezxplode(e,o) et
e€dom(c) = let b=o(e)
c
. v={(1l,c) =
m @uedom(b) b(u)
u=(2,¢') = blu)Q explode(e, o)
—(e €dom(o)) = ( )
O
Resolucao 2.60:
1. Tem-se:
HASH = AB™M
TAM = 100
AB = 1+ arvbin
arvbin =2 Z xINF x AB x AB

INF

IR

med X med
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onde se pode reconhecer, como forma de armazenamento de sindnimos, a estrutura
drvore bindria:

AB = 1+4+ZxINF x ABx AB

2. Seja H : ZZ — 100 a fungdo de ‘hashing’. Ter-se-a:

¢ : HASH —2
é(t) = Vie TAM : ¢ (i,t(i))
onde
¢ : TAM x AB — 2

&(i,2) {z:(l,NIL) => Vv
T z=(2,0) = H(m(a))=1iA¢ (i,73(a)) A ¢ (i,ms(a))

[m]
Resolucao 2.62:
1. Propde-se:
total(o) Lof Z let z=o(i)
iedom(o) in z=1%(n) = n
z =143(0c’) = total(sigma’)
2. O padrao abstracto de Orc é a equagao recursiva
X =2 A—~(B+X)
— para A = Item e B = IN — que ¢ exactamente o padrdo abstracto de F'S
(2.94), para A = Id e B = F'ile. Recordando o Exercicio 2.13, é facil, por inspe-
ccdo, fazer as associagdes seguintes:
- rubricas corresponde a files
- cats corresponde a dirs
- novaSubcat corresponde a mkdir.
[m]

Resolucao 2.68:
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1. Provar ou refutar o primeiro facto:

Por (2.167) e sugestdo dada

A= lo1Uas) N dor1Ua@)

zE€dom(c1Uo2)

por (A.40)

=4 /\ ¢(o1 Uoa(z))
z€(dom(o1)Udom(o2))

pela associatividade de A, generalizada

& N davn@)r N\ do1uo)
zedom(o1) z€dom(oa)

pela definig¢do 1.6

Y AN CYCO) VY ANT G €))
xE€dom(o1) z€dom(oz)
de volta a (2.167) e sugestdo dada

& (A= ¢(01)) A (A — §(02))

Fica provado.

2. Provar ou refutar o segundo facto:

A—=¢(o) = A—=¢(0\S)
1 por (2.167) e sugestao dada
N\ o) N\ b \S@)
z€dom(o) z€dom(a\S)
por (A.54)

N ¢e@) N se@)

x€dom(o) xzedom(c)—S

4

Rd

Y

Ad

por (A.1), generalizada

Fica provado.

3. Provar ou refutar o terceiro facto: € imediata a prova a partir de (2.167) e (A.5), que
¢ uma equivaléncia. Fica provado.

4. Provar ou refutar o quarto facto: note-se que, por (2.167), sugestao dada e generaliza-
¢do da conhecida lei de Morgan, se tera:

~(A=9) & \/ ~(4@)

xwEdom(o)
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o que é manifestamente diferente de
N (@) & A—(-¢)
z€dom(o)

Fica refutado.

Resolucio 2.69: Sabemos que
o1 toz =01\ dom(oz) Uos
cf. (A.57). Logo, pelos factos invocados do Exercicio 2.68, ter-se-4, sucessivamente:
A—=¢p(o1to2) = A—¢(o1\dom(oz)Uo2)

& A—¢(o1\ dom(o2)) N A — ¢(02)
= A= ¢(o) NA— ¢(02)

QED. O

Resolucao 2.70: Propde-se

def a
bestSchedule(db) = ( bestStart(a, db) )aEdom(db)

onde — sob garantia de ser aciclico o grafo #Act — m4(db), recordar Exercicio 2.59 —
bestStart é a funcio ©

bestStart(a, db) ©f Jet z= db(a)

D = TI'4(1')
. D={} = 0
n D#{} = MAX,.cpndom(av)bestStart(aa,db)+ m2(db(aa))

Note-se que esta especificacdo ignora deliberadamente actividades precedentes desco-
nhecidas. O necessdrio invariante, impondo a propriedade aciclica acima referida, é seme-
Ihante ao proposto no Exercicio 2.59. O

Resolucao 2.75:
1. O raciocinio € o seguinte:

(a) 0 = o pois é o tnico operador bindrio;

6Ver mais tarde a segunda alinea do Exercicio 9.23.
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(b) dai resulta que os resultados de 3 e a devam ser relacdes;
(c) de Key — elems inferimos b € Key — Author™;
(d) logoa € 2P“96X2K2y;
(e) do exposto resulta 3 = merge e a = discollect;
(f) falta apenas y = collect.
2. Propde-se:

listByIndex : A*x(A—B)— (AxB)*

listByIndex(l, o) et <(a,o(a))| a1l Aa€ dom(c)>

— mas repare-se no comportamento desta fun¢do para dom(o) C elems(l).

3. Formulagdo ":

(a) mkAuthorIndexz(a, ( )) =<>
() k& dom(b) = mkAuthorIndez(aU {(p, {k})},b) = mkAuthorIndexz(a,b)

Prova de (a): Repare-se que, por defini¢do da construcdo A — f, se tem Key —

elems(( )) = ( ) levando a discollect(( )) = (. Assim, merge(a)o® =

0. Segue-se que §~' = @ e collect(d) = ( ) Segue-se entdo que (Str —

NatSort)(( )) = ( ) Finalmente, StrSort(dom(( ))) = <>, logo
listByIndex(<>, ( )) =<>

como queriamos.

Prova de (b): a ideia é mostrar que a relagio gerada por § é a mesma, quer para
mkAuthorIndex(aU {(p, {k})},b), quer para mk AuthorIndez(a,b).

Da defini¢do de merge decorre uma propriedade que vai ser ttil nesta prova,
merge(rUs) = merge(r)Umerge(s)
— recordar (2.85). Logo:
merge(a U {(p, {k})})

merge(a) Umerge({(p, {k})})
merge(a) U {(p, k)}

De (1.61) decorre, entdo:

(merge(a) U{(p,{k})}) oz = (merge(a)oz)U ({{p,k)} o)

onde z abrevia discollect(Key — elems(b)). Mas

{(p,k)} o

{p,m2()) | g€ 2 Ak =m(q)}
= 0 istosek & 2™ (z)

7Supdem-se as férmulas universalmente quantificadas.
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Ora

2™ (z) = dom(discollect(Key — elems(b)))
dom(b)

Logo k ¢ 2™ (z) é, afinal, o mesmo que k ¢ dom(b) o que faz parte da hipétese.
Fica assim completa a prova.

QED.

Resolucao 2.78:

1.

split(<2,5,4>,2)

= <subl(<2,5,4>,(j — 1) x 2+ 1,2)| j < inseq(2)>
<subl(<2,5,4>,(j —1) x2+1,2) | j + <1,2>>
(

<subl(<2,5,4>,1,2), subl(<2,5,4>,3,2)>
= <<L2,5>,<4>>

Tem-se, de imediato, para X e Y ainda por determinar,
split : X xIN—Y"

pois o resultado de split € uma sequéncia e a funcéo tem dois pardmetros, dos quais
o segundo € passado como 3.° argumento a subl (INp), ainda que o seu tipo tenha
de ser reduzido a IN para evitar a divisdo div(c, 0) no corpo de split. Como 1 é 1.°
argumento de subl, tem-se X = A*. Como o resultado de subl é também do tipo
A* ter-se-4, finalmente:

split : A* x INg — (A)*

. inseq(n) calcula a sequéncia que é a permutagio crescente do segmento inicial 7.

split(l, n) realiza a parti¢do de uma lista ! na lista de sublistas suas de comprimento
fixo n, excepto, possivelmente, a tltima.

. O facto

elems(length*(split(l,n))) = {n}

s6 se verifica quando length(l) é miltiplo de n. Basta fazer | = < > para o
contradizer:

elems(length*(split(< >,n)))

<subl(<2,5,4>,(j —1) x2+1,2) | j « inseq({ .

<subl(<2,5,4>,0 x 2+ 1,2), subl(<2,5,4>,1 x 2+ 1,2)>
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= elems(length* (<< > | j + <1>>))
elems(length* (<< >>))
elems(<0>)

= {0}

# {n}

(pois n > 0)

D.3 Exercicios do Capitulo 3

Resolucao 3.2: Partindo da defini¢do de alcance de t,
[t]={WV*(@®) ] p€Viw}

(Definicdo 3.5), teremos, no nosso caso:

M+2] = {WP(1+x)|p=<f>AteWz,m}
= {1+1,1+(1+1),1+(1+(1+1)),...}
z+1] = W' (z+1)] ﬁ:(ﬁ)m’ewz,m}

= (LD +L A+ +1)+1,..}
Para validarmos as afirmagdes basta calcularmos [1 + 2] N [z + 1]:
L+zlNnfz+1] = {l4+t|tEWsnat At € Wepnar: 1+t =¢+1}

O sinal “=" na expressdo anterior € o de igualdade sintitica, a congruéncia da dlgebra W;
a este nivel o axioma dado € irrelevante (s6 o seria se a congruéncia fosse = g). Assim, por
exemplo, (1 4+1)+1# 1+ (1+1)eséparat = ¢ = 1 é que a igualdade se verifica,
isto é:

I+zlnz+1] = {1+1}

correspondendo a p(z) = p'(z) = 1.
Em suma, s6 a dltima afirmacéo € que é verdadeira. O
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Resoluciio 3.8: Ter-se-d, necessariamente, A(f) = length. Logo, A(p) = A* (para
um dado conjunto A) e A(u) = INo, reduzindo os nossos graus de liberdade a

f:A*—)No
’M!—)W()

b:— A*
a:WOXW()—)Wo
d:mx A* - INy
e:m X A* - A*

tal que

a(d(z,z),length(z))

length(b)
length(e(z, z))

(omitem-se os A(. . .) para maior legibilidade).

A constante b terd que ser uma lista de As e u o seu comprimento: b = <>eu =0
sdo uma escolha natural (mas no unica, claro). O construtor e é o tinico em A para listas
de As. Se escolhermos cons como sua possivel instanciagdo, para A(m) = A, veremos d e
a implicitamente instanciados pelo segundo axioma, pois

length(cons(z,z)) = 1+ length(z)
Ter-se-4, portanto,
a(y,z) = y+z
d(zyz) = 1

0 que termina a nossa construgio da dlgebra que se pede. O

Resolucao 3.20: No primeiro caso temos (0 raciocinio decorre de propriedades ele-
mentares das operagcdes — e + sobre IV):

F(A(n,m)n xm) = )\(m,y).{ ii i z z+ (z—1)xy
= Az, {x_l z z+m><y—y
= Az {i;i z z—y+w><y
= Azy) {I—l z g+x><y
- e {2312 L,
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_ r=1 = 1xy
N )\(x,y).{w>1 = zXxy
_ =1 = zXxy
N )\(x,y).{x>1 = TXy
= AMzy)zxy
por (B.2)
Logo a func¢do dada € ponto fixo da funcional F'.
No segundo caso temos:
my r=1 = y
F(A(n,m).n™) = A(z,y). { >1 = y4(@—1)

A, y)y + (z — 1)

sendo imediatamente 6bvio que A(n,m).n™ ndo ¢ ponto fixo: veja-se o caso z = 1, em
que ¥ = 1 e a fungio dd y como resultado. O

Resolugio 3.22: No primeiro caso, basta mostrar que [@(f and f')] é o mesmo si-
gnificado que [(@f) and (@f')]. Teremos

, . 1=0 = F
[0(f ana £)] = M'{i>0 = [fandf]G—-1)
_ M{i:O = F
li>0 = [flIG-1)ALf16E-1)
quanto ao lado esquerdo, e
[©F) and (@f)] = Xi.[OF1() A [OF]()
- andi=0 = F AJi=0 = F
= N iso0 = [f1G-1) i>0 = [f1G-1)
B M{z‘:O = FAF
T i>0 = [fIG-)ALFIGE- 1)
_ M{i:O = F
L i>0 = [AG-D)A[FIGE-1)

quanto a lado direito. A igualdade é evidente.
Quanto a segundo axioma o processo resume-se a

[ not (Of)]

[ not f)] =

Ai.~([OF1(2))
Ai([£1G + 1))

Xi.[ not f](i +1)
A (A1 (1)) G+ 1)
Ai([£1(G + 1))
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chegando-se também a uma igualdade. O

D.4 Exercicios do Capitulo 4

Resolucao 4.9:

1. Trata-se do axioma (4.17), como se prova facilmente:

MOD(BinOp(empty)) = MOD(unit)
!
MOD(BinOp)(MOD(empty)) = I.e
!
MOD(BinOp)(§) = I
!
D=0 = Ie
{ S0=0) = let = e
n
!
Ie = Ie
!
|4
2. Comecemos por ver o que ¢ necessario para provar (4.18):
MOD(BinOp(inj(i))) = MOD(i)
!
MOD(BinOp)({i}) = i
!

let ae€{i}
in  MOD(binOp)(a, MOD(BinOp)({i} — {a}))

1.6(i, MOD(BinOp)(0))

I <> Il <>

1.6(i,1€)
Logo, o I-axioma que ¢ preciso para completar a prova acima é
0(i,e) = 1

(isto é, € deve ser elemento neutro de ).



D.4. EXERCiCIOS DO CAPITULO 4 439

Passemos agora a (4.19). Repare-se antes de mais que, sendo € elemento neutro de
0, a defini¢do de BinOp tem a estrutura de f, dada em (2.80). Assim, tem-se:

BinOp(z) = I.Oucza
desde que 6 seja associativa e comutativa:

0,605, k) = 6(60.75),k)
0G,5) = 03,9
Passemos agora ao facto a provar,
MOD(BinOp(union(z,y))) = MOD(binOp(BinOp(z), BinOp(y)))
que se reduz a:
1.0gcouy = I1.0(1.0ucz,1.04¢y)
Ora é conhecido que este facto sé se verifica se 1.6 f6r idempotente, isto é, se
16(i,7) = 1

Em suma, hd 4 axiomas a impdr a I:

0(i,e) = 1

0, 6(5,k) = 6(60,7),k)
0G,5) = 00,9
6G,i) = i

Resoluciio 4.10:  Vejamos o que acontece em relacdo a espécie As:

(MOD(T1))(As) =2 Ti(As)

I

27}(1tem) I~ 1
I

2! =~ 1
I

2 =2 1
I
F

Logo o isomorfismo ndo se verifica nesta espécie, o que ¢ suficiente para mostrar que
MOD(Tr) e Tj néo sdo J-dlgebras isomorfas. O
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D.5 Exercicios do Capitulo 5

Resolucao 5.5:

1. Pela defini¢do de inv-Q) e ¢ ficamos a saber que Q = A — B. Logo f serd uma
fungdo de B para B e g um qualquer observador de Q. Em suma:

f : B—B
g : (A~B)—C

2. Temos

def

(A—=¢)(o) = Vaedom(o):¢(o(a))

recordar o Exercicio 2.68.

Se f preservar ¢, isso significa que, para todo 0 b € B, ¢(b) = ¢(f(b)), logo, por
maioria de razéo,

Va € dom(0) : $(o(a)) = ¢(f(o(a)))
Daqui infere-se:
(Va € dom(0) : $(0(a))) = (Va € dom() : ¢(f(o(a))))

que é 2 mesma coisa que

(A—=¢(0) = (A= (d0f)(0))
ou a mesma coisa que

inv-Q(o) = inv-Q((A— £)(0))
que & exactamente o argumento da preservagio de inv-Q por E, pois

(A= (g0 f)(0) = (A—=¢)(A—f(0))

como se pode facilmente demonstrar.

Resolucio 5.6:
1. Designaremos por « e 3 os espagos a completar em E, isto &, temos:

E : a-—p

E(,r) ¥ o' =g(o,a) A7’ = f(0,0a)
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tendo-se, obrigatoriamente,

f @ Qxa—p
g : Qxa—Q

Da defini¢do de f infere-se, de imediato, 8 = 2 (Booleanos). Infere-se também que
@ terd de ter a estrutura de uma fungfo finita cujo dominio é do mesmo tipo que
o contra-dominio de H, isto é, IN; ao aplicar H a a ficamos a saber que « é A;
infere-se ainda que o'(n) é um conjunto a que a pode pertencer; sendo a do tipo A,
ter-se-4, em suma:

E:A—2

Q=IN—2*
A definigdo de g confirma esta tipificagdo.

2. Abstratamente, trata-se de uma operacao de arquivo de a € A numa familia de

conjuntos de A indexada por IV, sendo o indice do conjunto a albergar a identificado
pelo calculo de H(a).
Podemos pensar numa infinidade de instancias deste objecto computacional, por
exemplo, A um tipo de dados Aluno, H(a) o célculo da média final de curso de a,
e @ a estrutura de uma base de dados que arquiva alunos em classes de equivalén-
cia indexadas por nota final. Mas todas essas instincias caem na classe de uma
conhecida estrutura computacional, a tabela de ‘hashing’, onde H ¢ a funcdo de
‘hashing’ (relembrar figura 1.8 da pag. 48 e respectivo exercicio).

3. O facto a provar simplifica em

inv-Q(o) = inv-Q(g(o,a))

Por (A.5), inv-Q(o’) desdobra-se em duas quantificacdes,

inv-Q1 (o) A inv-Qs (o)
onde:

iv-Qi(0) ¥ Vnedom(o):0+#o(n)

iv-Q>(0) ¥ Vn € dom(c): (Vi € o(n) : H() = n)

O facto a provar pode ser demonstrado através de duas provas mais simples,

inv-Q1(oc) = v-Qi(g(o,a)) (a)
inv-Q2(c) = inv-Q2(g(o,a)) ()
1
inV-Q1(U) A inv—Qz(O'z = iﬂV-Ql(!}(U: a)) A inv-Q2(g(o, a)z

inv-Q(o) inv-Q(g(s,a))
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Prova de (a):

(NB: deixa-se ao leitor a tarefa de justificar os passos dados).

H(a)

inv-Qi (o) = inV'Ql(UT( {a}u...

!

)

iv-Qi(o) = inv-Qi(e\{H(a)}) A (@ #{a}u...)

!

inv-Q1(0) = 0#{a}U...

!
inv-Qi1(o) = V
!

|4

Prova de (b) — segue 0 mesmo esquema da anterior:

inv-Qs(0) = inv-Qg(UT< {58) ))

inv-Q2 (o)

inv-Q2 (o)

inv-Q2 (o)

inv-Q2 (o)

(NB: deixa-se ao leitor a tarefa de justificar os passos dados).

Resolucao 5.7:

1.

NULL_INV
NULL_INV (id, s")

!

= inv-Q2(c \ {H(a)}) A(Vi € {a}U...: H(i) = H(a))

!

= Vie{a}U...: H@G) = H(a)

!

= H(a)=H(a)AVi€ {

!

*

!

v

H(a) € dom(o)

=
H(a) ¢ dom(o) =

IdL — 2"NT
def { id € dom(o) =

H(a) € dom(o) = o(H(a))
H(a) ¢ dom(c) = 0

let
n

: H(i) = H(a)

Vi € o(H(a)) : H(i) = H(a)

z = m2(o(id))
o' =0 As = Maz(dom(z)) — dom(z)
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2.
SALES_BY _DATE : Date — (IdA— IN)
SALES_BY _DATE(d, f') ' let z= puncurry(IdL — mw2(0))
k
v=(

' ) nzl(w(k)) kedom(z)Ad=m1 (z(k))
in o =aNf = @kedam(y)y(k)

onde

puncurry : (A= (B—=0C))— (AxB)—=0C)
def (a, b)
puncurry(c) = ( )
(J(a))(b) (a€dom(c))A(beEdom(c(a)))

D.6 Exercicios do Capitulo 7

Resolucao 7.1: O facto a provar é
Vbe 2% :3s € A* :elems(s) = b

Prova por indug@o sobre 24

1. Caso de Base: (b = {}). Neste caso, o facto a provar reduz-se a
Is € A" : {} = elems(s)
Basta escolher s = <>.
2. Salto indutivo: (b D {})
(a) Hipdtese de indugdo: Para cada e € b, tem-se
Ir € A" : b—{e} = elems(r)
(b) Passo: Queremos inferir
ds € A* : b = elems(s)
a partir da hipétese de indug@o. Basta escolher s = <e> — r, pois
elems(s) =b & elems(<e>—~r)=b
{e} Uelems(r) =1

feyud—{eh) =0
b=b

<
<
<
&V
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Resolucao 7.2: O facto a provar é
Va € A,s € A" : belongs(a, s) = a € elems(s)
Prova por indugio sobre A*:
1. Caso de Base: (s = <>). Tem-se, neste caso
belongs(a,<>) =a € elems(<>) & F=ac{}
& F=F
&V
2. Salto indutivo: (s # <>)
(a) Hipdtese de indugao:
Va € A : belongs(a,tail(s)) = a € elems(tail(s))
(b) Passo: Teremos, sucessivamente:

belongs(a,s) = let  h = head(s)
por ‘unfolding’, a=h = V
n —(a=h) = belongs(a,tail(s))
= let  h = head(s)
pela H.indugéo, a=h =V
n —(a=h) = a € elems(tail(s))
= let  h = head(s)
por(B.6) in (a=h)Va € elems(tail(s))
= (a = head(s)) V a € elems(tail(s))
por substitui¢do de h
= a € {head(s)} V a € elems(tail(s))
por (D.7)
= a € ({head(s)} Uelems(tail(s)))
por (A.78)
= a € elems(cons(head(s),tail(s))
por (A.79)
= a €elems(s)
por (D.8)

como se pretendia demonstrar. Na demonstragio recorreu-se aos factos seguintes, tomados
como basicos:

ac{b} & a=b (D.7)
s#<> = cons(head(s),tail(s)) = s (D.8)
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Resolucao 7.3: Prova por indugdo sobre I:

1. Caso de Base: (I = <>). Tem-se, neste caso

elems(<> ~r)) = elems(<>) Uelems(r) < elems(r) = {} Uelems(r)
& elems(r) = elems(r)
&V
2. Salto indutivo: (I # <>)
(a) Hipotese de indugdo:
elems(tail(l) ~r) = elems(tail(l)) U elems(r)
(b) Passo: Teremos, sucessivamente:

elems(l ~r)

_ Il=<> = r

= elems({ B : )
unfolding’ ¢ (A.67) ~(l=<>) = cons(head(l),tail(l) ~r)

_ i l=<> = elems(r)
por (B.1) e (A7) ~(l=<>) = {head(l)}Uelems(tail(l) ~r)

_ { l=<> = elems(r)

por (A79) ~(l=<>) = {head(l)} U (elems(tail(l)) U elems(r))
_ { l=<> = elems(r)

por (A.26) ~(l=<>) = ({head(l)} Uelems(tail(l))) U elems(r)
_ { l=<> = {}Uelems(r)

por (A78) ~(l=<>) = elems(cons(head(l),tail(l)) Uelems(r)

_ i l=<> = elems(l)Uelems(r)
por (D.8) e (A. )—|(l =<>) = elems(l)Uelems(r)

= elems(l) Uelems(r)
por (B.2)

como se pretendia demonstrar.
O problema € a repeticdo de elementos comuns a [ e r, conduzindo a listas arbitraria-
mente longas. O
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Resolucio 7.4: Vamos definir a operagdo de filtragem pretendida como se segue:
I=<> = <>
~(l=<>) = let h=head(l)

filtra(l) & t = tail(l)

. h €elems(t) = t

mn —(h € elems(t)) = cons(h, filtra(t))
O facto que vamos pretender provar € o seguinte:

Vi € A* : elems(filtra(l)) = elems(l)
Prova por indugdo sobre A*:

1. Caso de Base: (I = <>). Tem-se, neste caso

elems(filtra(<>)) = elems(<>) & elems(<>) = elems(<>)

&V
2. Salto indutivo: (I # <>)
(a) Hipotese de indugao:
elems(filtra(tail(l))) = elems(tail(l)) (D.9)

(b) Passo: Seja h = head(l) e t = tail(l). Ha dois casos a considerar, conforme
h € elems(t) se verifica ou ndo. No primeiro, tem-se que {h} C elemns(t).
Logo, {h}Uelems(t) = elems(t), ou seja, elems(cons(h,t)) = elems(t),
ou seja, elems(l) = elems(t), ou seja, finalmente:

elems(filtra(l)) = elems(l)
No segundo caso, ter-se-a filtra(l) = cons(h, filtra(t)) e, assim,

elems(filtra(l)) =  elems(cons(h, filtra(t)))
= {h}Uelems(filtra(t)))
por (A.78)
= {h}Uelems(t)
por (D.9)

= elems(cons(h,t))
por (A.78)

= elems(l)
por (D.8)

como se pretende demonstrar.
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Resolucao 7.5: Modelo cujo estado € dado por

Y 2 top: ({0} Umaz) x

stack : (maz — Elem)

e oferecendo os eventos seguintes:

TOP : — Elem
TOP(e) o =0 let s= stack(o)
t = top(o)
in e =s(t)
INIT : —
INIT() E (0, stack (o))
POP : — Elem
POP(e) © et s= stack(o)
t = top(o)
in e =st)ANd =({—1,s)
PUSH : Elem —
PUSH (e) ' let s= stack(o)
t = top(o)
in o =(@+1s7 ( ttl ))
EMPTY : — Bool
EMPTY() ¥ o =aAb = (top(s) = 0)

E 6bvio que este modelo, decalcado do cédigo, exibe a inseguranga desse proprio cédigo
no tocante aos eventos PUSH, TOP e POP (auséncia das necessdrias pre-condi¢des —
descubra quais). O

D.7 Exercicios do Capitulo 8

Resolucao 8.1:
a) Prova de
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(1) A=1, A¥ 3,4 4. fésobrejectiva.
(2) Oraly : A —> Ae 14 ésobrejectiva. Prova:

@.1) 1a(a) &

(2.2) Yaca- Jarea-a=1a(a)

(2.3) Pela definigio de 14, a’ existe e & igual a a.

(2.4) Logo 14 € sobrejectiva.

b) Prova de
(AXfB AB=,C) = A=f,C

(1) Considere que se verifica (A <y B A B <, C)
(2) Entao verifica-se A < B def 35— 4 - f ésobrejectiva.
(3) Verifica-se também B <, C ef d4.c——B - g é sobrejectiva.
(4) Por defini¢do, f é sobrejectiva sse Vaea + Ipen - a = f(b)
(5) Por defini¢do, g é sobrejectiva sse Voe g - Jecc - b = g(c)

(6) Queremos provar que A <04 C , isto é, provarque fog: C — Aeque fogé
sobrejectiva.

(7) Ora, f : B— Aeg: C — B, logo, pela definicao de composi¢io de fungdes,
fog:C— A

(8) Como por hipétese, f e g sdo sobrejectivas, f og também é uma fungéo sobrejectiva,
como demonstraremos a seguir:

(8.1) Vaca:(Ten - a = f(b))

(8.2) Yoep - (Feec - b=g(c))

(8.3) Yaca-(Fven- a=f(b) A (3eec- b=g(c))
(8.4) Vaca - (Fen - (Jeec.a = f(b) A b=g(c)))
(8.5) Vaea-(3eec - a = f(g9(c)))

(86) Vaca-(Feec- a= fog(c))
¢) Prova de
(A< B ANB=,A) == A=B
(1) A= B sse Jria—m- f € sobrejectiva e injectiva ou Jg:B—— 4 - g é sobrejectiva e
injectiva.
(2) Se em b) fizermos C = A, podemos concluir que f o g e g o f existem e sdo
sobrejectivas. Logo f e g sdo injectivas.
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Resolucio 8.2: Exemplos de representagdo da sequéncia <a, b, ¢, >,onde A = {a,b, ¢,d,e,- - -

2 |
| Exemplo Modelo de dados sugerido |
2 |
| <a,b,c> A* |
2
M| A{abye} 24 |
2
7 10 99
2 ( o b o ) N —~ A
2 |
@ (*?¢ (A= V),
1 2 3 inv3
2 |
1 2 3
(4) < a b ¢ ) (W A)inv4
2 |

(1) 24 ndo ¢ adequado para representar A*, pois apesar de todos os elementos de A*
serem representdveis, elementos diferentes de A* sio identificados em 2 (logo
perde-se a capacidade de recuperagio).

Exemplo: <a,b,c>, <c,b,a>, <b,b, a, c>, tém todas a mesma representagio em
24: {a,b,c}.

(2) IN — A é adequado para representar A* desde que se convencione um “critério” de

ordenacgdo em IV, e.g. a ordem a < b. A func@o de recuperagdo podera ser, assim,

o=( ) = <>
flo) = =(c=( )) = let m=min(dom(s)) (D.10)
in  <a(m)>~ f(o\{m})

onde min calcula o menor inteiro dentro de um conjunto nio vazio de inteiros:

card(S)=1 = the(S)
—(card(S)=1) = let € dom(o)
min(S) def m = min(S — {z})
. r<m = <z
n “(z<m) = m
(3) A — IN sujeito ao invariante

nw3(f) def card(rang(f)) = maz(rang(f))
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para
c={} = 0
—(c={}) = let €= choic{e(}c)
def d=c—{e
max(c) = m' = maz(c)

in e>m' = e
—(e>m') = m

— nfo é adequado para representar A, pois existem elementos de A* ndo rep-
resentdveis em A — IN, isto é, uma eventual fung¢o de “recuperacdo” ndo seria

sobrejectiva o que contraria a defini¢éo.
Exemplo: <a, b, b, c> ndo é representdvel em A — IN.

(4) A* <ot IV — A, onde
nvd(f) et card(dom(f)) = max(dom(f))

para as fungdes

fr (N — A) — A
def => <>
fr(f) = { ~( =  <f(1)>~ fr(shi(f))
shl : (IN— A) — (IN — A)

def (i1
Shl(f) - ( f(l) )iedom(f)/\i#l

Resolucao 8.3: Queremos provar
2A S]dom A—~IN ﬂmkms A*

o que equivale a provar dois factos:

(1) 2% Dgom A = IN
Verifica-se, pois dom : (A = IN) — 24 ¢ sobrejectiva, isto é,

VC €24 :3f € (A — IN) : ¢ = dom(§)
ja que, para todo o subconjunto C' de A, é sempre possivel encontrar uma fungiio

f € A — IN que o tenha como dominio, por exemplo Lll .
a€C



D.7. EXERCiCIOS DO CAPITULO 8 451

(2) A—~IN S‘mkms A*, onde

mkms : A" — (A—IN)

mkms(l) = ( length(<e | ei— INe=a>) )
acelems(l)
Teremos de provar que mkms € sobrejectiva, isto €,
VfeE(A—=IN):3 e A" : f =mkms(l)
Podemos fazé-lo construtivamente, associando, a cada f, a sequéncia r( f) seguinte:

r(f) = Conce(<<a|i € f(a)>|a € dom(f)>)

onde Conc(< ly,...,l, >) =1l ~--- ~l, eaconstrugdo <...| 7 € ...> deve

ser convenientemente interpretada (porqué?). Por exemplo, a f = ( ) associa-se
b . .

<>,af= ; g | associasea lista <a, a, b, b, b>, etc. Falta apenas mostrar

que f = mkms(r(f)). Sendo féacil mostrar que elems(r(f)) = dom(f), bastard
provar, para cada a € dom(f), que length(<e|e +—r(f) ANe = a> = f(a) se

verifica. Ora ¢ facil de mostrar que <e | e <+ 7(f) Ae = a> = <a|i € f(a)>,de
onde se deduz length<a | i € f(a)> = f(a), como se pretendia.

Resoluciio 8.4: Ha 4 factos a validar:
(1) A=B=>A=B
Obvio.
2) AB=A<B
Decorre do facto de = ser fecho antissimétrico de <.
B3) ACB=A<B
De A C B decorre que o cardinal de A é inferior ao de B, logo A < B.

(4 AXB=>A<B
Faga-se S = B em (8.10).

Resolucio 8.5:
(8.33) A°~1

da- ()

(8.34) APTC > AP x A€

(1,b) (2,¢)
A“”'<dw)%3“(mo>¢c
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(8.35) A'=4A

(8.36) 14 =1

(837) (BxC)4 = B4 xC4

Resolucao 8.6: Partindo de

curry : C*B — (CP)4

o ~ Aa-(Ab-o(a,b))

uncurry : (CB)YA — cA*B
o ~ Xa,b)-(o(a))(b)
queremos provar que: curry = uncurry ", isto é, provar que: (a) curry o uncurry =
1¢cBya; e que (b) uncurry o curry = lgaxs.

(2)

curry o uncurry(o) curry(uncurry (o))

curry(XMa, b) - (o(a)) (b))

Aa- (Ab- (Ma,b) - (0(a))(b)){a, b))
Aa- (Ab- (o(a))(b))

l(CB)A (o)

(b)
uncurry o curry(c) = uncurry(curry(o))
uncurry(Aa - (Ab - a(a,b)))
Ma,b) - ((Aa - (Ab - o(a,b)))(a)) (b))
Ma, b) - ((Ab - o (a, b)) (b))
Xa,b) - o(a,b)

loaxz (o)

= a
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Resolucao 8.7: Partindo de

oms(a 2 { @=<>)> 1)
elems(z) = (z # <>) = {head(z)} U elems(tail(z))

@) def { (x=(1,NIL)) = <>
TE =\ (@ =(2,(a,1))) = cons(a, g(1))

vamos calcular f = elems o g:

f(z)
= (elemsog)(z)
_ elems({ (x=(,NIL)) = <> )
(x=1(2,{(a,l))) = cons(a,g(l))

_ { (@=(1,NIL) = elems(<>)
(B_.l) (z = (2,{(a,l))) = elems(cons(a,g(l)))
_ [@=qnNmy) s g
def. de elem (z =1(2,{(a,1))) = {head(cons(a,g(l)))} U elems(tail(cons(a,g(l))))
- 6{ (z=(L,NIL) = {}
(A.65) e (A.6 (27 = (27 (ay l))) = {a} U elems(g(l))
_ i (z=(1,NIL)) = {}
“folding’ via (z=2()) = {aufQ)

Em suma, obteve-se:

def (x=(1,NIL)) = {}
f(z) = { (z=(2,{a,2"))) = {a}Uf() (D.11)

Resolucao 8.8: Defina-se

discollect(o) et {{a,b) | a € dom(c) Ab € a(a)}

Entéo:

a

collect(discollect(o) = ( {z € B| adiscollect(c) z}

) a€my[discollect(o)]
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( {x € B| a € dom(o) ANz € 5(a)} )aedom(a)

= g

discollect(collect(p) = {{a,b)| a € dom(collect(p)) Ab € collect(p)(a)}
= {(a,b)| a€emp]AbeE {z € B| apzr}}
{{a,b) | a € mi[p] A apb}

Resoluciio 8.10: Provar (B — 0)* = (4 x B) = C:

(B—~C)* =(839) ((C+1)%)*
=~ (8.38) (C+1)**P
=~ (8.39) (AxB)—~C

NB: poderi adicionalmente ser verificado o seguinte isomorfismo:

(AxB)y=~C — (B—-0)*

b

o~ )\a.(( o(a,b) ) (D.12)

> (a,b)yedom(c)

Resolucao 8.11: Considere a seguinte sequéncia de isomorfismos:

(A~B)—~C =(839) (C+1)*"5
~(8.39) (C+1)(BHDH
~(8.38) (C + 1)**(EHD

= (8.29) (O +1)AxPHaxD
= (8.24) (C+ 1)+
~@834) (C+1D)"™Px@C+1*
(8.39) ((AxB)—C)x(A—C)

IR

No terceiro passo a lei (8.38) estd mal referida, pois (C4)® # c“4”) . o
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Resolucio 8.13:

[A=(B=0):] = ((B—=0C)|+1)"
= (B=Cl-1+1)"
= |B— C|\AI
= (cl+n)EH4
= (C]+ 1)IB\><IA\
= (C|+ 17
= |[(BxA)=~C]
= |[(AxB)=C]

Se se fizer C' = 1, ter-se-a:
A= (B-1)4Z(AxB)~1 & A—20xoAxB

isto €, obtém-se a lei (8.55) como caso particular. O

Resolucao 8.14: A funcdo
def a
oXT = ( )
(0(a),7(a)) /. caomior
serd injectiva sobre eqd, sse
(o_l N TI — O_II N T”) = ((U_I,TI) — (U'”,T”))

sempre que dom (o) = dom(7') e dom(c") = dom(r""). Ora

a, ) < a// )
1yt ryo0 = e on e n
( <0’ (a ),T ((1 )) al €dom (o) (0' (a’ )7 T (a’ )) a' edom(a’")

sse dom(o') = dom(c") e Va € dom(a’) : (¢'(a) = ¢"(a)) A (7' (a) = 7" (a)). Logo
o' =o" A =7",0que implica (o’,7') = (¢”,7"). O

Resolucao 8.15: O facto ¢ verdadeiro e indica que toda a sequéncia de pares é repre-

sentavel por um par de sequéncias do mesmo comprimento, adequadamente tipadas. Trata-

se de uma lei andloga a (8.65), podendo a sua dedugio ser feita de forma semelhante:
(AxB = [JAxB)"

n>0

U A" x B"

n>0

= {(l1,l2)|l1€A”/\l2€Bn/\n20}

{{l1,12) | 11 € A* Aly € B* Alength(ly) = length(l2)}

(A" X B*) A1 12).length (11 )=length(is)

IR
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Logo,

1) Lef (I, 7r).length(l) = length(r)

A funcgdo de abstrac¢do que se propde € a adaptacdo de X a sequéncias, i.¢:
f def ) l=<> = <>
- Tl T#E<> = <(head(l),head(r))> ~ f(tail(l),tail(r))
Alternativamente, pode fazer-se a dedugio de f e ¢ a partir de a alinea (4) do exercicio 8.2:
(Ax B)* <t IN = (Ax B)
9@ (IN — A) x (IN — B)
gf:i A* x B*

em cuja resolugdo fr e inv4 sdo definidos, Sendo f3 a inversa de fr, deixa-se como
exercicio a prossecugdo deste raciocinio. O

Resolucio 8.16: Classe de funcdes finitas que discollect abstrai na relagio vazia:

discollect(c) = 0

{{(a,b) | a e dom(c)ANb€E c(a)} =0
a €dom(o)Abeo(a)=F

a & dom(c) Vb & o(a)

o= ( ) VVa € dom(c) : o(a) =0

te e

A funcdo

2AxB

collect — A28

ef a

d
collect(o) = ( {z € B| aozx} ) €[]
a€my|o

ndo é uma funcdo sobrejectiva, pois, por exemplo, para f = ( F} ) em A — 28 nio

existe nenhum elemento r € 24 % tal que r = collect(r). O

Resolucao 8.18: Teremos:

BAMS = AceNr — (24°°HoMe o Amount)
(8.22) =, AccNr — (Amount x 24¢cHoldery
(8.64) =2 AccNr — (Amount x (AccHolder — 1))
(8.72)<3  (AceNr — Amount) x ((AceNr x AccHolder) — 1))

(8.64) =24 (AccNr — Amount) x (24cclNrxAccHoldery

(89)35 2Achr><Amount x ZACCerAccHolder
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onde:

IR

fr= ch?"—‘( (a,) - (b, a))

{4

~ fo=A ch—\(zdxdom)
~, bs = Az

fa =M
= {J;:d

p

~, { frmidx( ( NIL )p@)

4=)\$ V
4 fs =mkf xid
=5 ¢s = fdp x Az - V)

Célculo do invariante final:

o({p, 7)) #s((p, 1)) A
da(fs({p, 7)) A

(
(
b3 (fa(fs((p; 7)) A
2(
(

2(fa(fa(Fs({p, 7)) A
d1(f2(fs(fa(Fs({p, IN)))
= #5((p, ) A ds(fa(fs({p,7))))
= fdp(p) A gs(fs({mkf(p). 7))

= fdp(p)/\dpi((mkf(p),( N’}L) )

peEY

= fdp(p) A mi[y] € dom(mkf(p))
= fdp(p) Am[y] C mlp]

Em suma, a igualdade presente em (8.85) € relaxada a inclusdo, como se previa informal-
mente. O

Resolucao 8.19: No que se segue, designaremos por h a fungdo de abstrac¢do implicita
no resultado do exercicio 8.13, i.¢é

a
h(o) & ( b )
b
7(29) ] o yedomio) / acrms caomion)

por A’ o isomorfismo (D.12), por % a fungfo (D.4) e por j a fungio

Jj = ’\<a7bzc)'<(a)b)7c) (D.13)
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Teremos, entao:

DPP = ((#Comp+ #Equip) — IN) x

(#Comp — IN) x

(#Equip — ((#Comp + #Equip) — IN))
1 ((#Comp — IN) x (#Equip —~ IN)) x

(#Comp — IN) x

((#Equip x (#Comp + #Equip)) = IN))
2 ((#Comp — IN) x (#Equip —~ IN)) x

(#Comp — IN) x

((#Equip x #Comp) + (#Equip x #Equip)) = IN))
3 ((#Comp — IN) x (#Equip — IN)) x

(#Comp — IN) x

(((#Equip x #Comp) — IN) x ((#Equip x #Equip) — IN))
1+ ((#Comp — IN) x (#Comp — IN)) x

(#Equip — IN) x

((#Equip x #Comp) — IN) x

((FEquip x #Equip) — IN)

<5 (#Comp — IN)® x
2#E‘quip><lN

IR

IR

Il

14

X
2(#Equip>< #Comp) X IN x

2(#Equip>< #Equip) X IN

D6 (2 x #Comp) = V) x

2#Equ1px N x

2#Equsz#CompxﬂV x
2#Equipx#Equip)<ﬂV

37 22X#C’omp>(w x
Z#Equtpxﬂ\f x
Z#Equme#ComeW x

2#Equipx#Equip><W

Tem-se ainda (referindo apenas os invariantes relevantes, i.¢ ndo universalmente ver-
dadeiros):

=1 { fi = fse3) Xid x h

=, { fo=idxidx (i = IN)

3 { fa=id x id x f(z.e3)

=5 { fa=M{p1,p2), p3, pa, p5) - ({p1, p3), P2, (P4, ps))
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4 fs =id x mkf x mkf x mkf
=7\ s = V) x fdp x fdp x fdp
=6 {fGIh’XidXZjXQj

Py fr=(mkfo2’) xid x id x id
=T\ ér = (fdpo2) x T, (Az - V)
de que resulta a seguinte funcio de abstraccdo global,

f fiofaofzofiofsofeo fr
= (fs63) X id x (ho (i = IN) o f(s.e3))) 0 fao (h' omkf o2’) x id x mkf o2’ x mkf o2’)

e o seguinte invariante induzido:
¢ = (fdpo?¥)x fdpx (fdpo?) x (fdpo?2’)

que poderdo ser ainda mais trabalhados, se necessario. Por exemplo, o termo fdp o 27
conduzir a:

(fdpo2)(r) = fdp({({a,b),c)| {a,b,c) € 1})
= fdp({({m1(t), m2(t)), ws(t)) | t € 7})
= Vt,t' €r:mt) =mt) Ama(t) = ma(t') = ma(t) = ma(t))
etc.
m|

Resolucao 8.20: Relembre-se a resolucdo do exercicio 8.2:

A" ﬂl IN—~ A

<]2 2W><A
tendo-se:
fi=fr
< { ¢1 = invl
f2 = mkf
<
= {¢2=f®

Sintese do invariante induzido a nivel relacional:

d(o) = ¢2(0) A ¢1(fa(0))

fdp(o) A invl(mkf(o))

fdp(o) A (card(dom(mkf(c))) = maz(dom(mkf(o))))
= fdp(o) A (card(mi[o]) = maz(mi[o]))



460 APENDICE D. SOLUCOES DE ALGUNS EXERCiCIOS

Resolucao 8.21: Deduz-se que

f = fiofaofs
onde
fi = A—{domoms, m)
2 =¥
fs = mkfxg

Comecando por f3, mk f identifica-se como func@o de abstrac¢do da lei (8.9). Quanto a g,
para funcionar como fungdo de abstracgio o seu tipo terd que ser 2% — (X — 1), para
um qualquer X, ja que tem de ser sobrejectiva. Identifica-se aqui, pois, a lei (8.64). Assim,

(A= B)x (X =1) g3 24%F x2¥

Passando a f2, B¢ identifica-se como fung¢do de abstracg@o da lei (8.72) mas, para que f»
“encaixe” em f3 ¢ preciso que X seja um par A x Y, para um dado Y. Ter-se-4 entdo:

A—-Bx((Y—-1) < (A—=B)x(AxY —=1)
<]3 2A><B x 2A><Y
Finalmente, em f; apenas temos que inspeccionar (dom o w2, 1), que é afinal 0 mesmo
que {(dom o w2, id o 1), sugerindo a aplicacdo da lei (1.44):
(domoma,idom) = (dom xid)o (w2, m1)
Logo,
A —({domoma,idom) = A— ((dom xid)o (mwa,m1})
(A — (dom x id)) o (A — (w2, m1))

Ha4, pois, dois passos de refinamento aqui: no primeiro, a (g, 1) associa-se a lei (8.22),
recordar o exercicio 8.5. No nosso contexto, teremos:

A= (Y =1)xB <, A—=Bx (Y 1)

no segundo, dom aplicaY — 1 em 2¥ — de novo a lei (8.64), agora em sentido inverso
— e 4d aplica B em B: No nosso contexto, teremos:

A—=2YxB <, A= (Y —~1)xB
Pondo tudo junto:
A—=2"xB =, A—-~(Y—-1)xB
>, A—=Bx(Y —=1)
4, (A—=B)x(AxY —1)

<]3 2A)<B x 2A><Y
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— recordar o exercicio 8.18 e sua resolugdo — para

>, cf. (8.64)
51_2 Cf. (8.22)
<, of. (8.72)
g of. (8.9) e (8.64)

Resolucgdo 8.22: Podemos ignorar o invariante ¢ se re-definirmos © = A — BT,
Vamos inferir o invariante a associar a ¥’ e compara-lo com o ¢’ proposto. Sabemos,
pelo exercicio 8.2, que

B* <y IN—B
onde f é dada por (D.10). Logo, ter-se 4
A— B jA_\f A—\(W—\B)

isto €,
A—~B" <, A~ (IN—B);
=, (AXW) — B
<3 2(A><1N)><B
; 2A><IN><B
—4

Note-se que para o cdlculo do invariante apenas interessam os passos 3 e 4:

fs =mkf
s {¢3=fdp
2 { fa=2

onde j ¢ a fungdo (D.13). O invariante resultante vem entdo a ser fdp o 2/ que, como se
viu no final do exercicio 8.19, corresponde a:

¢" = VYt er:m(t) =mt)Ama(t) = m(t)) = w3(t) = ms(t)

Repare-se que o padrao deste predicado,

pANg=r
quando comparado com o de ¢’,
p=q
mostra ser
¢Il — ¢! V r

Logo ¢’ é mais restrito que ¢”. O

Resolucao 8.30:



462 APENDICE D. SOLUCOES DE ALGUNS EXERCiCIOS

1. De acordo com (8.157) teremos, para o diagrama (a)

((#Disciplina — # Departamento X Regente) X
(#Departamento — Nome) x
(#Disciplina — Nome)),

e para o diagrama (b)

((#Disciplina — # Departamento x 1)x
(#Departamento — Nome) X
(#Disciplina — Nome x Regente)),

ambos os modelos sujeitos a0 mesmo invariante:

v(p,a,0") = dom(p) = dom(s) A 27 (rng(p)) C dom(o)
E ficil agregar p e o’ em ambos os modelos, reconhecendo em dom (p) = dom(o")
o invariante eqd (8.66) associado a lei (8.69). Logo, o modelo de (a) € afinal o
refinamento de

((#Disciplina — #Departamento x Regente x Nome)x
(#Departamento — Nome)).,

e 0 modelo de (b) o refinamento de

((#Disciplina — #Departamento x Nome X Regente)x
(#Departamento = Nome)).

(eliminando também 1, elemento neutro de x) sujeitos a um invariante mais leve:

vp,o) E 27 (rng(p)) C dom(o)

Por (8.22) os dois modelos sdo isomorfos e, portanto, indistinguiveis sob o ponto de
vista de especificagdo. Nao vale a pena discutir — € a ajuda que lhes deve dar!
2. Conversdo de (b) para (a):
f(p,0,0") E I, o1 = #Disciplina — m(o")
oy = #Disciplina — m2(a’)
p1 = #Disciplina — m1(p)
in  (p1 Moy 0,01)

Resoluciao 8.33: No Exercicio 8.15 referem-se dois desses factos, o que se ai propde e
a lei (8.65) de que se partiu. As fungdes de representacdo correspondentes sdo, respectiva-
mente,

— def
712 mm)
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MUY A A )

Outras duas leis nesta situagio sao (8.9) — propondo-se

mkf (@) ¥ {(a,0(a)| a € dom()}

— € (8.72), propondo-se
—1 def

D,Q = (A —m,uncurryo (A — m))

onde
——
bedom(t)Acedom(t(b))

[m]

Resolucao 8.34: Propde-se

Fz,y) = (boolgate(w,y, V), boolgate(w,y, F))

para a fung¢do auxiliar
r=<>ANy=<> = <>
TELIS>SAY£ELS> = ({ ~(

def

boolgate(z,y,b) = head(z) =b = head(y)

head(z) =b) = <> ) —~ boolgate(tail(a

— recordar Exercicio 2.11.
A fungdo de abstracgdo f tem duas razdes para ndo ser injectiva. Primeiro, a possivel
desigualdade de comprimentos de x e y, elimindvel através de um invariante

#((z,y)) € length(z) = length(y)

Em segundo lugar, dadas duas sequéncias ¢ e f, o seu entrelacamento numa s6 sequ?encia
y (dado por z quando (¢, f) = f({z,y))) é miltiplo. Por exemplo, o par (<a>, <a>)
serd representével tanto por (<1,0>, <a,a>) como por (<0,1>, <a,a>). O

Resolucao 8.37:

1. Pelo exercicio sugerido tem-se
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(onde L = 1+ B x L) tendo sido no mesmo exercicio calculada a funcdo de abstra-
cgdio composta f = elems o grx.8.7, que doravante designaremos por f(p.11),
veja-se (D.11).

Assim:

A—=B" Za.gp,., AL

Smkf 2A)<L
ﬂelems (A X L)*
LYposr X onde X =21+ (AxL)xX

Em suma, temos:

PQueue(A,B) 4 X
X = 14(AxL)xX
L =2 1+BxL

Codificando em C, teremos qualquer coisa como:

struct X {
A key;
L *queue;
struct X *next;
}i
struct L {
B first;
struct L *rest;

}i

2. Queremos calcular

f=(A—ggrss7)omkfo fipin
—_——

h

Comecemos por h:

h(z) mkf(fip.11)(z))

{ ¢=(,NILY = mkf{})
z=(2,((a,1),2")) = mkf({{a,D)}V fp.11)(z"))

Repare-se, pela defini¢do de mk f, que:

mkf({) = ()
mkf(pU-~) mkf(p) Umkf(y)

mkf({(a,)}) (Z)
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Logo,
o o= (1,NIL) = ()
h@) =N o=@ ab),e) = Z)uh@q (D.14)
Finalmente,
f(z) = (A— gees7)(h(z))
z=(L,NIL)y = ()
= T = (27 <<a7 l)axl)) = < gEa:Z7(l) ) USA - gE‘sz7)(h(x’))
Fa
pois
Aa=n N = ()
(A= f)loud’) = (A= f)o)U(A— f) (")
Em suma:
e=(,NILy = ()
f@) = a

o= (aD,2) = <gm_s_7(l))uf(x’)

Resolucao 8.38: Basta aplicar (8.61) para A = 1. Com alguma “re-escrita” teremos:
Az.iS-A
AQEIsA@ o4

ou seja, exclui-se o valor NI L para o apontador em causa. O

Resolucao 8.40:

1. X é a implementacdo, cf.:

Y

1d — (Page x 2LnkldxIdy

Id — (Page x (LnkId x Id — 1))

(Id — Page) x (Id x LnkId x Id — 1)
(Id—\ Page) x ZIdXLnkIded

X

IR

1A
)

1R
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S6 hé lugar a invariante a partir do 2.° passo:

é(a,p) b2(f3(o, p))

= dpi((idx)\S.( NTL ) )(,p))

z€S
_ . T

= m[p] € dom(o)

D.8 Exercicios do Capitulo 9

Resolucao 9.1: Teremos, sucessivamente &,

elems(z(l1,12)) = elems(l1) U elems(l2)
h=<> = 0
= ({ A(h=<>) = {head(li)}Uelems(tail(ly)) )1 ctems(tz)

elems(l2)
({head(l1)} U elems(tail(l1))) U elems(l2)

elems(lz)
elems(tail(l1)) U ({head(l1)} U elems(lz))
elems(l2)

. head(l1) € elems(lz) = elems(l2)
elems(tail(h)) U { —(head(l1) € elems(l2)) = {head(l1)} Uelems(l2)

i

A

\%
R A

I
A
%
4

elems(l2)
belongs(head(l1),l2) = elems(tail(l1)) Uelems(l)
—(belongs(head(l1),12)) = elems(tail(l1)) U {head(l1)} U elems(l2)
elems(l2)
lL=<>) = belongs(head(l1),l2) = elems(z(tail(l1),l2))
o= —(belongs(head(l1),l2)) = elems(<head(l1)> —~ z(tail(l1),l2))
h=<> = I

= elems( lLi=<>) = belongs(head(l1),l2) = z(tail(lh),l2)
= —(belongs(head(l1),l2)) = <head(l1)> —~ x(tail(l1),l2)

2
|
A

Y
4

[
A
v
4

8 Justifique cada passo do raciocinio.
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Em suma, obtemos:

def

a:(l1, lz) =

h=<> = I

=<>) = { belongs(head(ly),l2) = <>

—(belongs(head(l1),l2)) = <head(l1)

Resolucgiio 9.2: Anotem-se as seguintes propriedades de card:
card(D) 0
card({a}) 1
ANB=0 = card(AUB) = card(A) + card(B)

Tem-se a seguinte equagdo de refinamento:

comp(s) card(elems(s))

que vamos resolver em ordem a comp:

comp(s)
= card(elems(s))
= ear d({ s=<> = 0 , )
unfolding’ de elems s#<> = {head(s)}U elems(tail(s))
_ s=<> = card(D)
(B_l) s#<> = card({head(s)} U elems(tail(s)))
s=<> = 0
= f<> = {head(s)} Nelems(tail(s)) =0 = card({head(s)} + card(elems(tail(
®.15)e @17} ° —({head(s)} Nelems(tail(s)) =0) = card({head(s)} U elems(tail(s)))
s=<> = 0
= {head(s)} Nelems(tail(s)) =0 = 1+ card(elems(tail(s)))
(D.16) e {head(s)} C el ss(t%éilfsﬁ —({head(s)} Nelems(tail(s)) =0) = card(elems(tail(s)))
(s=<> = 0
s#£<> = let h=head(s)
_ t = tail(s)
introdugdo de It . h € elems(t) = card(elems(t))
L n —(h € elems(t)) = 1+ card(elems(t))
(s=<> = 0
s#<> = let h= head(s)
= t = tail(s)
‘folding” por corhp . h € elems(t) = comp(t)+0
L n —(h € elems(t)) = comp(t)+1

467

s 7 z(tail(ly),l2)

(D.15)
(D.16)
(D.17)
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s=<> = 0
s#<> = let h=head(s)
= t = tail(s)

(B.1) in comp(t)—}—{ belongs(h,t) = 0

—(belongs(h,t)) = 1

Em suma, calculamos (9.10), como se pretendia. O

Resolucio 9.3:

1. Justificag@o dos passos dados: (1) ‘unfold’ de elems; (2) regra (B.1)e {}—B = {};
(3) distributividade de — (A.17) por U; (4) ‘folding’ via equagdo de partida.

2. Prosseguindo (sugere-se que o leitor justifique os novos passos):

_ l=<> = 0

= l#<> = ({head(l)} — elems(r)) U elems(dif(tail(l),r))
l=<> = 0
14<> = ({ ﬂ(head(l) €elems(r) = 0

head(l) € elems(r)) = {head(l)} ) U elems(dif(tail(l),r))
l=<> = 0
= I£<> = head(l) € elems(r) = elems(dif(tail(l),r))
—(head(l) € elems(r)) = {head(l)} Uelems(dif(tail(l),r))
l=<> = <>
= elems( I£<> = belongs(head(l),r) = dif(tail(l),r)
—(belongs(head(l),r)) = cons(head(l),dif(tail(l),r))
obtendo-se finalmente, por eliminagéo de elems de ambos os lados da equagdo, a
definigdo:
l=<> = <>

dif(l,r) & belongs(head(l),r) = dif(tail(l),r)
l#<> = {ﬁ(belongs(head(l),r)) = cons(head(l),dif(tail(l),r))

Resolucio 9.5:

1. Justificagdes:

- Passo de (9.18) para (9.19) — facto (1.36) e posterior contrac¢do de sq o id
em sq (identidade da composi¢do).

- Passo de (9.19) para (9.20) — Propriedade em Zo: (—a:)z = z?
- Passo de (9.20) para (9.21) — Introducdo de ¢d (identidade da composi¢ao).
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- Passo de (9.21) para (9.22) — facto (1.31), para f = id e g = sym.
2. Tendo-se obtido, na alinea anterior,
([id,sym])oa = [id,sym]oiio[sq,sq]

obtem-se agora, por eleminacdo da fungdo de abstracgio:
def .
a = i10[sqgsq]
isto €,

a(@) = i([sg,59]()
“({ z=11(a) = sq(a
z=12(b) = sq(b
. z=11(a) = i1(sq(a
a z =142(b) = 41(sq(b
. z=1i1(a) = i1(a2)
- T = 1,2(1)) = 0 (bz)

=

)

eV

)
)

=

como queriamos. (Cada passo deve ser justificado.)

Resolucao 9.7: y! instancia (9.32) da forma seguinte:

foy,0) | 9!
p(—7 Y, —) y= 0
u 1
d(5y,) |y
[ X
e(y) y—1

Como ndo ha elemento absorvente de x em IV, ter-se-a, de imediato:

{ nat r=1;
nat0 y' =y
while (y’ != 0)
{r=rxy";
y =y -1
}i
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comyp instancia (9.32) da forma seguinte:

f(5y,-) | comp(y)
p(oy,-) |y=<>
u 0

belongs(head(y),tail(y)) = 0
-9, {ﬂ(belongs(head(y),tail(y))) = 1
0 +
e(y) tail(y)

Como ndo hd elemento absorvente de + em INp, ter-se-4, apds algumas simplificacdes
algoritmicas Gbvias

{ nato r=0;
list y' =y;
while (y’ != < >)
{ h = head(y');

A

y' = tail(y’);

if - (belongs(h,y’)) {r=1r + 1 };
}i

}

A integragdo com (9.31) pode também fazer-se, conduzindo a qualquer coisa como:

{ nato r =0;
list y' = ¥i
while (y’ != < >)
{ A h = head(y’);

y’' = tail(y’);

list p = y';

bool found = 0;

while ((p != < >) && (found==0))
{ found = (h == head(p));
p = tail(p);
}i

if (found == 0) { r = r + 1 };

}i

Resolucio 9.8:

9NB: Em rigor, tais simplificacdes deveriam ser justificadas em face da semantica da linguagem
algoritmica em causa.
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1. Desenvolvendo o facto a provar, teremos:

9(y) = fly)ov
— ({ p(y) = wu Y8v
=(p(y)) = d(y) 0 fle(y))
{ ply) = wubv
-(p(y)) = d(y)o(fle(y))bv
p(y) = v
= =(p(y)) = d(y) 0 (fle(y))bv)
————

9(e(y))

v

d(y) 0 g(e(y))

U

»(y)
~(p(y))
(Cada passo deve ser justificado.)

2. Partindo da alinea anterior, sabendo que 6 é comutativa e aproveitando a sugestao
dada, teremos:

gly) = f(y)bv
v 8 f(y)
floop(y, v)

Dagqui se deduz que a tnica coisa que se altera 4 a inicializac@o do ciclo (v em lugar
de u). Logo o cédigo dado esta correcto.

3. No caso de v ser o elemento absorvente de 6 teremos

gly) = f(y)bv

= v

Logo o ciclo € “intitil”, pois tem a semantica da sua inicializagdo. Ou seja, o c6digo
dado pode ser reduzido a

Resolucao 9.9: Vamos deduzi-lo a partir da equagio de refinamento
elems(?(1)) = filter(elems(l))

que €, afinal, mais simples:
elemso? = 25 o elems
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O célculo € imediato:

elemso? = 2f o elems

= elemso f*
(A.80)

Removendo elems de ambos os lados da igualdade obtida ter-se-a:

7 Lo
isto €,
) Y <f@) |z I>
O
Resolucao 9.11: Equacdo de refinamento:
(An.m) oid(n) = elems(z(n))
!
n = elems(z(n))
Cilculo:
n = elems(z(n))
!
{2302 Doamr = aeme
!
n=0 = elems(<>) -
n>0 = elems(<n>)Uelems(z(n—1))  © ems(z(n))
!
n=0 = elems(<>) = o
n>0 = elems(z(n—1))Uelems(<n>) elems(z(n))
!
n=0 = elems(<>)
{ n>0 = elems(z(n—1)~<n>) elems(z(n))
!
elems({ Z i 8 z ;(;_ 1) ~ <n> ) = elems(z(n))

de onde se extrai:
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o(n) def n=0 = <>
- n>0 = z(n-1)~<n>

(Cada passo deve ser justificado com as respectivas leis de SETS.)
Naturalmente, z ndo ¢ tinica — por exemplo, omitindo o passo acima em que se trocou,
por comutatividade, a ordem dos argumentos de uma reunifio de conjuntos, obter-se-ia

o(n) def n=0 = <>
- n>0 = <n>~z(n-1)

(sequéncia descendente, neste caso). O

Resolucao 9.12: Vai ser iitil o facto seguinte, vélido para qualquer fung@o finita o e con-
junto S:

c = (6\S)U(a|S) (D.18)
Ora repare-se que (9.13) re-escreve, sucessivamente, em

Fles ) 1 (F{p U (K, 0} 1) [ {k})
= (Fle M\ LU (F(p U {(k, 0}, m) [ {k})

= (fleU{E D)1\ LR U (FpU {(k, 1)} 7) | {k})
= (914

(9.13)

(D.18)

Resolucao 9.15: Antes de mais, precisamos do seguinte resultado, para qualquer X:

Flp\X = f(ftepl m() g X} {tey| m() ¢ X)) (D.19)

A B

Demonstragiio: Repare-se que collect(A) = collect(p) \ X e que mkf(B) = mkf(y)\
X. Logo:

f((4,B)) f({collect(p) \ X, mkf(y) \ X))

Fps )\ X

I

como queriamos demonstrar. O
Considere-se agora a equagdo de refinamento:

f(w(k, (7)) = f(p; 7)) \ {k}
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Ter-se-a:

flwlk,(p,7) = fle:) \ {k}

=  f({tepl m@t) £k} {t €| m(t) #Fk}))
(D.19)

= f((del(<17k)zp)7del(<17k)ap}/)>)
isto €,

def

wk,(p,7) = (del((1,k}, p), del((1, k), 7))

Codificando informalmente em SQL, para p c 2N:Achr><T:AccHolde7' ey c 2N:Ach'r><Q:Amount:

k
k

DELETE FROM p WHERE N
DELETE FROM < WHERE N

Resolucio 9.16:
1. Novo operador:
def
o(a,q) = U m1(a(n))
nedom(o)Ama(o(n))<q
(nota: z € A A p(z) abreviaz € {a € A| p(a)})

2. Queremos calcular a simulacdo o( f({p,7)), q), onde f é a funcdo de abstrac¢do
calculada em §8.5.1:

o(f(p,7),) = U m(f(p,7)(n))
nedom(f(p,7)) Am2(f(p,7)(n))<q c

Reparemos antes de mais que:

A = dom(collect(p))

m1[p]

mily]  /*por eqd no invariante */
{m(2)| z €~}

B = m(f(p,7)(n))

mkf(y)(n)

the({m2(t)| t € y Ami(t) =n})
m(f(p,7)(n))

collect(p)(n) /%(8.56) */

= {m()| t€pAm(t) =n}

Q
([
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Teremos entéo:

o(f(p,7), ) (D.20)

= U {ma(t) | t € p Ami(t) Dui})
n€{m1(2)| z€7} Athe({ma(t)] tEyAm1 (t)=n})<q

= U {ma(t) | t € pAmi(t) = mi(al).22)
e€yAthe({ma(t)] t€yAm (t)=m1(x)})<a

= U @] tepamt)=m)} (D.23)
z€EYAT2(z)<q

= (J{m®)| tepAmt) =m(z) Am(o) < g} (D.24)
TEY

= {m@)| tepA \/ (m1(t) = mi(z) Ama(z) < @)} (D.25)

xEY
= m[{t€p| Iz €v: (m@t) =m(z) Am(z) < q)}] (D.26)

Para além de a fdp no invariante, recorreu-se ao seguintes factos bésicos, que ndo
carecem de demonstragio:

{fae{f(@) | ce Anp(e)}] q(a)} = {f(x)| z € AAp(z)Aq(@R7)

Oue(f(e)l ceanp(@)}9(a) = Ozeanp()9(f()) (D.28)
(@) \/p@@)} = [Jif@) ] pi(2)} (D.29)
i€l i€l
\ pl@) = 3zeX:p() (D.30)
z€X

(para X finito).
Codificando informalmente em SQL,parap € 2N:Achr><T:AccHolder ey c 2N:Achr><Q:Amount:

SELECT p.T FROM p,7y
WHERE p.N = 4.N AND 7.Q < ¢

Resolucao 9.19:

1. Relembrando

cons(a,l) = <a>~1
I = <>~

teremos:

cons(head(l), filter(tail(l),a))
filter(tail(l),a)

<head(l)> ~ filter(tail(l),a)
<> ~ filter(tail(l), a)
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o que permite pdr filter(tail(l),a) em evidéncia e reconhecer em filter o es-
quema monddico:

a =head(l) = <> ) )
{ —(a = head(l)) = <head(l)> \fa;_/leter(tml(l),a)
h g e

aQ)
e deduzir:
filter(l,a) = filterit(l,a,<>)
para

filterit(l,a,r) S

l=<> = r

(l=<>) = filterit(tail(l),a,{ a=head(l) = r

—(a = head(l)) = r~ <head(l)>

2. Naio, porque a consulta de uma lista de interesse tem o efeito lateral de alterar a lista
consultada fazendo saltar o elemento de interesse para o topo, caso exista. Logo,
il Find ndo tem semantica funcional e tera de ser especificada como um evento,
num modelo com estado o € I List.

3. Naio ha elementos repetidos:
def
o(l) = (elems(l)) = length(l)
o que implica que

head(l) ¢ elems(tail(l))

Tem-se ainda que
a ¢ elems(l) = filter(l,a) =1

(carece de prova, mas ndo é pedida). Assim, paral # <> e a = head(l), tem-
se que a = head(l) implica a ¢ elems(tail(l)), que por sua vez implica que
filter(tail(l), a) = tail(l). Logo, esse ramo de filter simplifica para:

a = head(l) = tail(l)

Resolucao 9.20:

1. O “?” superior € substituido por 24, 0 “?” inferior ¢ substituido por X, para
X =21+ A x X, cf exercicio 8.37.
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2. Repare-se que elems o gez.8.7 se encontra definida em (D.11), que designaremos
por f(p.11), € que mkf o elems o grz 8.7 € a fungdo h calculada em (D.14), que
designaremos por h(p.14). Teremos entdo a seguinte equagdo de refinamento:

Elems(gEm_g_-/(dom' (ac)l = dom(znkf(elems(ggz_gj(x))l)

-~

f(p.11)(dom/ (z)) h(p.14) ()
Desenvolvimento de dom (h(p.14)(z)):

dOm(h(D_14)($))
z=(,NIL) = ( )

IS PSR (::gg )thw(w') :
z=(1,NIL) = L

f(p.11)(1,NIL))
z=(2,{t,3")) = {m@)}Udom(hp.i4)(z"))
~————
f(p.11)(dom’ (z))
z=(1,NIL) = f(D_u)((l,NIL))
z=(2,(a)) = {m@®)}U fpiy(dom'(a"))
Fp a1y (2o (8)sdom? (21))))
= o FENID = (LNIL) |
TP s =2, ta)) = (2,(m(t),dom’ (')

Cancelando f( p.11) €m ambos os membros do resultado acima obtemos, finalmente:

dom'(z) 9 {a::(l,NIL) = (1,NIL)
z=(2,(t,a')) = (2,(m(t),dom'(z")))

Versdo ndo-recursiva:

dom’(z) = domloop(z, {1, NIL))

domloop(z,r) &ef z=(LNIL) = r

P Z Vo=@ e) = domloop(a’, (2, (m(t),r))
3. Tem-se, por inferéncia, que a assinatura de ¢ é

¢:AxL—>B

A operagdo simulada é a prépria aplicacdo (parcial) de fungdes a argumentos:

ap(o,a) def { a € dom(oc) = o(a)
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A justificagdo procede do préprio cdlculo de ¢ como refinamento de ap. Comece-

mos por expandir A(p.14):

¢=(,NILy = ( )(a)
7r1(t)
ma(t)

ap(h(p.14y(x),a) = z=(2, () = ap

~

) Uh(p.1a)(z'), )

~

Desenvolvimento de X:

a € {m(t)} = ap(( :;Eg ) )
x a € dom(hpan (@) = ap(h(D.14)(m’):a)
_ a=m(t) = m(t)
=\ ~la=m@) > 4@
Entdo:
def r= (17NIL) = 4
b(z.a) © o =mih = ml

z,a z=(2, () = ﬂ((j: :rrl (t) y

z#(L,NILY = let x={(2,(t'))

¢($:a) = . a=7r1(t)
S(a=m(t) = ¢(2'a)

m

Resolugfio 9.21: Repare-se antes de mais '° que

i=1 = <head(l)> —~ subl(t,i,n—1)
i>1 = subl(t,i—1,n)

€ 0 mesmo que

i=1 = <head(l)> —~ subl(t,i,n—1)
i>1 = <>~subl(t,i—1,n)

e, logo, que

= ¢(z';a)

Teremos finalmente que introduzir uma pre-condicdo a ¢ para eliminar o caso em
que ¢ daria L como resultado. Obtém-se entdio a correspondente fungdo parcial:

~
X

= 7T2(t)

{i:l = <head(l)> ,\{ i=1 = subl(t,i,n—1)

i>1 = <>

10 Justifique cada passo do raciocinio que se segue.

i>1 = subl(t,i—1,n)
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ou ainda, estendendo o raciocinio:

i=1 = <head(l)> Bi(t i=1 = 3 i=1
i>1 = <> SUBLY 451 = i—1 ) i>1

Logo, estamos perante (9.32), para as substitui¢des

479
= n-—1
= n

fy,-) | subl(y,i,n)
p(Ly,-) [ n=0Vy=<>

u <>
i=1 = <head(y)>
a5y, ) {i>1 = <>
9 —~
. i=1 = i i=1 = n-1
-e(v):- t‘“l(y)’{ i>1 = i—1 { i>1 = n

o que conduz, em notag¢do “pseudo-C” bastante livre, a

{ 4" p=y;
int j =i;
int m =n;
A* r =<>;
while ((m > 0) && (p != <>))
{ A h = head(p):;
p = tail(p) ;

if (3 == 1)
{ m——;
r = r —~ <h>;
}
else j—-;

}

isto €, ao ciclo-while pretendido. O

Resolucao 9.22:

1. Antes de mais, repare-se que explode(#e,0)) = fo(apply(o, #¢), o), onde

f=() = ()
f#( ) = let xedom(f)

folf.o) = =

y:
(2 k) =
in yEBfea(f\{w}:U)

( st

f(z) ® explode(k,o)

)
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¢é a funcdo que resulta da conversdo do esquema de reducdo @2 ... — recordar
(2.80) ¢ (2.81), para p = . A substitui¢do de explode(k, o) por fo (apply(o, k), )
na defini¢do de fg ¢é legitima e mostra-nos que, afinal, a fun¢do aux proposta no
exericio coincide com fg. Logo o facto proposto é verdadeiro.

2. Do primeiro facto assumido como verdadeiro infere-se
f(z) ® auz(apply(o, k), o) = auz(f(z) @ apply(o, k), o)
o que pode ser aproveitado para re-escrever o corpo da defini¢do de auz em
=k = (7 ) e\ {z}0)
f(=z)
r=(2,k) = (auz(f(z)® apply(o,k),0)) ® auz(f\ {z},0)

Aplicando agora o segundo facto assumido como verdadeiro teremos o mesmo frag-
mento re-escrito em

z=(lLEk) = < f(k:v) ) @ aux(f \ {z},0)
z=(2,k) = auz(f(z)®apply(o,k)o f\{z},0)

o que vem a dar em

2=(Lk) = <f(’“m)) @{ 2= (k) = aua(f\{z},0)
c=@k) = () | r=(2,k) = aux(f(%’)@apply(aak)GBf\{m}yU)l

X

explorando o facto de ( ) ser o elemento neutro de &, e de acordo com a regra
seguinte, que estende (B.1):

£ P = 4q Py p = f(gs)
p) = or 7 ) >t -(p) = f(rt)
Prosseguindo, X re-escreve em

z=(1,k) =
auz(f \{“’}@{ v=(2k) = fz)®apply(oh)

de novo explorando o elemento neutro de & e por (B.1). Verificamos assim que aux
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instancia o esquema linear monddico (9.32) da forma seguinte:

fGy, ) | aux(y; o)

pGy) |y=( )

)

e(y) ey\e

(

o= (Lk) = ( k )

d(-y,-) y(z) *para x € dom(y) */
=

&

{$=(2Jﬂ) = y(z) ® apply(o, k)

Como ndo hd elemento absorvente de @ em Parts, ter-se-a de imediato, em “pseudo-

C”,
{ Parts r= ();
Structure vy’ = y;
while (y" '=())
{ Unit x = choice(dom(y’));
Quantity n = y’(x);
z=(Lk) = k
r=r @ n 7
e=(2,k = ()
oo z=(Lk) = () ,
Y ¥ \{x}@{ z=(2,k) = nQapplylc,k) '
}i
}

Ap6s simplificagdes algoritmicas baseadas no elemento neutro de @ e semantica da
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construgio if ...then ...else ' obter-se-i:

{ Parts r=();
Structure vy’ =y;
while (y" '= ())

{ Unit x = choice(dom(y’));
Quantity n = y’(x);
y' =y \{z} ;

peraleman = (M)
z=(2,k) = ( () )

s~ oo z=(Lk) = .

Y y EB{ z=(2,k) = nQapply(s,k) '

}i
}

e finalmente o cédigo proposto no exercicio. Note-se que as primeiras trés instru-
¢oes do ciclo while se podem converter numa s6 operagdo de get a fung@o finita
(futura tabela).

11 Mais uma vez se chama a atencdo para o facto de, em rigor, tais simplificacdes carecerem de
justificagdo em face da semantica da linguagem algoritmica em causa.



