Calculo de Programas

2.° Ano de LCC+MiEI (Universidade do Minho)
Ano Lectivo de 2019/20

Exame de Recurso — 18 de Julho de 2020
10h00-13h00
Prova realizada on-line via BBC

e FEsta prova consta de 10 questdes que valem, cada uma, 2.0 valores. O tempo médio estimado para
resolucdo de cada questdo é de 15 min.

e Ao submeterem o seu teste no BB os alunos estdo a declarar implicitamente que subscrevem a
seguinte declaragdo:

Tendo presente o Cédigo de Conduta Etica da Universidade do Minho e o Regulamento
Disciplinar dos Estudantes da Universidade do Minho (Despacho RT-80/2019) e tendo con-
hecimento das sanc¢des aplicdveis a atos de infra¢do disciplinar, declaro por minha honra
que pautarei a minha conduta na resolu¢do desta prova de avaliag@o pelos valores de ética e
integridade académica vigentes na Universidade do Minho. Declaro que realizarei a prova
autonomamente e recorrendo exclusivamente aos elementos de consulta autorizada. Con-
firmo ainda que ndo incorrerei em qualquer ato de desonestidade, nomeadamente, os que
violam os principios éticos inerentes a processos de avaliacdo, como a pratica de plagio
ou qualquer outra forma indevida de utilizagdo de informacgdes. Mais declaro que ndo me
envolverei em situagdes de prestagdo de informagdo ou apoio indevidos no decurso das
provas que venha a realizar.

e Os alunos devem escrever o seu niimero mecanogrdfico nas folhas cujas imagens vdao submeter
electronicamente.
PrROVA cOM CONSULTA (3h)

Questao 1 Considere a fungdo o = ¢; - swap - w2 . Infira o tipo mais geral de « e deduza a respectiva propriedade
gratis, que deverd verificar analiticamente.

RESOLUCAO: O tipo obtém-se de imediato via ghci Cp:
il.swap.p2 :: (c, (a, b)) —-> Either (b, a) d

cuja propriedade grétis se obtém pelo diagrama do costume (omitido, fazer ao estudar):
iv-swap -y - (h x (f x g)) = ((g X f) +g) - i1 - swap -

Segue-se a verificagdo (completar com as justificacdes):

i1 swap -7 (b x (f X g)) = ((g X f) + g) -1 - swap - 72

Il
—
—

Il
=

i1 (g x f)-swap-my =141 - (g X f)-swap-mo

{ trivial }

true



Questao 2 Nas aulas desta disciplina foi definido e usado o isomorfismo

undistl = [i; X id, iz X id] (E1)
sem se ter definido logo o seu inverso distl : (4 + B) x C' — A x C + B x C. Pretendemos mostrar que
distl = [iy, io] (E2)

Complete a prova seguinte dessa defini¢do, deduzida a partir de distl - undistl = id:
distl - [i1 X id, iy x id] = id
{ [}

distl - (il X Zd) =1
distl - (ZQ X Zd) = ig

{ currying é um isomorfismo }

[2]=i1
distl (iz x id) =

{ fusdo-exp }
{ distl - 47 = a

{[5]}

(]

distl = [i1, 4o
= {[6]}
distl = [i1, 7a]
O
RESOLUCAO:

distl - [Ll X id,ig X Ld} =1d
{ m = fusdo-+ (20); universal-+ (17) }

distl - (71 X 7d> = 7:1
distl - (12 X Ld) = i2

{ currying }
distl - (i1 x id) = i1
—_———

distl (ip X id) = iy

=

{ fusdo-exp }

distl - 71 = E
distl - ig = 7:2
—————



{ = universal-+ (17) }

distl = [i7, 73

{ @ = isomorfismo uncurry }

———

distl = [i1 , 2]

Questio 3 Considere a fungéo mirror = (/in - (id + swap) ) que espelha uma édrvore de tipo LTree e as duas fungdes
seguintes:

e Im = ([id,m]) — vai buscar a folha mais a esquerda (Im abrevia ‘leftmost’)
e rm = ([id, 73] ]) — vai buscar a folha mais a direita (rm abrevia ‘rightmost”)
Mostre, por fusdo-cata (em LTree) que:

Im - mirror = rm (E3)

RESOLUCAO: Completar com as justificagdes:

Il
—~—
—

I
—~

I1l
—
—

[id, 7y - swap - Im?] = [id, 7y - Im?]

I
—

[id, 7y - Im?] = [id, 7o - Im?]

Questio 4 Suponha que tem um catamorfismo («|) em que «: F A — A é um isomorfismo, isto é, a® : A — F A é
um isomorfismo também. Mostre, por fusdo-cata, que

(@®)- (o) = id. (E4)

se verifica.




RESOLUCAO: Tem-se (completar com as justificacdes):

Il
—
—

Il
—

Questao 5 Considere a seguinte série definida por recorréncia da seguinte forma:

80:1
Sp+1 =2% 8, +n+2

Assim, a lista [1,4, 11,26, 57, 120, 247,502, . . .] mostra os primeiros termos da série. Mostre, por aplicagio da lei de
recursividade mitua, que a seguinte fungdo

s = my - for loop init where
loop (z,y) = (2*z+y,y+1)
init = (1,2)

calcula o n-ésimo termo da série.

RESOLUCAO: Ha vérias maneiras de resolver esta questio. A que se apresenta a seguir faz “reverse engineering” do
ciclo:

loop (z,y) = (2*xz+y,y+1)

Il
—~

loop = (h,succ - o) where h (z,y) =2xz+y
Entdo (completar as justificacdes):
s = - for loop init
{ paraalgum r }
(s, r) = for (h,succ- ma) (1,2)

Il
—~—
—

Il
—_~

Il
—~

{ iy = [1h] - (id + (s,7)
r-inyn, = [2,succ - o] - (id + (s, 1))



Il
—~

{ s-iny, = [L,h-(s,7)]

r-inyn, = [2,succ - 7]

Il
—

s0=1
s(n+1)=2x(sn)+rn
r0=2

rn+1)=14+rn

{rn=n+2poisr0=0+2=2er(n+1)=Mm+1)+2=1+(n+2) }

s0=1
s(n+1)=2x(sn)+n+2

Questao 6 Considere o isomorfismo

a = [(nil,id), (cons x id) - assocl| (ES)
onde, como sabe,

assocl = (id X 71, o « m3) (E6)

Vamos designar por (4] o hilomorfismo [h, a°]:
A* xBLB-ﬁ-Ax(A* x B)

<|h|>J/ lid+id><(|h|)
C ~ B+AxC

E possivel mostrar que, por «v ser um isomorfismo, se tem a propriedade universal

k=(h) <& k-a=h-Fk (E7)
onde F f = id + id x f € o functor das listas. Demonstre a partir de a propriedade

m = {in)

onde in = [nil, cons].

RESOLUCAO: Completar com as justificagoes:

Il
——

1l
—~—
—

Il
—
—

71 -« = [nil, cons - 7y - assocl]



Questao 7 Considere o hilomorfismo

h = tailr g where

92(772

+ swap) - 27 - (n/w\d,m)

z(r,b)=r=0

onde mod é a funcdo com esse nome em Haskell.

1. Faga um diagrama para h e converta-a numa funcao recursiva com varidveis que nao recorra a nenhum combi-
nador ‘pointfree’ que estudou nesta disciplina, justificando cada passo do seu raciocinio.

2. A fungdo h implementa um algoritmo célebre — consegue identifica-lo?

RESOLUCAO: Alineas:
1. Como tailr g = [[id,id], g] para F = id +fﬂ

h = tailr g

h (a,b) =if a‘mod' b = 0 then b else h (b, a ‘mod‘ b)

2. Algoritmo de Euclides (encontra o maximo divisor comum entre dois nlimeros inteiros)

mdec a b=1et r = mod a binif r =0 then b else mdc b r

Questao 8 Uma arvore genealdgica ascendente indica, para cada individuo, a arvore da sua méae e a do seu pai, quando
conhecidas. Por exemplo:

Isabel, n. 1923 Pedro, n. 1920 (E8)

\ /

Maria, n. 1956 Artur, n. 1955

\ /

Manuel, n. 1991

Completar com as justificacdes.



Em Haskell podemos definir o tipo genérico para estas arvores que se segue:
data GenT a = GenT {ind :: a, mother :: Maybe (GenT a), father :: Maybe (GenT a)}
isto é:

GenT A~ A x (1+ GenT A)*

1. Defina os combinadores ana-cata-hilo para este tipo de dados.

2. Seja dado, em Haskell, o tipo
data Ind {name :: String, birth :: String }
para descrever pessoas. Escreva como um anamorfismo a fungéo
names :: GenT Ind — GenT String

que elimina da arvore argumento toda a informacao que néo seja o nome de cada pessoa.

RESOLUCAO: Comece-se por:
B (f,g)=/f x (id+ g)> where f2 = f x f
e, de seguida,

inGenT (a,(z,y)) = GenT a (inM z) (inM y)
outGenT (GenT a x y) = (a, (outM z, outM y))

onde
inM = [nothing, Just]
outM Nothing = iy (); outM (Just a) =iz a

1. Daqui se deriva a trilogia ana-cata-hilo da formal habitual:

Ff=B(id,[)
cataGenT [ = f - F (cataGenT f) - outGenT
anaGenT [ = inGenT - F (anaGenT [) - f
hyloGenT [ g = (cataGenT f) - (anaGenT g)
2. O selector name : Ind — String seleciona o nome de um individuo. O “fmap”

GenT name

¢ a funcdo que se pede. Por Def-map-ana (57):
GenT name = [B (f,id) - outGenT)

onde B e outGenT foram definidas acima.




Questao 9 Recorde a seguinte questdo do teste de 13 de Junho: dada uma funcdo g: X — X, construir um catamorfismo
de ntimeros naturais many g : Ng — X — X tal que, dado um nimero natural n e um valor z, many ¢ n z retorna a
aplicacdo de g ao valor z, n vezes:

many g 0z ==z
many g (n+1) x =g (many g n x)

E possivel mostrar que many ¢ é um hilomorfismo cuja primeira parte (anamorfismo) replica ¢ tantas vezes quanto
o segundo argumento, compondo depois essas réplicas no catamorfismo. Defina f e k por forma a que many g =
[f,k g¢], cf. o seguinte diagrama:

f

XX 14+ XX x XX
compT Tid«kidx comp
(XX)* in 1+XX><(XX)*
rep gT Tid—&-idxrep g
NO 5 1+XX X NO
g

RESOLUCAO: O anamorfismo
rep a = [k a) where k a = (id + (a,id)) - outy,

€ polimérfico em a no sentido de que replica qualquer a tantas vezes quanto o argumento:

A " 14 A x A*
rep QT Tidjtidx rep g

NO outyy 1+ NO id+(g,id) 1+4x No

Ja o catamorfismo comp = ([id, ucomp||) — para ucomp (f, g) = f - g — deve aceitar uma lista de fungdes, que ird
compor entre si. Logo A = X ¥ deverd ser o tipo dessas funcdes, paramétrico em X . Ter-se-4 entdo, finalmente:

lid ,ucomp)

XX 14+ XX x XX
comp T TidJridX comp
(XX) - 14+ XX % (XX
rep (IT Tid-‘ridxrep g

X
_— _— >
Ny outy 1+ Ny i gid) 1+ X+ x Ny

Questao 10 Relembrando o ménade de estado, complete a prova da seguinte iguadade de accdes

modify f = do {a + get;put (f a)} (E9)



preenchendo as caixas numeradas:
do {a < get;put (f a)}

{[}

get >= (put - f)

= { defini¢do de (=) }

(- [2) get

= {13}
ap - (put - f x id) -[4]

- (D
put - (f x id) - get

= { definicdes de put e get,e[6] }
(7] ¢fid)

- {[ED
(L)

= { definigiio de modify }
modify f

RESOLUCAO:

do {a + get;put (f a)}
{ [1]=65:73) }

get >= (put - f)

= { defini¢do de (>=) }
(- (put - f x id)S) get
- { =M:aps(4-42);fsg:f~g(2.87) 1
ap - (put - f xid) - get
N
= { = functor-x (14) ; put = ﬁ; cancelamento-exp (34) }
m~(f><id)-get

= { defini¢des de put e get, e (11) (absogdo-x) }
N

[6]
<!aﬂ-1> <fa7d>
——

= { (9); (7); (3) — 1. fusdo-x, cancelamento- X, natural-const }
—_—



(L)
{ defini¢do de modify }

modify f

10



