Calculo de Programas

2.° Ano de LCC+MiEI (Universidade do Minho)
Ano Lectivo de 2019/20

Teste — 13 de Junho de 2020
10h00-13h00
Prova realizada on-line via BBC

e FEsta prova consta de 10 questdes que valem, cada uma, 2.0 valores. O tempo médio estimado para
resolucdo de cada questdo é de 15 min.

e Os alunos devem indicar na sua prova o seu compromisso pessoal relativo a seguinte declaragdo:

Tendo presente o Cédigo de Conduta Etica da Universidade do Minho e o Regulamento
Disciplinar dos Estudantes da Universidade do Minho (Despacho RT-80/2019) e tendo con-
hecimento das sancdes aplicaveis a atos de infracdo disciplinar, declaro por minha honra
que pautarei a minha conduta na resolug@o desta prova de avaliacio pelos valores de ética e
integridade académica vigentes na Universidade do Minho. Declaro que realizarei a prova
autonomamente e recorrendo exclusivamente aos elementos de consulta autorizada. Con-
firmo ainda que ndo incorrerei em qualquer ato de desonestidade, nomeadamente, os que
violam os principios éticos inerentes a processos de avaliacdo, como a pratica de plagio
ou qualquer outra forma indevida de utilizacdo de informagdes. Mais declaro que nao me
envolverei em situagdes de prestagdo de informagdo ou apoio indevidos no decurso das
provas que venha a realizar.

e Nas perguntas de resposta por ficheiro, pode submeter um ficheiro de texto, uma imagem ou um zip
com vdrias ficheiros.

PrROVA coOM CONSULTA (3h)

Questao 1 ("dummy”: na implementagdo em BBC era a declaracio acima)

Questao 2 Recorde a fungdo undistr: A x B+ A x C — A x (B + (') definida como
[id X i1,id X iz] (DEF)

Esta func@o tem uma funcéo inversa distr : A x (B 4+ C) - A x B+ A x C, cuja definigdo é desconhecida para o
contexto deste exercicio. Mostre que

distr - (id x coswap) - undistr = coswap
justificando os passos abaixo, sabendo que

coswap = [i2, 1] (DEF)
Relembre que para isomorfismos f e g, temos que

{f~h—k—h—g-k

h-f=k=h=k-h IS0)



Em cada caixa deve escrever exatamente um identificador da lei do célculo tal como identificada no formulario da
disciplina (ou dada no enunciado deste exercicio), sem parenteses.

distr - (id x coswap) - undistr = coswap
{ a1}

(id x coswap) - undistr = undistr - coswap
{ 8] }

[id x i1,4d X ig] - [ia,11]
{1cr}

[[id % i1,4d X i3] - ig, [id X i1,id X Q2] - 1]
{ D1 }

[id X dg,id X 1]
{ 1}

[id x ([i2,31] - 91),9d X ([i2,41] - 92)]
{ [F1}

[(id x [i2,41]) - (id x 1), (id X [i2,41]) - (id X i2)]
{ 161}

(id X [ig,11]) - [id X i1, id X @]
{ 1}

(id x coswap) - undistr

Questao 3 Na biblioteca Cp.hs aparece a fungdo genérica Istr :: Functor f = (a,f b) — f (a,b), isto &,
Istr: AxFB—F(AxB)

onde F € um functor. Para o caso F X = X x C, para um dado C fixo, Istr coincide com um isomorfismo que
conhece, qual? Faca escolha multipla entre:

swap ; assocr ; assocl ; undistl ; undistr ; coswap ; nenhum destes.

RESOLUCAO: ParaF X = X x (' ter-se-a
Istr i Ax (Bx ()= (AxB)xC
E imediato que neste caso [str coincide com assocl, cf.

assocl :: (a, (b, ¢)) = ((a,b), c)

assocl = (id X 71, o + m2)

em|Cp.hs. O

! Apenas se d4 uma das alternativas — as outras sio em tudo semelhantes.


http://wiki.di.uminho.pt/twiki/pub/Education/CP/MaterialPedagogico/Cp.hs

Questao 4 Considere a fungﬁo
e § = [map ma, singl - 7]

para singl x = [z]. Infira o tipo mais geral de 0 e deduza a respectiva propriedade gratis, que devera verificar analiti-
camente. Tenha em consideracdo a propriedade natural de singl.

RESOLUCAO: Num teste aberto, ndo presencial, a tarefa de inferir o tipo estd muito simplificada: basta pedi-lo ao
GHCi:

e delta :: Either [(a, bl)] (bl, b2) —-> [bl]
Isto &,
e 0:(AxB)"+BxC— B*
A deducdo da propriedade gratis, feita sobre o habitual diagrama, devera dar
° g5 0=0-((fxg) +gxh)
A parte mais importante nesta questdo € a prova analitica (completar com as justificacdes):

g 6=68-((fxg) +gxh)

1l
—~
—

g - [(m2"), singl - mi] = [(m2"), singl - m1] - ((f x )" + g x h)

1l
—
—

[(g-m2)", g" - singl - m] = [(m2 - (f x g))", singl - m1 - (g x h)]

Il
—_~

{ (9-m2)" = (ma-(f x g))°
g*

- singl - m = singl - 71 - (g X h)

Il
—

{ (9-m)" = (g-m2)

g* - singl - m = singl - g - ™

Il
—

singl - g -m = singl - g -

{}

true

Questao 5 Escolha uma das opgdes abaixo por forma a que a composi¢do do diagrama descreva

[1h{2] (i)

Ax (1+1) AxB A

Bl A AR

p?

A+ A

(ainda que de forma complicada!) o guarda p? de um dado predicado p (constru¢do que se usa em condicionais de
McCarthy):

2 Apenas se dd uma das alternativas — as outras sio em tudo semelhantes.



I.1=m;2=m33=1x A+ Ax1;4=distl; 5 =id x (p — i1,1i2)
2. 1=1id;2=m;3=A+4 A x1;4=distr; 5 = (id, f ) where f True =i ();f False = i3 ()
3. 1=m32=m;3=Ax 1+ Ax1;4=distr; 5 = (id, f ) where f True = i (); f False =iz ()

4. Nenhuma das op¢des dadas tipa correctamente.

RESOLUCAO: Nenhuma das hipéteses estd correcta. A que estaria era

p?

onde a® = [true, false]. O

Questiio 6 A fungio hasDup : A* — B verifica se uma lista tem elementos duplicados. Por exemplo, hasDup [] =
False e hasDup [z, y, z] = True. A fungéo pode ser implementada em Haskell da seguinte maneira:

hasDup [] = False
hasDup (z : xs) = elem (x,zs) V hasDup zs

em que
e clem: A x A* — B é uma funcdo que verifica de um dado elemento esta presente na lista, e
e V:B x B — B ¢ a fun¢do Booleana “or”.

Apresente a implementagdo desta fungdo com base num catamorfismo de listas que tire partido da recursividade mutua.
Para arrancar, pode comegar por assumir que hasDup = 71 - f e que

f [] = False

f (z:xs) =elem (z,g zs) V f xs
gll=1]

g(x:as)=1x:9xs

RESOLUCAO: Este exercicio € em tudo semelhante ao caso de ord que foi apresentado nas aulas tedricas (cf. aula 7bl
t=7:45). Segundo essa estratégia, comega-se pelos diagramas de f e de g, esta fécil de identificar como (in):

out=in® out=in®
/\ /\
A* = 1+ AxA* A* = 1+ Ax A*
\/
fl in=nil ,cons] \LidJridX(.f,g} gl in=[nil ,cons] lidjtidxg
B 1+ Ax (BxA*) A* 14+ Ax A
\/ \—/

[false ,hs) [nil ,cons]
A funcao

hs (z,(b,zs)) = elem (z,xs) V b


http://www4.di.uminho.pt/~jno/media/CP1920-T7b.m4v

“decalca”-se a partir da cldusula f (z : xs) = .... O passo seguinte é introduzir (falsa) recursividade mitua em g:

out=in® out=in®
*/g_\\l—&—AxA* A*/%\\I-FAXA*
fl in=|nil ,cons] lidJridX(f,g} gl \\m:[m lid+idX<f,g>
B\;AX(EXA*) A* 1+ Ax (B x A¥)
[false hz] \7EEE@§

Ter-se-4 entdo, pela lei de recursividade mutua,
(f,9) = (([false, ha], [nil, cons - (id x m2)]))

e ndo era pedido mais nada. Para quem tiver querido apresentar ho pointfree:
hy =V - (elem - (id x o), - T2)

equivalente a
hy =V - (elem x my) - (id x T3, 7o)

Notar o tipo de (id x 72, m2) neste contexto: 4 x (B x A*) — (A x A*) x (B x A*). O

Questao 7 Considere os tipos indutivos Rose A (rose trees) e A* (listas ndo vazias) cujos bifunctores de base s@o,
respectivamente, B (X, V) = XxY*eB (X, Y) = X+ X x Y, e cujas dlgebras de construcio so, respectivamente,
inR = Rose e in = [singl, cons]. E sempre possivel converter de A* para Rose A através de um catamorfismo de A*
com a forma [2r = (« - ). Identifique o par («, 3) que faz correctamente essa conversdo, por escolha multipla entre:

1. @ = Rose; 8 = [id, map cons]

2. a = [nil,cons]; B = [(id, nil), id X singl]
3. o = Rose; 8 = ([id, 7], [nil, singl - m2])
4. o = Rose; 5 = [(id, nil), m x singl]

5. Nenhuma das opg¢des acima.

RESOLUCAO: Se queremos Rose trees na saida, deveremos construir (| inR - 5]) onde 8 tem de mapear o bifunctor
das listas no das Rose trees, 5: X + X x Y — X x Y*. Fazendo = [f, ¢g] vemos que

FiX 5 XxYr

= (id,nil)
g: X XY > XxY"
g = 1id X singl

sao as escolhas a fazer. O

Questdo 8 Considere o tipo de dados data Rose a = Rose (a,[Rose a]) que representa drvores cujos nds sdo do
tipo a e que contém um numero arbitrario de filhos (rose trees). Considere também a seguinte fungao,

roseMap :: (a — b) — Rose a — Rose b
roseMap f (Rose (z,s)) = Rose (f z, map (roseMap f) s)



Finalmente, considere a fungdo

depth :: Rose a — Z
depth = (succ - mazimum - w3 )

em que mazimum :: [Z] — 7Z é uma fun¢do que calcula o maior elemento de uma dada lista, assumindo que
mazimum [] = 0. (A fung¢do depth é um catamorfismo em Rose que calcula a profundidade mdxima de uma
dada rose tree.)

O objetivo deste exercicio € provar que a igualdade

depth = depth - (roseMap f)

¢ verdadeira. Para tal, primeiro deve provar que roseMap f = (in - B (f,id)) para uma certa fungdo in e para um
certo bifunctor B. De seguida, deve provar a igualdade pretendida.

RESOLUGAO: Primeiro hd que ideintificar B ¢ in em roseMap f = (in - B (f,id) ) — completar com as justificagdes
omitidas:

roseMap f (Rose (z,s)) = Rose (f x,map (roseMap f) s)

1l
—

1l
—
—

Il
—

1l
—~

Entao:
= S }
depth = depth - (in- B (f,id)) where B (f,g) = f x map g
= P }
depth = (succ - mazimum - 7o - (f X id))
= P }
depth = (succ - maximum - 72
= P }
true
a
|

Questao 9 Pretende-se exprimir com recurso a um hilomorfismo a fungio lcs : A* x A* — A* que calcula a mais
longa subsequéncia comum entre duas listas (Ics = ‘longest common subsequence’):

tes [] = ]
tes _[1=1]



les (x:xs) (y:ys) =
if z = y then x : lcs zs ys else
let a = les zs (y : ys)
b=les (z:xs) ys
in if length a > length b then a else b

Por exemplo, lcs "abcd" "aacbed" = "abd". Preencha as 4 caixas numeradas com a informagdo em falta por
forma a que lcs = [f, g]:

>
A x A* (14 A x (A* x A%)) + (4% x A4%)?
[f.91 l

A* +A*2
\/
4(f=..)

RESOLUCAO: NB: a resolu¢do que se propde é mais detalhada do que era preciso, aproveitando-se para explicar
melhor a construcao de hilomorfismos em Calculo de ProgramasEl

Em primeiro lugar, hd que inferir o functor de base B, com base no parimetro A e na recursividade feita sobre
A* x A*. Seguindo 0 método que se estudou, ha que substituir A* x A* por ¥ em (1+ A x (A* x A%))+ (A% x A*)?
obtendo-se (1 + A x Y) + Y2. Finalmente, substitui-se 4 por X e obtém-se:

B(X,YV)=(1+XxY)+Y?
B(f,g9)=(id+fxg)+g°

Daqui tira-se F g = B (id, g) = (id + id x g) + g*. Logo:

[2]= (id +id x [f, g]) + [, 91
[3]=(1+ A x A%) + 42

Como estamos em listas na “parte cata”, para |4 | infere-se f = [in, f3]. Para obtermos f, temos que ir ver o que o
algoritmo faz as saidas a e b das chamadas recursivas, nessa posicao:

f2 (a, b) = if length a > length b then « else b

A caixa| 1 | é a menos imediata, pois neste hilomorfismo a maior parte das decisdes algoritmicas t€ém lugar na “parte

ana”. Como [f, g] = les, podemos aplicar uncurry ao cédigo dado, onde h abrevia [f, g] = les, obtendo-se:

h([],-) =]
h (- []) =]
h ((z:as) (y:ys) =
if =y then z : h (zs, ys) else
let a = h (zs,(y:ys))
b=nh((z:xs),ys)
in if length a > length b then a else b

O que o gene da caixa | | | faz é preparar as chamadas recursivas de h. A lista vazia [] e (:) tém a ver com a saida, cf.
in da caixa . Olhando para F, onde hd uma alternativa dentro de outra, definimos

111 =11 11
112 = 11 * 12

na seguinte formulacdo de g:

3Comparar também com a experiéncia adquirida em determinadas funcdes pedidas no trabalho pritico.



g ([,) =110
g E—: [1) =11 ()

g (z:as,y:ys) =1if z = y then 415 (z, (xs, ys)) else ia ((zs,y: ys), (z: xs, ys))

Questao 10 Considere uma fungdo g : X — X. Construa como um catamorfismo de nimeros naturais a funcao
manyg : Ng — X — X tal que, dado um niimero natural n e um valor z, manyg n x retorna a aplicacdo de g ao valor
x, n vezes. Por exemplo, manyg 2 x = g (g (z)) e manyg 0 z = x.

Note que f = manyg é a funcdo seguinte:

f0,z)==z
f(n+1a$):g (f (TZ,.’L‘))

RESOLUCAO: Vamos partir da fungdo f dada (completar com justificagdes):

{ f(0,2)==x
fn+1,2) =g (f (n,z))

{ pointwise currying }

{fOLl B
fint)z=g(fna)

Ml
—
—

1l
—
—

Il
—~—

Il
—~

a

Ou seja, f = for gX id. O

Questao 11 A fungdo discollect que foi assunto de varias questdes das fichas praticas tem uma definicdo monadica
genérica,

discollect = Istr e id (DIS)
onde Istr € uma fungdo que encontra no médulo Cp.hs e que satisfaz a propriedade
Istr - (id X u) = u (PROPI)

onde u € a unidade do ménade onde discollect opera. Pretende-se demonstrar a igualdade:



discollect - u - (id X u) = u (PROP2)

Comece por instanciar a propriedade (PROP2) no ménade LTree, em notacdo pointwise. Caso necessario, utilize
nomes de variaveis a, b, ¢, ...
[A] De seguida complete as justificagdes da prova de (PROP2) com leis que conhece do formulario da disciplina
ou com factos dados acima. Em cada caixa deve escrever exatamente um identificador da lei do calculo tal como
identificada no formulario da disciplina (ou dada no enunciado deste exercicio), sem parenteses.
discollect - u - (id X u) = u
{ m1}

(Istr @id) - u - (id X u) = u
{1}

(Istr o (id - u)) - (id X u) = u
{m}

(Istrew) - (id x u) = u
{ (E]'}

Istr - (id X u) = u

{F}

true

RESOLUCAO: Estudou-se que LTree forma o ménade

eaq, id ,Fork .
X e LTree X u LTree® X

—cf. e.g. videos da aulas tedricas, aula|11bl t=20:05. Logo PROP2 instancia neste ménade como se segue:

discollect - u - (id X u) = u

{ u = Leaf neste ménade }

discollect - Leaf - (id x Leaf) = Leaf

{ introdugdo de varidveis (etc) }

discollect (Leaf (a, Leaf b) = Leaf (a,b)



http://www4.di.uminho.pt/~jno/media/CP1920-T11b.m4v

