Calculo de Programas

2.° Ano de MIiEI+LCC (Universidade do Minho)
Ano Lectivo de 2016/17

Teste — 1 de Junho de 2017
16h00-18h00
Cantina de Gualtar

Este teste consta de 8 questoes que valem, cada uma, 2.5 valores. O tempo médio estimado para
resolugdo de cada questdo é de 12 min.

PROVA SEM CONSULTA (1h30m)

Questao 1 Mostre que a equagdo em x
z-distl=[f,g] x h (E1)

$6 tem uma solugéo: x = [f X h, g X h]. Sugestdo: recorde que o isomorfismo undistl = [i; X id, i3 X id] € o inverso
de distl.

RESOLUCAO:

x-distl =[f, g] X h

{ isomorfismo distl° = undistl; undistl = [i1 X id,i2 x id] }
= ([f, g] x h) - ir x id, iz x id]
{ fusdo-+ (20) }
z=[([f,g] x h)- (ix xid), ([f, g] x h) - (i2 x id)])
{ functor-x (14) duas vezes ; natural-id (1) duas vezes }
T = Hf*q} i1 X h‘[f/(}] “lg X h‘}
{ cancelamento-+ (18) }
x=|[f xh,gxh]

Questao 2 Seja xr uma fungdo que se sabe satisfazer a propriedade

vag}vh]xr:[[fath] (E2)

para quaisquer f, g e h. Determine o tipo mais geral de xr e, com base neste, infira a respectiva propriedade grdtis (i.e.
natural).

RESOLUCAO: Comecemos por tipar f, g, h da forma mais geral possivel, A N B,C—2sD¢c¢E —ra.

Ter-se-a entdo:



° A+CM>B forcando B = D

291:h
e (A+C)+E _ B for¢ando agora B = G.

[f +h]
o A+ F——=1B

e (A+E)+C "> (A+0)+E.
Fazendo o diagrama habitual (aqui omitido, fica para TPC), inferimos a propriedade grdtis

(f+g)+h) xr=xr-((f+h)+g)

Ha alternativas a este raciocinio, mas sao mais cornplicatdas!I O

Questao 3 O seguinte diagrama foi retirado de uma questdo de uma ficha das aulas praticas desta disciplina:

AP o4 A

— (E3)

p?

O diagrama define a guarda (p?) associada um dado predicado p, onde o é um isomorfismo do qual basta saber a
propriedade grdtis:

a-(idxf)=(f+[)a (E4)

Com base em (E3,E4) demonstre a lei

p? =0+ -(p-f)?

que consta do formuldrio da cadeira.

IPor exemplo esta: anular [[f , g], h] = 4d para obtermos a defini¢do de xr e daf o seu tipo:

[lf, 9], ] =id
= {id = [i1,42]); eq-+ 27) 5 }
{ [f.9] =101
h =2

{ universal-+ }
f=i1-01
g=11-12

h =12
Logo, pegando em (E2):

[[i1 - 41,01 - d2],i2] - xr = [[i1 - 41 ,42], 01 - i2]

{ como se viu acima }
Xr = [[’L1 -il,ig],il -iQ]
{deff+g;ixa=1i2-id}

Xr = [i1 +id, i1 ~’i2}

Ter-se-4, entdo: i1 +id: A+ B — (A+ C)+ Beii-ia: K — (E+ K)+ D,logoxr: (A+ B)+ C — (A+ C) + B. Daqui a deducdo
da propriedade natural € a mesma que acima.



RESOLUCAO: Vamos provar a propriedade acima pegando no lado mais complexo e reduzindo-o ao mais simples:

(f+f)-(-f)
{ €3 }
(f+f)-a(p-f id)
{ @&}
a-(idx f)-(p-f,id)

{ absor¢do-x (11) ; natural-id (1) duas vezes }

04<pf,f>

{ defini¢do de p? dada por (E3) ; fusdo-x (9) }

p?-f

Questao 4 Considere as fungdes de ordem superior

pair: BA x C4 — (B x C)*
pair (f,9) = (f,9)

Mostre que pair - unpair = id e que unpair - pair = id e que, portanto, o isomorfismo de exponenciais (B x C)A =
BA x C*4 se verifica.

unpair : (B x C)A — BAx CA
unpair k = (my - k,ma - k)

RESOLUCAO: Tratando-se de igualdades de ordem superior, ter-se-a

pair - unpair = id

{ 73e@d }
pair (unpair k) = k

{ E5) }
(my - kymo - k) =k

{ fusdo-x (9) }
(my,ma) -k =k

{ reflexdo-x (8) }

true

unpair - pair = id

{ (73) e (74) ; (ES) }
unpair (f,g) = (f,9)

{ (ES)de novo }
(w1 (f,9),m2-{f.9) = (f,9)

{ cancelamento-x (7) }

(fr9)=1(f9)

(E5)



{ trivial }

true

Questao 5 Recorde o tipo LTree A — (E13) no anexo — sobre o qual sdo definidos os catamorfismos:

9 = ([Leaf ,m])
count = (|[one, add]))

Usando as leis deste combinador do calculo de programas, mostre que
([one,m1]]) = one

e que, portanto,
count - g = one

se verifica, onde one € a funcdo constante 1.

RESOLUCAO: Cilculo de (E8):

([one,m]|) = one

{ universal-cata (43) }

one - in = [one, 1] - (id + one?)

{ absorgdo-+ (22); natural-id (1) }

one - in = [one, 7} - one?

{ natural-m; (12) ; fusdo-+ }

one-in = one- [id, m]

{ one é fungio constante (4) }

true
a
Calculo de (E9):
count - g = one
= { defini¢@o (E6) ; (E8) no lado direito }
count - ([Leaf ,m]) = ([one, m1])
< { fusdo-cata (46) }

count - [Leaf ,m1] = [one, m1] - (id 4+ count?)

{ fusdo-+; (20) ; absor¢ao-+ (22); natural-m; (12) }

[count - Leaf , count - 1] = [one, count - 1]

{ eq-+ (27);in = [Leaf , Fork]; cancelamento-+ (18) }
count - in - 11 = one

{ cancelamento-cata (44) }

[one,add] - (id + count?) - i; = one

(E6)
(ET)

(E8)

(E9)



{ (id + count®) - i1 = iy por natural-i; (23) ; cancelamento-+ (18) }
one = one
{ trivial }

true

Questao 6 No séc. XIV o matematico indiano Madhava de Sangamagrama calculava aproximagdes ao nimero 7 com
base num método iterativo que, escrito em Haskell, seria dado por

Tn=4%xpn

onde 7 n representa uma aproximac¢ao ao niimero 7 com 7 iteracdes, usando a funcdo auxiliar

p0=1

p(n+1l)=pn—(gn/hn)
onde

g0=1

g(n+1)=—(gn)

h0=3

h(n+1)=hn+2

Por exemplo, m 200 = 3.1465677471829556, etc.
Recorrendo 2 lei de “banana-split”, calcule a fungéo £ = (g, k) sob a forma de um ciclo-for, isto é, um catamor-
fismo de naturais.

RESOLUCAO: Para aplicarmos a lei referida é preciso escrever g e h como catamorfismos de naturais (F f = id + f);
definimos sym © = —x:

g-zero=1
g -succ = sym - g
h-zero=3
h-succ= (2+)-h

{ justifiquem como TPC }

{ g-iny, = [1, sym] - (id + g)
h-iny, = [3,(2+)] - (id + h)

{ universal-cata (43), duas vezes }

{ g9 = ([L, sym])
h=([3,(2+)])

Tem-se, entao:
k
= { k= {g, h) ; célculo anterior }
(([L, sym]D, ([3, (2+)ID)
= { banana-split (51), para F f = id + [ }
(1L, sym] x [3, (2)]) - {id + 71, id + 7))



{ absorgdo-x (11) ; absorgdo-+ (22), 2 vezes ; natural-id (1) }

(([L, sym - m1], [3, (24) - m2]))
= { lei da troca (28) ; (b, a) = (b, a), cf. fichas }

([(1,3), (sym - m1, (2+4) - ma)])

{ for bi=([i,b]): def-x (10) }
for (sym x (2+)) (1,3)

Questao 7 Em qualquer sistema de pontuagdo é possivel definir uma medida de ‘performance’ que se designa por
h-index e que conta o0 maior nimero n de itens cuja pontuacdo € n ou superior. Por exemplo, sendo

a=1[12,14,12,15,17,11,10,18,14,15,16,11,15,12,17]
as classificacdes de um aluno até ao momento, o seu h-index actual serd 12. Defina-se, entdo, em Haskell:

h_index = ([zero, maz]|) - (map min)-zip [1..] - reverse - sort

f g

Mostre, usando as leis dos catamorfismos, que a parte f de h_index é a fungao:

{ f11=0
f ((n,m):t) = maz (n ‘min‘ m) (f t)

RESOLUCAO: Ter-se-a:

f = (lzero, maz]) - (map min)

{ emlistas, T f = map f }

f = ([zero, maz]) - (T min)

{ absorc¢io-cata (48), paraB (f,g) =id+f x g }

f = ([zero, maz] - (id + min x id))

{ universal-cata (43) }

f - inList = [zero, maz - (min x id)] - (id + id x f)

{ inList = [nil, cons]; absor¢do-+ (22); functor-x (14) }

f - [nil, cons| = [zero, maz - (min x f)]

{ fusdo-+ (20) ; eq-+ (27) }
{ f - nil = zero

f - cons = mazx - (min X f)

{ (73) e (74), vérias vezes; na segunda linha, introduz-se ((n, m), t), etc; fla,b)=fab }

{ f1=0
f ((n,m):t) = maz (n ‘min‘ m) (f t)



Questao 8 Considere, escrito em Haskell, o tipo
dataTa=Ua|V]T a]

cujo functor de base é:
B(f,9)=/f+mapyg

O tipo (T a) forma um ménade quando equipado com

u=U
p=([id, v])

Apresente justificacdes para a seguinte prova de que a propriedade i - v = id = - T w se verifica, em dois passos:

Il
—
—

1l
-~

Il
—_~

1l
—~

Il
-~

Il
—
—

Il
—~
—

Il
—~

1l
—_~

RESOLUCAO: Primeiro passo:

weu=1d

{ n={([id,V]); u = U; int = [U, V]; cancelamento-+ (18) }



(led, V]) - (inT - i) = id
{ cancelamento-cata (44) }
[id, V] - (id + map ([id, V]]) - i1 = id
{ natural-i; (23) e natural-id (1) }
[id, V] -i, = id
{ cancelamento-+ (18) }

true
O

Segundo passo:
w-Tu=1id
{ = (ld,v]) }
([ed, V] - (T uw) =id
{ absorc@io-cata (48) }
([id, V] - B (u,id))) = id
{ functor de base B (f, g) = f + map g; u = U; functor-id (42) }
(id, V] - (U +1id)|) =id
{ absorgiio-+ (22) e natural-id (1), 2 vezes }
([u, V) = id

{ [u,V] = int ; reflexo-cata (45) }

true




ANEXO — Catélogo de tipos de dados estudados na disciplina.

1. Ndmeros naturais:

B FX=1+X o
T=N, {Ffzid+f int = [0, succ]

Haskell: I'nt inclui Nj.
2. Listas de elementos em A:

T=A"

{ FX=1+AxX . .
int = [nil, cons]

Ff=id+idxf

Haskell: [a].

3. Arvores com informagdo de tipo A nos nds:

FX=1+A4xX?

Ff=id+tidxf2 int = [Emply, Node]

T=BTree A {

Haskell: data BTree a = Empty | Node (a, (BTree a,BTree a)).
4. Arvores com informagio de tipo A nas folhas:

T=LTree A

_ 2
{ FX=A+X int = [Leaf , Fork|

Ff=id+f?

Haskell: data LTree a = Leaf a | Fork (LTree a,LTree a).
5. Arvores com informagio nos nés e nas folhas:

T=FTree B A

o 2
{FXB+AXX int = [Unit, Comp)

Ff=id+idx f?

Haskell: data FTree b a = Unit b | Comp (a, (FTree b a,FTree b a)).

(E10)

(E11)

(E12)

(E13)

(E14)



