Calculo de Programas

2.° ano da LEI (Universidade do Minho)
Ano Lectivo 2010/2011

Método A, Turno TP 1 — Ficha 1
(Sem consulta)

Questao 1 1. Identifique o isomorfismo testemunhado pela fungao:
[< id, ig . !>, id x iy ]

Construa o respectivo diagrama.

2. Recorra a lei da troca para re-escrever a funcao anterior sob a forma de um split.

Questao 2 Demonstre a seguinte propriedade do combinador condicional de McCarthy:

p — fg,hk = [f,h].(p — ilg, i2.k)

Ntmero: — Nome:




Calculo de Programas

2.° ano da LEI (Universidade do Minho)
Ano Lectivo 2010/2011

Método A, Turno TP 3 — Ficha 1
(Sem consulta)

Questao 1

Relembre as seguintes definicoes:

swap =< g, m > e coswap = [iz, i1 ].

1. Identifique o isomorfismo testemunhado pela fungao: coswap . (swap + swap)
desenhando o respectivo diagrama.

2. Formule a lei natural da funcdo anterior, com recurso ao diagrama respectivo e demonstre-a
analiticamente. (Sugestdo: use as leis naturais do coswap e do swap)

Questao 2 Demonstre a seguinte propriedade do combinador condicional de McCarthy:

(=.p) =9, f = (p—f,9)

sabendo que é valida a propriedade:

(=.p)? = [ig, 1] (p7)

Nuomero: —______ Nome:




Calculo de Programas

1° Ano da Licenciatura em Engenharia Informatica (Universidade do Minho)
Ano Lectivo de 20010/11

Avaliacdo Individual (Método A) —- Ficha nr. 1

IDENTIFICACAO DO ALUNO:

NOINE: . .Nl’lmero:’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

PROVA SEM CONSULTA (30 minutos)

Questao 1 Considere a defini¢ao
t = <[i27i1} t T2, [i27i1} : 7TI>

1. Calcule o tipo mais geral de .

2. Enuncie através de um diagrama a propriedade natural de t e demonstre-a.

Questao 2 Demonstre a seguinte propriedade do combinador condicional de McCarthy

(=p)—=fg = p—=ygf

sabendo que (— - p)? = [ia,41] - (p)?

Nr. do aluno: ’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ —Folha 1 — Reservado aos docentes: I:]:]:]




Calculo de Programas

2.2 Ano da Lic. em Engenharia Informatica (LEI) da Universidade do Minho
Ano Lectivo de 2010/11

Avaliacdo Individual Nr. 1 (Turno TP-2, Método A)

PROVA SEM CONSULTA (30 minutos)

Questao 1 Sendo iso a unica funcdo que é solucdo do diagrama ao
lado, enuncie, também com base num diagrama, a pro-

priedade natural de iso e calcule a seguinte defini¢@o sua, A+1 L> (A+1)+B <L B
em Haskell: \ l /
ig+! ts0 191
iso (Left (Left a)) = Left (Right a)
iso (Left (Right _)) = Right () (B+4)+1

iso (Right b) = Left (Left b)

RESOLUGAO PROPOSTA: Propriedade natural: seguindo a estratégia estudada nas aulas, parte-se do tipo iso :: (A +
1)+ B — (B + A) 4 1 e comega-se por desenhar

(B4+A) +1<22—(A+1)+ B

que se fecha com as fungdes (g + f) + id e (f + id) + g obtidas a partirde (B + A) + 1 e (4 + 1) + B substituindo
A, B,1:=f,g,id. Logo:

(B+A)+1<22 (A+1)+ B isto é (g +f) +id) - iso = iso - ((f +id) + g)
(g+f)+idl J/(J”rid)ﬂv
D+0)+1<—(C+1)+D

Cilculo de iso em Haskell: iso é tal que, como o diagrama dado indica, iso - i1 = is+! € iso - is = i - i1. Logo:

150 - il = 7,2+'
iSO’iz :il'il

{ Def+(21) }

150 - il = [7;1 -ig 7i2.”
iSO'iQ :il "il

{ Universal-+ (16) }
iSO'il '7:1 Zil'iz
180 - il . ig = 22'
’iSO‘iz :il"il

{ Igualdade extensional (4) 3x }

(iSO 'il "il) a = (’i1 "ig) a
(iSO . il . ig) Tr = (22') X
(iSO . ig) b= (il . il) b

{ Assoc-comp (2) 2x ; Def-comp (70) 8x }

Nr. do aluno: ’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ —Folha 1 — Reservado aos docentes: I:]:]:]




= { Left = i1 e Right =i2;!z = () }
iso (Left (Left a)) = Left (Right a)

iso (Left (Right x) = Right ()
iso (Right b) = Left (Left b)

Questao 2 Partindo da lei

(fi(p—=g,h) = p—=(f,9),(f,h) (1)

demonstrada nas aulas praticas e de outras propriedades do condicional de McCarthy que conhece, mostre que

fxP—=gh) =p-m—fxg fxh

RESOLUCAO PROPOSTA:

fx(p—g,h)
{ Def-x (10) }

<f '7T17(p - g7h) '7T2>

= { Segunda lei de fusdo do condicional (55) }
(f-m,p-m2— g ma,h-m)

= { Lei (1) do enunciado }

p -T2 — <f'7T1,g'7T2>,<f'7T1,h'7T2>
{ Def-x (10) 2x }

p'7T2—>fXg7f><h

Nr. do aluno: ’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ —Folha 2 — Reservado aos docentes: I:]:]:]




Calculo de Programas

2.° ano da LEI (Universidade do Minho)
Ano Lectivo 2010/2011

Método A, Turno TP 1 — Ficha 2
Duragao: 30 minutos  (Sem consulta)

Questao 1 Considere o seguinte tipo de dados:

LTree a = Leaf a | Fork (LTree a,LTree a)
e as funcgoes seguintes definidas como catamorfismos sobre Leaf Trees:

listify = ( [singl, (+1)]
miarror = (| in.(id + swap) |)
onde singl x = [z]

1. Desenhe o diagrama que representa o catamorfismo listify.

2. Derive a versao pointwise desta fungao.

Questao 2 No contexto da questao anterior, prove usando a lei fusao-cata, entre outras, que a seguinte
propriedade se verifica:

sum . mirror = sum

sabendo que sum calcula a soma de todas as folhas da arvore.

Nuomero: —______ Nome:




Calculo de Programas

2.° ano da LEI (Universidade do Minho)
Ano Lectivo 2010/2011

Método A, Turno TP 3 — Ficha 2
Duragao: 30 minutos  (Sem consulta)

Questao 1 Considere o seguinte tipo de dados:

data NEList a = Sing a | Add (a, NEList a)
e a funcao filter p sobre NEList a:

filter :: (a ->Bool) -> NEList a -> [a]
filter p (Sing x) | (p x) = [x]
| otherwise = []
filter p (Add (x,xs)) | (p x) = x:(filter p xs)
| otherwise = filter p xs

1. A funcao filter p pode ser definida como um catarmorfismo sobre N EList a:
filter p = ([(p — singl, nil), (p.71 — cons, m2)]))

onde singl x = [z], cons (x,x8) =z : xzs e nil _ = [].
Desenhe o diagrama correspondente.

2. Prove que a versao pointwise da funcao filterp é equivalente ao catamofismo apresentado.
Questao 2 Considere a fungdo dmap (“double map”):

dmap :: (a->b)->(a->b)->[al->([b], [b])
dmap f g = <f1,f2> where

f1 [1 = (1
f1 (x:xs) = (f x): f2 xs
2 [1 = []

f2 (x:xs8) = (g x): f1 xs

que aplica alternadamente as funcoes f e g aos elementos de uma lista.

Converta dmap f g num
catamorfismo aplicando-lhe a lei da recursividade multipla.

Numero: —______ Nome:




Calculo de Programas

1° Ano da Licenciatura em Engenharia Informatica (Universidade do Minho)
Ano Lectivo de 20010/11

Avaliacdo Individual (Método A) —- Ficha nr. 2

IDENTIFICACAO DO ALUNO:

NOINE: . .Nl’lmero:’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

PROVA SEM CONSULTA (30 minutos)

Questao 1 Considere a declaragio usual do tipo de dados arvores bindrias:
data BTree a = Empty | Node (a, (BTree a, BTree a))

e a seguinte func¢do:

(tmap f) Empty = Empty
(tmap f) Node(z,l,r) = Node((fz),((tmap f)[, (tmap f)r)

1. Escreva a fungéo tmap f como um catamorfismo, comecgando por desenhar o diagrama correspondente.

2. Mostre que
(tmap f) - (tmapg) = tmap(f.g)

Questao 2 Considere a funcio

partition, :  A* — A* x A*

que divide uma lista em duas, separando os elementos que satisfazem o predicado p : A — 2 daqueles que néo o
fazem. Escreva esta fungdo como um catamorfismo de listas, nao se esquecendo de desenhar o diagrama respectivo.

Nr. do aluno: ’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ —Folha 1 — Reservado aos docentes: I:]:]:]




Calculo de Programas

2.2 Ano da Lic. em Engenharia Informatica (LEI) da Universidade do Minho
Ano Lectivo de 2010/11

Avaliacdo Individual Nr. 2 (Turno TP-2, Método A)

PROVA SEM CONSULTA (2 questdes — 30 minutos)

Questiio 1 E fécil mostrar que o par de fungdes f e ¢ mutuamente recursivas

{f0=1 {90=H
f(n+1)=suce (f n) gn+1l)=fn:gn

€ equivalente ao sistema de equagdes

{(Jin =l n) G0
g -in = dnlist - (id + {f, g))

onde in = [0, succ], succ n = n + 1, inlist = [nil , cons], nil =[] e cons (a,b) = a: b.
Mostre agora, recorrendo as leis da recursividade multipla e da troca, que f e g se podem combinar num tnico
ciclo-for com duas varidveis

loop = for (succ - 71, cons) (1,[])
tal que

f=m1-loop
g = T2 - loop

Sugestao: recorde que catamorfismos de naturais sio ciclos-for:

([i,b]) = forbi (1)

RESOLUCAO PROPOSTA: Mostra-se como a defini¢do de loop como um ciclo-for é equivalente a definicdo mitua de
fey:

loop = for (succ - w1, cons) (1,[])

{ (1) do enunciado }

loop = ([(L,[]) , (succ - m1, cons)])

{ (a,b) = (a, b); [] = nil; lei da troca (27) }

loop = (([L, succ - m1], [nil , cons])])

{ por Univ-x (5) loop = (f, g), pois 71 - loop = f e w2 - loop = g }
(f,9) = (([L, succ - m], [nil , cons])|

= { recursividade multipla (42) para naturais, isto é, paraF f =1+ f }

{ frin=[1,succ-m]-(id+ {f,g))
g -in = [nil , cons] - (id + (f, g))

{ inlist = [nil , cons] }

{ fin=[1,succ-m]- (id+ {f,g))
g -in = inlist - (id + (f, g))

Nr. do aluno: ’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ —Folha 1 — Reservado aos docentes: I:]:]:]




Questao 2 Considere trés catamorfismos de listas:

count = ([0, succ - m3]|)
filt p=([nil ,p-m — cons,ma]|
cfilt p=([0,p 7 — succ-ma, ]|

Complete a demonstra¢do que em baixo se inicia de um facto
count - (filt p) = cfiltp (2)
que relaciona esses trés catamorfismos:
count - (filt p) = cfilt p

= { lei de fusdo-cata }

Il
—~~
—

count - nil =0
p - T — count - cons, count - wo = (p - T — succ - T, m2) - (id X count)

{ preencher acima e completar a prova no espago deixado livre a seguir }

RESOLUCAO PROPOSTA:
count - (filt p) = cfilt p
= { lei de fusdo-cata (39) }

count - [nil ,p - m — cons,ma] =[0,p - m — Succ - wa, m| - (id + id X count)

{ fusdo-+ (19); condicional (54); absor¢do-+ (20); natural-id (1); Eq-+ (26) }

count - nil =0
p - T — count - cons, count - wa = (p - T —> succ - Te, m2) - (id X count)

{ condicional (55) }

{ natural-m; (11) e natural-m> (12) ; natural-id (1) }

count - nil =0
p-m — count - cons, count - Ty = p - T — SUCC - T - (id X count), count - mo

{ Leibniz (3) }

count - nil =0

count - nil =0
p - w1 — count - cons, count - me = p - w1 - (id X count) — succ - w2 - (id X count), 7o - (id X count)
{ count - cons = succ - mo - (id X count)

{ catamorfismo dado }

count = ([0, succ - ma]|)

Nr. do aluno: ’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ —Folha 2 — Reservado aos docentes: I:]:]:]




Calculo de Programas

2.° ano da LEI (Universidade do Minho)
Ano Lectivo 2010/2011

Método A, Turno TP 1 — Ficha 3
Duragao: 30 minutos  (Sem consulta)

Questao 1 Relembre o tipo de dados arvores binarias:

data BTree a = Empty | Node a (LTree a,LTree a)
e a fungao seguinte definida sobre arvores binarias:

ingr = | Empty, Node |
1. Considere a seguinte funcao:
g:No — 1 + My x (No X No)
g=(!+ <id, < pred,pred >>).((==0)?)
onde
pred : Ng — Ny
predn = n— 1.

Descreva o que faz o anamorfismo [ g ]| sobre drvores bindrias, desenhando o respectivo diagrama.

2. Derive a versao pointwise desta funcgao.

Questao 2 Prove a lei da absorgao da exponenciacao através de diagramas e por calculo analitico.

Nuomero: —______ Nome:



Calculo de Programas

2.° ano da LEI (Universidade do Minho)
Ano Lectivo 2010/2011

Método A, Turno TP 3 — Ficha 3
Duragao: 30 minutos  (Sem consulta)

Questao 1 Considere a seguinte funcgao:

=l [l,(q-\)],hﬂ where

hn | n<2=1i1 O
| otherwise = i2 (pred n, pred (pred n))

pred n = n-1
1. Derive a versao point free da funcao h.

2. Desenhe o diagrama do hilomorfismo apresentado. O que faz a funcao f?

3. Derive a versao pointwise fungao f.

Questao 2 Relembre a definicao:
exp:: (a—=b) = ((c—a) = (c—=D))

exp f = f.ap.

1. Mostre que (exp f).(exp g) = exp(f.g) através de diagramas.
2. Mostre que (exp f).(exp g) h = f.g.h

Nimero: — Nome:




Calculo de Programas

1° Ano da Licenciatura em Engenharia Informatica (Universidade do Minho)
Ano Lectivo de 20010/11

Avaliacao Individual (Método A) —- Ficha nr. 3

IDENTIFICACAO DO ALUNO:

NOINE: . .Nl’lmero:’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

PROVA SEM CONSULTA (30 minutos)

Questao 1 Mostre que

~

Q
I

~

Q|

e indique os tipos das fungdes f e g.

Questao 2 Considere o seguinte diagrama de um hilomorfismo:

N~—"' N+ xN)

([f])T Tidﬂ([f])X([f]))

[<g)]T Tz-dm(g)]x[(g)])
IN x N —2> IN + ((IN x IN) x (IN x IN))

onde

fo=ld,x]
g(n,m) = if n=mthen ¢y nelse s ((n,k),(k+1,m))
n,m) = diva(n+m)

o~
—
|

Preencha as reticéncias no diagrama e diga, justificadamente, qual o tipo e o propdsito da seguinte funcio:

ho = 1
hx = [[f7g]](17$)

Nr. do aluno: ’ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ —Folha 1 — Reservado aos docentes: I:]:]:]



Calculo de Programas

2.2 Ano da Lic. em Engenharia Informatica (LEI) da Universidade do Minho
Ano Lectivo de 2010/11

Avaliacdo Individual Nr. 3 (Turno TP-2, Método A)

PROVA SEM CONSULTA (2 questdes — 30 minutos)

Questao 1 O combinador

fip:(a—b—>c)—>b—oa—c

fipfry=fya
troca a ordem dos argumentos de uma fungdo. E ficil de ver que flip é um isomorfismo de exponenciais:

(CB)A o CAXB o CB><A o (CA)B

~ o~

f — f —  f-swap — }: swap = flip f

Apresente justificacdes para os passos seguintes do cédlculo desse isomorfismo a partir da sua defini¢do ao ponto
(pointwise):

fipfry=fyx

Il
—_~

Il
—~

Il
——
-

Il
—~—
—

= L }
flip f =ap- (?x id) - swap
= L }

flip f = F - swap

RESOLUCAO PROPOSTA:
1. Defini¢do ap (f, a) = f a (2x)
2. Def-x (76), composicdo (70) e natural-id (1), nos dois lados da igualdade
3. (y,z) = swap (z, y), seguida de igualdade extensional (4)
4. Universal-exp (28) para k := flip f
5. curry e uncurry sdo isomorfismos, logo? =f

6. Cancelamento-exp (29) para f := JA‘
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Questao 2 Apesar das suas semelhangas, os combinadores

foldr::(a—b—b)—=b—[a]—b foldl::(b—=a—0b)—=b—[a]—>b
foldr g b[]=b e foldlgb[]=1b
foldr g b (a:s)=g a (foldr g b s) foldl g b (a:s)=foldl g (g ba)s

tém estrutura algoritmica bastante diferente: enquanto foldr g b é o catamorfismo de listas ([b ,7])), foldl g é o
currying de um hilomorfismo:

foldl::(b—=a—b)—=b—[a]—b
foldlg=Th
where h = conquer - (id + h) - divide
divide (b,[]) = i1 b
divide (bya:s) =12 (g b a,s)
conquer = ...

Desenhe o diagrama do hilomorfismo % e infira o gene conquer.

RESOLUCAO PROPOSTA: Antes de mais, temos que determinar o tipo do prérpio h. Sabendo-se que foldl g = h,
ter-se-d4 h = foldl g. Da defini¢do de foldl infere-se foldl g:: b — [a] — b,logo h = foldl g:: b X [a] — b. Dai um
primeiro esboco:

bx [a] —2% 4 b x [a]
hi iid—&-h
b conquer ..'+b

Falta apenas preencher as reticéncias e determinar conquer. A cldusula divide (b,[]) = i1 b forga claramente um
tipo da forma divide :: b + ..., logo:

b x [a] 24 + b x [a]

hl iim

b<——b+b

conquer

Como nada sabemos sobre o tipo b, ter-se-d conquer = [id ,id]. Isso é confirmado exprimindo fold! g em termos do
proprio h, assumindo ¢ no contexto e explicitando essas identidades:

h:(b,[a]) = b
h(b,[])=1idb
h(bya:s)=1id (h(gba,s))
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