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de Algoritmos

Metodos Formais de Programacao Il, 2003/0
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Refinamento implicito/explicito

Dada uma especificacao implicita em VDM-SL

S(a:A) r:B
pre ...
post ...

. f | |
diz-se que a funcao B - A satisfaz, refina, ou
Implementa S, escrevendo-se

S F f
se e sO se, para todo a,
Va € A. pre-S a = post-S(f a,a)
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Em notacao sem variaveis

a € domS=(fa)Sa

{ regra (f b)Ra =b(f°- R)a }
domS C f°- S

{ shunting }
f-domSCS

Resumo: a especificacao explicita(= implementacéao) f é
portanto mais definida e mais deterministica que a
especificacao implicitas:

SFf = f.-domScCS (1)
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Exemplo

Recordar

| sPermutation: seq of int * seq of int -> bool
| sPermutation(l1,12) ==
forall e in set (elens |1 union elens |2) &
card {i | I Iinset inds I1 &I11(1) = e} =
card {i | 1 Inset inds |2 &12(i) = e},;

Queremos encontrar f tal que

IsPermutation - f

Recorde que IsPermutation = ker seq2bag, onde, em VDM-

SL...
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Acerca de seg2bag

seqg2bag(s) ==
cases S:

[] -> {|->}

others ->{ hd s |-> 1} bunion seg2bag(tl s)

end:

Assim, seq2bag = (|g|) para

g = [{=},® - (singb x id)]

onde singb a =

{a — 1} e ¢

b denota a uniao de

“bags” (NB: buni on nao € VbM-sLstandard: exper-

Imente defini-la).
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Implementando [sPermutation

IsPermutation = f

{ definic&o }

f -dom IsPermutation C IsPermutation

{ definicéo }
f - dom (ker seq2bag) C ker seq2bag

{ kernel duma funcéo }

f -1d C seq2bag® - seq2bag

{ “shunting” }
seq2bag - f C seq2bag

{ igualdade de funcgdes }
seq2bag - f = seq2bag
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Equacoes de refinamento

f € a “incognita” da equacao de refinamento
seq2bag - f = seq2bag

Uma vez que seq2bag € f sao catamorfismos sobre listas,
podemos recorrer a fusao-cata
seq2bag - f = seq2bag

{ seja f = (o)) e seq2bag = (g|)}

seq2bag - (af) = (g)
= { fuséo-cata }

seq2bag - o = g - (id + id X seq2bag)
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Sua resolucao

Decompondo « := |3, 7|, obtemos as equacdes

i

p
seq2bag -~y = @ - (singb X seq2bag)

= Por cancelamento-cata, temos a solucao v = cons,
obtendo o = in e f = d.
= @ é comutativa, logo é solucéo y(a,l) =1~ |al
obtendo-se f = inwvl.
Encontrar mais solucoes: qualquer funcao de ordenacao de
listas sera solucéo da equacao! (Veremos mais acerca disto

depois...)
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Propriedades de I~

Basicas:
LEf , THS
SNR)Ff <« SEFfARES
(SUR)Ff <= SFfARES
(kerg)-f = g-f=g
grf = =g
Monotonia:

Skf = FSHF{

(2)
(3)
(4)
(5)
(6)

(7)



Prova da monotonia

FSHFf

{ definicdo}
(Ff)-dom(FS)CFS

{ propriedade dom (F S) = F(domR) }
(Ff)-F(domS)CFS

{ relacionadores comutam com a composicao }
F(f-domS)CFS
= { relacionadores séo monotonos }
f-domSCS

{ definicéo }
SEf
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Refinamento por passos

Estenda-se f em S+ f a uma relacao
SFR = R-domSC SAdomS CdomR (8)

Obs.:

® a condicao dom S C dom R assegura que as
ImplementacOes podem apenas ser mais definidas

®m acondicao R -dom .S C S assegura que as
ImplementacOes podem apenas ser mais
deterministicas

= Note que L+ R continua valido, mas, em geral, para que
T F R, € necessario que R seja inteira, ja que
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Exemplo

Seja S, a especificagao

sqrt (z : real) r : real
pre abs(x) < v
post abs(r* — x) < e

Entao, sempre que v; < 15 € €1 > €9,
Sl/lael |_ SV27€2

No “limite”, - - - = Sy 0 = sq°

Ora sq°F f,onde f x =++/zou f z=—/z.
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Refinamento é uma ordem parcial

Reflexividade: + C id, I.e.
SES
Transitividade: + -+ C +, I.e.
SFRARFT = SET
Antil-simetria: F N F° C ¢d
SFRARFS = S=R
monotonia- £

SFR = FSFFR
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Refinamento passo-a-passo
As leis de I~ tornam possivel refinar uma
especificacao inicial, S, ao longo de varios passos,
SESHESyE...

cada qual introduzindo cada vez mais definicao
e/ou determinismo, e frequentemente resultando
numa funcao (=algoritmo deterministico totalmente
definido):

SESiFSyb. . FS,kf

Que fazer depois de f?
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g f de novo

Formalmente, g+ f = g = f, ou seja, a especif.
g € extensionalmente equivalente a
Implementacao f.

Mas ha mais: em geral, olhamos f como sendo
“mais eficiente” que g.

A eficiéncia pode ser formalizada apenas na
disciplina de complexidade algoritmica (fora
do ambito desta disciplina)

Estudaremos a frente leis funcionais que
acrescentam eficiencia e gue generalizam
regras bem conhecidas de geracao e
Inter-combinacao de ciclos (whi | e).
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Refinamento: caso geral

Refinamento simultaneo de algoritmos e de dados dadas
S

B
I

= uma especificacaoA

C
Ry

= uma relacao abstraccao A

®m uma relacao de representacao D B

I
entao diremos que C' < D implementa S sse

S

A < B
SHF -I-R, F1| \Rz (9)
C - D
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Analise da equacao

= A equacao de refinamento acima val ser resolvida em
ordem a I (a incognita) e apresentara, em geral, mais do
gue uma solucao.

m SEFF-1-R,significa
Fi-I-Ry-domSCS A domS Cdom(F;-1-Ry)

m Caso F; = R; =1id (+ = 1, 2) reduzir-se-a ao refinamento
algoritmico:

Skid-1-1d

pois nao ha refinamento de dados envolvido.
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recordar

RS, T ¥ (S-domR)UT - (id — dom R)

Note-se como 0 nao-determinismo da Iimplemen-
tacao é resolvido pela nao-injectividade de (> 0).
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Em VDM

Especificacao:
s(b) == not b;
Abstraccao e representacao:

fi(n) == n > O;
r2(b) ==if b then 1 else O;

Implementacao:

| (a: nat) r: nat
post a=0andr >0o0or a>0and r = 0O
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Resolucao de equacoes de reftl-
namento

Uma vez que dom (S - R) = dom (dom S - R), 0 segundo ponto
acima rescreve-se como

dom S C dom (dom F; - (I - Ry))
Caso F; (f1) seja inteira:
dom S C dom (] - R»))

Caso a especificacao S e K (f,) sejam inteiras e Ry = f5, [
sera inteira e tal que

I C fi-5:/
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Solucoes funcionais

Caso em que todas as entidades numa equacao de
refinamento sao funcdes totais (notem-se as minusculas):

firt = s/ (10)
m Exemplo: : = f* implementara s = P f sob o refinamento
de dados f; = fo = elems.

® ¢ = f* nao é solucao unica. Estas surgirdo sempre que
f1 sejaum iso (f; é funcéo):

o= fi-s- [

Isto convida-nos a calcular 7 usando fusao-cata sobre o
tipo indutivo da implementacao, D.
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Exemplo

Conjuntos como refinamento de listas:
(a pertence) = (a €)-elems

(f1 = 1d, fo = elems):

(a €)
2 < PA
vd | ‘ elems
2 < A*
a pertence

Como elems = (|ins|) e a funcao a obter s&o catas de listas

), por fusdo-cata a equacéo de refinamento

(a pertence) = (|0

sera verdadeira se for verdadeiro (a €)-ins = B-(id+idx (a €)).
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Exemplo (cont.)

Seja 8 = |51, B2

» Uma vez que a € () = FALSE, calculamos 3; = FALSE.

® Ficamos com

a € ({x}Us)=pPs(z,a € s)
Dea e {z}Us=(a€{z})V(a€s), inferimos
Bo(x,b) =a =z Vb.

® Enfim:

bel ongs(a) (l) ==
1f | =] then false
else (a = hd |) or belongs(a)(tl I)
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Refinamento por fusao, etc

Refinamento por inter-combinacao de passos, eg.
“ciclos” sequenciais. Exemplos:

= Todas as regras de fusao e de absorcao

= No caso indutivo (fusao-(|)) etc):
“desflorestacao” — remocao de estruturas de
dados intermédias

Refinamento por inter-combinacao de “ciclos
paralelos™ eliminacao de recursao mutua:

Veremos a proposito a lei de Fokkinga e o

seu bem conhecido corolario, a lel
“banana-split”.
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Eliminacao de recursao mutua

Considere o seguinte par de funcbées mutuamente
dependentes:

f(n) ==1f n
g(n) ==1f n

O then n else g(n - 1);
O then 1 else f(n - 1) + g(n - 1);

Podera alguma destas funcdes — p.e. ¢ — ser convertida
num ciclo while?
Em notacdo sem variaveis:

f -0, suc]
g -0, suc]

| |
T— .
[— ]
+
-
~h
N
—~
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Duas equacoesem f e g

f ] [Qa SUC] [Zdv T2 - <f7 g>] of WO /> 1+ WO
g-[0,sud = [L+-(f,9)] ~— T

in = |id, suc]

sendo tal que F f = d + f. Assim, (por absorcao-+) podemos
escrever

frin = [id,mo]-F(f, g)
g-in = [1,+]-F(f,g)
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A lel da recursao mutua

Esta situacéo é tratada pela chamada lei da recursao mutua,
também chamada “lei de Fokkinga”:

g-in==~k-F(f, g)

ou seja, em geral

(froin=Thy-F{f1,..., fa)
Q = <f17"'7fn>:(|<h17"'7hn>D
| fn-in:hn-F<f1,...,fn>
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Demonstracao

(f:9) = ({h, k)]

{ universal-cata }

(fr9) ~in = (h, k) -F(f,g)

{ fus@o-x duas vezes (esq e dir)}

(f-in,g-in) =(h-F(f,g),k-F(f,g))

{ igualdade estrutural do “split” }

g-in==~k-F(f,g)
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Exemplo

Seja h = [id, m] € k = [1, +] do exemplo acima:

(f:9)
= { lei de Fokkinga}
({lid, mo], [1, +]) )
= { lei da troca}
([{id, 1), {2, +)1)
fg(n) ==1f n =0 then nk (0, 1)

el se let p=fg(n-1)
in nk _(p.#2,p. #1 + p. #2);
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Exemplo

Dado que fg = (f, g), obtemos g = w5 - fg. Por outro lado, &
facil extrair g de

f(n) ==1f n
g(n) ==1f n

O then n else g(n - 1);
O then 1 else f(n - 1) + g(n - 1);

como a funcao de Fibonacci padrao:

g(n) ==1f n =0 then 1
elseif n=1then 1
else g(n - 2) + g(n - 1);

Resumo: calculamos 7, - fg como uma versao linear da Fi-
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Corolario: “banana-split” (1)

Considere a funcao que calcula a media duma lista ndo-vazia
de nUmeros naturais:

avg < (/) - (sum,length)

sum € length sdo ambas catamorfismos sobre IV*:

sum = ([id, +]|)
length = (|[1, succ - ms]))

A funcao avg faz duas travessias independentes pela lista ar-
gumento antes de ser feita a divisao (/). Poderemos evita-10?

A lei “banana-split” fundird essas duas travessias.
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Corolario: “banana-split” (2)

Sejah=1-Fm ek =7-Fm dalei de recursdo mutua. Entéao

frin=_(i-Fm)-F(f,g)
{ a composicao e associativa e F € um functor}

frin=1i-F(m-(f,9))
{ por cancelamento-x }
fein=1-Ff

{ por cancelamento-cata}

f = (i)
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Corolario: “banana-split” (3)

De igual modo, de k£ = j - F 5 segue-se que g = (|j|). Entao,
pela lei da recursdo mutua, temos

(2D, (5D) = (G- Fry, 5 - Frg))

ou seja
(2, (5D) = (e x j) - (Fmy, Frg)) (11)

Esta lei fornece-nos uma ferramenta muito util para inter-
combinagéo de ciclos “paralelos” : os “ciclos” (|z|) e (7)) s&o

fundidos num dnico “ciclo” ([(¢ x 7) - (F w1, Fma))).
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Generalidade da “banana-split”

A banana-split funde duas travessias (“ciclos”)
sobre uma estrutura de dados, no sentido geral.
Por exemplo,

avg . (/) - (sum,length)

faz ainda sentido no caso de arvores binarias de
folhas, para

sum = ([id, +])
length = ([1, +])

Novamente, sum e length podem ser fundidas (bi-
re C u rS Ivam e nte) . MI1/0304 (trad: Luis P. Machado) — p.34/3"



Calculo de cicloswhi | e/ f or

Left-linear recursion: refinement towards
whi | e/ f or loops — ver pp. 125-131 de

J.N. Oliveira. Operation refinement, Junho
de 2000. Departamento de Informatica,
Universidade do Minho. Capitulo de livro
em preparacao.
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