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Refinamento implicito/explicito

Dada uma especificacdo implicita em VDM-SL

S(a:A) r:B
pre ...
post ...

diz-se que a funcdo B < A satisfaz, refina, ou implementa
S, escrevendo-se

se e s se, para todo a,

Va € A. pre-S a = post-S(f a,a)

Em notacdao sem varidveis

a € domS = (f a)Sa

{ regra (f b)Ra =b(f°- R)a }
domS C f°- S

{ shunting }
f-domSCS

Resumo: a especificacdo explicita (= implementacdo ) f é portanto
mais definida e mais deterministica que a especificacdo implicita S:

SEf = f-domSCS (1)




Exemplo

Recordar

IsPermutation: seq of int * seq of int -> bool
IsPermutation(11,12) ==
forall e in set (elems 11 union elems 12) &
card {i | i in set inds 11 & 11(i) = e} =
card {i | i in set inds 12 & 12(i) = e}

;
Queremos encontrar f tal que

IsPermutation b f

Recorde que IsPermutation = ker seq2bag, onde, em VDM-SL. ..

Acerca de seq2bag

seq2bag(s) ==
cases s:
0 -> {I->}
others => { hd s |-> 1 } bunion seq2bag(tl s)
end;

Assim, seq2bag = (g|) para

g = [{—},®-(singbxid)]

onde singb a = {a — 1} e @& denota a unido de “bags” (NB:
bunion n3o é VDM-SLstandard: experimente defini-la).




Implementando /sPermutation

IsPermutation - f
{ definicdo }

f - domIsPermutation C IsPermutation

{ definicdo }

f - dom (ker seq2bag) C ker seq2bag

{ kernel duma fungdo }
f+id C seq2bag® - seq2bag
{ “shunting” }

seq2bag - f C seq2bag

{ igualdade de fungGes }

seq2bag - f = seq2bag

Equacoes de refinamento

f é a “incégnita” da equacdo de refinamento
seq2bag - f = seq2bag

Uma vez que seq2bag e f sdo catamorfismos sobre listas, podemos
recorrer a fusdo-cata

seq2bag - f = seq2bag
{ seja f = () e seq2bag = (g)}

seq2bag - (o) = (g)
= { fusdo-cata }

seq2bag - o = g - (id + id x seq2bag)




Sua resolucao

Decompondo « := [8, ], obtemos as equagdes

B =1
seq2bag-y = @ - (singb x seq2bag)
e Por cancelamento-cata, temos a solugdo v = cons, obtendo
a=ine f=1id.
e @ é comutativa, logo é solucdo y(a,l) =1~ [a] obtendo-se
f =invl.
Encontrar mais solugbes: qualquer funcdo de ordenacio de listas serd
solucdo da equacdo! (Veremos mais acerca disto depois. . .)

Propriedades de

Basicas:
1L+=f , Tkf (2)
(SNRFf <« SHEfARKS (3)
(SUR)Ff <« SEHfARKS (4)
(kerg)bf = g-f=g (5)
gEf = f=g (6)
Monotonia:
SFf = FSKFf (7




Prova da monotonia

FSHFf
{ definicdo}

(Ff)-dom(FS)CFS

{ propriedade dom (F S) = F(domR) }
(Ff)-F(domS) CFS

{ relacionadores comutam com a composi¢do }
F(f-domS) CFS
= { relacionadores sdo monétonos }
f+-domS C S
{ definigdo }
Skf

Refinamento por passos

Estenda-se f em S+ f a uma relacdo
SFR = R-domSCSAdomS C domR (8)
Obs.:

e a condicdo dom S C dom R assegura que as implementacdes
podem apenas ser mais definidas

e a condicdo R-dom S C S assegura que as implementaces
podem apenas ser mais deterministicas

e Note que L+ R continua vdlido, mas, em geral, para que
Tk R, é necessdrio que R seja inteira, jd que dom T = id.




Exemplo

Seja S, ¢ a especificacdo

sqrt (z : real) r : real
pre abs(z) <v
post abs(r? —x) < e

Ent3o, sempre que v; < vy € €1 > €3,
SU1,61 l_ SVQaCZ

No “limite”, ---F Se 0 = s¢°

Ora sq°F f,onde f £ = ++/z ou f x = — /.

Refinamento é uma ordem parcial

Reflexividade: F C id, i.e.
SES
Transitividade: -+ C}, i.e.
SFRARFT = SFT
Anti-simetria: FNF° Cid
SFRAREFS = S=R
monotonia-F":

SFR = FSFFR




Refinamento passo-a-passo

As leis de - tornam possivel refinar uma especificagdo inicial,
S, ao longo de vérios passos,

SESIFES ...

cada qual introduzindo cada vez mais definicio e/ou
determinismo, e frequentemente resultando numa funcdo
(=algoritmo deterministico totalmente definido):

SFSiFSoF...k S,k f

Que fazer depois de f?

gt f de novo

e Formalmente, g+ f = g = f, ou seja, a especif. g é
extensionalmente equivalente a implementacdo f.

e Mas hd mais: em geral, olhamos f como sendo “mais
eficiente” que g.

e A eficiéncia pode ser formalizada apenas na disciplina de
complexidade algoritmica (fora do 4mbito desta
disciplina)

e Estudaremos leis funcionais que acrescentam eficiéncia e
que generalizam regras bem conhecidas de geragao e
inter-combinacio de ciclos (while).




Refinamento por fusao, etc

o Refinamento por inter-combinacdo de “ciclos
sequenciais”: regras de fusdo e de absorcao:

“Desflorestacao” — remocado de estruturas de
dados intermédias

e Refinamento por inter-combinacdo de “ciclos paralelos”:
eliminagdo de recursao mitua:

Veremos a propdsito a lei de Fokkinga e o seu
bem conhecido corolério, a lei “banana-split”.

Eliminacao de recursao mitua

Considere o seguinte par de funcdes mutuamente dependentes:

f(n) == if n
g(n) == if n

0 then n else g(n - 1);
0 then 1 else f(n - 1) + g(n - 1);

Podera alguma destas funcGes — p.e. g — ser convertida num ciclo
while?
Em notacdo sem varidveis:

f : [Q: S’LLC] = [Zda g]
g [Qa S’LLC] = [lv + - (fv g)]

Duas equacdoes em f e g

fol0,5ud = [id, w2 (f,9)] No _ = ™ 1+
g sud = Lt-(fa) ~_

in = [id, suc]
sendo tal que F f = id + f. Assim, (por absor¢do-+) podemos
escrever
f'in = [idaWQ]'F(f7g)
g-in = [L+]-F(f,g)




A lei da recursao mutua

Esta situacdo é tratada pela chamada lei da recursio mitua,
também chamada “lei de Fokkinga":

fin=h-F(fa)  _ o
{g-in:k-F(ﬁg) = (f,9) = ((h,k))

ou seja, em geral

fi-in=h1-F{f1,..., fr)

Fooin=hnF(fi,errs )

= (fiyeres fo) = (b1, ...

Demonstracao

(f,9) = ((h, K))

{ universal-cata }
(fvg) Sin = (h,k) ' F(fvg)

{ fusdo-x duas vezes (esq e dir)}
(f-in,g-in) = (h-F(f,9),k-F(f,9)

{ igualdade estrutural do “split” }

g-im==k-F(f,g)

Exemplo

Seja h = [id, m2] e k = [1,+] do exemplo acima:
(f,9)
= { lei de Fokkinga}
(([id, 7], [L, +])D
= { lei da troca}

([(id, 1), (w2, +)])

fg(n) == if n = 0 then mk_(0,1)
else let p=fg(n-1)
in mk_(p.#2,p.#1 + p.#2);
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Exemplo

Dado que fg = (f,g), obtemos g = w2 - fg. Por outro lado, é ficil
extrair g de

f(n) == if n
g(n) == if n

0 then n else g(n - 1);
0 then 1 else f(n - 1) + g(n - 1);

como a funcio de Fibonacci padrao:

g(n) == if n = 0 then 1
else if n = 1 then 1
else g(n - 2) + g(n - 1);

Resumo: calculdmos 73 - fg como uma vers3o linear da Fibonacci
(9 =m2- f9g).

Corolario: “banana-split” (1)

Considere a fungdo que calcula a média duma lista ndo-vazia de
ndmeros naturais:

avg def (/) - (sum, length)

sum e length s3o ambas catamorfismos sobre IN*:

sum = ([id, +])
length = ([1, succ - w2]))
A funcdo avg faz duas travessias independentes pela lista argumento

antes de ser feita a divisdo (/). Poderemos evit3-lo? A “banana-split”
fundird essas duas travessias.
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Corolério: “banana-split” (2)

Sejah=1i-Fm e k=j-Fmy da lei de recursdo mitua. Entdo

frin=(i-Fm)-F(f,g)

{ a composicdo é associativa e F é um functor}

frin=i-F(m-(f,9))

{ por cancelamento-x }

f-in=i-Ff
= { por cancelamento-cata}
F=10

Coroldrio: “banana-split” (3)

De igual modo, de k = j - F m; segue-se que g = (|j). Entdo, pela lei
da recursdo mitua, temos

(@éD, 44D = ((é - Fm1, j - Fm2))

ou seja

(0iD, (30> = (& x j) - (Fm1, Fr2)) (9)

Esta lei fornece-nos uma ferramenta muito dtil para inter-combinacio
de ciclos “paralelos”: os “ciclos” (i]) e (7] sdo fundidos num dnico
“ciclo” (¢ x ) - (F w1, Fw2)).

Generalidade da “banana-split”

A banana-split funde duas travessias (“ciclos”) sobre uma
estrutura de dados, no sentido geral. Por exemplo,

avg def (/) - (sum,length)

faz ainda sentido no caso de arvores bindrias de folhas, para

sum = ([id, +])
length = ([L,+])

Novamente, sum e length podem ser fundidas
(bi-recursivamente).
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Refinamento total de dados

Refinamento simultdneo de algoritmos e de dados: dadas
S
e uma especificacido B<~—— A
Fy
e uma func3o de abstraccio A — C
R>
e uma relagdo de representacdo D < B
I
entdo diremos que C <—— D implementa S sse
S
A B
SEF-I-R» F | Ry
C D

(10)

Andlise da equacao

e A equacdo de refinamento acima vai ser resolvida em ordem a

I (a incégnita) e apresentard, em geral, mais do que uma

solucdo.
e Sk Fi-I- R, significa

F,-I-Ry-domSCS A domS Cdom(Fy-I-R»)

e Caso F; = R; =1id (i = 1,2 reduzir-se-3 ao refinamento

algoritmico:
Stid-I-id

pois ndo h3 refinamento de dados envolvido.
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Exemplo

2 2
(>0) [= true] - 1,
INo INo
[=0]—->,0
recordar
R—S,T ¥ (S-domR)UT- (id— domR)

Note-se como 0 nido-determinismo da implementagdo é resolvido
pela ndo-injectividade de (> 0).

Em VDM

Especificacdo:
s(b) == not b;
Abstraccdo e representacdo:

fi(n) ==n > 0;
r2(b) == if b then 1 else O;

Implementacio:

I(a:nat) r:nat
post a=0and r > 0 or a >0 and r = 0;
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Resolucao de equacoes de refinamento

Uma vez que dom (S - R) = dom (dom S - R), o segundo ponto
acima rescreve-se como

dom S C dom (dom F1 - (I - R2))
Caso Fi (f1) seja inteira:
dom S C dom (I - R»))

Caso a especificacdo S e Fy (f1) sejam inteiras e Ry = f3, I serd
inteira e tal que

I C f{-8-f

Solucdes funcionais

Caso em que todas as entidades numa equacdo de refinamento sdo
fungdes totais (notem-se as mindsculas):

firi = s-f (11)

e Exemplo: 7 = f* implementard s = P f sob o refinamento de
dados fi = fo = elems.

e i = f* ndo é solucdo dnica. Estas surgirdo sempre que f; seja
um iso (f{ é funcdo):

T = ff'S'f2

Isto apela-nos a calcular ¢ usando fusdo-cata sobre o tipo
indutivo da implementacao, D.

Exemplo

Conjuntos como refinamento de listas:
(a pertence) = (a €)-elems

(fr =1id, f2 = elems):

(a€)
2 PA
id | 1 elems
2 e A*
a pertence

Como elems = (jins|) e a fun¢do a obter sdo catas de listas
(a pertence) = (|B)), por fusdo-cata a equagdo de refinamento serd
verdadeira se for verdadeiro (a €) - ins = - (id + id x (a €)).
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Exemplo (cont.)

Seja 8 = [B1, B2]-
e Uma vez que a € () = FALSE, calculamos 81 = FALSE.
e Ficamos com
a € ({z}Us) =pa(zr,a € s)

Dea€ {z}Us=(a€{z})V(a€ s), inferimos

B2(z,b) =a=x Vb
e Enfim:

belongs(a) (1) ==

if 1 = [] then false
else (a = hd 1) or belongs(a)(tl 1)

Calculo de ciclos while/for

Left-linear recursion: refinement towards while/for loops —
ver pp. 125-131 de

J.N. Oliveira. Operation refinement, Junho de 2000.
Departamento de Informatica, Universidade do
Minho. Capitulo de livio em preparacdo.
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