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Processo de Desenvolvimento de software de MF

e Especificacdo Formal — "o que” o sistema de software
pretendido deve fazer

e Implementacdo — cddigo-maquina produzido instruindo o
hardware sobre “como” fazé-lo

Em geral, hd mais do que uma maneira de uma dada maquina
concretizar “o que” o especificador tinha em mente:

e A relacdo entre especificacdes e implementacdes é de uma
para muitas

e As especificacGes sdo mais abstractas do que as
implementacdes.

Recordemos...

Nucleo
ker R R°-R
Imagem (o seu dual)
img R Y ker (R°)

Taxonomia

| || Reflexiva | Co-reflexiva |

ker R inteira R injectiva R
img R || sobrejectiva R | simples R




nj

Recordemaos. ..

relacdo

Edwi\ simples sobrejectiva
representacdo fu ngEo-/ abstraccdo

injeccio sobrejeccio

bijeccdo
(isomorfismo)

Refinamento de Dados

Principio da abstraccdo de dados: A é uma abstraccdo de B
quando

F
e Existir uma abstraccdo sobrejectiva A <—— B:

imgF = id (1)
F' é, portanto, simples mas possivelmente parcial.

e Qualquer sub-relacdo inteira, R, de F° diz-se uma
representacdo de F'. Assim, R C F°.

Relacdes de Representacao

e Logo, R é injectiva, uma vez que ker R C ker F° e
ker F° = img F' = id.

e Deste modo, dois valores abstractos diferentes a,a’ € A nunca
sdo confundidos no processo de representacio.

e Resumindo, ker R = id porque id C ker R C id (R é inteira).

o Segue-se que R é uma inversa a direita de F), i.e.
F-R = i (2)
Prova-se isto por inclusio circular
F-RCidCF-R

no préximo diapositivo.




Invertibilidade a Direita

TRUE
{ assume-se R C F° }

RCF°ANRCF°
= { (F-) e (R°-) sdo monétonos }

F-RCF-F°AR°-RCR°-F°

Il

{ img F =1id, ker R = id e conversos }
F-RCiWdANidCF- R

{ incluséo circular}

F-R=1d

Inequacdes de Refinamento

— .
~~—— —

F

R
A < B taisque F-R=1ida

Esta inequacdo admite vdrias interpretacées informais:
- A é "menor” que B
- B pode “representar’ A

- B é "abstraido” por A

A é “implementado” por B

- B é um refinamento de A (“refina” A)




Equacoes de Refinamento

Isomor fismos : A = B taisque r=f°

r=f°

{ adicionando varidveis}

bra = bf°a

{ fungdes e conversos}

b=ra = fb=a

Exemplo

Representando conjuntos finitos através de listas finitas:

F = elems

/[1’ ’

{1, 2} (2,1]

[1,2,1]

Das vérias R C F°, podemos escolher a seguinte:




Representacao Relacional

Listifica : set of nat -> seq of nat
Listifica(s) ==
if 5 = {} then [I
else let e in set s
in [e] " Listifica(s \ {e});

Intuitivamente,
rng Listifica = [semRepetidos]

onde

semRepetidos(s) == card elems s = len s

Representacao Funcional

listifica : set of nat -> seq of nat
listifica(s) ==
if s = {} then [1
else let e = minset(s)
in [e]l " listifica(s \ {el);

Intuitivamente,

rng listifica = [EstaOrdenado] - [semRepetidos]

Invariantes Concretos

e Sempre que

A B tais que R C F° e rng R = [¢]

dizemos que ¢ é o invariante concreto induzido por R.

e Caso R seja uma funcdo, e porque é sempre injectiva, temos
A = By

onde By denota o subconjunto de B que satisfaz o invariante
concreto ¢.




Exemplo de abstraccao parcial

Todo o elemento do tipo de dados A pode ser representado por um
“apontador”:

e A simplicidade da abstracgdo é assegurada por um facto
conhecido: o converso duma relacdo injectiva é simples.

e [nvariante concreto: ¢ = [TRUE, FALSE|

Outra abstrac¢cao parcial

Correspondéncias (mappings) fini;cas sdo relagdes finitas (simples):
mkr

—
map A to B < set of (A x B)
~_

VDM-SL: mkf = mkr®

mkr : map A to B -> set of (A * B)
mkr(f) == { mk_(a,f(a)) | a in set dom f };

mkf : set of (A * B) -> map A to B

mkf(r) == { p.#1 |-> p.#2 | p in set r }
pre isSimple(r);

(Adivinhe o invariante concreto.)

Uma abstraccao iso fundamental

tot
—
A—~B = (B+1)4 (3)
~—  —
untot
em que, para os tipos A, B e JustB: :value:B,

tot: map A to B -> A -> [JustB]
tot(sigma) (a) ==
if a in set dom(sigma) then mk_JustB(sigma(a)) else nil;

untot: (A -> [JustBl) -> map A to B
untot(£) == { a I-> b | a: A, b: B & £(a) = mk_JustB(b) };




untot = (15-) “pointfree”

Verificado a seguir:

untot f=1] - f

{ relagBes como conjuntos por compreens&o}
untot f = {(b,a)|a € A,be B:b(i] - f)a}
= { usando a regra b(f°-R-g)a=(f b)R(g a) }
untot f = {(b,a)|a€ A, be B:i; b= f a}

{ notagdo VDM-sL}

untot f = {al->bla:A,b:B & f(a)=mk_JustB(b)}

Consequéncia de tot/untot:

estende a fung¢des parciais:
fO

1—A A+1 (adivinhe f e f°).

—
~_

Ou seja, a correspondéncia “singular” é uma estrutura de
“apontador” disfarcada.

Propriedades de <:

Reflexividade

id
A< ~ A cf dd-id=id
id
Transitividade
R S-R
— _ — _
A < BAB c =A< ¢C
F F.G




Prova da transitividade

e Composicdo preserva simplicidade e sobrejectividade:

img (F-G)=1d

{ expandindo e conversos}

F-(imgQG) -F° =1id

{ G é simples e sobrejectiva}

img F =id

{ F é simples e sobrejectiva}
id=1d

e Verifica-se S- R C (F - G)° por monotonia.

Refinamento Estruturado

R FR
— _ — _
A< B = FA __< _FB
F FF

onde F é um relacionador (functor) arbitrdrio:

(FF)-(FR)

{ os functores comutam com a composicio}
F(F - R)
= { R éinversa & direita de F'}

Fid

{ os functores comutam com id}

id

portanto F R & invera & direita de F f. Evid, este




Refinando conjuntos finitos (1)

PA

/_\
= A—1
S~

Ciélculo:

A =1

{ tot & representacdo }

a+n4
{ basico}

A

{ 24 gisomorfoa PA }

PA

Refinando conjuntos finitos (la)

set2fm
—
setof A = map A toNil
\_/
dom
VDM-SL

set2fm : set of A -> map A to Nil
set2fm(s) == { a [-> nil | a in set s };

Pointfree

set2fm def B

10




Invertibilidade a Direita

Célculo:

dom - set2fm = id
{}

dom (set2fm s) = s
{1}

dom(!-s)=s

Il

doms =s

{ s é co-reflexiva}

§=8

Refinando conjuntos finitos (I1)

{ ! é uma funcdo, dom(f - R) = dom R}

Lista (cf. exemplo atras):

setof A < seqof A

indice A:

setof A < map nat to A
~__

rng

Refinando conjuntos finitos (111)

Classificar A por B (B D {}):

—

setof A < map A toB
~_

dom
Quantificar A (“multisets”):

—
setof A < map A tonat
v

dom
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Refinando correspondéncias (1)

JustB::value:B;
JustC::value:C;
BorC = JustB | JustC ;

/\
map (BorC) to A = (map B to A) x (map C to A)

‘i~\__‘_‘-________—__——__——___,,a”

peither

peither: (map B to A) * (map C to A) -> map BorC to A
peither(m,n) == { mk_JustB(b) [-> m(b) | b in set dom m} munion
{ mk_JustC(c) [-> n(e) | ¢ in set dom n};

NB: uma regra de representacdo “1FN”

Refinando correspondéncias (la)

unpeither
/\
(B+C)—A = (B—A)x(C—~A)
‘\\§§~——___—-_——“”f’
d peither
onde
peither(o,7) = [o,7]

onde [R,S] = (R-4)U (S -143), i.e.

peither = U - ((+3) x (+3))

12




Bi-functor correspondéncia

e Notem-se os (-i$)s, (i1-)s, etc.

e Em geral, para f injectiva e qualquer g, define-se o
bi-functor

F=9% @) ()
ou seja,
(f=go=g-0-f°
e Assim, podiamos ter escrito p.e.

peither = U - ((iy — id) X (ia — id))

Refinando correspondéncias (I1)

uncojoin
,r”——————___——~§“\s
A=~ (B+(C) < (A—=-B)x(A—~0)
\/
cojoin
onde
cojoin =U - ((i1-) x (i2-))

NB: cojoin é parcial uma vez que a unido de duas funcdes
parciais nem sempre é uma funcdo parcial.

Refinando correspondéncias (lla)

Note-se a funcio de representacio:

uncojoin : map A to BorC -> (map A to B) * (map A to C)
uncojoin(f) ==
mk_( { a |-> f(a).value
| a in set dom f & is_JustB(f(a)) },
{ a [-> f(a).value
| a in set dom f & is_JustC(f(a)) }
)5
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Refinando correspondéncias (I11)

/\
map A to B C < (map A to B) x (map A toC)
\/

X
onde (escrevendo join em vez de X)

join :(map A to B) # (map A to C) -> map A to (B * C)
join(m,n) == { a |-> mk_(m(a),n(a))
| a in set dom m inter dom n };

Correspondéncias (ll1a)

unjoin
/_\
A—~BxC < (A=~B)x(A—0C)
\_/

X
onde

def
o1+ =

(o, 7)
onde (R, S) % (72 - R) N (w5 - S). Uma inversa 3 direita de join &

.. def . .
unjoin = (id = 71,id — w2)

Correspondéncias (1V)

Como estender
curry

BCxA /é_\ (BA)C
~—— —
uncurry

a func¢des parciais? Caso B:= B+ 1

(B +1)°%4 = (B +1)4)°
{ie}
(CxA) =~ B= (A~ B)°
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Correspondéncias (IVa)

Em geral:
peurry
—
(CxA)—~B < C—~(A—~B)
\—’/
unpeurTy

unpcurry : map C to (map A to B) -> map (C * A) to B
unpcurry(f) ==
merge { let g=f(a)
in { mk_(a,b) [-> g(b) | b in set dom g }
| a in set dom f };

Correspondéncias (IVb)

pcurry : map (C * A) to B -> map C to (map A to B)
peurry(f) ==
let y = { x.#1 | x in set dom f }
in { a |[-> { p.#2 [-> f(p)
| p in set dom f & p.#1=a }
| a in set y };

Transpondo relacoes

Seja B := 2 no isomorfismo curry/uncurry obtendo-se
A

o

P(Ax C) c/ (PAYY

AO
onde

sendo A <—— P A a relagdo de pertenca.

(4)
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Transpondo relacdes finitas

collect

—
set of (C' x A) < map C tosetof A
\/

discollect

collect : set of (C * A) -> map C to set of A
collect(r) == { ¢ |-> { q.#2 | q in set r & c=q.#1 }
| c in set { p.#1 | p in set r } };

discollect : map C to set of A -> set of (C * A)
discollect(f) == dunion { { mk_(c,a) | a in set f(c) }
| ¢ in set dom f };

Correspondéncias (V)

Por fim, embora importante

unnjoin

/\
A—=Dx (B—2C) < (A—=D)x((Ax B)—~C)

v

M,
onde
M, E X (mi,t ((id = 0) x peurry))

e

.. def . ..
unnjoin = (id X unpcurry) - unjoin

(5)
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Recursividade

Como refinar modelos recursivos do VDM-SL tais como p.e.

SF :: D: map Id to Nodo; -- SF significa sistema de ficheiros
Nodo = Ficheiro | SF; -- um Nodo pode ser um ficheiro
- ou uma pasta
Id = seq of char; -- identificador dum Nodo
Ficheiro :: F: seq of token -- ficheiros sequenciais

ou seja, F'S = pF para FX =Id — (File + X):

out
_—
uF = Id — (F'ile 4+ uF)
\/
mn
Recursividade
ou...
ArvDec :: questao: OQue

resposta: map Resposta to ArvDec
OQue = seq of char;
Resposta = seq of char;

ou seja, ArvDec = uF em

ArvDec = OQue x (Resposta — ArvDec)

onde F X = OQue X (Resposta — X)

“Remocao” de Recursao

Dado

temos

/\
uF < (K—~FK)x K (7
\_/
F
para K dominio de “apontadores” tais que K = IN.

17




Funcao de Abstraccao

e O papel principal na represenot_ac,:io é desempenhado por uma

co-dlgebra-F (parcial) F KX <—— K, assumida como um
segmento (finito) de “memdria linear”, uma “heap” ou uma
“base de dados”.

e F (a transposta da abstraccdo F) é do tipo
(K = FK) — K — puF e pode-se construir o hilomorfismo
Fo

pF ———— K

in o Fo =in-F(Fol

F(uF) FK

F(Fo)

Parcialidade da implementacao

F(o,k) = (Fo)k serd indefinida quando
e k¢ domo
e ¢ ndo é “fechado” sobre si (ver em baixo)
e ¢ ndo é bem-fundado (ver em baixo)

Temos assim, o invariante concreto

b, k) ke doma A (closed o) A (wellf o)

De modo a definir closed o e wellf o, precisamos da relacao de
acessibilidade de o, <, (préximo diapositivo).

18



Acessibilidade e pertenca

Relacdo de acessibilidade para o:
<o
K~—K
def
< = €r-0
€F €
onde K <—— F K estende K <—— PK indutivamente sobre
functores polinomiais, como se segue:

€Ep = €
E€Ec def
exxx ¥ id
def
€rxe = (€F m)U(Eg m2)
def
€ric = [€r, €g]

Exemplo

Seja FX =1+ A x X. Ent3o,

€14+AxX

{ € para o bi-functor do co-produto }

[€1, Eaxx]

= { € para bi-functores constantes e de produto }
[L,(€a -m) U (€xx.x -m2)]

= { € para o functor identidade e constante}
[L, (L-m1) U (id - m2)]

= { Le[RS]=(R-i7)U(S-43) }

-0
UPRRD)
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Exemplo (“pointfree”)

k €ipaxx

{ cdélculo acima }

k(ms - i3)x

{ composi¢do relacional }

k(m)(a, k) Az =1i2(a, k)

= { trivial }
z=1ix(a, k) Nk=FK
= { trivial }
x = 12(a, k)

(Exemplo de) Acessibilidade

Acessibilidade dum apontador no caso duma heap “linear”
g
1+ Ax K) — K:

ki <o k2 = ka2 €domo A (o k2) =1i2(a, k1)
Desenhando:
K A K
o= k1 1]170 k1 <5 ko
ko a | ki ko <o k1
- 2

Fecho e Boa-formacao

Seja <} denotando o fecho transitivo de <. Entdo,

e 0 fechado = g <}C domo i.e., todos os k acessiveis
estdo definidos.

e 0 bem — fundado = (<X})Nid =1, i.e., <} & irreflexiva
(sem ciclos)
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0.0. Implementacao de Dados

UML:

class_a

attribA : A

class_b
attribB : B

J

1 class_c
attribC : C

Modelo formal: K — Estrutura onde

Estrutura

= A+AxB+AxC

I2

Ax(1+B+0C)

K-~ (A+AxB)

Heranca miuiltipla

class_a

attribA : A
class_b class_c
attribB : B attribC : C
L class_d _J
attribD : D

K—~Ax(1+B+C+BxCxD)
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Exemplo

estudante

nome : String ?—\

activo
K\) curso: String (—’_\
engenharia plano especial
estudo : String equivalencias : E

& engenharia_&_especial }

K —=Ax(14+B+C+BxC)
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