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de Dados

Metodos Formais de Programacao Il, 2003/0
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Processo de besenvolvimento dae
software de MF

= Especificacao Formal — “o que” o sistema de
software pretendido deve fazer

= Implementacao — codigo-maquina produzido
Instruindo o hardware sobre “como” fazé-lo

Em geral, hd mais do gue uma maneira de uma
dada maquina concretizar “o que” o especificador
tinha em mente:

= A relacao entre especificacoes e
Implementacodes € de uma para muitas

= As especificacOoes sao mais abstractas do que
as implementacoes.
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Recordemos...

Nucleo

def

ker R = R°- R

Imagem (o seu dual)

def

img R = ker (R°)

Taxonomia
Reflexiva Co-reflexiva
ker R Inteira R Injectiva R
Img R || sobrejectiva R | simples R
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Recordemos...

rela ao\
e
injectiva inteica simples sobrej
representacao funcao abstraccao
\/\
injeccao sobrejeccéao

(isomorfismo)
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Refinamento de Dados

Principio da abstraccao de dados: A é uma
abstraccao de B quando

- - L F
= EXistir uma abstraccao sobrejectiva A - B:

Img ' = id (1D

F e, portanto, simples mas possivelmente
parcial.

= Qualquer sub-relacao inteira, R, de F*° diz-se
uma representacao de F'. Assim, R C F°.
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RelacOes de Representacao

® Logo, R é injectiva, uma vez que ker R C ker F° e
ker ['° = Img F' = 1d.

m Deste modo, dois valores abstractos diferentes a,a’ € A
nunca sao confundidos no processo de representacao.

® Resumindo, ker R = id porque ¢d C ker R C id (R &
Inteira).

m Seqgue-se que R € uma inversa a direita de F, I.e.
F-R = 1id (2)
Prova-se isto por inclusao circular

F-RCiWdCF-R
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Invertibilidade a Direita

TRUE

{ assume-se R C F° }
RCF°NRCF®°
= { (F-) e (R°-) s&o monotonos }
F-RCF-F°ANR°-RCR°-F°

{ Img F' = id, ker R = id e conversos }
F-RCidNidC F-R

{ inclusao circular}

F-R=1d
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Inequacoes de Refinamento

R

— _

A < B tailsque F-R =1dy

F

Esta inequacao admite varias interpretacoes
Informais:

- A é“menor’ que B

- B pode “representar” A

- B é "abstraido” por A

- A é “implementado” por B

- B é um refinamento de A (“refina” Aoz s wacnaso)-pas



Equacoes de Refinamento

Isomor fismos : A B taisque r=f°

r

—=

~_
f

r=f°

{ adicionando variaveis}

bra = bf°a

{ funcbes e conversos}

b =Tra — f b — a MI1/0304 (trad: Luis P. Machado) — p.9/5:



Exemplo

Representando conjuntos finitos através de listas
finitas:

F = elems 1.9]

{1,2}- 2,1]

11,2, 1]
Das varias R C F°, podemos escolher a seguinte:
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Representacao Relacional

Listifica : set of nat -> seq of nat
Listifica(s) ==
if s = {} then []
else let e In set s
in [e] & Listifica(s \ {e});

Intuitivamente,
rng Listifica = [sem Repetidos]
onde

semRepetidos(s) == card elems s = len s
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Representacao Funcional

listifica : set of nat -> seq of nat
listifica(s) ==
if s = {} then []
else let e = minset(s)
in [e] & listifica(s \ {e});

Intuitivamente,

rng listifica = [EstaOrdenado] - [semRepetidos]
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Invariantes Concretos

m Sempre que

B  taisque RC F°erng R = [¢]

-

dizemos que ¢ € o invariante concreto induzido por R.

m Caso R seja uma funcéao, e porgue é sempre injectiva,
temos

onde B, denota o subconjunto de B que satisfaz o
|nvar|ante Concreto ¢ MI1/0304 (trad: Luis P. Machado) — p.13/5:



Exemplo de abstraccao parcial

Todo o elemento do tipo de dados A pode ser representado
por um “apontador’:

= A simplicidade da abstraccao € assegurada por um facto
conhecido: o converso duma relacao injectiva € simples.

= Invariante concreto: ¢ = [TRUE, FALSE]
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Outra abstraccao parcial

Correspondéncias (mappings) finitas sao relacoes finitas (simples):

mkr

—
mp AtoB < set of (A« B)
\_/

mkf = mkr®
VDM-SL:

mkr - map A to B -> set of (A * B)
mkr(f) == { mk _(a,f(a)) | a in set dom T };

mkf - set of (A * B) -> map A to B
mkf(r) == { p-#1 |-> p.#2 | p Iin set r }
pre 1sSimple(r);

(Adivinhe o invariante concreto.)
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Uma abstraccao i1so fundamental

tot
—
-~

A—B (B +1)4 (3)

untot

em que, para os tipos A, Be Just B: : val ue: B,

tot: map A to B -> A -> [JustB]
tot(sigma)(a) ==
iIT a in set dom(sigma) then mk JustB(sigma(a)) else nil;

untot: (A -> [JustB]) -> map A to B
untot(f) == { a |-> b | a: A, b: B & f(a) = mk JustB(b) };
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untot = (i7-) “pointfree”

Verificado a seguir:

untot f =17 - f

{ relagBes como conjuntos por compreensa
untot f ={(b,a)|a € A,b € B:b(1]- f)a}

{ usando aregrad(f°-R-g)a=(fb)R(ga
untot f ={(b,a)|a€ A,be B:i; b= f a}

{ notac&o VDM-sL}

untot f ={al->bla:A b:B & f(a)=nk_Just B(b)}
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Consequéncia de tot/untot:

1— A = A+1 (adivinhe f e f°).

Ou seja, a correspondéncia “singular” € uma estrutura de

“a.po ntad O r” d ISfargad a- MI1/0304 (trad: Luis P. Machado) — p.18/5:



Propriedades de <:

Reflexividade

1d
A< ~ A cf id-id=1d
1d
Transitividade
R S S-R
— _ — _ — .
A< > BAB < _>C=A4A_<_>¢C
F G F- -G
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Prova da transitividade

m Composicao preserva simplicidade e sobrejectividade:

img (F - G) = id
{ expandindo e conversos}
F-(imgG)-F° =1d

{ G é simples e sobrejectiva}

Img F' = id

{ F é simples e sobrejectiva}
id = id
m Verifica-seS - R C (F' - G)° por monotonia.
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Refinamento Estruturado

)

~———  —

FR
—
A~ <> B = FA_ < FB
c~——  —
F F F

onde F é um relacionador (functor) arbitrario:

(FF)-(FR)

— { os functores comutam com a composi¢ao}
F(F-R)

= { R € inversa a direita de F'}
Fid

— { os functores comutam com id}

ud
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Refinando conjuntos finitos (1)

Calculo:

PA

{ tot é representacao }
(1+1)%

{ basico}
oA

{ 24 éisomorfo a PA }

PA
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Refinando conjuntos finitos (la)

set2fm

—

set of A = mp AtoN |
\/

dom

VDM-SL

set2fm - set of A -> map A to Nil
set2fm(s) == { a |-> nil | a In set s };

Pointfree

set2fm L (1)
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Invertibilidade a Direita

Calculo:

dom - set2fm = id

17

dom (set2fm s) = s

17

dom(!-s) =s

{!éuma funcdo, dom(f - R) = dom R}

doms = s

{ s é co-reflexiva}

S=S
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Refinando conjuntos finitos (l1)

Lista (cf. exemplo atras):

—
set of A < seqgof A
\/

elems
Indice A:

—

set of A < map nat to A
\/
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Refinando conjuntos finitos (lll)

Classificar A por B (B D {}):

—
set of A < map AtoB

\/
dom

Quantificar A (“multisets”).

—

set of A < map A tonat
\/
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Refinando correspondéncias ()

JustB: :value:B;
JustC: :value:C;
BorC = JustB | JustC ;

//””’——f ‘—55\\\\\3

map (BorC)to A = (map BtoA) x (map Cto A)
\ /
peither

peither: (map B to A) * (map C to A) -> map BorC to A
peither(m,n) == mk_JustB(b) |-> m(b) | b in set dom m} munion

{ mk JustC(c) |-> n(c) | c 1n set dom n};
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Refinando correspondéncias (la)

unpeither

— T~
(B+C)—~A = (B—A)x(C— 4)
\ /
petther

onde
peither(o,7) = |o,T]
onde [R,S] = (R -]) U (S -15), i.e.

peither = U - ((+47) X (+13))
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Bi-functor correspondéncia

= Notem-se os (-i7)S, (i1-)S, etc.

= Em geral, para f injectiva e qualquer g,
define-se o bi-functor

def

f—=9=1) (f)
ou seja,
(f—=glo=g-0-f°
= Assim, podiamos ter escrito p.e.
peither = U - ((i; — id) x (iy — id))
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Refinando correspondéncias (Il)

UNCO)01N,
_— T
A— (B+C) < (A—= B)x (A—C)
\ /
cojoIn

onde
cojoin = U - ((i1-) X (2°))

NB: cojoin € parcial uma vez que a uniao de duas
funcbes parciais nem sempre € uma funcao parcial.
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ReTiInanao correspondencias (lla)

Note-se a funcao de representacao:

uncojoin : map Ato BorC-> (map Ato B) * (map Ato C
uncoj oi n(f) ==
nk ( { a|-> f(a).value
| ain set domf & is JustB(f(a)) },
{ a|-> f(a).value
| ain set domf & is_JustC(f(a)) }
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Refinando correspondéncias (1)

/ T
mp AtoBxC < (map AtoB)x (map Ato(C)

\/

X

onde (escrevendo | ol n em vez de )

join (map A to B) * (map A to C) -> map A to (B * C)

join(m,n) == { a |-> mk_(m(a),n(a))
| a In set dom m inter dom n };
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Correspondéncias (llla)

UNJoIN

onde

cxT (o, T)

onde (R, S) © (w9 - R) N (75 - S). Uma inversa a direita de join

e

. def : :
unjoin = (id — m,id — o)
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Correspondéncias (1V)

Como estender

CuTTY

BCxA (BA)C

\:/
uncurry

a funcoes parciais? Caso B .= B + 1

(B+ 14 = ((B+1)4)°

{ le.}
(C x A) =~ B=(A — B)“
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Correspondéncias (lVa)

Em geral:
pcurry
—
(CxA)— B < C —(A— B)
\/
unpcurry

unpcurry : map Cto (nmap Ato B) ->map (C* A to B
unpcurry(f) ==
nerge { let g=f(a)
in { nk (a,b) |->g(b) | bin set domg }
| ain set domf };
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Correspondéncias (1Vb)

pcurry : map (C* A toB->nmap Cto (mp Ato B)
pcurry(f) ==
let y ={ x.#1 | x i n set domf }
in{ al|->{ p.#2 |-> f(p)
| pin set domf & p.#l=a }
| ain set y };
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Transpondo relacoes

Seja B := 2 no isomorfismo curry/uncurry obtendo-se

A
P(Ax O) = (PA)C
~ 22—
AO
onde
f=AR = R=¢ f (4)

S
sendo A —— P A arelacao de pertenca.
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Transpondo relacoes finitas

collect
— T
set of (Cx A) < map C' toset of A
\ /

discollect

collect : set of (C* A ->nmap Cto set of A
collect(r) == { c|->{ g.#2 | gin set r & c=q.#1 }
| cinset { p.#1 | pin set r } };

discollect : map Cto set of A-> set of (C* A
di scollect(f) == dunion { { nk (c,a) | ain set f(c) }
| ¢ in set domf };
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Correspondéncias (V)

Por fim, embora importante
UNNJI0IN
/ T~
A—Dx (B—C) < (A—=D)x ((Ax B)—~C) (5
\ /

Ny,

onde

My = X (m, T ((6d = ) X peurry)) (6)

.. def . ..
unnjoin = (id X unpcurry) - unjoin
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Recursividade

Como refinar modelos recursivosdo VDM-SL tais como p.e.

SF:: DO map Id to Nodo; -- SF significa sistema de f

Nodo = Ficheiro | SF; -- um Nodo pode ser um fiche
- - Ou una pasta

|d = seq of char; -- 1dentificador dum Nodo

Ficheiro :: F. seq of token -- ficheiros sequenci ai s

ou seja, F'S = uF paraF X = Id — (File + X):

out

/\
uF = Id — (File + uF)
\_/

m
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Recursividade

ou...
ArvDec :: questao: OQue
resposta: map Resposta to ArvDec

OQue = seq of char;
Resposta = seq of char;

ou seja, ArvDec = uF em

ArvDec = OQue X (Resposta — ArvDec)

onde F X = OQue x (Resposta — X)
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“Remocao” de Recursao

Dado

out
/N_\
\__/

1F F uF

m

temos

UF @AFK)XK (7)
F

para K dominio de “apontadores” tais que K = IN.
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Funcao de Abstraccao

= O papel principal na representacao € desempenhado por
o

uma co-algebra-F (parcial) F K K, assumida como
um segmento (finito) de “memoaoria linear”, uma “heap” ou
uma “base de dados”.

m F (atransposta da abstraccéo F) é do tipo
(K -~ FK) — K — uF e pode-se construir o
hilomorfismo

Fo
LF < K
in o Fo=in-F(Fo)-o
v
F(uF) <—— FK

- ( F 0—) MI1/0304 (trad: Luis P. Machado) — p.43/5:



Parcialidade da implementacao

F(o,k) = (Fo)k sera indefinida quando
= kZdomo
= ¢ nao é “fechado” sobre si (ver em baixo)
= 0 hao € bem-fundado (ver em baixo)
Temos assim, o invariante concreto

¢(o, k) © ke domo A (closed o) N (wellf o)
De modo a definir closed o e well f o, precisamos da
relacao de acessibilidade de o, <, (préximo diapos-
itivo).
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Acessibilidade e pertenca

Relacao de acessibilidade para o:

<o
K K
def
_<0'§ CF-0
CF c

onde K F K estende K P K indutivamente sobre
functores polinomials, como se segue:

cp = &
cc af 1
EAX.X © id
def
€rxe = (€f-m)U(Eg -m2)

E F+G — [E F , E G] MI1/0304 (trad: Luis P. Machado) — p.45/5:



Exemplo

SejaFX =1+ A x X. Entao,

C1+AxX
— { € para o bi-functor do co-produto }
€1, €axx]
= { € para bi-functores constantes e de produto }
L, (€a m)U(Exx.x m2)]
= { € para o functor identidade e constante}
[J_, (J_ : 7T1) U (Zd . 7T2)]
= U LelRSl=(R-9)U(S 1)}

-0
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Exemplo (“pointfree”)

EE€iiaxx @

{ calculo acima }
k‘(’ﬂ'g . Z;)CE
{ composicao relacional }

k(ma)(a, k') Nz =1is(a, k')

= { trivial }
r=1dy(a,K)NEk=F
= { trivial }
T =iy(a, k)
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(Exemplo de) Acessibilidade

Acessibilidade dum apontador no caso duma heap “linear”
(1+AxK)~—K:

ki <, ks = ko €edomo A (0' kg) = iQ(CL, ]{1)
Desenhando:
K A K
]{1 = ]Co kl <o kQ
O = \
kg a ]{51 k() < kl
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Fecho e Boa-formacao

Seja <! denotando o fecho transitivo de <. Entao,

m o fechado =rng <XC domo i.e., todos o0s k
acessivels estao definidos.

w0 bem — fundado = (<F)Nid= 1, 1.e., <F é
Irreflexiva (sem ciclos)
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O.0. Implementacao de Dados

UML.:

class a
attribA : A

class b J z class c
attribB : B attribC : C

Modelo formal: K — Estrutura onde

A+ Ax B+ Ax(C
Ax(1+B+C)

MI1/0304 (trad: Luis P. Machado) — p.50/5:

Estrutura

I



Heranca multipla

—~

class b
attribB : B

N

class a

attribA : A

class _d

attribD : D

~

class ¢

attribC : C

_

K—~Ax(1+B+C+BxCxD)

MI1/0304 (trad: Luis P. Machado) — p.51/5:



Exemplo

estudante

A

nome : String

—

activo
K > | curso: String | < \
engenharia plano especial
estudo : String equivalencias : E

k engenharia_&_especial J

K—~Ax(1+B+C+BxC(C)
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