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NB: Esta prova consta de 7 alineas todas com a mesma cotagao.

PROVA SEM CONSULTA (2 horas)

Questdo 1 O operador de sobreposicao de funcgdes finitas disponivel em VDM-SL

sl ++ s2 ={ k |->if k in set doms2 then s2(k) else sl1(k)
| kin set doms2 union dom sl}

pode ser visto como um caso particular da operacéo de sobreposicéo de relacdes binarias definido como se segue:

RtS = SUR-(id—domS) (1)
1. Apresente as justificacdes do seguinte raciocinio que mostra que o codigo VDM-SL apresentado deriva de facto de (1):
0’11’0’2 = 0’2U0’1-(Z‘d7d0m0'2)

= L
o3+ (domos) - (domoy) Uoy - (domoy) - (id — dom o)

= R
oy - (domgy U domoy) - (domog) U oy - (domog U domoy) - (id — dom o)

=
oy - (domgs) - (domoy Udomoy) Uoy - (id — domos) - (domoa U domoy)

= L
(o2 - (domoz) U o - (id — domog)) - (domoz U domoy)

= L

(domay — o2, 01) - (domoa U domoy)

RESOLUGAO:
o1foa = o2Uor-(id— domoa)

= {R=R-domR (3vezes)}

o2 - (domos) - (domos) Uoy - (domoy) - (id — domog)
= {domR C X =R = R- X, onde X é coreflexiva }

oy - (domoy U domoy) - (domog) Uoy - (domoa Udomoy) - (id — domog)
= { composic@o de coreflexivas & a sua interseccéo, logo & comutativa }

o2+ (domos) - (domoy Udomoy) Uoy - (td — domos) - (domoa U domoy)
= { Galois: (-(dom &1 U dom ¢2)) € adjunto inferior, logo distribui por U}

(o2 - (domoa) U ot - (id — domoa)) - (domoa U domao)
= { introduc&o de condicional de McCarthy}

(domos — o2, o1) - (dom oy U domoy)



O
2. O operador t ocorre em

R
(32-141°)

Ic_ien_tifi_que os dominios de dados «, § e a relagdo de representacdo R por forma a que (2) seja uma lei de isomorfismo que estudou nesta

(IilISBC:”IJ:iga(.iz-! t41-)z da forma habitual, isto é, i5-! 1 1 - 2. O facto

dom (R - S) = dom(domR - S) (©)

pode ser (til para a sua resolucéo.

REsoLUCAO: Aplicando a fungdo de abstracgdo e expandindo, tem-se
(i2'ti1 )X = gt X
{ por ()}
i1 - X Uig-!- (id — dom (i1 - X))
= { por 3)}
i1 - X Uig!- (id — dom (domiy - X))

= { 41 &inteira ; natural-id}
i1 - X Uda-!- (id — dom X))

= { definicéo de tot}
tot X

Logo a lei que se identifica em (2) &
untot
(B+1)4 /%\}{ —~B
~_

tot

Questdo 2 No refinamento relacional opta-se por vezes por representacdes ndo-normalizadas em situacdes em que o volume de dados nao é
preocupante. Uma lei que realiza um refinamento desse tipo é

R
/\
(A~ B) x (A~ 0C) < A= ((B+1)x(C+1) @
\—//
F=((i]-71-), (3§ -w2-))

agregando duas tabelas numa s, por exemplo representando

[ NOMERO [[ NoMmE | [ NOMmERO [ Curso |
1010 Manuel e 11230 LESI
11230 Maria 15234 LMCC

numa so estrutura:

[ NOmERO || NoMmE | CuRsoO |

1010 Manuel nil
11230 Maria LESI
15234 nil Lmcc




1. Mostre que (o1, 02) = f o significa
o1 {a—bla€dmoAmi(oa)=(i1b)} (5)
o2 = {awcla€edomoAm(oa)=_(i1¢)} (6)

NB: prove apenas uma das duas igualdades anteriores.

RESOLUCAO: Aplicando a fung&o de abstracgdo, tem-se
(01,02) = fo
= { definicéo de f}

(01,02) = ((55 - 71-)0, (15 - 72-)0)

{ aplicacdo de funcdes}
(o1,02) = (47 - 71 - 0,47 -2 - 0)

{ igualdade de pares}

Desenvolvimento da primeira igualdade acima:
o1 =14]-m -0

{R-domR = R}

el

01 =14]-m -0 -doma

= { notagd@o por compreensdo apos introdugdo de variaveis }
o1 ={(b,a) | b(i] - 71 - 0 - domc)a}

= { composicdo relacional }
o1 ={(b,a) | b(i} - 71 - 0)a’ Aa’'(domo)a}

= { regrab(f° - R)a = (f b)Ra ; dom o & coreflexiva, logo a’ (domo)a = a = o’ Ad’(doma)a }
o1 ={(b,a)| (31 b)(m1 - 0)a Aa € doma}

= { 1 & funcéo; por hipodtese o é simples; notacdo a — bem VDM-SL }
o1 ={a—b|(i1b) =m1(ca)Aa € domo}

O

2. Defina em notagdo VDM-SL uma fungdo de representacdo » C R adequada a lei (4) e explique (eg. por contra-exemplo) por que é que essa
lei ndo & um isomorfismo.
NB: para ndo sobrecarregar a notagéo assuma a seguinte simplificagdo: A e B sdo tipos ndo anulaveis, isto &, ni | ¢ Aenil & B.

RESOLUCAO: A simplificagdo proposta permite-nos representar, em VbM-SL, C' + 1 por [ C] e B + 1 por [ B] e ignorar iy e 5. Assim,
r: (map Ato By*(map Ato C ->map Ato ([BI*[Q)
r(nmk(s1,s2)) ==

{a |->if ain set (domsl inter doms2) then nk(sl(a),s2(a))

else if ain set domsl then nk(sl(a),nil) else nk(nil,s2(a))

| ain set domsl union doms2}
Para vermos que nao ha lugar a isomorfismo basta reparar que r ndo & sobrejectiva: em nenhuma circunstancia se verificar (nk (s1, s2)) (a)
= nk_(nil,nil). Da mesma maneira se verifica que f ndo & injectiva: f (s)=f(s munion {a |-> nk.(nil,nil)}) paraa
not in set doms. O




Questdo 3 Deduza as propriedades

[,
-
n
Il
~

o
n

™
kerf = F\f ®)

a partir das seguintes conecgdes de Galois

=9
(R-) (R )
(h) (h°-)
RESOLUGAO: Dedugéo de (7):
XCf°-8

{ “shunting rule” (segunda linha do quadro) }
f-xXcs

{ diviséo (primeira linha do quadro) }

XCr\S
{ indireccéo}

[Ps=f\8

Deducdo de (8):

ker f

{ definicdo de ker }
FARY

{ facto (7)para S := f}
I\

Questdo 4 Atente no seguinte dialogo entre dois colegas seus:

A:

@ > o

O que se pretende € encontrar uma solugdo funcional para a especificagao seguinte: a lista resultado devera ser uma permutacao
com 0s mesmos elementos (nimeros naturais) da lista de entrada.

. Isso corresponde a resolver em ordem a f a equacdo S - f, onde

S(i: seq of nat) r: seq of nat
post seq2bag(r) = seqg2bag(i) and elens(r) = elens(i) ;

Exacto. Mas para efeitos de céalculo & melhor escrevermos
(ker seq2bag) N (ker elems) + f 9)
Para mim, isso & a mesma coisa que

(ker seq2bag) &= f A (ker elems) \- f (10)

: Talvez tenhas razdo. Mas olha que nos vai bastar resolver (ker seq2bag) & f...

Porqué?

: Porque elems = dom - seq2bag e dom € inteira. Logo ker seq2bag C ker elems.

Bem visto. Ja agora vamos avisar quem escreveu a pos-condi¢do de S que pode remover aclausulael ems(r) = el ems(i)
— esta nitidamante a mais!



1. Recordando
SFR = R-domS CSAdomSC domR (11)

verifique se B tinha razéo ao identificar (10) com (9).

RESOLUCAO: B tinha razdo de facto, pois
(ker seq2bag N kerelems) - f = (ker seq2bag &= f) A (ker elems \= f) (12)
verifica-se. Dedugdo de (12):

(ker seq2bag N ker elems) & f

{ por (11), sabendo que f & inteira, logo dom f = id}
f - dom(ker seq2bag N ker elems) C (ker seq2bag N ker elems)

{ dom(ker seq2bag N ker elems) = id, ver (13) abaixo ; natural-id }

f C ker seq2bag N ker elems

{ universal-n }

(f C ker seq2bag) A (f C ker elems)

{ (11) duas vezes, para R := f e S := ker seq2bag, que é reflexiva, logo inteira }
(ker seq2bag - f) A (kerelems = f)
Dois passos deste raciocinio basearam-se no facto de todas as relagdes reflexivas serem totais, isto &,
dom S =id <« S éreflexiva (13)

Notar que ker seq2bag N ker elems é reflexiva, ja que a intersec¢do de duas relagdes reflexivas é reflexiva.

O
2. Deduza a lei geral em que A se baseou para reduzir (ker seg2bag) N (ker elems) a ker seq2bag.

RESOLUCAO: A afirmagéo de A decorre do raciocinio seguinte:
(ker seq2bag) N (ker elems) = ker seq2bag
{ poisRCS=R=RnNSemgeral }

ker seq2bag C ker elems

{ por elems = dom - seq2bag }
ker seq2bag C ker (dom - seq2bag)
{ definicdo de ker }

ker seq2bag C (dom - seq2bag)® - dom - seq2bag
{(R-5)°=5°-R°}

ker seq2bag C seq2bag® - dom® - dom - seq2bag

{ definicdo de ker ; natural-id }
seq2bag® - id - seq2bag C seq2bag® - dom® - dom - seq2bag
<= { (-) &monotona }

id C dom® - dom

{ dom & inteira, logo por defini¢do o seu nlcleo é reflexivo }



O facto ker seq2bag C ker (dom - seq2bag) é a base do reciocinio. Abstraindo seg2bag em R e dom em S, tem-se a lei geral

ker R C ker (S-R) <« S eéinteira (14)




